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1.  J.  'Das  Skalare  GravitaUanspotentUü: 
von  Ernst  JReichenbächer. 


1.  Abschnitt 

Wie  entsteht  die  VerzemiDg  der  BaumBeitmannigfialtigkeit 

durch  die  Gravitation  im  allgemeinsten  Falle? 

Die  Gra'vatationßwirkungen  werden  bekanntlich  nach  der 
Einsteinschen  Theorie  aus  der  Annahme  eines  von  der  ge- 
wöhnlichen Euklidisch-Minkowskischen  Maßvorschrift  ver- 
schiedenen und  auch  nicht  aus  ihr  durch  Transformation 
herleitbaren  Ansatzes  für  das  Linienelement  der  vierfacli 
aasgedehnten  Baiimzeitmannigfaltigkeit  abgeleitet,  wobei  die 
10  Koeffizienten  g^^y  dieses  Ansatzes  als  Gravitationspotentiale 
aufgefaßt  werden.  Hierbei  ergibt  sich  die  Massendichte  im 
Gegensatz  zu  der  gewöhnlichen  Anschauung  nicht  als  Skalarf 
sondern  als  44-Komponente  eines  16g]iedrigen  Tensors,  dessen 
andere  Komponenten  allerdings  ihr  gegenüber  sehr  klein  sind. 
Dies  und  die  Tatsache,  daß  die  gr^^  wegen  ihrer  Abhängigkeit 
\x>n  der  Wahl  des  Koordinatensystems  einer  freilich  ein- 
geschränkten Willkür  unterworfen  sind,  hat  mich  in  der 
Einsteinschen  Theorie  nicht  befriedigt,  und  ich  habe  deshalb 
in  meiner  Arbeit:  „Grundzüge  zu  einer  Tlieorie  der  Elektrizität 
und  der  Gravitation*'^)  versucht,  die  Theorie  eines  skalaren 
Gravitationspotentials,  das  ich  mit  der  Lichtgeschwindigkeit 
identifiziert«,  aufzustellen,  wobei  ich  an  bestimmte  Voraus- 
setzungen über  die  Gravitationserregung  durch  die  Elektronen 
anknüpfte,  die  ich  —  positive  und  negative  —  als  das  einzig 
Materielle  ansah.  Den  einfachsten  Fall  der  Verzerrung  einer 
ohnedies  Minkowskischen  Mannigfaltigkeit  durch  die  Gravi- 
tation eines  einzigen  Elektrons  hatte  ich  dabei  erledigt  und 
nach  Analogie  dieses  Falles  allgemein  die  Gleichung^ 

(1)  ffi  =  2  Div  Grad  lg  I 

1)  Ann.  d.  Phys.  52.  S.  134.  1917. 

2)  A.  a.  0.  S.  168.   Gl.  (76).    S.  169.  (Gl.  77),  desgl.  im  Nachtrag 
8.  176.  Gl.  (VII). 

AüBiden  der  Phjilk.   IV.  Folge.     61.  ^ 


2  -    .,  E.  Reickmbächer. 

anfgeBtellt.  ^  *fehlte  aber  der  Beveis  für  diesen  Analogie- 
scbluß,  dec-.iris besondere  auf  den  Nachireia  der  Möglichkeit 
ilieses  Ansatzes  1  hiuaasläuft  tind  in  folgendem  geführt  werden 

soll.  ,■;.;-.-■ 

Es.bt  im  allgemeinen  Falle  zu  erörtern,  vie  die  Gravitations- 
«irkiiäg  eines  weiteren  Elektrons  oder  Änziebungsmittelpunktes 
^rzerrend  auf  die  Baumzeitmannigfaltigkeit  ein-nirkt,  die 
"■  ihrerseits  seibat  schon  ohnedies  durch  die  Gravitation  von 
beliebig  vielen  anderen  Elektronen  umgebildet  ist.  Dies  Ein- 
führen einer  „neuen"  Verzerrung  soll  nun  aber  nicht  etwa 
bedeuten,  daß  nun  irgendwo  und  irgendwann  ein  neues  Elektron 
plötzlich  entstehen  und  das  vorhandene  Feld  umbilden  könnte, 
sondern  geschieht  nur  zu  dem  Zwecke  einer  vollständigen 
Induktion,  eines  Schlusses  von  n  auf  n  +1.  Es  kann  also 
nun  kein  Zweifel  darübet  herrschen,  daß  ich  mit  den  Aus- 
drücken „vor"  und  „nach"  der  Verzerrung  durch  die  Gra\i- 
tat  Jon  des  „neuen"  Elektrons  keine  zeitlichen  Beziehungen 
meine.  Die  Mannigfaltigkeit  vor  der  Verzerrung  igt,  wie  eben 
gesagt,  schon  nicht  mehr  Minkowskisch,  da  sie  ja  schon  durcti 
die  übrigen  Elektronen  umgebildet  ist;  es  soll  aber  für  sie 
die  Gültigkeit  der  Gleichung  (1)  gefordert  werden,  was  für 
ein  einziges  solches  Elektron  möglich  ist,  wie  ich  in  meiner 
Arbeit  gezeigt  habe,  sogar  auch  für  den  von  Einstein  ge- 
forderten Fall  der  Verzerrung  des  Ruhraumes  des  gravitierenden 
Zentrums,  wobei  die  Perihelwanderung  die  doppelte  ist  wie 
in  dem  sonst  von  mir  zugrunde  gelegten  Fall.') 

Die  Gravitation  des  neuen  Elektrons  äußert  sich  natürlich 
in  einer  Änderung  des  Pundamentaltensors  der  g„,  in  dem 
Ausdruck  für  das  Linienelementquadrat  in  der  Mannigfaltigkeit . 
wie  er  vor  der  Verzerrung  bestand.  Diese  Änderung  wird  sich 
nun  wieder  am  leichtesten  für  ein  Koordinatensystem  be- 
rechnen lassen,  dessen  Lage  dem  mit  räumlichen  Folarkoordi- 
naten  in  dem  in  meiner  Arbeit  erledigten  Falle  entspricht , 
WD  die  Mannigfaltigkeit  vor  der  Verzerrung  Minkowskisch  war. 
E^  solches  Koordinatensystem  konstruiere  ich  folgendermaßen: 
In  allen  Funkten  der  Weltlinie  (besser  Mittolisogone)  des 
verzerrenden  Elektrons  errichte  ich  die  orthogonalen  geo- 
dätischen Linien;  die   zu  je  einem   Punkte  gehörigen   bilden 


I)  A.  a.  0.  Nachtrag  S.  176.  Gl.  (VI)  und  S.  177.  Gl.  (X), 
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eine  raumliche  Mannigfaltigkeit,  die  man  als  je'weiligen  Buh- 
ranm  des  Elektrons  bezeichnen  kann.  Die  Schar  der  ortho- 
gonalen Trajektorien  dieser  Ruhräume  wird  dann  einer  Ver- 
zerrung unterworfen,  deren  Betrag  nur  von  ihrem  geodätisch 
gemessenen  Abstand  von  der  JMittelisogone  abhängen  ^drd. 
Dies  ist  deshalb  möglich,  da  sich  dieser  Abstand  nicht  ändert, 
wenn  man  eine  solche  Trajektorie  durchläuft ;  denn  diese  liegt 
gänzlich  in  einem  Parallelraum  zur  Mittelisogone,  den  man 
erhält,  "wenn  man  auf  allen  geodätischen  Linien  von  dieser 
Isogone  aus  gleiche  Stucke  abträgt.  Da  dieser  Parallelraum 
auf  allen  geodätischen  Linien  Sv^nkrecht  steht,  bildet  er  auch 
mit  den  Buhräumen  rechte  Winkel  und  enthält  also  die 
Trajektorien  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung.  Sämtliche  Par- 
allelräume —  die  übrigens  mit  Zylindern  verglichen  "werden 
können  —  bilden  mit  den  geodätischen  Linien  ein  sogenanntes 
Gaußsches  Koordinatensystem*),  während  die  Trajektorien 
mit  dem  —  den  Ebenen  unseres  Baumes  analogen  —  Buh- 
räumen  ein  halborthogonales  System  zusammensetzen,  in 
dessen  L.  E.  Q.*) 


o 


(2)  ds*  =  5^00^^^  +  ^^fft^rdxf^dx^ 

g^  im  allgemeinen  nicht  nur  von  x^,  sondern  auch  von  den 
anderen  Koordinaten  abhängen  wird,  da  die  Trajektorien 
keine  geodätischen  Linien  zu  sein  brauchen. 

Durch  die  Gravitation  unseres  Elektrons  sollen  nun  die 
Trajektorien  verzerrt,  dagegen  die  Buhräume  im  Verfolg 
meiner  Annahme  im  Gegensatz  zur  Einsteinschen,  die  ich 
später  daraufhin  zu  untersuchen  vorhabe,  unverzerrt  bleiben. 
Dagegen  kann  das  in  ihnen  liegende  dreifache  Koordinaten- 
system und  zwar  für  jeden  Buhraum  anders  transformiert 
werden,  so  daß  das  L.  E.  Q.  die  Gestalt  erhält: 

(3)  d/*  ^g^l^dx'^^+^.^^.dx'f^dx'-  . 

(Durch  die  Apostrophe  sollen  alle  Größen  nach  der  Verzerrung 


1)  Vgl.  wegen  dieser  Bezeiohnong  Hilbert,  Gdtt.  Nachr.  1917, 
8.68f. 

2)  Abkürzung  für  Linien-Element- Quadrat. 


E.  Heichetihächer. 


voD  den  entsprecb  enden  vor  ilir  unterschieden  werden.)    Dies 
wird  durch  folgende  Gleichungen  erreicht: 


(4) 
(5) 


dx'>  =  idx"> , 


Damit  im  Buhraam  keine  Yerzerrung,  BOndem  nur  eine 
Transformation  eintritt,  muä  das  System  (6)  integrabel  sein, 
d.h.  es  muß  für  alle  g,  fi,  v  von  1  bis  8  sein: 


Statt    dieser    Gleichungen    kann  ich    auch    die   inversen 
fordern,  die  aus  den  ümkehrungen 

(7)  dx'f  =  '^a'^dxe  (p  =  1, 2,  3) 
von  (6)  folgen  und  lauten  [für  alle  fi,  q,  a  von  1  bis  3]: 

(8)  l'l..l<, 

Denn  aus  der  IntegrabiJität  deß  S3sfem6  (5)  folgt  die  des 
Systeme  (7).  Dabei  sind  die  o'^  die  durch  die  Determinante  a 
der  Matrix  der  Koeffizienten  o^  geteilten  Unterdeterminanten 
dieser  Matrix. 

Aus  den  Gleichungen  (5)  und  (7)  folgen  die  Eeziehungen 
für  die  Komponenten  der  ]<\mdamentalten£oren: 

(11)     3,.-\-<''<'''i,.<         (12)    g"  ~^.<f,<£,ii". 

Ferner  ergibt  sich  für  die  ko-  und  kontravariante  Dif- 
ferentiation; 


it 


df 


.    »f 


(14) 
(16) 


»r 


»f 


^.-If- 


9f 


6  E.  BeitihetihM^ier. 

Zim&chst    erh&lt    man    für    die     Fundamentaldeterminanle 

G  =  9  '  9w  ßwh  der  Verzemmg: 

(20)         G'  =  3'„  j'  =  ff„  l»  •  9  ■  a«  =  I'  •  a'  ■  G  . 

Dann  sondere   man  aiis  der  Divergenz  des   Gradienten 
wieder  den  auf  den  Index  0  bezüglichen  Bnnuuandeu  ans: 


'     -V   Va  a^  '    ' ■  ärf 


(21) 


ä£ 


+^-w^^^-^\^ 


Der  letzte  Summand  ist  der  La  pl  a  c  eecbe  Operator 
div  grad  /  für  die  drei  Indizes  1  bis  3,  der  bei  der  Verzerning, 
die  fnr  diese  eine  bloße  Transformation  ist,  ungeändert  Ueibt. 
Man  erhalt  also  für  alle  vier  Ansdehnnngen  nach  der  Veizemmg: 

DiT  Grad' /•=-,-  -^VG'a'^ik 


vv 


ra 


Vff 


aig(yä.-i)  er 


^  "^        ««•        ä^,       -P  ä«"    9«<' 

+  div  grad  /'. 

DiT  Grad-  /■  -  W'  »"d  /■  +  2  j"  -^^   -^- 


|-^«"J" 


/.    Das  skalare  Gravüaiionspotential.*  7 

Der  Einfluß  der  Verzerrung  auf  die  skalare  Krümmung 
£  =  ge^  K^^  macht  für  seine  Untersuchung  umfangreichere 
Vorarbeiten  nötig,  die  im  nächsten  Abschnitt  erledigt  werden 
sollen. 

2.  Abschnitt. 

Vergleich  der  Krümmung  einer  Mannigfaltigkeit  mit  der  einer 
in   ihr   gelegenen  Untermannigfaltigkeit^   die   eine  Ausdehnung 

weniger  besitat. 

Da  bei  der  Verzerrung  die  Buhräume  nicht  verändert 
werden  und  also  auch  ihre  Krümmung  erhalten  bleibt,  liegt 
der  Gedanke  nahe,  die  Gesamt krümmung  auf  eine  Formel 
zu  bringen,  die  diese  Teilkrümmung  enthält.  Um  dies  aus- 
zuführen, soU  jedoch  für  erstere  zunächst  ein  wesentlich 
kürzerer  Ausdruck  hergeleitet  werden. 

Nach  Einstein^)  hat  man 


ri) 


und 


Aus  der  letzten  Gleichung  erhält  man  durch  Differentiation 

d 


-9 


VT 


r;i 


und  hieraus  nach  (2)  und  der  Einsteinschen^)  Gleichung  (84): 


(3) 


dj^dx"        ^         dx"  dx"  "      y^)      dx' 


1)  Die  Grundlage  der  allgemeinen   Belativitätstheorie,   Ann.  d. 
Phye.  49.  1916:   S.  801.  F.  44;  S.796.  F.  34,  29a. 


6  £.  Reidunb^iur. 

Aus  ^ii  erbäli  man  dnrrb  Ändenmg  df r  Iitäizc« : 


5i' 
Eteioo  au  (3): 


er 


8/- 


'^    i^ir       -i^  lil  i.l      ^  ,j-  I.! 
Hierin  selar  man  «ien  Wrri  för  ?"'1V|  **•=    "*!  "^^  -^^ 


?x-           ^x-         »'''"       ■■»           ^^ 

«x" 

vihxend  in 

—  -7—;     — ^-T —     /i  Statt  Ä  gt£^'?^    wini : 

Daraas  i^rbilt  m&n  uftcb  Division  dtmi.    -  : 


-r-h'^^ 


Dtt«cD  Wen.  sowie  ^']Vl  (ans  4)  mit  /<  stalt  Äi^K-riu). 
setae  man  m  (1)  ein: 


■  I 


»r 


ex" 


cx^ax" 


+  y 


.fitic  ^iglt 
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1      ay-         3    dg^^    dlgVo       .        d'lgVa 
(5)  __ 

Nun  ist 
d.h.  nach  (4)  mit  x  statt  Jl  und  nach  Multiplikation  mit  —  ^ : 


2     aar^öa;" 


(6) 


1   d£r  digVa      ,       aMg>^ 

2     aa;"         aa/*  ^^       aaj^ax" 

Dies  setze  man  in  (5)  ein  und  ziehe  zusammen: 

bafbuS'  dx"       öxf"  ^     dafdx" 


aigVff  digVo  ,  ifi^'Xsg^ 


+  9"" -^^^  ^^^F:^  + 


py 


aa;"         dx^  '  i^)  dar 

Da 

aa/*ax^  °^  '^    aaj^ax"      ax'*  ax"      ax*    ax^     b^bx"^ 

Vg 

^     ax^     ax"  / 

ist,  kann  man  der  Gleichung  (6)  auch  die  Gestalt  geben: 

(7)  {     g^  1  a'/"V5         gMgyg       f^>layi^ 


'      iax^a»'  öas'       ö«^         *      aa;^( 


0  E.  Reickeniächer, 

ferner  ist 
yÖ»a^'     ^      dx>'  ^        da^         daf  ö»'      dtf* 

ch  ist 
dahet  nach:  (7) 

In  den  Gleichungen  (6)  bis  (9)  bat  man  natürlich  alle 
Sammanden  mit  (t,  v,  x  von  0  bis  S  za  bilden  und  diese  zu 
addieren.  Da  nur  ein  einziges  Glied  mit  drei  Indizes  vorliegt, 
ist  der  Ausdruck  von  ft  gegenüber  der  Gleichung  (1)  sehr 
vereinfacht. 

Die  allgemeine  Gleichung  (9)  wende  ich  nun  auf  ein  halb* 
orthogonales  System  an,  in  dem  g^i,  gnr  9n  verschwinden. 
In  diesem  ist  dann  wie  im  Abschnitt  1  die  Determinante 
G  =  g^  ■  g.  Nun  scheide  ich  aus  der  allgemeinen  Summe 
den  einzigen  Summanden  mit  dem  Index 0  aus  und  erhalte: 

•T  '^  L   «»'ai'  ay  s«' 


i.   Das  skalare  (iraiHtations'poieniicU, 


11 


Es  ist  aber 


,00 


=—  n 


ir.n--i?'^'is 


2     B 


ra = 


-2^'^'fÜrx,^.+  0. 


St 


1 

ffoB 


d'igg 


{daf>) 


i  + 


l{d}K9Y_l 


Big 9  Big 9t, 


1  IBig9i>y 
4\   dsfi  } 


■i 


+  2^-5"" 


+ 


-r"^     L  Ba^da^  daf  daT 


+ 1  ^  r/i  ^'^j 


In  der  letzten  Doppelzeile  steht  offenbar  wieder  der  Ausdrack 
für  die  Krümmung  nach  Gleichung  (9),  aber  beschränkt  auf 
/c»  ^9  9c  gleich  1  bis  8,  also  die  Krümmung  {  der  ^dreifach  un- 
endlichen Mannigfaltigkeit  x^  =  const.  Im  zweiten  und 
dritten  Gliede  der  vorletzten  Doppelzeile  ist  /i  und  v  vertausch - 
bar;  femer  ist  x  und  q  durch  /i  und  v  zu  ersetzen: 


(10) 


Ä  = 


?(« I  (5 «^*  "^  4  l  a «•  /      2    a*»    Bafi 


_   \_4^      B_g^,  ap^'l 

4  ^^  aaf>~  a«»'J 


+ 


S"^"' 


ö'igy«,   ,  öigy..  aigG^'V«) 


aas^a»* 


da^ 


aaf 


+ 


2     "ds^       BaT  J 


E.  I^eiehenbäeher. 


Kon  ist 
diT  gnd  lg  g^  = 


dar     Bar 


"  a*igg^    .  3 leg»  dki^'Vü] 


Setst  nuui  dies  in  (10)  eis,  so  erh&lt  man: 


(") 


dx*      dx. 


3 


Diese  Gleichung,  die  die  Krüaunung  der  \'ierfach  au£- 
gedebnten  Mannigfaltigkeit  auf  die  in  ibr  enthaltene  drei- 
fache sDTÖcltföhrt,  ist  natörlich  entsprechend  auch  auf  Mannig- 
fsltigkeiten  von  beliebig  vielen  AuBdehnnngen  anzuwenden. 
Sie  entbät  neben  der  Fanktionaldetenninante  g  der  Unter- 
iDMimgfaltigkeit  noch  die  ErgänzongskompoDente  g^  nnd  den 
Aasdrock 


atf 


Ton  den  Koordinaten  tritt  nur  z"  selbetändig  auf,  die  anderen 
drei  dagegen  in  den  Skalaren  dir  grad  lg  g^  und 

dar 


*y" 


bt  das  balborthogonale  System  ein  Gaußsches,  in  dem  t;^ 
nur  von  x*  abh&ngen  darf  nnd  einer  Konstanten  1  gleich - 
gesetet  werden  kann,  so  erhält  man  insbesondere: 


(12)    8-1  +  ^ 


■T^- 


Man  kann  übrigens  die  Formel  (11)  durch  Einführung 
der  Komponente  E^  des  Krämmungsteusors  noch  yereinfacben. 
Ans  der  allgemeineo  Gleichung  [vgl.  (1)]: 
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A^y      =  


dx' 


r;i + m  r.'i + f^  -  in 


erhält  man  für  ^  =  y  =  0; 


-^00  =  "" 


ex 


"  ^' PI +dv!-^i°1 +  "'"'' 


(ö«*)" 


-^•m 


00 
0 


05^0» 


Wegen  ffoi  =  ?02  =  3o8  =  0  ist 

^  J_  1^    [00]  ^  _  JL  l??o     fOfil  ^  J_ 

2    örc'» '  L/iJ  2    a^'  LoJ      2    ö^' 


-^0  *"  — 


öa;'' 


öa;  J 


ö^'kp    öfl'A. 


ö  «•      dx^ 


_i^.^o«l^A.^  -i^-r{^:  ^  +  i{^''T(-|ff 


+ 


ö« lg Vö  _   .   a^„  ,^ 0     nöigVö. 


(ö«<^' 


0  35^  oa; 

0  flir  (7  =^=  0,   =  1  für  (7  =  0. 


da  3 


Unter  Benutzung  der  Gleichung  (2)  erhält  man  hieraus, 


.na 


HQ 


g"-  =  31  ist: 


Vö 


^=k'^^^ 


„{y|j|^(,^0_^)_,«..^_(,,0_^) 


*oo-y      \o{    dx'        *ff      l«rl7Z      ^    (äiV+f^ 


MO 


dx'daf 


+i(^J")" 


*  a«»    a«»     *^   ^  llfiU 


14  E.  Beichenbächer. 

nach  Gleichung  (4),  desgleichen 


ie(g"Vö). 


r       ,  /aj«jj.V  _  sigVo  äig»«  _  _L  lila  j.  «'IbV'o 


-t»«.»''' 


-i 


,.  i'iis-Ve   aj-  . 


(««•i" 


äjeVj™!' 


a    8lgV5   aigVy„ 


^,  ^_ffw     Sil-g^ 


+  i 


S"     ö*^ö*'         ^ff«     aa:»      a«« 


+  *J' 


.  d]gg'"yo    aigg«, 


»••«•        1  [8'igvy     aMgva;     naigVg  aieKj» 
*   ■^     »»l  (ax*)"         («»•)■  ai-        ai- 


,  1  [a'igVj     „aigVg  aigi^  .  /aig>^ 


aigvK^  aigVä: 


a«» 


a«» 


+  ^ 


(^) 


a«^ 


t^ 


2    a«'     aa^  J 
a£:£i»il 


+  i  di,  g»d  lg  ,„  +  t|>.jr-5^  5^-^ . 


(13) 
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Daher  erhält  man  entweder 

+  idiT  grad  Ig^^  +  i^.ffMr^  ito 

1  o  xr       dx' 


oder 


,14,    «-,-2r-^.^[(Äi)-  +  ^.^4S^j. 

Im  Falle  des  Gau  ß sehen  Systems  Mird  einfach  (fürjo©  ==  !)• 
(15)  ft-l-K^^^^%.    . 


3.  Abschnitt 
Der  Einfluß  der  V^rserrnng  auf  das  KrüxnmnxigBmaB. 

Nun  sind  alle  Vorbereitungen  erledigt,  um  die  Änderung 
des  Erümmungsmaßes  durch  die  Verzerrung  bestimmen  zu 
können.  Wendet  man  die  Gleichung  (11)  des  vorigen  Ab- 
schnittes auf  die  verzerrte  Mannigfaltigkeit  an,  so  erhält  man: 

-  i^^4^^  -ri^]  +  di^  grad'  lg  iToo' 

i|  dx  f*         ax 

Nach  Früherem  ist  hierin 

div  grad'  -  div  grad  und  g'^^  -V,  ^  "  ^"'^  ^ 
zu  setzen.    Man  erhält  also: 


1)  d  I/d  7^  ist  gleich  0  zn  setzen,  da  die  a^-Linien  in  die  R&nme 
konstanter  Verzernmg  fallen. 


16  E.  Beidumbädter. 

,.«]£»  aigr,,     ,.«i8""aigiK_,,,4.  a?,.-  a/'-l 
~ '   ai-  "55"  '  ~ '  "55"  a5  '     *'  -f/"  «^  "äy| 

-r'^     ay    Si"         -r       si"    ai- 

Hit  BeDDtznng  der  Gleichung  (2, 11)  findet  man  dann: 

B'  ■  B  -1-  ±  1°''^°'    ,     l    "tu     "«'■'     .     l  ^aiKa'V 

■*■  3»  i  la*"/ ■'' 8    a**     ai»  "*"  ^  ^  e*»  ) 

1  aigg-  aigj^      1  A    fa»,.  ig"     a/„  ay^] 

2  ai*     aa*''"4-f^Wi«ai*       ai»     a«»/J 

+  2  di,  6r»d  lg  1  + 2 1;  .*"  ?Jfi=  |t' 

+  2i:j..iil^". 

-r'^    äi'  a.- 

Diese  Gleichung  kann  dadurch  vereinfacht  i^rden,  daß 
man  die  Gleichungen  (21)  und  (22)  des  Abschnitts  1  auf  die 
Funktion  /  =  Ig  I  anwendet.     Danach  erhält  man 

DiT  Grad- Ig  (  _  Di.  Grad  Ig  I  +  2  j„  U|^  ^  >; 

+  i>-J"|Ji-|^  +  di7gradlgI. 
DiT  Grad'  Ig  I  -  dii  gr«d  Igl  +  y,.  ij/i-litäü  Uli 

-T    '^  irr    a." 
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Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  für  ^'  ein,  so  erhält  man: 


(1) 


2^   aigg*    g  lg  j7oo 
2       a  x^        ö  a;« 


-iMi^ 


^9t..d9^'\-\^^_^^^d\gg,,     ölg/ 


)]  +  S*-r 


+  2DivGrad'lg  I. 

Nun  nehme  ich  an,  daß  vor  der  .Verzerrung  meine  Be- 
hauptung richtig  sei,  die  Krümmung  ü  also  die  Gestalt  habe: 

(2)  ^  =  2DivGrad8li); 

dann  ist  nach  Gleichung  (1 ,  22) : 

ft  =  2DivOrad  «  =  2DivGrad'«  -  4.g^  ^f^  |^ 


^  dlg/     ö« 


Daraus  folgt: 


+ 


(d\gay      d\gadlgg„      o  Alga  fl«l 


_  JL-^     /^gVv    ay'^'   _    Sg^^     dg^\ 
4  -^^"1   5z»       dx*  dx»       dx"  ) 


-r       ^  dx"       \      07^  Bt^   } 


Soll  nun  die-  Behauptung  richtig  sein,  daß  auch 
(8)  r  =  2  Div  Grad'  r 

werde,  so  kann  das  nur  der  Fall  sein,  wenn 

(4)  21'  =  21  +  lg  I 

wird,  wie  ich   das  im  Nachtrag  meiner  Arbeit  vorausgesagt 


1)  Die   Bezeichnung  entspricht  der  Gleichung   (VI)   auf    S.  176 
meiner  Annalenarbeit. 

▲naalen  der  Physik.    IV.  Folge.    61.  '^ 


Iß  E.  üeicheitbächer. 

habe.')     Es  maß  aber  anßetdem  die  Bedingung  erfüllt  sein, 
daß  die  Zusatzglieder  veischviDden.    Es  maß  also 


,^,B\gl(3\sg„ 


sein.  ^Dae  kann  man  durch  die  bishei  offen  gelassene  Wahl 
der  Koeffizienten  o^  eiteichen.  Diese  waten  an  die  Bedingung 
(1,$)  oder  (1,8)  geknüpft: 

■     floe  fla«  gfl'g  flffl'J 

aV  "  e^**  '     a  1°  "   a*«   ' 

Aus  diesen  gelit  hervor,  daß  es  sich  im  ganzen  um  drei 

voneinander  un'aRängige' Funktionen  handelt,  dereh  partielle 

Ableitungen  die  a  oder  a!  sind.    Katürlicb  sind  dies  die  trans- 

dx''' 
formierten  Koordinaten,  da  o'e  •= '73"  ist. 

Mit  diesen  drei  Funktionen  läßt  sich,  drei  Bedingunge- 
gleichungen  Gieni^  leisten.  Eine  davon  ist  die  Gleichung  (S); 
eine  zweite  ergibt  sich  daraus,  daß  die  Differenz  ft'  —  ^  einen 
M)i^schriebenen,  von  der  geodätischen  Entfernung  r  von  der 
Mittelisogone  allein  abhängigen  Wert  annehmen  muß,  dei 
im  AuBenraum,  wo  diese  Entfernung  größer  als  der  Elektronen- 
radius  ist,  gleich  0,  im  Innenraum  aber  nach  meiner  bisherigen 

Q  ist  der  Krümmnngs- 


1)  Tgl.  den  Nachtrag  zn  meiner  Annalenarbeit,  S.  176.  Gl.  (Till). 

2)  A.  II.  O.  S.  ISOf.  loh  möchte  hieraa  die  Bemerkung  knüpfen, 
dafi  es  auch  möglich  ist,  diese  OröQe,  deren  Veränderlichkeit  wegen 
der  Kleinheit  von  r  gegenüber  (  verschwindend  gering  ist,  penan  kon- 
stant, also  gleich  dem  Werte  6/^*  im  Mittelpunkte  sn  machpn,  wenn 

man  im  Innenranme  l  nicht  meht  gleich  -j-  ]/ 1  +  ~j-  .  sondern  gteioh 

^—=\t        •  -e  "  1     setBt.    AnBerhalb    bleibt    der    Ansäte 

I«  1  -  e,/r  nach  Analogie  meinet  Gleichnng  (37)  anf  S.  164  nnvertedert. 
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radius  des  Elektronenraumes,  der  von  dem  von  mir  mit  a 
bezeichneten  Radius  der  Elektronenkugel  zu  unterscheiden  ist.*) 
Da  im  Ealimen  meiner  Tlieorie  nur  die  Gleichung  (5), 
äowie  die  Vorschrift  über  das  Krümmungsmaß  notwendig 
sind,  bleibt  für  die  dritte  Bedingungsgleichung  eine  gewisse 
Willkür  bestehen.  Ich  will  sie  nun  so  aufstellen,  daß  die 
Verhältnisse  mögliebst  einfach  werden,  und  da  empfiehlt  sich 
fiie  Annahme  der  Unabhängigkeit  der  Transformationsdeter- 
minante  a  von  x^,  da  dann  die  letzte  Klammer  der  Gleichung  (5) 
ganz'  fortfällt.  Wenn  a  nur  noch  von  x^,  x^,  x^  abhängt,  kann 
es  ja  bekanntlich  konstant,  insbesondere  gleich  1  gemacht 
werden,  und  dies  bedeutet,  daß  durch  die  Verzerrung  das 
Volnmmaß  im  Buhraum  nicht  geändert  wird.  Dagegen  kann 
dasselbe  nicht  von  dem  Läugenmaß  in  den  einzelnen  Bich- 
lungen  gesagt  werden,  da  sonst  a^  bei  gleichen  Indizes  1 
und  bei  ungleichen  0  werden  müßte;  die  Verzerrung  ist  also 
anisotrop,  und  es  kann  auch  nicht  mehr  von  der  Lichtgeschwin- 
digkeit als  dem  Verhältnis  des  Längen-  zum  Zeitmaße  ge- 
sprochen werden.  Es  läßt  sich  aber  gerade  bei  Annahme  der 
Bedingung  a  =  1  dafür  Ersatz  durch  Einführung  eines  mittleren 
Längenmaßes  gewinnen,  wobei  jedes  Streckenelement  gleich 
der  Kubikwurzel  aus  dem  durch  die  Fundamentaldeterminante  g 
geteilten  Volumelement  ist,  und  dieses  mittlere  Maß  wird  durch 
die  Verzerrung  nicht  verändert. 

Damit  und  durch  die  sogleich  zu  erörternden  Grenz- 
bedingungen sind  alle  Größen  festgelegt.  Zunächst  ist  r  als 
Funktion  von  x^,  x^,  x^  definiert,  da  es  die  Länge  der  auf 
der  Mittelisogone  senkrechten  geodätischen  Linien  mißt,  die 
mit  dem  zu  ihnen  orthogonalen  zylindrischen  Parallelräumen 
das  Gaußsche  Koordinatensystem  bilden.  Dieses  aber  ist 
in  dasjenige  halborthogonale  System  der  x^  x^  x*  x^  zu 
transformieren,  das  mit  ihm  die  x^  a;*  rr'- Bäume  der  sämt- 
lichen von  einem  Punkte  der  Mittelisogonen  ausgehenden 
geodätischen  Linien  gemeinsam  hat,  auf  welchen  Bäumen 
dann  die  Xo'^^^üiien  senkrecht  stehen.  Als  Funktion  von  r 
ist  dann  I  mit  verschiedenem  Ansatz  für  Außen-  und  Irmen- 
räum  gegeben,  wobei  die  Konstanten  wie  auf  S.  154  meiner 
Arbeit  so  zu  bestimmen  sind,  daß  I  und  dl/dr  in  der  Grenz- 


1)  Vgl.  a.  a.  O.  S.  164f. 
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kugel  des  Elektrons  stetig  übergehen.  Die  übrigen  mit  a 
bezeichneten  Komponenten  der  Verzerrung  oder  ihre  Kontra - 
Varianten  a'J*,  bzw.  deren  Integrale  s'''  sind  dann  aus  Glei- 
«hung  (5),  der  Beziehung  für  Ä'  —  fi  außen  und  innen  uml 
der  Gleichung  a  =  1  zu  gewinnen.  Dabei  sind  für  den  Außen - 
räum  die  Grenzbedingungen  dadurch  gegeben,  daß  im  lii- 
endlichen  die  Verzerrung  verschwindet,  d.  h.  «^  bei  gleichen 
Indizes  I,  bei  ungleichen  0  wird.  Die  somit  für  den  Außen- 
raum gegebenen  Werte  der  Komponenten  S^  nehmen  auf 
der  Grenzkugel  des  Elektrons  Größen  an,  die  wieder  zur  Auf- 
stellung von  Grenzbedingungen  für  den  Innenraum  führen. 
Damit  sind  sämtliche  Komponenten  völlig  definiert,  umi 
zugleich  ist  der  stetige  Übergang  von  innen  nach  außen  ge- 
sichert. Ich  möchte  nur  noch  ergänzend  hinzufügen,  wi« 
der  Ausdruck  für  die  Summe  über 


in  Gleichung  (5)  mit  Benutzung  der  Werte  von  j'^,  und  g'"' 
nach  (1,  9)  und  (1,  10)  auszuführen  ist.    Ee  wird  nämlich: 


-T^  +  2<« 


.  ^i»-» 


Somit  wäre  durch  eine  vollständige  Induktion  gezeigt, 
daß  sich  das  Krümmungsmaß  R  der  Baumzeitmaniugfaltigkeit 
ganz  allgemein  als  doppelte  Divergenz  des  Gradienten  einer 
Größe  3t  darstellen  läßt,  die  ich  als  das  skalare  Gravitatious- 
potential  ansehe,  und  die  sich  als  Logarithmus  der  veränder- 
lichen Lichtgeschwindigkeit  deuten  läßt.  Dabei  ist  aber 
wegen  der  Anisotropie  der  Verzerrung  ein  mittleres  Längenmaß 
zu  wählen  und  außerdem  die  Voraussetzung  gemacht,  daß 
die  Verzerrung  für  den  Ruhraum  verschwindet. 

Wilhelmshaven,  25.  Juni  1919. 

(E^ngegtu^en  26.  Jnui  1*19.) 
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2.  II.  Die  Krü/mm/u/ng  des  lAchUttahls  infolge  der 

Gravitation; 

von  JErnst  Meichenbücher. 


Bekanntlich  hat  Einstein  als  eine  durch  die  Erfahrung 
55U  prüfende  Folgerung  seiner  Gravitationstheorie  die  Krümmung 
eines  an  der  Sonne  tangential  entlang  streifenden  Lichtstrahls 
im  Gesamt  betrage  von  1,7"  festgestellt.  Demgegenüber  be- 
hauptet Eddington^),  daß  aus  der  Gravitationswirkung  der 
Sonne  auf  die  mit  der  Geschwindigkeit  3  •  10*^  cm/sec  be- 
wegte liichtenergie  die  Hälfte  des  Einsteinschen  Effektes 
sich  ergeben  muß,  wobei  weiter  keine  Annahme  zu  machen 
ist,  als  daß  die  Wirkung  auf  einen  Energie punkt  dieselbe  ist 
wie  auf  einen  Massenpunkt.  Daraufhin  will  ich  in  Fortsetzung 
meiner  Ausführungen  in  der  Arbeit:  „Theorie  der  Elektrizität 
und  der  Gravitation**,  die  in  Heft  52  der  Annalen  der  Physik 
1917,  S.  134ff.,  erschienen  ist,  prüfen,  welche  Krümmung  des 
Lichtstrahls  sich  aus  der  dort  entwickelten  Theorie  ergibt. 

Ich  hatte  auf  S.  167  als  Gleichungen  für  einen  der  Gravi- 
tation unterworfenen  Körper  die  drei  folgenden  aufgestellt  (40b): 

-^1  ,  so  lauten  sie 

In  dieser  Gestalt  erkennt  man  sofort,  daß  es  sich  um  die 
kürzesten  Linien  der  Mannigfaltigkeit  handelt,  deren  Idnien- 
elementquadrat  ja  nach  Gleichung  (85)  (S.  151)*)  durch 

ds^  =godxQ^  +d  Xj^  +  d  x^^  +  d  x^^ 


1)  Vgl.  Naturwißsenschaft^n  1919,  Heft  20,  S.  368. 

2)  Mit  Ersatz  der  Polarkoordinaten  durch  Oartesißche. 
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gegeben  var.  Aus  diesem  Grunde  muQ  ich  die  Gleichungen  (40  b) 
nnd  ihre  Folgerungen  auch  für  den  Lichtstrahl  als  gegeben 
annehmen  mit  der  besonderen  Mafgahe,  daß  für  diesen  ds 
gleich  0  trerden  muß.  Nun  ergeben  sich  aus  {40b)  die  drei 
folgenden : 

=  —  =  -r^  {Gl.  43)  mit  x^  =  r-cos  cp,  Xj  =  r  sin  ^  . 

l'  ~  ^) 
Weil  äs  verschwindet,  werden  sowohl  A  als  B  unendlich, 
,  aber  so,  daß  der  Quotient  B/A'  =  F  endlich  bleibt.    Danach 
erhält  man  nach  (44)  mit  k  =  1/r: 

Dies  ist  die  Gleichung  der  krummen  ebenen  Kurve,  die 
das  Licht  infolge  der  Gravitation  eines  Zentrums  beschreibt. 
Die  Konstante  b  iBt  nach  S.  160,  Gleichung  (49)  und  (60), 
fast  genau  gleich  -—  ™  ™-  ,  wo  ound  T  mittlere  Entfernung 
und  TJmJaufszeit  eines  das  Zentrum  umb^isenden  Planeten 
sind,  also  gleich  xM,  dem  Produkt  aus  Gravitationskonstante 
and  Masse  des  Zentrums.  Da  nun  h  =  1/f  im  massefreien 
Äther  höchstens  den  umgekehrten  Wert  l/r^  des  Radius  (Vs 
anziehenden  Weltkörpers  hat,  kann  man,  wie  ich  das  auch 
für  die  Planetenbewegung  getan  habe,  wegen  der  Kleinheit 
des  Ausdruckes    , --  die  obige  Differentialgleichung  durch 

ersetzen,  deren  Lösung  auf  S.  159  gegeben  wurde: 

Ä  = ,  3—  =  — .  —  sm  f.  tf> 

p  dqi  p  ^ 

mit  [vgl.  Gleichung  (46),  (46)  f.] 

Durch  Elimination  von  X  und  p  erhält  man  hieraus 


ftVa+B«)      ■' J('(2  +  •») 
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fnbnmg  des  Eddingtonscbeu  Gedankens,  der  ja  durch  seine 
Gleicbsetzung  von  Enei^e  und  Masse  manches  für  sich  hat, 
auf  meine  Gra^tationstheorie  führen  mnfi,  wenn  man  an 
dem  oben  genannten  Fermatschen  Prinzip  der  kürzesten 
Lichtzeit  und  daneben  an  der  Unverzerrtheit  des  Baumes 
festh&lt.  In  letzteren  Funkte  setzt  die  Abweichung  der  Ein- 
Bteinschen  Theorie  ein,  der  statt  dessen  das  Verschwinden 
des  KrümmuDgstensors  B^,  fordert  und  infolgedessen  auch 
andere  Effekte,  n&mlich  stets  das  Doppelte,  sowohl  für  die 
Ablenkung  des  Licbtstrahls,  als  auch  für  die  Ferihelwanderung 
erhftlt  [vgl.  Gleichung  (52),  8. 161  meiner  Arbeit]. 

Wilhelmshaven,  25.  Juni  1919. 


(Eingt^uigen  28.  Joni  1B19.) 
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8.  III.  IHe  Ptmktbewegv/ng  im  allgemeinen 

OravitaHonsfelde} 

von  Ernst  Meiehenbücher. 


In  meiner  Arbeit  über  das  skalare  Gra\itationßpotential 
hatte  ich  gezeigt,  daß  die  Peldgleichung 

(1)  ffi  =  2  Div  Grad  « 

für  ein  beliebiges  Gravitationsfeld  aufrecht  erhalten  werden 
kann,  das  sich  aus  n  Einzelfeldern  so  zusammensetzt,  daß 
in  jedem  einzelnen  von  diesen  die  Wirkung  der  Gravitation 
darin  besteht,  daß  eine  Schar  von  Bäumen,  die  sogenannten 
Ruhräume,  unverzerrt  bleibt,  wälirend  deren  orthogonale 
Trajektorien  eine  Verkürzung  im  Verhältnis  1 : 1;^  (A  =  1  bis  n) 
erfahren.  Das  Gesamtpotential  91  war  gleich  der  Summe  der 
Logarithmen  dieser  Verzerrungsfaktoren  ^.  Daraus  geht  nun 
hervor,  daß  man  mehrere  dieser  Einzel  Wirkungen  oder  sie 
alle  durch  eine  einzige  gleichartige  ersetzen  kann,  bei  der 
wiederum  eine  Schar  von  Bäumen  unverzerrt  bleibt,  während 
der  Verzerrungsfaktor  I  der  orthogonalen  Trajektorien  (also 
die  Gesamtlichtgeschwindigkeit)  jetzt»  gleich  dem  Produkt 
sämtlicher  Einzellichtgeschwindigkeiten  I^  oder  gleich  e^ 
wird.  Man  erhält  also  aus  der  unverzerrten  Minkowskischen 
Manm'gfaltigkeit  ein  beliebiges  Gravitationsfeld  dadurch,  daß 
man  eine  Schar  von  Bäumen  un verzerrt  läßt  und  deren  senk- 
rechte Trajektorien  im  Verhältnis  1 : 1  verkürzt.  Dabei 
wandern  aber  die  Durchschnittspunkte  der  Trajektorien  mit 
den  Räumen,  was  dadurch  zum'  Ausdruck  kommt,  daß  in 
jedem  von  diesen  Räumen  eine  andere  Koordinatentrans- 
formation auszuführen  ist,  deren  Komponenten  von  der  längs 
der  Trajektorien  zu  messenden  Koordinate  abhängen.  Wird 
diese  wieder  mit  x^,  die  drei  anderen  mit  x^,  x^,  x^  bezeichnet. 
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BO  besteht  die  Verzerrung ' in  der  vorderen  und  hinteren  Multi- 
plikation des  Fondamentaltenaors  mit  der  Matrix 

I  I  0       0  0 

j  0  a,»  tti*  di^ 

j  0  Oj'  a,»  Os»   , 

(  0  03!  V  V   ' 

Wäre  I  von  «',  i',  x'  und  Oj*  von  x"  unablängig,  so 
TTurde  die  Verzerrung  auf  eine  bloße  Translormation  liinaus- 
laufen.  Dies  soll  nicht  der  Fall  sein,  es  soll  sich  \'ielinehr  um 
eine  echte  Verzerrung  handeln.  Da  der  Verzerrungsfaktor  I 
sich  l^ngB  einer  Trajektorie  nicht  ändern  darf,  müssen  diese 
in  die  Eftume  I  =  const.  fallen,  auf  denen  also  die  unverzerrten 
Eäume  senkrecht  stehen  müssen. 

Für  <iie  Untersuchung  der  Punktbewegung  im  allgemeint'n 
Gravitationsfeld,  bei  der  ich  mich  eng  an  das  von  mir  in  meiner 
Arbeit  „Theorie  der  Elektrizit&t  und  Gravitation"  für  einen 
einzigen  Anziehungsmittelpunkt  beschriebene  Verfahren  an- 
lehne, lege  ich  nun  ein  solches  halborthogonales  Koordinaten- 
system der  tinverzerrten  Bäume  mit  ihren  Trajektorien  zu- 
grunde.   Die  Maßvorschrift 

(2)  ds^  ^g^ydxf'dx' 

für  das  Linienelementquadrat  geht  also  über  in 

(3)  ds'  =  g'^ydx'''dx"  , 
wobei 

(4)  ?™  »  \'ffat, '  9'«.  =  9o,  =  ^>  9'^y  =-  V  V  ?„„ 
und 

ist,  da 

(6)  rfi»  =  Idx''^     und     dx-  =  a,*  dx'" 

wird. 

Maßgebend  für  das  von  mir  in  genannter  Arbeit  pnt- 
wickelfe  Verfahren  waren  die  Gleichungen  auf  S.  d56f. 


m 


1  aigj. 
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(8)  cos«  (r  (t)  cos2  i^  =  föT^*  ^^^*  (*^  *) 
und 

(9)  ^<>«^^*^)«_|it  (r«l,2,3). 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt 

1  1  ölg^o  cos"(«»«) 


(10) 


(T  2        Ö  (T         C08*  (r  (T) 


In  dieser  Gleichung  spielt  Vjfo  die  Bolle  des  Verzerrungs- 
faktors  und  ist  daher  im  allgemeinen  Falle  durch  I  zu  ersetzen, 
während  alles  andere  übernommen  werden  kann.  Dagegen 
geht  Gleichung  (9)  über  in 

111)  — -    =  —  X/,,  - 

Die  Bezeichnungen  entsprechen  denen  Kottiers  in  seinen 
Annalenarbeiten,  44.  S.  701  ff.  und  46.  8.  481  ff.  Diese  Größen 
lassen  sich  durch  die  Gleichungen  bestimmen 

(12)  -•''^—  ^^' 


und 


(r> 


Cr 

ds" 

d^x" 
ds*' 

+ 

lxl\ 
t 

dx** 
ds 

dx' 
ds 

(18)  -T/., 

Mit    den    Richtungakosinus   hängen    die    c^^^   zusammen 
durch  die  Gleichung  von 

/tA\  /         A  ^  dx  1  (a) 

(14)  cos(..0  =  ^^.— =  ^5..e<> 

und 

Also  wird  die  Gleichung  (11): 


^""^  ^x^        fxXl   dj^   dx^ 

da     da 


(T     —        ds*         IxJ 


Man  multipliziere  mit  gf^^  und  summiere  über  r  von  0 
bis  3: 


~..r[ 

.11  i.- 
t\    1' 

dl" 
d» 

"^..  f? 

(«11    dz"     dz' 

-UJ^T    d-. 

-im 

.    ,   8«. 

_äS^l    d.-     dx^ 

äJT     d.   TT 

1  «j.. 

d«      d* 

1  äft.  di-d»* 

2  T3.  ^.    d. 

+  i 

Öj:*      d»       d> 

1   Jj.. 

dl"         1 

ilSi. 
1     d« 

.dl" 
d« 

+  1 

«.»'    d.    TT 

1  i).. 

2  d« 

da'          1 
d«          2 

dj,. 
ds 

dl- 
ds 

+  y 

»J.i  d«-    dr" 
fl*»      d»     d* 

'TT' 

-^fc.'T? 


(15)         ^'f  =- 

Führt  mao  hierin  den  Wert-  ix)ü  ci"'  aus  (14)  ein,  so 
ergibt  sich 

,, »,      >^,  eoB  (a^  tf)  J  ^^       J^  fltf,i    rf  :r"    d  «^ 

^"J  if  "       rf»'*'  rf»    "^  2     flx*      rf»      da 

und  nach  BeiückBichtigang  der  Gleichung  (10): 
(^  ff)  CO»' 

««•(ro) 


,,_.  aigl  <iOB(a^ff)ew'(x*«)  ../^     _       _d_        d**' 

■*■  2  Öse*  da  "d*  " 
Die  Größen  d  lg  f/9<T  und  cos  (x^a)  lassen  sich  nun  ganz 
dem  Verfahren  auf  B.  156f .  a.a.O.  entsprechend  umbilden.  Fällt 
Dftnüich  die  eine  von  den  drei  r&umlichen  Achsen  mit  dem  Gra- 
dienten r  des  Gravitationspotentials  zusammen,  so  ist,  da  außer 
9  lg  1/9  r  alle  anderen  Differentialquotienten  vergchvinden, 

^  l_r=      — —     nne  1^  .-\ 
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Es  steht  ja  a  orthogonal  zu  den  beiden  nicht  mit  x®  und  r 
zosammenf allenden  Achsen;  daher  versch^windet  cos  {oa^  für 
diese  Eichtungen;  andererseits  ist  aber  jf^®  =  0  außer  lür 
^  =  0,  wo  aber  wieder  dlgl/dx^  verschwindet.    So  erhält  man 

(19)  -  ^i«  '  "^^  f"^  l/^  C08*(*«*) ^  ^,.  ''*' 

^      '  dr     cos  (r  a)    y   9rr  rf« '*» 


+ 


ds 
1     dg^^x    d  x**     dar^ 


2     do^      ds       ds 
Nun  ist,  da  a  in  der  iCo^'Ebene  liegt  (vgl.  S.  156): 
(20)  cos  (x*  a)  =  cos  (r  er)  •  cos  (r  ic*)  , 

femer 

in  einem  beliebigen  Koordinatensystem.  Wählt  man  dies^) 
so^  daß  eine  seiner  Bichtungen  mit  r  zusammenfällt,  während 
die  anderen  dazu  senkrecht  stehen,  so  erhält  man: 

Das  ergibt  aber  für  die  linke  Seite  der  Gleichung  (19) 
den  Wert 

-  "Ä'  »s;  «>•■('•.)— 'Jfi  —(«•') — 14-'  ■:.«  (^) 

[nach  Gleichung  (14) ,  da  gf^^  =  0  f ür  r  4=  0].  Demnach 
bekommt  man  für  die  Gleichung  der  durch  die  Gravitation 
erzeugten  Punkt  bewegung 

f22^    ^"^^  a    (i^Y-^-^a      "^-^   -  ^    ^^.^  d^'*  ^^Ä«!  2  3^ 
l^^)    -d^-9i^[ds)  '  ds^^r  ds         2  T^    ds    ds^'^     ^'^''^^' 

Diese  Gleichung  enthält  die  Koordinaten  der  un verzerrten 
Mannigfaltigkeit.  Ich  will  jetzt  zeigen,  daß  sie  in  dem  ver- 
zerrten System  eine  geodätische  Linie  darstellt.  Deren  Gleichung 
in  den  neuen  Koordinaten  ist  bekanntlich : 

(23)     0  =  :^  ai,  -'^f-  -  \  4^t^  4,^  ^^'    (Ä  =  0, 1,  2,  8). 

^     '  ds^^""     ds  2     da/*       ds       ds       "^  >    >    »    ; 


1)  Dies  Koordinatensystem  ist  auch  der  Gleichung  (18)  zugrunde 
zu  legen.  Seine  Einführung  ist  möglich,  da  der  Gradient  r  ganz  in 
die  x^  z^  ar^-Bänme  fällt.  Dieses  System  würde  also  auch  halbortho- 
gonal sein  und  enthält  als  Parameterräume  diejenigen,  in  denen  das 
Gravitationspotential  konstant  ist. 


t,  Zur  Tentorgemm^ieiie 
von  H.  Lang. 

InhmHtrerteithtiiB;  fSnldtnDf.  ~  St  >•  AUgemöne  MafibMtün- 
munfC  In  «hinn  ((«ndlfnigen  Koordiostonajalan.  KontnTamnte  an! 
kntsrisnt«  KunffltoAtm  and  V«Iiti»iionip<nient«i.  —  §  2.  Da  aas  «nem 
Vlfffflrvoktor  ft«bJld«t«  apaiiella  ■jumBtrUdie  Tenaor  2.  BAngea  und  aeiiie 
fffwiMtrlMli«  DantolloBg.  —  )t  B.  Oeometruche  Duatellnng  de«  «Uge- 
naltrafi  tymiatttbuhmi  Tcnaon  S,  RaagM.  —  §  4.  Di«  InTariasten  des 
»fmmaMtthm  Tmuwn  S.  AangM.  —  |  &.  GeometriKfae  Definition  der 
KtmpmiMit«  Ata  ajWBttHHhen  Teniori  2.  Bangei.  —  8  6.  Geometrisciie 
OsflnHIati  dar  Dlrargans  dM  ■^iDinetrlBcben  Teuon  2.  Baagea.  —  §  7.  Ein 
liitflffndiala  Dber  (lau  ■jminatrlKtieD  Tenaor  2.  Banges  nnd  die  Integral- 
rnrm  dar  ImpDls-RaarglaglslolinDgea  in  der  allgemeinen  RelativitSbitheoTie. 
—  VI.  (Jsumatrlsnlin  Darstallang  und  Dirorgena  des  nichtsTnunetrischen 
Teniwn  2.  lUngeR.  —  Hfl,  Definition  der  DivergeoE  desTenaon  ntenBangee. 

Xllalaltuac- 
Ultie  Hsometriiabe  I  )ArHtellung  too  Faktoren  darch  gerichtete 
Ntmoken  Im  Hiimannnhen  Bmtm  tod  vier  Dimensionen,  das 
hetBt  tn  «in«m  Raum  mit  der  MftBbeatjmmang 

Holmlnt  Hiuiftclwt  uidit  atfttthaft  tu  sein,  d«  derRiemannsohe 
Itnutn  kein«  Q«rKcloii  im  «uklidisohen  Knne  enthUt,  also  aach 
iii<>llt  f^tmoken  »In  Teile  einer  G«nden  in  ihm  abgetragen 
w«nl«n  kAnne».  Wio  aber  ia  derllttchanikGeschwindi^eit  tmd 
ltmohl«tini|tung  «inea  anf  einer  krummen  Fl&cbe  bewerten 
l^iitkhw  dumh  iien<ibt«te  8tr«ok»n  dargwtellt  werden,  die  nur 
ntohl  ni^hr  in  dimwr  f^ftch«  selbst  liegen,  so  wird  e«  anch  f^ 
dt'ttKiemannM'henKanmiiulitoügsein.  Vektor« dnrcbStzvckea 
ikiTnat«l)<«n,  di«  r«n  1>)nkten  de«  RiemannsebeD  Bmaaes 
KUSfr^ben,  A>>er  mit  allen  ihr«n  andeiren  Pukten  nicht  mtitr 

K\  Knnm)^  ^  «Kt*r  <!««  ftt«^«)»««  Tftol  a«  der  faiTiailH  Uteehea 
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in  ihm  liegen.  Dazu  muß  freilich  angenommen  werden^  daß 
der  Biemannsche  Baum  von  vier  Dimensionen  in  einem  höher 
dimensionalen  euklidischen  Baum  gelegen  ist,  ebenso  wie  die 
krumme  Fläche  von  zwei  Dimensionen  in  einem  euklidischen 
Baum  Yon  drei  Dimensionen  liegt.  Diese  Annahme  kann, 
wie  kurz  angedeutet  werden  soll,  gemacht  werden,  wenn  nur 
die  Dimension  des  euklidischen  Baumes  hoch  genug  gewählt 
wird.  Es  ist  nämlich  ein  Bie mannscher  Baum  von  vier 
Dimensionen  als  in  einem  euklidischen  Baum  von  m  Dimensionen 
gelegen  zu  betrachten,  wenn  die  Maßbestimmung  (1)  übergefQhrt 
werden  kann  in  die  Maßbestimmung 

durch  die  Transformation 

z^  =  z^  (jr\  x^,  x^y  x^)  r  as  1, 2 . , .  jw. 

Dum  ist  nämlich 

i 

dz^^^  y^.  ^^^dx^dx^ 

^   dx'     dx^ 

ik 


und 


1-«     1-4    _  . 

ds^^   V    V—'.     ^-^.  dx'dx^. 


^   ^   dx'     dx^ 

r  ik 

Soll   dies  aber  die  im  Biemannschen  Baum   gegebene 
MaBbestimmung  sein,  so  müssen  die  Gleichungen 


ffik 


^   dx*     bx^ 


r 


erfOllt  sein.  Dies  wird  im  allgemeinen  nur  möglich  sein,  wenn 
m  =  10  ist,  da  bei  allgemeiner  Maßbestimmung  10  Funktionen 
g^^  vorhanden  sind.  Lassen  sich  also  m  Funktionen  z^  = 
z^  {x\  x*,  x^j  x^)  angeben,  die  diesen  Differentialgleichungen  ge- 
nügen, so  ist  es  berechtigt  zu  sagen,  daß  der  Biemannsche 
Baom  von  vier  Dimensionen  in  einem  euklidischen  Baum  von 
m  Dimensionen  liegt  Es  können  also  von  einem  Punkt  des 
Biemannschen  Baumes  aus  Gerade  gezogen  werden,  die  dann 

AanalttD  dar  Pbyiik.    IV.  Folg«.    61.  3 
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(2)  '•■=2y<.'''N 

wobei  die  g^^  jetzt  Konstante  sind  ond  die  Werte  haben,  die 
ihnen  im  Funkt  0  znkommeD.  Dabei  iat  feiner  angenommen, 
daß  die  Tangenten  an  die  Kurven  der  wachsenden  kontra- 
Tarianten  Koordinaten  za  Koordinatenachsen  gewählt  sind. 
Denn  da  dann  fQr  die  nnendlich  kleine  Strecke,  die  in  dem 
gemeinsamen  Volumelemeot  des  Riemaanschen  Raumes  und 
des  TiuigentialraumeB  liegt,  die  Haßbestimmung  (1)  gilt,  so  muß 
sieb  auch  die  endliche  Strecke  durch  die  gleiche  quadratische 
Form  der  Koordinaten  berechnen  lassen. 

Diese  Form  der  MaßbestimmuDg  im  euklidischen  Raum 
geht  ans  der  gewöhnlichen  Form  der  ItfaßbestimmuBg  im  schief- 
winkligen, geradlinigen  Koordinatensystem  hervor,  wenn  die 
Koordinaten,  die  geometrisch  ja  die  Längen  der  FaralUl- 
projektionen  der  Strecke  0  P  auf  die  Achsen  sind,  nicht  in  dem 
BtHheügmaßstab,  sondern  auf  jeder  Ackne  mit  besonderem  Maß- 
Stab  gemessen  werden.  Nach  dem  pythagoreiscbea  Lehrsatz 
für  das  schiefwinklige  AchsensTStem  ist  n&mlich  die  Länge  « 
gegeben  durch 
(2a)  s*  =  '^X'X''co9(ik), 

wo  (ik)  den  Winkel  zwischen  der  i-  and  der  A-Achse  be- 
zeichnet    Durch  die  Transformation 

die  der  EÜnfÜbrung  eines  besonderen  Haßstabes  auf  jede  Achse 
entspricht,  geht  (2  a]  über  in 

''-'S),,'-'', 

wenn  noch  festgesetzt  wird,  daB 

ffii  =  ^ffufftk  cos  ('*) 
sein  soll. 

Daraus  folgt  umgekehrt  fOr  die  Haßbestimmung  (1),  daß 
die  Winkel  zwischen  den  Kurven   der  'wacbsenden  x'  Koor- 
dinaten im  Riemaanschen  Raum  gegeben  sind  dnroli 
C0B(a}  =  --^=.. 

Der  Punkt  0  kann  aber  statt  durch  die  Farallelprojektionen 
auch  durch  die  OrthogonatprojelUionen  auf  die  Achsen  im  schief- 
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winkligen  System  bestimmt  werden.  Die  im  flinheitsmaßstab 
gemessene  Orthogonalprojektion  X^  der  Strecke  OP  auf  die 
m- Achse  wird  aus  den  im  Einheitsmaßstab  gemessenen  ParaUel- 
Projektionen  X*  berechnet  durch 

i 

in  Erweiterung  einer  einfachen  Formel  der  dreidimensionalen 
Geometrie.  Werden  hierin  rechts  die  Z'  durch  die  x'  aus- 
gedrückt und  noch  festgesetzt,  daß  die  Orthogonalprojektionen 
nicht  im  Einheitsmaßstab  gemessen  werden  sollen,  sondern  so, 
daß 

wenn  x^  die  im  veränderten  Maßstab  gemessenen  Längen  sind, 
so  ergibt  sich  die  Beziehung  zwischen  kontravarianten  und 
kovarianten  Koordinaten 

(3)  '.  =  2ä'.<'' 

i 

und  ihre  Umkehrung 

(3a)  x'  =25^"'*'^m' 

wobei  ff*^  gleich  ist  der  Unterdeterminante  von  g^.  in  der 
Determinante  der  y^^ ,  geteilt  durch  den  Wert  g  dieser  Deter- 
minante. 

Die  Strecke  OP  kann  aber  aufgefaßt  werden  als  ein  vom 
Punkt  0  ausgehender  Vektor  ^,  Dieser  Vierervektor  hat  in 
dem  rechtwinkligen  Eoordinatensysteni  die  Komponenten  X^, 
X^,  X^,  X^,  in  dem  schiefwinkligen  mit  allgemeiner  Maßbestim- 
mung aber  wird  er  bestimmt  sein  ebensowohl  durch  die  kontra- 
varianten Komponenten  x\  x^,  x^,  x\  wie  durch  die  kovarianten 
Komponenten  x^,  x^,  x^,  x^.  Der  Zusammenhang  zwischen  den 
kontravarianten  und  kovarianten  Komponenten  des  Vektors  d 
wird  durch  die  Gleichungen  (3)  und  (3  a)  gegeben.  Diese  Glei- 
chungen^ hier  aus  der  geometrischen  Darstellung  des  Vektors 
abgeleitet,  gelten  nicht  nur  für  den  euklidischen,  sondern  auch 
für  den  Rie mann  sehen  Baum  und  können  rein  analytisch  ge- 
funden bzw.  definiert  werden.^)  Dann  zeigt  sich  umgekehrt 
die   Berechtigung   der  Darstellung   eines  Vektors   durch   eine 

1)  So  bei  H.  Wey],  Baum,  Zeit,  Materie.  Vorlesuogen  über  all- 
gemeioe  Relativitfitstheorie.  §  5.  Berlin  1918. 
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Strecke  darin,  daß  dnrch  dieae  geometrische  Darstellnng  eben 
jener  Zusammenhang  zwiachen  koatravarianten  nnd  koTanaoten 
Komponenten  wieder  gegeben  wird. 

Daß  ein  Yiererrektor,  für  den  drei  der  kontravariantfin 
Komponenten  den  Wert  Null  haben,  in  die  Richtang  derjenigen 
Achse  fUUt,  nach  der  die  nicht  verschwindende  Komponente 
auftritt,  folgt  sofort  aus  dem  Umstand,  daß  die  kontravarianten 
KompoDenteo  des  Vektors  gegeben  sind  durch  die  Parallel- 
Projektionen  auf  die  Achsen.  Wie  liegt  aber  ein  Viererrektor, 
fSr  den  drei  der  kovarianten  Komponenten  den  Wert  Null 
haben?  Wenn  die  kovariante  Komponente  bezQglich  einer 
Achse  verschwindet,  so  heißt  das,  die  Ortbogonalprojektion  des 
Vektors  auf  die  betretTende  Achse  verachwindet,  der  Vektor 
muß  also  senkrecht  auf  dieser  Achse  stehen.  Wenn  drei  der 
kovarianten  Komponenten  den  Wert  Null  haben,  so  steht  der 
Vektor  also  senkrecht  auf  drei  Achsen  des  Koordinatensystems 
oder  senkrecht  auf  dem  durch  diese  drei  Achsen  bestimmten 
dreidimensionalen  Baum. 

Mit  Rücksicht  anf  die  Anwendung  in  den  folgenden  Para- 
graphen möge  nun  noch  anf  einige  Beziehungen  zwischen  Vektor- 
komponenten  in  verschiedenen  Koordinatensystemen  hingewiesen 
werden. 

Der  Übergang  von  einem  rechtwinkligen  Koordinatensystem 
(X^  mit  gewShnlicher  Maßbestimmang  zu  einem  schiefwinkligen 
System  (z')  mit  allgemeiner  Maßbestimmung  wird  vermittelt 
durch  Transformationsformelu 

Auch  die  kontravarianten  Komponenten  eines- beliebigen  Vierer- 
vektOTs  a  im  System  der  x*  drDcken  sich  durch  die  Kompo- 
nenten im  System  der  X^  aus  durch 

(4a)  ^.-S«..»'- 

Daraus  ergibt  sich  die  Beziehung  zwischen  den  kovarianten 
Komponenten  a^  und  den  J^  durch  ein&che  Rechnung  unter 
Beaatzong  der  Gleichungen  (3]  zu 

(5)  «»  =  2«-*'^, 
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Ihre  Umkehrang  ist 

(5a)  4«  =  2«"'^- 

k 

Die  Oleichnngen  (4  a)  and  (5  a)  können  noch  etwas  anders 
igedeutet  werden.  In  dem  System  [x^)  wird  die  Koordinaten- 
achse X^  eine  bestimmte,  aber  beliebige  Bichtung  haben.  A^ 
ist  die  Orthogonalprojektion  des  Vektors  a  auf  diese  Richtung. 
Nun  wird  die  Orthogonalprojektion  eines  Vektors  q  auf  eine 
beliebige  Richtung  nach  den  Regeln  der  Vektorrechnung  ge- 
funden, indem  das  skalare  Produkt  aus  dem  Vektor  a  und 
dem  Einheitsvektor  t}  in  der  betreffenden  Richtung  gebildet 
wird«  Da  dies  auch  für  Koordinatensysteme  mit  allgemeiner 
Maßbestimmung  gelten  muß  wegen  der  invarianten  Bedeutung 
der  Orthogonalprojektion  und  des  skalaren  Produkts,  so  muß 
also  Ä^  auch  bestimmt  sein  durch 

(4b)  ^«»S«?*«* 

k 

oder 

(5B)  ^«  =  2^/*«.- 

wo  17^  bzw.  t)^  die  Komponenten  des  Einheitsvektors  tj  sind. 
Das  sind  aber  gerade  die  Gleichungen  (4  a)  und  (5  a),  wenn 
nur  a**  =  17*  und  a^j^  =  17^  gesetzt  wird.  Sie  erlauben  also 
die  Orthogonalprojektion  eines  Vektors  auf  eine  beliebige  Rich- 
tung zu  berechnen  aus  den  Komponenten  des  Vektors  a  und 
des  Einheitsvektors  17  in  dem  jeweiligen  Koordinatensystem. 

§  2.   J3er  aus  einem  Vierervektor  gebildete  spezielle  symmetrische 
Tensor  2.  Ranges  und  seine  geometrische  Darstellung. 

Aus  einem  Vierervektor  a,  der  durch  eine  vom  Punkt  0 
des  Rie  mann  sehen  Raumes  ausgehende  Strecke  geometrisch 
dargestellt  wird  und  durch  seine  Komponenten  Ä^,  A^,  A^,  Ä^ 
oder  a\  a^,  a^,  a*  oder  a^,  a^,  «3,  a^  gegeben  sein  kann^  läßt 
sich  in  einfacher  Weise  ein  symmetrischer  Tensor  2.  Ranges 
bilden  dadurch,  daß  jede  der  Komponenten  von  q  mit  jeder 
anderen  und  mit  sich  selbst  multipliziert  wird.  Die  Kompo- 
nenten dieses  Tensors  lauten  dann 

Ilj  =  A. A^    oder    ^*  =  a» a^   oder   ^^^  =  a.aj^. 

Im  ersten  Fall  sind  es  die  auf  ein  rechtwinklig  geradliniges 
System  bezogenen  Komponenten  des  Tensors,  im  zweiten  Fall  die 
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kontr&Tarianteii,  im  dritten  Fall  die  korariaaten  Komponenten 
des  auf  ein  sohiefwinkliges  System  mit  aUgemeiner  Haß- 
beatimmnog  bezogenen  TeoBorB.  Dazu  treten  als  vierte  M6g- 
lichkeit  der  Bestimmung  dieses  Tensors  die  gemischten  Kom- 
ponenten 

(,*  -•  ajii*  . 

Letztere  erfüllen  jedoch  nicht  mehr  die  Symmetrie- 
bedingungen. 

Es  ist  offenbar,  daß  der  so  gebildete  Tensor  ein  spazUüer 
ist;  denn  zwischen  seinen  Komponenten  bestehen  noch  gewisse 
Oleichungen,  so  z.  B. 

/''/**  =  /'". 

Dieser  spezielle  Tensor  möge  im  folgenden  kurz  mit  [[a*]] 
bezeichnet  werden,  wobei  das  Zeichen  [[  ]]  die  äußere  Multi- 
plikation der  Yektorkomponenten  andeuten  soll.') 

Welches  ist  nun  die  Gleichung  des  Tensorraume»  des  Ten- 
sors [[nl]  ?  Wenn  das  rechtwinklige  Koordinatensystem  zugrunde 
gelegt  wird,  so  lautet  sie 

+  2  ^j  \X^  X,  +  ...  -  const, 
wobei  die  Konstaute  wiUkQrlich  ist  und  gleich  1  angenommen 
werden  kann.     Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  das 
Quadrat  eines  linearen  Ausdrucks,   so  daß  auch  geschrieben 
werden  kann: 

(6)  (J,X,  +  .-ijX,  +  A^Xy  +  Ä^X^Y  -  \  =  li . 

Tensoiraum    von    [[a*]]    zer^t   also   in    c 
iume 

Jj  X,  +  ^,  Xj  +  ^,  J3  +  -<.  I^  +  1  =  0 
and 

Ä^X^  +  A^X^-\-  A^X^-^  Ä^X^-\={i. 

Dies  sind  zwei  parallele  ebene  Räame  im  Abstand 

1)  Die  Bezeichnung  „ÄnBere  HnItiplikatioD"  im  Anachloß  an  A, Ein- 
stein, „Die  Omndlage  der  allgemeinen  Belativitätatbeorie".  §  1.  Ann. 
d.  ?\iji.  4».  S.  T84.  leiB. 


Der   Tensoiraum    von    [[a*]]    zer^t   also   in    die    beiden 
ebenen  Räume 
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beiderseits  des  Nullpunkts.  Auch  liegt  der  Vektor  q  in  der 
Bichtung  des  Lotes  vom  Nullpunkt  auf  die  ebenen  Räume, 
denn  die  Neigungswinkel  des  Vektors  q  gegen  die  Achsen,  wie 
die  des  Lotes  r  sind  bestimmt  durch 

cos cu  =  — ,  cos a^  =    ,.: *  --    nsw. 

Der  Vektor  q  steht  also  senkrecht  auf  den  beiden  parallelen 
ebenen  Räumen.  Beide  sind  durch  ihn  eindeutig  bestimmt,  da 
ja  die  Komponenten  des  Vektors  a  eben  die  Koeffizienten  in 
der  Gleichung  des  Tensorraumes  sind.  Es  liegt  daher  nahe, 
nicht  die  beiden  parallelen  ebenen  Räume  als  Darstellung  des 
Tensors  [[q^  zu  betrachten,  sondern  vielmehr  die  beiden  ent- 
gegengesetzt gerichteten  Vektoren  von  der  Länge 

die  auf  je  einen  der  beiden  parallelen  ebenen  Räume  hin- 
weisen und  auf  ihnen  senkrecht  stehen  und  die  dann  als 
geometrische  Darstellung  des  Tensors  [[a^]  zu  einem  Doppel- 
vektor  verschmelzen  und  sich  nicht,  wie  sie  es  als  gewöhnliche 
Vektoren  tun  würden,  als  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet, 
gegenseitig  aufheben. 

Dieser  Doppelvektor,  gebildet  aus  den  Vektoren  +  q  und 
—  Q,  werde  im  folgenden  einfach  als  der  Doppel  vektor  a  be- 
zeichnet   Nebenstehend  ist  die 
Schnittfigur  gezeichnet,  die  ent- 
steht, wenn  die  beiden  paralle- 
len ebenen  Räume  durch  einen 
ebenen     Raum     E,     der     den 
Doppelvektor     a    enthält,     ge- 
schnitten werden.    Die  Schnitt- 
flächen des  Raumes  E  mit  den  ^^^'  ^' 
parallelen,    ebenen  Räumen   sind  zwei  parallele  Ebenen;  der 
Doppelvektor  a  steht  auf  diesen  Ebenen  senkrecht 

Diese  geometrische  Darstellung  des  Tensors  [[a*]]  ist  selbst- 
verständlich unabhängig  vom  Koordinatensystem;  denn  der 
Doppelvektor,  abgeleitet  aus  dem  Raumpaar,  ist  wie  dieses  in 
jedem  Koordinatensystem  derselbe.  Im  rechtwinkligen  System 
der  Zj  kam  die  Beziehung  zwischen  Raumpaar  und  Doppel- 
vektor analytisch  dadurch  zum  Ausdruck,  daß  die  Komponenten 


f 


42  ü.  Lang. 

von  0  &Ib  Koeffizienten  in  den  Oleichnngen  der  ebenen  Ränme 
anftrateo.  Aach  fBr  ein  beliebiges  EoordinatenBystem  ^t 
EntaprecheDdeB.    Denn  die  Gteicbaog  des  Tenaorr&umes 

(^,  J,  +  -i,  J,  +  4,  j;  +  ^4  JJ*  -  1  =  0    . 
gebt  durch  die  Transformation  (4)  über  in 
(6a)  (a,  j;!  +  a,  I*  +  «j  *^  +  "4  '*)*  -1  =  0, 

oder,  wenn  statt  kontraTarianter  KoordinateD  kovariante  etn- 
gefnhrt  werden,  in 
(6b)  (a'x,  +  a*T,  4-  a^r,  4-  a*x.)^  -  1  =  Ü. 

Es  ergibt  sich  also:  Ist  der  Tensor  [[a^]  —  und  wie  sieb 
später  zeigen  wird  ein  beliebiger  Tensor  2.  Banges  —  gegeben 
durch  die  hontravarianten  Komponenten  t'"  ™  a'  a^ ,  so  läßt  sich 
die  GrleichuDg  des  Tensorraumes  unter  Benätzang  dieser  Kom- 
ponenten als  Koeffizienten  in  hovarianten  Kourdinaten  x.  an- 
schreiben Ttnd  umgekehrt,  wenn  der  Tensor  in  kovariante}/ 
Komponenten  gegeben  ist,  erscheint  die  Gleichung  des  Tensor- 
raumes in  kffntravarianten  Koordinaten. 

Damit  ist  die  geometrisch  invariante  Beziebang  zwischen 
dem  Paar  paralleler  ebener  Ränme  und  dem  Doppelvektor  a 
auch  für  ein  beliebiges  KoordioatensTstem  analytisch  zum 
Ausdruck  gebracht 

Die  geometrische  Darstellung  des  Tensors  [[a^]  durch  den 
Doppelvektor  a  läßt  sich  nun  auch  noch  dadurch  physikalisch 
deuten,  daß  gezeigt  vrird,  wie  der  Tensor  [[a^]  zusammen  mit 
einem  Ortavektor  t  —  (x\  x\  x',  x*)  einen  Vektor  p  bestimmt, 
so  daß  fUr  alle  möglichen  r  die  p  das  Vektorfeld  einer  ein- 
fachen Dehnung  in  Sichtung  des  Boppelvehtors  a  liefern.  Denn 
wird  in  üblicher  Weise  p  als  lineare  Vektorfanktion  von  t  mit 
Hilfe  der  Tensorkomponeoten  angeschrieben,  also 

Pj-  a(«,T'  +  a.a^x^  +  a^a^x"  +  a.^a^x* , 
so  wird  daraus  einfach 
(7)  P.  =  a,(ar), 

wo  (ar)  das  skalare  Produkt  von  a  und  r  bezeichnet  p  ist 
also  ein  Vektor  in  der  Richtung  von  a,  weil  seine  Komponenten 
denen  tod  a  proportional  sind.     Für  alle  Punkte  des  ebenen 
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Raumes^  der  bestimmt  ist  durch  (ar)BO^  verschwindet  p, 
während  er,  wie  sich  leicht  zeigen  läßt^  in  allen  zu  diesem 
Raum  parallelen  ebenen  Räumen  einen  konstanten  Wert  hat; 
für  solche,  die  im  gleichen  Abstand  auf  beiden  Seiten  von 
(ar)=BO  liegen,  hat  p  entgegengesetzt  gleiche  Werte.  Das 
gleiche  Verhalten  nach  Richtung  und  Größe  zeigt  aber  die  bei 
einer  vierdimensionalen  Dehnung  des  Raumes  entstehende  Ver- 
schiebung jedes  Raumpunktes. 

Der  Doppelvektor  a  kann  also  auch  aufgefaßt  werden  als 
geometrischer  Ausdruck  für  eine  Dehnung  des  Raumes,  ebenso 
wie  der  einfache  Vierervektor  eine  Parallelverschiebung,  der 
spezielle  Sechservektor  eine  Drehung   des  Raumes   festlegt. 

Die  Darstellung  einer  Dehnung  durch  einen  Doppelvektor 
findet  sich  für  den  dreidimen&tionalen  Fall  bei  W.  Voigt, 
„Kristallphysik'' ^)  und  „Über  die  Parameter  der  Eristallphysik 
und  über  gerichtete  Größen  höherer  Ordnung",  Ann.  d.  Phys.  5. 
8.  241.  1901.  Jedoch  scheint  diese  Darstellung  bisher  nidit 
im  Zusammenhang  mit  dem  Tensor  [[a^]  betrachtet  worden 
zu  sein.  So  erwähnt  Budde  in  „Tensoren  und  Dyaden'' 
Braunschweig  1914,  beide  an  getrennter  Stelle.^ 

i 
^  3.     Oeometrische  Darstellung  des  allgemeinen   symmetriBohen 

Tensors  2.  Ranges. 

Wie  oben  erwähnt,  ist  der  Tensor  [[a^]  ein  spezieller 
symmetrischer  Tensor,  zwischen  dessen  Komponenten  noch 
gewisse  Gleichungen  bestehen.  Der  allgemeine  symmetrische 
Tensor  im  Rie  mann  sehen  Raum  aber  ist  bestimmt  durch  10 
von  einander  unabhängige  Komponenten  t^^  oder  t^^.  Es  gilt 
nun,  wie  im  folgenden  gezeigt  werden  soll,  der  Satz: 

Der  allgemeine  symmetrische  Tensor  2.  Ranges  läßt  sich  aua 
vier  speziellen  Tensoren  von  der  Art  des  Tensors  [[a*]]  zusammen^ 
setzen. 

Oder  genauer  geometrisch  ausgedrückt: 

Der  allgemeine  symmetrische  Tensor  2.  Ranges  läßt  sich  geo- 
metrisch  darstellen  durch  vier  Doppelvektoren,  wobei  diese  Doppel^ 

1)  W.  Voigt,  Lehrbach  der  KristaUphysik.  Berlin-Leipzig  1910. 
IL  Kapitel.  §  70. 

2)  A.  a.  0.,  S.  25  und  S.  216. 
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oektoreji  so  gewäfdt  werden  können,  daß  sie  avf  einander  senk- 
recht stehen. 

Der  eben  luigefohrte  Satz  behauptet  also,  daß  immer  vier 
spezielle  Tensoren  [[o*]],  [[6*]],  [[c*]],  ([b^  gefunden  werden 
können,  so  daß  die  Summen  ihrer  Komponenten  gleich  sind 
den  Eomponenten  des  allgemeinen  sjmfbetrischen  Tensors,  Also 
(8)  /'*  =  a'«*  +  i'i*  +  c'c^+rf'd*, 

oder 

t.^  =  ,t.  a^  4-  lt.  b^  -\-  r-  c^  +  d.  d^  . 

Der  Beweis  hierfür  läBt  sich  mittels  Transformation  des 
Töusorraomes  auf  Hauptachsen  erbringen.  Daß  eine  Trans- 
formation des  TeDsorranmes  auf  Hauptachsen  immer  möglich 
ist,  wird  f^r  den  Tensor  in  vier  Dimensionen  ebenso  bewiesen, 
wie  in  drei  Dimensionen  fQr  die  Transformation  der  Fläche 
2.  Ordnung  auf  Hanptachsen.     (Satz  von  Laplace.] 

Die  Gleichung  des  Tensorraumes  im  System  der  Haupt- 
achsen lautet 

7'iZi'+  Tu.\\-+  T,uX,-+  i^iv  V'=  «^o"»*- 

Diese  Gleichung  fcana  aber  aufgefaßt  werden  als  die  Summe 
der  Tier  Gleichungen 

r,  X,*=A,     ruZ,-=/i,     Tui.\\^=i',     7'ivV=r, 

wobei  }.  +  (i  -i-  V  +  X  dem  Wert  der  willkürlichen  Eonstanten 
in  der  Gleichung  des  Tensorraames  gleich  ist  Es  wird  daher 
im  allgemeinen  erlaubt  sein,  [?.,  it,  v,  r)  »i±  1  anzunehmen. 
Jede  der  vier  Gleichungen  stellt  aber  ein  Paar  paralleler, 
ebener  Bäume  im  Abstand 

^ür     ^f%'     ±|/'r:„.     ±1/4 

vom  Nullpunkt  dar,  jedoch  nur  dann  ein  reelles  Raumpaar, 
wenn  il,  p,  ¥,  r  gleiches  Vorzeichen  haben  wie  2'i,  Tu,  Tuy, 
Tiv.  Dementsprechend  soll  die  Vorzeichenwahl  für  X,  ft,  w,  i 
getroffen  werden.  Jedes  dieser  Baumpa&re  ist  nun  nach  den 
Betrachtungen  des  g  2  bestimmt  durch  einen  Doppelvektor, 
gebildet  ans  den  Vektoren  a,  b.  c,  b.  deren  Eomponenten  hier 
die  Werte  haben 
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(9) 


i>^=o,     i>,=ü,    i>,-o,     A-/^r  • 

Dabei  stehen  die  vier  Doppelvektoren  auf  einander  senkrecht, 
weil  a,  B,  c,  b  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Damit  ist  die  Möglichkeit  einer  Zusammensetzung  des  all- 
gemeinen symmetrischen  Tensors  aus  vier  speziellen  Tensoren 
oder  die  Möglichkeit  einer  Darstellung  durch  vier  Doppelvek- 
UHren  bewiesen. 

Wird  zu  einem  beliebigen  Bezugssystem  mit  allgemeiner 
MaBbestimmung  auf  den  Achsen  übergegangen  durch  die 
Transformationsgleichungen  (4),  so  wird  die  Gleichung  des 
Tensorraumes 

XA^^X^^  +  fiB^^X^^  +  vC^^X^^  +  T  VX^2  ^  const 

übergehen  in 

i  t  i 

+  r{D^^a^.x^)^  =■  const. 
Nun  sind  aber  a^  =  ^  ^m»  A  ^^^  kovarianten  Komponenten 

k 

des  Vektors  q;  das  gleiche  gilt  für  die  kovarianten  Kompo- 
nenten Ton  b,  c  und  b.  Also  lautet  die  Gleichung  des  Tensor- 
ranmes  mit  Bücksicht  auf  das  Verschwinden  je  dreier  Kom- 
ponenten im  System  der  Hauptachsen  auch 

A(2«i'0*  +  iti(2^i^'T  +  ^(2  ^1^0'  +  r(^d,z^)^  =  const, 

i  i  i  i 

oder 

2(^^i^*  +  f^^i^k  +  ^'^1^*  +  rd^dj^x*  x^  =  const, 

ik 

womit  die  Zerlegung  des  allgemeinen  symmetrischen  Tensors 
in  die  speziellen  Tensoren  [[a%  [\b%  [[c*]],  [[b*]]  gegeben  ist. 
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Daher  läßt  sich  al]g«mem  sagen: 
Die  16  GleichoDgen 

(10)  (a6)=0       (ac)  =  0       (ab)  =  0 

(  (&c)  =  0  (&!))=  0  (cb)  =  0 
für,  die  16  unbekannten  Komponenten  der  Vektoren  a,  b,  Ct  b 
haben  immer  ein  reelles  LöaungBsystem,  weil  die  Parameter 
X,  ft,  V,  T  immer  so  als  -]-  1  oder  —  1  gewählt  werden  können. 
daB  imaginäre  Lfisangen  vermieden  werden.  Es  läßt  sich  also 
allgemein  der  eingangs  erwähnte  Satz  aussprechen,  daß  ein 
beliebiger  symmetrischer  Tensor  durch  vier  aufeinander  senk- 
rechte DoppeWektoren  geometrisch  dargestellt  werden  kann. 

Werden  aber  statt  der  Doppelrektoren  die  Paare  paralld«r 
ebener  Räume  als  geometrische  Darstellung  der  speziellen  Ten- 
soren betrachtet,  so  nimmt  dieser  Satz  die  selbstverständlich 
erscheinende  Form  an: 

Dem  Mittelpunktsraum  2.  Ordnung  kann  immer  ein  recht- 
winkliges, vierdimensionalesParallelepiped  eingeschrieben  werden. 
(Eingeschrieben  deshalb,  weil  der  Tenson-aum  durch  die  Schnitt- 
punkte der  ebenen  Baumpaare  hindurchgehen  muß.) 

Die  vier  Paare  paralleler  ebener  Räume  bilden  dabei  die 
dreidimensionalen  Begrenzungen  des  Parallelepipeds. 

Endlich  läßt  sich  der  Satz  auch  in  der  Form  aussprechen; 

Die  durch  einen  beliebigen  ni/mmetrischen  Tensor  2.  Rangt» 
bestimmte  Deformation  rfe»  Raumes  laßt  sich  durch  vier  aufein- 
ander senkrechte  Dehnungen  hervorbringen. 

Es  ist  dieser  Satz  das  vierdimeusionale  Analogen  zu  dem 
-von  Helmholz  fUr  drei  Dimensionen  aufgestellten  Satz,  daß 
sich  eine  beliebige  Deformation  aus  drei  Dehnungen  in  zuein- 
ander senkrechten  Richtungen  zusammensetzen  läßt. 

g  4.   Die  InvarlAüten  des  symmetrlBohen  Tanson  2.  Ballte«. 

An  das  eben  gewonnene  Ergebnis,  daß  der  allgemeine 
symmetrische  Tensor  2.  Banges  sieb  geometrisch  darstellen  läßt 
durch  vier  aufeinander  senkrechte  Doppelvektoren ,  schließen 
sich  Sogleich  folgende  Fragen  an: 

Was  filr  Arten  von  Tensoren  entstehen,  wenn  die  Doppel- 
rektoren, aus  denen  die  fraglichen  Tensoren  zusammengesetzt 
weiden,  nicht  aufeinander  senkrecht  stehen? 
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Welche  Arten  von  Tensoren  entstehen  durch  Zusammen- 
setzung Ton  weniger  als  vier,  also  von  zwei  oder  drei  Doppel - 
Vektoren? 

Daß  alle  diese  so  gebildeten  Tensoren  selbst  wieder  sym- 
metrische Tensoren  sind^  folgt  aas  dem  Additionsgesetz  der 
Tensoren.  Um  aber  die  verschiedenen  Arten  von  Tensoren  zu 
untersuchen,  die  entsprechend  den  verschiedenen  möglichen 
Zusammensetzungen  aus  speziellen  Tensoren  gebildet  werden 
können,  ist  es  nötig,  die  Invarianten  des  symmetrischen  Tensors 
2.  Banges  näher  zu  betrachten. 

Invarianten  des  symmetrischen  Tensors  werden  gewisse 
algebr^che  Verbindungen  der  Tensorkomponenten  t.j^  und  der 
p^^  —  der  Komponenten  des  metrischen  Fundamentaltensors 
—  sein,  die  beim  Übergang  von  einem  Koordinatensystem  zu 
einem  andern  ihren  Wert  nicht  ändern. 

Nehmen  nun  ftir  einen  bestimmten  Tensor  eine  oder  mehrere 
der  Invarianten  den  Wert  Null  an,  so  sind  dadurch  eine  oder 
mehrere  Gleichungen  zwischen  den  Komponenten  des  Tensors 
gegeben.  Die  Komponenten  dieses  Tensors  sind  nicht  mehr 
voneinander  unabhängig,  der  Tensor  also  ein  spezieller  Tensor. 
Durch  die  Anzahl  der  Invarianten  des  symmetrischen  Tensors 
sind  also  die  möglichen  Arten  von  speziellen  Tensoren  fest- 

gel^ 

Die  Invarianten  des  symmetrischen  Tensors  können  aber 
nach  einer  wohl  auf  Salmon  zurückgehenden  Methode  auf 
folgende  Art  gefanden  werden. 

Die  Gleichung  des  Tensorraumes 

"^t^J.x*  x''  ^  comt 

ilc 

wird  bei  einer  beliebigen  Koordinatentransformation  übergehen 
in  die  Gleichung       ^^/.^r'.-r- =  coDst. 

ik 

wobei  der  Wert  der  Konstanten  rechts  derselbe  bleibt.  Die 
Ea)mponenten  des  Tensors  bilden  also  zusammen  mit  den  ko- 
varianten  Koordinaten  des  Tangentialraumes  eine  invariante 
Bilinearform. 

Andererseits  sind  alle  möglichen  Koordinatentransforma- 
tionen dadurch  charakterisiert,  daß  sie  die  Bilinearform 

ik 
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UDgeändert  lassen;  denn  diese  gibt  die  invariante  länge  des 
Linienelementea.  Aber  auch  'die  L&nge  a  einer  von  einem 
Funkt  des  Biemannschen  Ranmes  ausgehenden  Strecke  im 
Tangentialranm,  gegeben  durch 

moB  invariant  sein  gegenüber  beliebigen  KoordinatentranBfor- 
mationen. 

Dann  wird  anch  die  Summe  beider  Bilinearformen 

^tt. +'■.?,.)'''" 

eine  loTariante  sein,  wobei  der  Parameter  X  noch  ganz  wiil- 
ktlrlich  gewählt  werden  kann. 

Nach  einem  allgemeinen  Satz  der  iDTariantentbeorie 
ist  anch  die  Determinante  dieser  Bilinearform  eine  Invariante. 
Diese  Determinante 

(11)  |(;,+     A?,,j     =     J{A) 

werde  als  Funktion  des  Parameters  )>  betrachtet  und  nach  ihm 

entwickelt.     So  wird 

(IIa)  A{X)  -  «0**+  S,  A»+  ,^X»  +  5,A  +  S, 

nod  es  mSssen  wegen  der  freien  Wählbarkeit  von  l  auch  die 
Koeffizienten  der  Potenzen  von  X  einzeln  Invarianten  sein. 
Diese  Invarianten  8^,  S^,  8g,  S^  enthalten  nur  die  Eomponeoten 
des  Tensors  and  die  y^^.  Die  Invariante  S^  aber  hängt  nnr 
w)n  den  g,^  ab;  sie  ist,  wie  aus  der  Determinante  /i{X)  zu  er- 
sehen, gleich  der  Determinante  g  der  g^^,  gehört  also  nicht 
mit  m  den  Invarianten  des  Tensors. 

Über  den  Zahlenwert  der  lararianten  8^,  S^,  S^,  5,,  S^ 
läßt  sich  folgendes  sagen: 

Wird  auf  die  Hauptachsen  des  Tensorranmes  transformiert, 
so  nimmt  die  Determinante  J  {X)  die  Form  an 

Ti  +  X            0  0              0 

0  Tn  +  X  0              0 

0                 0  Tni  +  X          0 

0                 0  0  Tr,  +  X 
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Dabei  ist  angenommen,  daß  die  g.j^  so  bestimmt  sind,  daß 
die  Strecke  s  in  rechtwinkligen  Koordinaten  zu  berechnen  ist 
durch 

£^  bat  also  die  Determinante  der  g^^^  und  damit  die  mit  ihr 
identische  Invariante  S^  den  Wert  1,  Die  Invarianten  5^,  Ä,, 
S^f  8^  sind  dann,  wie  aus  der  Gleichung  (Ha)  hervorgeht,  die 
symmetrischen  Funktionen  der  Wurzeln  dieser  Gleichung.  Nach 
der  Transformation  auf  Hauptachsen  ergeben  sie  sich  speziell 
als  die  symmetrischen  Elementarfunktionen  gebildet  aus  den 
Komponenten  des  auf  Hauptachsen  transformierten  Tensors. 

Diese  Invarianten  des  Tensors  wurden  rein  analytisch  ge- 
funden. Aber  auch  auf  geometrischem  Wege  lassen  sich  In- 
varianten des  Tensors  aufweisen.  Denn  allen  geometrisch  in- 
varianten Eigenschaften  des  den  Tensor  darstellenden  Gebildes 
—  als  solches  werde  zu  diesem  Zweck  nochmals  der  Mittel- 
punktsraum 2.  Ordnung  betrachtet  —  müssen  analytisch  In- 
varianten des  Tensors  entsprechen.  Der  Mittelpunktsraum 
2.  Ordnung  ist  geometrisch  bestimmt,  wenn  seine  Hauptachsen 
gegeben  sind.  Die  Längen  der  Hauptachsen,  gemessen  im  Ein- 
heitsmaßstab, ändern  ihre  Werte  nicht  beim  Übergang  von 
einem  Koordinatensystem  zu  einem  andern.  Sie,  oder  was  das 
gleiche  bedeutet,  die  Werte  Ti,  Tu,  Tm,  Tiy  der  Kompo- 
nenten des  auf  Hauptachsen  transfoimierten  Tensorraumes  sind 
also  auch  Invarianten  des  Tensors.  Denn  es  lassen  sich  ja 
in  jedem  Koordinatensystem  die  Längen  der  Hauptachsen  in 
bestimmter  Weise  aus  den  gegebenen  Komponenten  des  Ten- 
sors berechnen.  Nur  sind  sie  zum  Unterschied  von  den  oben 
gefundenen  Invarianten  des  Tensors  keine  rationalen,  sondern 
irrationale  Verbindungen  der  t.j^  und  g.j^.  Wie  bereits  gezeigt, 
sind  die  S^,  S^,  8^,  8^  die  symmetrischen  Funktionen  der  Ti, 
2*n>  ^ui»  ^iv.  Es  können  entweder  die  ersteren  oder  die 
letzteren  als  unabhängige  Invarianten  betrachtet  werden. 

Nachdem  so  die  Invarianten  des  symmetrischen  Tensors 
2.  Banges  bekannt  sind,  lassen  sich  die  verschiedenen  möglichen 
Arten  spezieller  Tensoren  folgendermaßen  bestimmen: 

1.   Eine  der  Invarianten  T.  =  0.     Dann  ist  auch 

8^  BS  Ti  Tii  Tjji  Tiy  =  0. 

AniiAlea  d«r  Physik.   IV.  Folge.    61.  4 


ÜO  H.  Lang. 

Geometrisch  heißt  das,  daß  eine  der  HaoptacbBen  des  Mittel- 
punktraumes  2. Ordnung  anendlich  groß  wird;  der  Uittelpnnkts* 
räum  artet  aua  in  einen  Zylinderraum  1.  Art,  dessen  Gleicbnng 
auf  Hauptachsen  bezogen,  lautet 

riJTi'  +  riiXj^  +  ruiV-const,     wenn     T.=  Tiy  ■ 
Ein   spezieller  Tensor  dieser  Art  ist   darstellbar  dorcb 
drei  Doppelvektoren. 

2.  Zwei  Invarianten  verschvrinden ;  T,  =  0  und  ?"»  —  0. 
Dann  ist  auch  5^  —  0  und  8^  =>  0.  Der  Mittelpnnktsraam 
artet  in  eisen  Zjlinderraum  2.  Art  aus,  indem  zwei  der  Haupt- 
achsen unendlich  groß  werden.     Seine  Gleichung  lautet 

yjZ,-  + riiA'j»  =  const,     wenn    Tf^Tiv;    T^-Tui- 
Der  entsprechende  spezielle  Tensor  wird  durch  zwei  Doppel- 
vektoren  geometrisch  dargestellt 

3.  Drei  der  Invarianten  verschwinden;  T,  =  0,  ^^  =  0, 
T,  B  0.  Dann  ist  auch  S^  »  0,  S,  =  0,  5,  »  0.  Drei  der  Haupt- 
achsen werden  unendlich  groß;  der  Mittelpnnktsranm  2.  Ord- 
noDg  artet  in  ein  Paar  paralleler  ebener  Bänme  aas,  deren 
Abstand  vom  Nullpunkt  gleich  ist  der  vierten,  nicht  verschwin- 
denden Bauptachse.    Seine  Gleichung  lautet 

riJ/  =  conat.     wenn     7,  «Tiv,     7^-7*01,     T,  =  Tu. 

Der  spezielle  Tensor  dieser  Art  ist  der  dorcb  einen  Doppel- 
Vektor  geometrisch  darstellbare  Tensor,  der  Tensor  von  der 
Form  [[0*1]. 

Nun  lassen  sich  auch  die  am  Anfang  dieses  Paragraphen 
gestellten  Fragen  beantworten. 

Duroh  Addition  von  drei  speziellen  Tensoren  von  der  Form 
[[a*]]  entsteht  ein  Tensor,  ftlr  den  S^  =  0  ist 

Durch  Addition  von  zwei  speziellen  Tensoren  von  der 
Form  [[a^  entsteht  ein  spezieller  Tensor,  fttr  den  5,  =  0  und 
S^^O  ist 

Dabei,  sowie  bei  der  Zusammensetzung  des  allgemeinen 
sjTnmetiischen  Tensors  ans  vier  Tensoren  [[o*]],  Kbl],  [[c*]], 
[[b^  ist  es  gleichgültig,  ob  die  betreffenden  Doppelvektoren 
aufeinander  senkrecht  stehen  oder  nicht 

Denn  wenn  auch  zwei  Doppelvektorea  a  nnd  fi  nicht  aof- 
einander  senkrecht  stehen,  kann  der  durch  die  EompoDenten 
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^k^^i^fc  +  ^i^h  bestimmte  Mittelpunktsraum  2.  Ordnang  nur 
ein  Zylinderraum  2.  Art  sein^  da  er  durch  die  vier  Schnitt- 
ebenen der  beiden  Paare  von  parallelen,  ebeoen  Räumen,  den 
Tensorraumen  von  [[a^]  und  [[b^],  gehen  muß. 

Ebenso  kann  der  durch  drei  beliebige  Doppelvektoren 
bestimmte  Tensor  mit  den  Komponenten  t.j^  ^  a.a^  +  b.  b^  +  c^c^ 
nur  einen  Zylinderraum  1.  Art  als  Tensorraum  haben;  denn 
dieser  Tensorraum  muß  die  acht  parallelen  Geraden  enthalten, 
io  denen  sich  die  drei  Paare  paralleler  ebener  Räume  schneiden. 

Der  Tensorraum  des  aus  vier  beliebigen  Doppelvektoren 
gebildeten  Tensors  mit  den  Komponenten  t^^  «0^0^  +  b^  6^ 
•^c^ej^-\'  d^d^  wird  ein  durch  die  16  Schnittpunkte  der  vier 
Paare  ebener  Räume  gehender  und  durch  sie  bestimmter  Mittel- 
punktsranm  2.  Ordnung  sein. 

Dabei  sind  die  Paare  ebener  Räume  einem  Quadrupel 
konjugierter  Durchmesserräume  des  Mittelpunktsraumes  2.  Ord- 
nung paraUeL  Sie  bilden  die  Begrenzungen  eines  dem  Mittel- 
punktsraum 2.  Ordnung  eingeschriebenen  vierdimensionalen 
Parallelepipeds.  Die  vier  Doppelvektoren  o,  6,  c,  b  stehen  senk- 
recht auf  den  ebenen  Begrenzungen  des  Parallelepipeds. 

Die  Darstellung  des  symmetrischen  Tensors  2.  Ranges 
durch  vier  aufeinander  senkrechte  Doppelvektoren  ist  also  nicht 
die  einzig  mögliche  Art  der  Darstellung  des  symmetrischen 
Tensors  durch  vier  Doppel vektoren,  sondern  nur  ein  besonderer 
Fall  der  allgemeinen  Darstellung  durch  vier  beliebig  zueinander 
geneigte  Doppelvektoren,  deren  Richtungen  bestimmt  sind  durch 
die  Lote  auf  ein  dem  Mittelpunktsraum  2.  Ordnung  ein- 
geschriebenes Parallelepiped. 

)g  5.     OeometriBohe  Definition  der  Komponente  des  symmetrischen 

Tenaors. 

Mit  der  durch  die  Betrachtungen  des  §  3  gewonnenen 
geometrischen  Darstellung  des  symmetrischen  Tensors  2.  Ranges 
ist  nun  auch  die  geometrische  Deutung  der  einzelnen  Kom- 
ponente des  Tensors  möglich  geworden. 

Bei  dem  speziellen  Tensor  [[a^]  ist  nömlich  die  kovariante 
Komponente  /.^^  =  a^c/^'das  Produkt  der  Orthogonalprojektionen 
des  Vektors  a  auf  t-  und  /:-Achse.  Die  kontravariante  Kom- 
ponente t^^  =  a*  a^  ist  das  Produkt  aus  den  Parallelprojektionen 
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des  Vektors  a  auf  die  t-  nad  die  A-Achae.    Werden  Orthogonal- 
projektion  und  ParaUelprojektioo  im  EinheitsmaBBtab  gemeRsen, 

Bo  ist  ^i 

a.  =  Ä,  ]/(/(;     uud 


also 


1  Sr, 


If'ji  =  ■^/•^t  oad  2'''-  =  .4-  A"  sind  die  küvarianten  bzw.  die 
kuntravariauten  Kompauenten  des  Tensurs,  weDu  die  Eoordi- 
nateDbeBtimmung  mit  dem  Einheitsmaßsta!)  erfolgt. 

Für  1  =  Ä  ergeben  sich  die  Kumpouenten  t-^  oder  t''  als 
die  Quadrate  der  Orthogonalprojektionea  oder  Paraltelprojek- 
tionen  auf  die  i-Ächse, 

B"ür  den  allgemeinen  symmetrischen  Teusor  2.  Banges,  der 
durch  vier  Doppel  vektoren  a,  6,  c,  b  geometrisch  dai^eatellt  wird, 
ist  dann  die  Komponente  t^^.  die  Summe  der  Produkte  aus  den 
Orthogonalprojektionen  der  Vektoren  a,  b,  c,  b  auf  die  i-  und  k- 
Achae.  Die  Komponente  t*'^  ist  die  Summe  der  Produkte  aus 
den  Parallelprojektionen  der  Vektoren  a,  6,  k,  b  auf  die  i-  und 
A-Acbse. 

Daraus  ist  zu  ersehen,  daß  die  Komponenten  des  sjm- 
metriscbcn  Tensors  2.  Ranges  nicht  nach  einer  Geraden,  wie 
beim  Vierervektor,  auch  nicht  nach  einer  Ebene,  wie  beim 
Sechaervekt'jr,  sondern  nach  einem  Geradenpaar  zu  bilden  Bind, 
wobei  diese  beiden  Geraden  einen  beliebigen  Winkel  miteinander 
einschlieÜen  können,  weil  ja  beim  schiefwinkligen  Koordinaten- 
system die  Acbaen  beliebig  zueinander   geneigt   sein    können. 

Dies  fuhrt  dazu,  die  Komponente  "des  symmetrischen 
Tensors  2.  Banges  nach  einem  beliebigen  tieradenpaar,  das 
nicht  mit  einem  Ächsenpaar  des  Koordinatensystems  zusammeu- 
fällt,  geometrisch  und  unabhängig  vom  Koordinateusystfim 
folgen  dermaßen  zu  detinieren: 

Es  ioU  die  Komponente  T^^  des  st/mmetrückeu  Tentors  nach 
einem  belieöii/en   Ueradenpaar  mit  den  Richtungen  a  laid  r  gleich 
sein  der  Summe  der  Produkte  au»  den  Orthogonalprojektionen  der 
Vektoren  a,  b,  C,  b  auf  die  Ricktungen  x  und  r.     Also 
ll2)  y,,  =  .4,  A^  +  B,B^+  C,  C^  +  A  A  ■ 
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Dabei  sind  A^^  A^,  £^,  B^  usw.  die  im  Einheitsmaßstab 
messenen  Ortbogonalprojektionen.  Da  diese  unabhängig  vom 
)OTdinatensystem  sind,  so  ist  auch  T^^  unabhängig  definiert 

Wird  das  Koordinatensystem  so  gewählt^  daß  zwei  der 
:hsen  in  die  Sichtungen  s  und  r  fallen  und  werden  in  diesem 
)ordinaten87stem  die  Längen  mit  dem  Einheitsmaßstab  ge- 
3ssen^  so  tritt  tatsächlich  T^^  als  eine  der  Komponenten  des 
mmetrischen  Tensors  in  diesem  Koordinatensystem  auf. 

Wie  drückt  sich  nun  die  durch  die  Gleichung  (12)  definierte 
.nsorkomponente  nach  zwei  beliebigen  Richtungen  s  und  r 
.rch  die  jeweils  gegebenen  Tensorkomponenten  t^^^  oder  t^^ 
er  t^  aus? 

EüQtsprechend  der  Darstellung  des  symmetrischen  Tensors 
JTch  vier  Doppelvektoren  ist 

er  i^^  =  a»a*  +  b'b^  +  c»c*  +  d^d^ 

er  t.^  =  a^a''  +  b^b^  J^  c^<^  +  d^d'' , 

Es  sei  femer  rj  der  Einheitsvektor  in  der  Richtung  s,  ^ 
r  Einheitsvektor  in  der  Richtung  r.  Nun  ist  nach  Gleichung 
})  des  §  1 

i 

Entsprechend  wird 

k 
O 

ik 

Ebenso  findet  sich 

ik  ik  ik 

iher  wird 

ik 

Damit  ist  die  Komponente  des  Tensors  nach  den  Richt- 
igen 8  und  r  ausgedrückt  durch  die  kovarianten  Kom- 
nenten  t^j^. 

Falls  aber  der  Tensor  nicht  durch  die  kovarianten,  sondern 
rch  die  kontravarianten  Komponenten  t*^  in  dem  betreffenden 
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Koordinatensystem  gegeben  iet,  kann  nach  Gleichung  (4bi  des 
§  1  geschrieben  werden 

entsprechend 


Die  Aasdrücke  für  fi, 5,,  C^C^  und  i>,-ö,  sind  ebenso  gebaut, 

so  daß  sich  ergibt 

(12b)  7'..  =  ^'**''ff-.- 

Damit  ist  T^^  durch  die  kontraTarianten  Komponenten 
ausgedrückt 

Endlich,  wenn  der  Tensor  durch  seine  gemischten  Kom- 
ponenten gegeben  ist,  kann  geschrieben  verdeo 

und  es  wird 

{12c)  n.-^^<i''J'C»- 

Diese  Bildnngsweise  der  Tensorkomponente  T^^  nach  deu 
fUchtungen  «  und  r  aus  den  im  jeweiligen  Koordinatensystem 
gegebenen  Tensorkomponenten  stimmt  überein  mit  der  im  drei- 
dimensioDalea  Fall  augewendeten  Bildung  der  Tensorkomponente 
nach  zwei  Richtangen.  So  wird  z.  B.  in  der  Uechanik  der 
Kootinua  gezeigt,  daß  die  Spannung  oder  der  Druck,  der 
auf  ein  FlSchenstack  mit  der  Normalrichtung  r  wirkt,  in  der 
Richtung  s  die  Größe  hat 

wobei  a^^  die  Komponenten  des  Dracktensors  in  dem  der  Be- 
trachtung zugrunde  gelegten  Koordioatensystem  sind,  cos  k. 
die  Richtungskosinas  von  s,  cos^^  die  ron  r.  Wird  insbesondere 
nach  der  GrdBe  des  NormaldmckeB  gefragt,  so  lallt  «  mit  r 
zusammen  and  es  ist 

"rr  ™  2  "tk  "^"S  «j    cos  «^  . 
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Dabei  tritt  in  der  klassischen  Mechanik  und  Elastizitäts- 
theorie nur  eine  Art  von  Tensorkomponenten  aof^  da  für  die 
dort  angewendeten  orthogonalen  Koordinatensysteme  kontra- 
Tariante  und  kovariante  Komponenten  zusammenfallen.  Werden 
aber  auch  dort  schiefwinklige  Koordinatensysteme  benutzt,  so 
muß  selbstverständlich  auch  in  der  klassischen  Mechanik 
zwischen  kontravarianten  und  kovarianten  Vektor-  und  Ten- 
sorkomponenten unterschieden  werden.  Die  bisher  durch- 
geführten Betrachtungen  über  den  symmetrischen  Tensor  sind 
aber  auf  diesen  Fall  unmittelbar  anzuwenden,  wenn  nur  statt 
der  Dimensionszahl  4  die  Dimensionszahl  3  gewählt  wird. 

§  6.     Geometrisohe  DefiDition  der  Divergens  des  sjrmmetrlBohen 

Tensors  2.  Ranges. 

Bisher  wurde  ein  symmetrischer  Tensor  2.  Ranges  be- 
trachtet, der  nur  für  einen  Punkt  des  Rie  mann  sehen  Raumes 
als  gegeben  angenommen  wurde.  Im  folgenden  soll  nun  der  Be- 
trachtung ein  Tensorfeld  zugrunde  gelegt  werden.  Die  Tensor- 
komponenten sind  also  Funktionen  der  Koordinaten  a:^  x^j  x\  x^ 
im  Riemannschen  Raum.  Für  jeden  Punkt  des  Riemann- 
sehen  Raumes  ist  damit  ein  bestimmter  Tensor  gegeben.  Jeder 
dieser  Tensoren  kann  geometrisch  dargestellt  werden  durch 
Tier  aufeinander  senkrechte  Doppelvektoren,  die  im  Tangential- 
raum  des  betreffenden  Punktes  liegen.  Durch  diese  vier  Doppel- 
Tektoren  sind  dann  vier  Vektorfelder  a,  6,  c,  b  im  Riemann- 
schen Raum  bestimmt.  Diese  vier  Vektorfelder  ersetzen  gleichsam 
das  Tensorfeld. 

Es  ist  somit  auch  für  jeden  Punkt  des  Riemannschen 
Raumes  eine  Tensorkomponente  T^^  nach  zwei  Richtungen  s 
und  r  eindeutig  bestimmt  durch 

»r  a      r    '         *      r    '        •     r     '         •      r 

Dadurch  ist  es  möglich,  einen  aus  dem  Tensorfeld  ab- 
zuleitenden Vierervektor,  die  Divergenz  des  symmetrischen 
Tensors  —  geschrieben  S)it)  T  —  geometrisch  und  unabhängig 
vom  Bezugssystem  zu  definieren  in  analoger  Weise  wie 
A.Sommerfeld  die  Divergenz  des  Vierervektors  und  Sechser- 
vektors definiert  hat^) 

1)  A.  Sommerfeld,  Zar  Relativitätstheorie.  II.  VierdimeDsionale 
Vektoranalysis.     Ann.  d.  Phys.  33.  S.  649.  1910. 
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Ein  Viererrektor  a  ist  unabhängig  vom  Bezugssystem 
bestimmt,  wenn  seine  Komponente  Ä^  in  einer  beliebigen  Bich- 
tang  s  angegeben  werden  kann.  Dabei  muß  unter  der  Kom- 
ponente J,  die  OrthogonalprojektioD  tob  a  auf  die  Ricbtnng  », 
gemessen  im  Einheitsmaßstab  verstanden  werden;  denn  nur  . 
die  im  EinheitsmaSstab  gemessene  Ortliogonalprojektion,  nicht 
etwa  die  Parallelprojektion  ist  unabhängig  vom  jeweiligen 
Bezugssystem  bestimmbar. 

Ks  sei  nun  s  diejenige  Richtung,  nach  der  die  Komponente 
des  Vierervektors  3)iö  2"  bestimmt  werden  soll.  Ist  A2  ein 
beliebig  gestaltetes  vierdimensionales  Volumen  in  der  Umgebung 
des  betrachteten  Punktes,  J  5  seine  dreidimensionale  Begrenzung 
n  die  Normale  auf  AH,  so  ist  zu  definieren: 

(13)  3)10.2'=  lim    ^"^'^^^  ■ 

Da  die  Kompooeute  2',^  nach  den  !Kchtuagen  s  imd  n 
unabhängig  vom  Bezugssystem  und  eindeutig  definiert  ist,  so 
-  ist  auch  Sin  T  unabhängig  vom  Bezugssystem  definiert 

Um  nun  zu  erkennen,  daß  diese  Definition  der  Divergenz 
des  symmetrischen  Tensors  mit  der  üblichen  übereinstimmt, 
soll  im  folgenden  gezeigt  werden,  wie  sich  durch  spezielle 
Wahl  des  Volumelementes  J  2  und  der  Itichtung  »  aus  dieser 
Definition  die  von  Einsteio-Großmann  angegebene  und  reio 
analytisch  abgeleitete  Formel  f^  die  Divergenz  des  symmetrischen 
Tensors  ergibt 

Das  Volumelement  A^  werde  zu  diesem  Zweck  als 
Parallelepiped  gewählt,  dessen  Kauten  in  die  Bichtungen  der 
wachsenden  kontravarianten  Koordinaten  fallen.  Sie  sind  also 
dx^,  dx\  dx^,  dx*  und  es  ist 

A2:  =  dx^dx*dx»dx*-^ff. 
wo  g  der  Wert  der  Determinante  der  g^^  ist. 

Die  Begrenzungen  von  A2  sind  dann  die  dreidimensionalen 
Parallelepipede  AS^,AS^,AS,.AS^  mit  den  Kanten  (fx',(/jc',(/T'; 
dx^,  dx\dx*;  dx^,  dx\  dx*:  dx^.  dx\  dx*,  sowie  die  ihnen 
gegenüberliegenden  und  es  ist 

J5i  =dx-dx^dx*yg"p: 
denn  g^'g  ist  die  Ünterdeterminaote  von  g^^ . 
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Oder 

allgemein 


J5, 

= 

AZ^g^^ 

dx^ 

JS, 

= 

dx' 

Die  Integration  ist  zu  erstrecken  über  die  8  dreidimensio- 
nalen Parallelepipede  und  zwar  bei  festgehaltener  Richtung  s. 
Dann  muB  in  Anbetracht  der  Maßbestimmung 

ds^  =  ^ffij^dx^  dx^ 


ik 


der  Einheitsvektor  rj  in  dieser  Richtung  beim  Übergang  vom 
Punkt  P  zum  Punkt  P\  der  unendlich  benachbart  sein  soll, 
gewisse  Zuwächse  erfahren,  die  gegeben  sind  durch 

(14)  än^^-^\^?\rrSx'^), 

wobei  die  8x^  die  kontravarianten  Komponenten  des  Vektors 
PF-  sind. 

Ferner  soll  nach  der  Definition  von  2)iü,  T  die  Richtung  n 
die  der  Normalen  auf  der  Begrenzung  von  A  '2  sein.  Ist  wieder 
^  der  in  die  n-Richtung  fallende  Einheitsvektor^  so  muß  ^  also 
auf  den  Parallelepipeden  AS^y  AS^,  AS^  und  AS^y  bzw.  auf 
den  diesen  gegenüberliegenden,  jeweils  senkrecht  stehen.  Der 
Vektor  ^,  der  auf  den  Achsenrichtungen  2,  3,  4  senkrecht 
steht,  hat  aber  die  kovarianten  Komponenten  ^^,  0,  0,  0.     Da 

er  Einheitsvektor  sein  soll,  so  ist  f j  =    -      .     Entsprechendes 

¥9x1 

gilt  für  i^j  wenn  er  auf  den  anderen  Parallelepipeden  senk- 
recht steht. 

Wird  nun  T^^  ausgedrückt  durch  die  gemischten  Kompo- 
nenten des  symmetrischen  Tensors,  also  ^^n  ==  2^»*^*  f*  8^" 

ilt 

setzt  und  wird  femer  die  ^-Richtung  in  eine  der  Achsenrich- 
tongen,  z.  B.  die  Richtung  1  gelegt,  so  ergibt  sich  als  Wert 
der  Komponente  T^^  für  das  Parallelepiped  AS^,  das  vom 
Punkt  P  ausgeht 

T     r=z  t  ^  fi^i:  :=  t  ^    -        ^ 


l)  H.  Weyl,  Raum,  Zeit,  Materie,  ^14.  S.  100 
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und  als  Wert  von  T,^  fllr  das  Parallelepiped  AS^.  das  vom 
Fonkt  P'  ausgeht, 

wobei  durch  die  Striche  angedeutet  werden  eoU,  daß  die  Werte 
fßr  den  Punkt  {x^  +  dx\  jf',  x^,  x*)  statt  für  dea  Punkt  (x^  x\  r*  x*) 
ZD  nehmen  sind. 

Wird  also  der  zu  herechnende  Grenzwert  iUr  das  Parallel- 
epiped (dx*,  dx',  dt*)  und  das  ihm  gegenaberliegende  gebildet, 
wobei  bei  diesem  Übergang  zu  setzen  ist:  dx^  =  dx^,  Sx*  =  Sx" 
-=  3x*  a  0,  SO  ergibt  sich  daraus  zur  Berechnung  von  ^tD.  T 
der  Anteil 


'  lim 


,^'>  ji  +  ^1'  ji, 


'     VSu    TV  d^'1'7 

^ '  i  *■  /  y^  y^"  ''«'Vs 

Allgemein  berechnet  sich  für  ein  Parallelepiped  J5,  und  das 
ihm  gegenaberliegende  der  Anteil 

Also  ist 

und  die  Komponente  von  'S)ioT  nach  einer  beliebigen  Achs« 

(13a)    Kto.  2-  -  j|=  (2"  ä'.  ('.-  Vj  )  -g f ,")'."  1^)  ■ 

wenn  dabei  noch  die  MaBbestimmung  ds^^  ^9^^'^^''  aul'  der 
il-Achse  berückaicbtigt  wird,  also  die  Orthogonalprojektion  von 
%Vo  T  aof  die  A-Achse  nicht  im  Einheitsmaßstab  gemessen  wird, 
aondem  so,  wie  es  die  allgemeine  Hafibestimmang  in  dem  be- 
treffenden EoordiDatensy&tem  verlangt. 
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Durch  diese  Formel  ist  die  Komponente  von  ^id  T  nach 
der  A-Achse  aasgedrückt  durch  die  gemischten  Komponenten 
des  symmetrischen  Tensors  in  dem  jeweiligen  Koordinaten- 
system. 

Soll  aber  die  A-Komponente  von  TbXoT  durch  die  kontra- 
varianten  Komponenten  1^^  oder  durch  die  konvarianten  Kom- 
ponenten t^j.  ausgedrückt  werden^  so  sind  bei  gleicher  Wahl 
des  Parallelepipeds 

ik 

bzw. 

bei  der  Berechnung  des  Grenzwertes  einzuführen.  Dabei  unter- 
scheidet sich  die  Rechnung  von  cier  obigen  im  ersten  Fall  da- 
durch^ daß  statt  der  kontravarianten  Komponenten  rj*  und  S  rj* 
die  koYarianten  Komponenten  r]^  und  ^17/ zu  benutzen  sind,  im 
zweiten  Fall  statt  der  Komponenten  |.  die  Komponenten  |'. 
Die  Rechnung  ergibt: 

bzw. 

(.SO)   3)i..''-^(2',-S^<'..r'/.)-^'„r'V.^f:})  ■ 

Dies  sind  aber  die  Formeln,  die  A.  Einstein  in  ,,Die 
formale  Grundlage  der  Relativitätstheorie^S  Sitzungsberichte  der 
preußischen  Akademie  der  Wissenschaften  1914,  XLI  angegeben 
hat.  Und  zwar  erhält  Einstein  diese  Formeln,  indem  er  aus 
dem  Tensor  2.  Ranges  durch  Differentiation  erst  die  „Erwei- 
terung^^ des  symmetrischen  Tensors,  also  einen  Tensor  3.  Ranges 
bildet  und  an  diesem  Tensor  3.  Ranges  zusammen  mit  dem 
Fundamentaltensor  J^*'  die  innere  Multiplikation  durchführt 
Diese  Bildungsweise  läßt  aber  den  eigentlichen  Zusammenhang 
zwischen  dem  symmetrischen  Tensor  2.  Ranges  und  seiner  Di- 
yergenz  nicht  erkennen,  während  durch  die  hier  gegebene  Ab- 
leitung der  Divergenz  dieser  Zusammenhang  klar  hervortritt. 
Eis  zeigt  sich  also,  daß  auch  im  Riemann sehen  Raum  eine 
geometrische   Darstellung   von   Vektoren   und   Tensoren   dazu 
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fllbren  kann,  besseren  Eioblick  in  die  Kigenacbaften  dieser 
Gebilde  zu  erhalten,  wie  die  rein  analytische  Betrachtnngsweiae. 
Ällgetuein  hat  schon  F.  Jung  gezeigt'),  wie  mittels  Inte- 
gration über  die  (n  —  1)  dimensionale  Begrenzung  eines  »-di- 
mensionalen  Volamens  im  Baam  von  M-Dimensionen  auf  Ten- 
soren anwendbare  Differentialoperationen  abgeleitet  werden 
können.  Dieser  von  Jung  „Feldableitung"  genannte,  allgemein 
definierte  Grenzübergang  uinfaBt  als  Spezialfall  auch  die  hier 
gegebene  Ableitung  der  Divergenz  des  symmetrischen  Tensors 
2.  Ranges.  Jedoch  bietet  die  hier  gegebene  Ableitung  insofern 
Neues,  als  sie  auf  einer  geometrischen  Darstellung  des  Tensors 
selbst  beruht,  während  bei  Jung  von  einer  Darstellung  der 
Tensoren  durch  geometrische  Gebilde  nicht  die  Bede  ist  Des- 
halb ist  auch  sein  Grenzlibergang  nicht  eigentlich  geometrisch 
definiert,  da  er  den  Tensor,  dessen  Feldableitung  gebildet  werden 
soll,  in  keine  geometrische  Beziehung  setzt  zu  der  (n  —  1)  di- 
mensioualen  Oberfiäche,  über  die  integriert  wird,  sondern  nur 
rein  analytisch  angibt,  daß  der  Tensor  auf  irgendeine  Art  mul- 
tipliziert werden  soll  mit  dem  Tektoriell  gedachten  OberSäcben- 
element  Dabei  benutzt  Jung  ein  weitläufiges  Schema  des 
Tektorkalküls  im  Anschluß  an  die  Grassmannsche  Ansdeh- 
nungslehre  für  n- Dimensionen.  In  der  vorliegenden  Arbeit 
dagegen  wird  versucht,  das  Rechnen  mit  Vektoren  und  Tensoren 
Tom  euklidischen  Baum  in  einfacher  Weise  auf  den  Riemann- 
Bchen  Baum  zu  übertragen  und  dabei  die  Tensoren  auch  nach 
der  Seite  ihrer  Anschaulichkeit  den  Vektoren  möglichst  an- 


^  7.    Ein  Intsgraleata  über  den  symmetrieaben  Tensor  2.  BangM 

und  die  Integralform  der  ImpulB-Snergieglelohimgen  in  der  »U- 

gemeinen  Belatlvitätetheorie. 

Aus  der  im  §  6  gegebenen  Definition  der  Divergenz  des 
symmetrischen  Tensors  2.  Ranges  entspringt  ein  Integralsatz 
lümlich  dem  Gausscben  Satz  in  drei  Dimensionen.    Er  laatat: 

(15)  f^'O^Td^-  =  jT^^dS 

1)  F.  Jung,  „Die  PeldableituDgeu  bei  allgemeineu  Koordiiuit«a''. 
Sitzungsberichte  der  Akademie  der  Wiasenschaften  in  Wien.  Mmtliem.- 
QHtuiw.  EUue,  Abteilung  Ha.  12«,  Heft  10. 
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und  gestattet  ein  über  die  dreidimensionale  Begrenzung  eines 
beliebig  gestalteten  vierdimensionalen  Volumens  erstrecktes 
Tensorintegral  überzuführen  in  ein  Vektorintegral  über  dieses 
Volumen.  Umgekehrt  kann  mit  Hilfe  dieses  Satzes  ein  Vektor- 
integral über  ein  vierdimensionales  Volomen  ersetzt  werden 
durch  ein  Tensorintegral  über  die  Begrenzung  dieses  Volumens; , 
jedoch  nur  dann»  wenn  bekannt  ist^  daß  das  betrefiende  Vek- 
torfeld durch  die  Operation  ^id  aus  einem  Tensorfeld  ent- 
standen ist. 

Der  Beweis  dieses  Integralsatzes  ergibt  sich  in  bekannter 
Weise:  Wird  das  Volumen  2  in  die  Volumelemente  d2  ge- 
teilt, so  gilt  für  jedes  einzelne  Volumelement  die  Gleichung 
(13X  die  auch  geschrieben  werden  kann 

Durch  Summation  all  dieser  für  die  einzelnen  Volum- 
elemente geltenden  Gleichungen  ergibt  sich  links /5DiD,,  y^f-S", 
rechts  heben  sich  die  Anteile  der  gemeinsamen  Begrenzung 
je  zweier  benachbarter  Volumelemente  d  ^  auf,  weil  die  Nor- 
malen für  beide  entgegengesetzte  Richtung  haben,  und  es 
bleiben  bei  der  Summation  nur  die  Anteile  der  äußeren  Be- 
grenzung S  Yon  2  stehen,  so  daß  sich  das  fTj.^dS  über  die 
Begrenzung  8  erstreckt. 

Dieser  Integralsatz  kann  dazu  benützt  werden,  die  Impuls- 
Energiegleichungen  in  der  allgemeinen  Relativitätstheorie  in  In- 
tegralform  zu  schreiben. 

Im  elektromagnetischen  Feld  läßt  sich  die  Viererkraft  p, 
die  an  einem  mit  Elektrizität  geladenen  Punkte  angreift,  aus 
einem  symmetrischen  Tensor  2.  Banges  ableiten.   Es  ist  nämlich 

Dabei  baut  sich  der  Energietensor  F  in  bekannter  Weise  aus 
den  Feldvektoren  (£  und  ^  auf. 

Obiger  Integralsatz  auf  diese  Gleichungen  angewendet, 
ergibt 

(16)  jp^dS jF^^dS. 

Nun  ist  Siherfp.dJS^^  P.  die  iKomponente  der  Gesamt- 
▼iererkraft,  die  auf  das  betrachtete  yierdimensionale  Volumen 
2  wirkt.     Die  Gleichungen  (16)  zeigen  also,  daß   sich  diese 
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GesamtTierericr&ft  berechnen  läßt  dorcli  ein  über  die  „Ober- 
tjäche"  dieses  Volomens  erstrecktes  Tenaormtegral  gemäß 

(I6a)  P^  =  ~  CF,^äS. 

Diese  Gleicbnogen  sind  ganz  aoalog  denjenigen,  die  im 
Falle  konstanten  elektromagnetiscbeo  Feldes  die  aof  ein  drä- 
dimensionales  Baamgebiet  wirkende  ponderomotorische  Kraft 
zn  berechnen  gestatten  ans  dem  f^  die  Oberfläche  dieses  Ge- 
bietes gegebenen  Uaswellschen  Spanonngstensor.  Sie  sind 
deren  vierdimensionalQ  EWeiterung  fDr  den  Fall  zeitlich  ver- 
äDderlicher  Felder.  Die  Viererkraft  $  gibt  dabei  dnrch  ibre 
räomlicben  Komponenten  eben  die  gesamte  poDderomotoriacbe 
Kraft  auf  ein  dreidimensionales  Baumgebiet  S",  das  bei  der 
Bewegung  (oder  Ruhe]  das  rierdtmensionale  Volumen  2!  be- 
Bcbreibt. 

£benso  lassen  sich  bekanntlich  die  Impnls-Energieglei- 
chuDgen  der  Meclmmk  und  Hydrodynamik  nach  der  allgemeinen 
Belativitätstheorie  in  der  Form  schreiben 

(17)  ;'(  =  ®iti,Ä, 

wobei  R  der  kineütche  Eaergie>Impnlsten8or  ist  Es  gilt  also 
aach  hier 

(pid2  =jl{.^dS 
oder 
(17a)  Pf=JB,,dS. 

Im  Gramtaüomfeld  beschreibt  ein  Punkt  mit  der  Bnhmasse 
Hf^,  anf  den  keine  äußere  Kraft  außer  der  Gravitationskraft 
selbst  wirkt,  nach  Einstein  eine  geodätische  Bahn.  Die  Vierer- 
kraft ;>.Ter8chwindet  fUr  ihn  und  seine  Bewegungsgleichnng 
tautet 

(18)  ®iti,Ä-0, 

vo  S^^.  =  (l^u^u^  {p^  Bohmasaendichte,  u„  u^  Komponenten  der 
Vierergeschwindigkeit).  R  ist  also  in  diesem  Fall  ein  dnrch 
einen  Doppetvektor  darstellbarer  Tensor  zweiten  Banges. 

Sollen  nun  fUr  die  Gt'amtheit  der  p/tysikaliichen  Erschei- 
nungen die  JmpvU-Enerffiegkichungen  aufgestellt  werden,  so  mUssen 
'  der  elektromagnetische  und  der  kinetische  Bnergie-Impnlsteosor 
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zu  einem  Energie-ImpalsteDSory  dem  Welttensor  T  vereinigt 
werden.  Das  Prinzip  von  der  Erhaltung  der  Energie  verlangt 
aber  dann,  daß  die  aas  dem  Welttensor  T  abzuleitende  Vierer- 
kraft verschwindet,  also 

S)iü,y=0, 
wofür  jetzt  auch  geschrieben  werden  kann 

(19)  fr.^dS^O. 

Wird  nun  der  Welttensor  Tals  vierdimensionaler  Spannungs- 
tensor betrachtet,  so  läßt  sich  der  Satz  von  der  Erhaltung  der 
Energie  in  folgender,  geometrischer  Form  aussprechen: 

Die  metrischen  Eigenschaften  des  vierdimensionalen  Raumes 
werden  durch  die  Materie  derart  bestimmt^  daß  die  Gesamtvierer- 
kraft  verschwindet^  die  auf  ein  vierdimensionales  Volumen  2  durch 
die  auf  dessen  Oberfläche  wirkenden,  dem  Welttensor  T  ent- 
sprechenden Spannungen  ausgeübt  wird, 

r 

§  8.     OeometriBche  DarBtellung  und  Divergens  des  niohu 
83rmmetriBohen  Tensor  2.  Banges. 

Die  Komponente  des  symmetrischen  Tensors  2.  Banges 
nach  einem  Bichtungspaar  r  und  s  war  unabhängig  vom  Ko- 
ordinatensystem definiert  als  Summe  der  Produkte  der  Ortho- 
gonalprojektionen der  den  Tensor  darstellenden  Doppelvektoren 
auf  die  Bichtungen  r  und  s.  T^^  =  A^A^  +  B^  B^  +C,C^+  D,  D^. 
Es  zeigte  sich,  daß  die  so  defioierte  Komponente  durch  die 
Tensorkomponenten  in  dem  jeweils  der  Betrachtung  zugrunde 
gelegten  Koordinatensystem  sich  ausdrückte  in  den  Form 

y.r  =  2'ik^*^*   oder   y.,  =  2***^i?.  oder  7.,  =  2^i'^*  ?»• 

ik  ik  ik 

Daraus  kann  auch  analytisch  erkannt  werden,  daß  T^^  eine 
invariante  Bildung  ist;  denn  wie  oben  erwähnt^  haben  die 
Tensorkomponenten  die  Eif^enschaft,  mit  den  Komponenten 
zweier  Vierervektoren  zur  Biliuearform  vereinigt,  eine  Invariante 
zu  ergeben.  Dies  gilt  nicht  nur  für  den  symmetrischen  Tensor, 
sondern  auch  für  den  nichtsymmetrischen  Tensor,  also  ins- 
besondere auch  für  <ten  antisymmetrischen.  Daraus  kann  der 
Schluß  gezogen  werden,  daß  unabhängig  von  einer  geometrischen 
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Darstellung  für  einen  beliebigen  Teiuor  2.  Ratiges  die  Kom- 
ponente nach  zwei  Richtungen  «  und  r  zu  definieren  ist  durch 

und  entsprechend  für  die  kovariauten  und  gemischten  Kom- 
ponenten, wobei  also  «;  und  t,  die  E^inheitsvektoren  in  dieBon 
KichtuDgen  sind.  Dann  kann  aber  auch  für  einen  heliebigen 
Tensor  2.  Ranges  die  Divergenz  durch  denselben  GrenzprozeB 
definiert  werden,  wie  für  den  symmctrisclicn  Tensor,  also  dnrcb 

^it),.r-iini   ■/^-''.■''' 

und  die  aus  dieser  Üe&nition  für  ein  bestimmtes  Koordinaten- 
system abgeleiteten  Gleichungen  (13a],  (13b),  (13c}  gelten  ebenso 
für  den  symmetrischen,  wie  für  den  nichtsymmetrischen  Tensor. 
In  der  Tat  sind  sie  diejenigen  Formeln,  die  Einstein  auch 
für  den  nichtsymmetrischen  Tensor  angibt.  Der  Weg  aber, 
der  za  der  Erkenntnis  führt,  daß  die  Invariante  2''*'iSt  •'• 

Komponente  des  Tensors  auch  den  Richtungen  der  Vektoren 
7/  und  t,  zu  betrachten  sei,  ist  der  der  geometrischen  Dar- 
stellung. 

Insbesondere  wird  für  den  antinymmetritchen  Tensor  wegen 
/■'  =  —  (*'  die  Komponente  nach  den  Richtungen  s  und  r 

''.,-  S' '!«,;, -'4g- 

Pik~^li^i!~''i:^i  ^'"'^  ^^^'^  '"^  Komponenten  des  speziellen 
äechservektors,  der  geometrisch  durch  das  von  den  beiden 
Vektoren  »;  und  C  bestimmte  l'arallelogramm  dargestellt  wird. 
Nun  bleiben  aber  die  p.^.  ungeändert,  wenn  t;  und  ^  sich  in 
derselben  Ebene  irgendwie  ündem,  wobei  nur  der  Flächen- 
inhalt des  durch  sie  bestimmten  Parallelogramms  derselbe 
bleiben  muß.  Es  bleibt  dann  also  auch  die  Komponente  T^^ 
ungtöndert  Aus  diesem  Grunde  läßt  sich  für  den  antisym- 
metrischen Tensor  2,  Banges  die  Komponente  nach  einer  Ebene 
bilden,  die  bestimmt  sein  kann  durch  ein  beliebiges  Richtnngs- 
paar  in  ihr,  statt  wie  beim  symmetrischen  Tensor  die  Kom- 
ponenten nach  einem  festen  Richtungspaar.  Dies  ergibt  sich 
anabhättgig  tob  der  geometrischen  Darstellung  des  antisym- 
metrischen  Tensors.    Nun  läßt  sich  aber  der  antisymmetriache 


.j^Ü.^ 
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Tensor  oder  allgemeine  Sechservektor  geometrisch  darstellen 
durch  zwei  aufeinander  senkrechte  Flächenstücke  von  bestimmtem 
Inhalt  und  bestimmter  Orientierung  im  Baum.  Die  Komponente 
des  antisymmetrischen  Tensors  nach  einer  beliebigen  Ebene 
ist  dann  geometrisch  definiert  durch  die  Summe  der  Ortho- 
gonalprojektionen der  beiden  Flächenstücke  auf  die  betreffende 
Ebene.^  Es  ist  leicht  einzusehen ,  daß  diese  geometrische 
Definition  der  Komponente  des  antisymmetrischen  Tensors 
analytisch  sich  ausdrückt  durch  eben  die  Bildung 

ik 

Da  der  nichtsymmetrische  Tensor  2.  Banges  immer  in 
einen  symmetrischen  und  in  einen  antisymmetrischen  Tensor 
zerlegt  werden  kann,  so  kann  der  nichtsymmetrische  Tensor 
2.  Banges  dai^estellt  werden  durch  rier  Doppelvektoren  zu- 
sammen mit  zwei  aufeinander  senkrechten  Flächenstücken  von 
bestimmtem  Inhalt  Die  Komponente  des  nichtsymmetrischen 
Tensors  nach  einem  beliebigen  Bichtungspaar  ist  also  geo- 
metrisch definiert  als  Summe  aus  den  Produkten  der  Ortho- 
gonalprojektionen der  Doppelvektoren  auf  die  beiden  Bichtungen 
und  aus  den  Orthogonalprojektionen  der  beiden  Ebenenstücke 
auf  die  durch  die  zwei  Bichtungen  bestimmte  Ebene. 

A.  Sommerfeld  hat  fftr  den  Fall  der  pseudoeuklidischen 
Geometrie  in  rier  Dimensionen  die  Divergenz  des  allgemeinen 
Sechservektors  f  definiert^  durch  den  Grenzübergang 

©{»./•«Um    ff±\^J  , 

dabei  ist  J  iS  ein  beliebig  gestaltetes  dreidimensionales  Volumen 
in  dem  ebenen  Baum  8  senkrecht  zur  Bichtung  s^  da  ist  das 
Element  der  zweidimensionalen  Begrenzung  von  JiS,  n  die 
Bichtung  der  Normalen  auf  da  im  Baum  & 

Eis  wäre  f&r  den  Fall  der  pseudoeuklidischen  Oeometrie 
ebenso  gut  möglich,  die  Divergenz  des  Sechservektors  durch 
den  Grenzübergang  zu  definieren,  der  oben  für  die  Definition 


1)  A.  Sommerfeld,  Zur  Relativitätstheorie.   I.  VierdimenBionale 
Vektonlgebn.  Ano.  d.  Phys.  92.  S.  749.  1910. 

2)  A.  Sommerfeld,  Zar  Relativitätstheorie.  IL  Vierdimenaionale 
VektoranalyBis.  §  5.  Ann.  d.  Phys.  38.  S.  649.  1910. 

Aanalan  der  PhyBlk.    IV.  Folge.    61.  5 
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der  Divei^enz  des  symmetrischen  Tensors  Tenrendet  ward«, 
also  durch 

DtB/'=lim    IhAl. 
as  =  fi     d£ 

Eine  nähere  Betrachtung,  die  hier  jedoch  nicht  darch- 
gefUhrt  werden  soll,  zeigt  nämlich,  daß  die  durch  die  zweite 
Art  des  Grenzüberganges  definierte  Divergenz  des  Sechaer- 
rektore  mit  der  durch  den  ersten  Grenzübergang  definierten 
identisch  ist,  nicht  nur  fär  den  Fall  der  pseadoenklidischen 
Geometrie,  sondern  Qberhaupt  im  Biemannschea  Baum  von 
vier  Dimensionen.']  Es  ist  dies  jedoch  nur  ftlr  den  antisym- 
metriBchen  Tensor  der  Fall  Für  den  symmetrischen  Tensor 
2.  Banges  wäre  durch  die  zweite  Art  des  Grenzüberganges  ein 
anderer  Vierervektor  definiert  wie  durch  die  erste  Art  Oder 
die  beiden  Grenzübergänge  würden  angewandt  auf  den  sym- 
metrischen Tensor  zwei  verschiedene  Differentialoperationen  be- 
deaten. 

Es  gelten,  wie  scboo  erwähn^  die  Formeln  (13a,  b,  c)  auch 
für  den  antisymmetrischen  Tensor.  Denn  bei  ihrer  Ableitong 
för  den  symmetrischea  Tensor  wurde  die  Symmetrieeigenscbaft 
der  Komponenten  t"'  =  f'  nicht  benützt  Wird  nun  anderer- 
seits berücksichtigt,  daß  für  den  antisymmetrischen  Tensor 
if*=  —  (*',  so  führt  dies  in  den  Formeln  (13a,  b,  c)  zunächst 
zwar  zu  keiner  Vereinfachung.  Wird  aber  von  den  kOTarianten 
Komponenten  von  'SivoT  zu  den  kontravarianten  Kompooentea 
abergangen,  so  ergibt  die  Umformung  allgemein 

,i8d,   Ei»'r-^(J^(l'y'-)+5n'"V?).      . 

und  hier  fällt  für  den  antisymmetrischeo  Tensor  wegen  der 
Symmetrie  der  AosdrQcke  {'*}  bezüglich  der  Indizes  i  and  k 
das  zweite  GUed  der  Gleichung  weg,  so  daß  allein  bleibt 

v7ir    «!=■ 

1)  Diese,  sowie  eini|ro  andere  an  da«  Then«  dieier  Abhandlmig 
■ich  KDachlieBenden  Butrachlnngen  sind  durchgeftthit  in  der  obeB  uUerten 
DUaertalion  de*  Verfuaera. 
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§  9.    Definition  der  Dirergens  dee  Tenson  nten  Ranges. 

Die  bisherigen  Betrachtungen  haben  gezeigt.  daS  fbr  den 
Tensor  2.  Banges  die  Invariante 

als  Komponente  des  Tensors  nach  den  Bichtnngen  der  Ein- 
heitsvektoren 1/  nnd  ^  zu  betrachten  ist. 

Nun  bilden  die  Komponenten  des  Tensors  nten  Banges 
zusammen  mit  den  Produkten  aus  n  Vektorkomponenten  zur 
Form  fiten  Grades  vereinigt  eine  Invariante: 

Denn  die  Tatsache,  daß  diese  Form  eine  Invariante  ist, 
ist  gleichbedeutend  mit  dem  f&r  die  Komponenten  des  Tensors 
nten  Banges  geltenden  Transformationsgesetz,  wonach  sich 
nämlich  die  Komponenten  des  Tensors  nten  Banges  transfor- 
mieren wie  die  Produkte  aus  n  Vektorkomponenten. 

Die  f&r  den  Tensor  2.  Banges  gewonnenen  Ergebnisse 
legen  es  daher  nahe,  auch  füc  den  Tensor  Ttten  Banges  die 
invariante  Bildung 

(20)  y,,^...^-2<^'--'"^^^i.---^'. 

als  Komponente  des  Tensors  nach  den  Richtungen  der  EinheitS" 
Vektoren  tji^,  rji^^  ...  bis  fji^  zu  betrachten.  Denn  der  Tensor 
nten  Banges  muß  die  Eigenschaft  haben,  daß  sich  für  ihn 
eine  Komponente  nach  n  beliebigen  Bichtungen  bestimmen 
l&ßt  Damit  ist  die  Bedeutung  der  Komponentenbildung  für 
sämtliche  Tensoren,  zu  denen  auch  der  Tensor  1.  Banges,  der 
Vierervektor  gehört,  einheitlich  festgelegt 

Hiemach  kann  aus  dem  Tensor  n  ten  Banges  durch  den- 
selben OrenzQbergang  wie  beim  Tensor  2.  Banges  ein  Tensor 
n — l)ten  Banges,  die  Divergenz  des  Tensors  nten  Banges  ab- 
geleitet werden.     Sie  ist  zu  definieren  durch 

(21)      ®»*'-.-.-i^=;j!i---^4^--  • 

Dabei  haben  JJS  und  dS  die  gleiche  Bedeutung  wie  oben, 
if  ist  die  Bichtung  der  Normalen  auf  d8.     «^  «j...  bis  s^^^ 
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Biod  die  n— l-Richtungen,  die  bei  der  Integration  festxahalteii 
sind  und  nach  denen  die  Komponente  des  Tensors  (n— l)tett 
Banges  gebildet  wird. 

Auf  den  so  entstandenen  Tensor  (n— l)ten  Ranges  l&£t 
sicli  selbstverständlich  wieder  die  Operation  %\'o  anwenden. 
Darob  wiederholte  Anwendang  desselben  Grenzüberganges  lUt 
sich  also  ans  einem  Tensor  n  ten  Ranges  ein  Tensor  Ton  ent- 
sprechend niedrigerem  Range  ableiten.  Durch  n-malige  An- 
wendung der  Operation  X)ib  kann  insbesondere  ans  dem  Teneor 
N  ten  Ranges  ein  Skalar  gewonnen  werden. 

(Eiog^angeD  T.  Augnit  1919.) 
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5.  Vber  die  Kohärenz  in  weitgeöffneien  Bündeln; 

van  Erwin  Schrödinger. 


1.   Xlnleitang. 

Eine  Reihe  theoretischer  Erwägungen^)  sprechen  dafür, 
(laß  wir  uns  die  Aussendung  von  Licht  vielleicht  aus  geriehteten 
Elementarprozessen  zusammengesetzt  zu  denken  haben,  derart, 
daß  bei  jedem  Emissionsakt  nur  in  einen  kleinen,  eventuell 
sehr  kleinen  Baumwinkel  gestrahlt  wird.  Wenn  dem  so  ist, 
80  sollte  man  glauben,  daß  das  in  den  Koh&renzverhältnissen 
der  von  einem  Volumelement  eines  Selbstleuchters  ausgehenden 
Strahlung  zutage  treten  müßte.  Strahlen,  welche  unter  großem 
Winkel  gegeneinander  ausgegangen  sind,  dürften,  wenn  man 
sie  in  geeigneter  Weise,  unter  hinreichend  kleinem,  die  Beob- 
achtung von  'Fransen  ermöglichendem  Winkel  kreuzt,  nicht 
mehr  interferieren.  Obwohl  nun  die  Undulationstheorie  be- 
kanntlich von  jeher  das  Gegenteil  angenommen  hat,  ohne 
mit  den  Tatsachen  in  Widerspruch  zu  geraten,  scheint  die 
Frage  experimentell  doch  noch  nicht  genügend  gekl&rt,  wie 
z.B.  aus  folgender  Bemerkung  W.  Feussens*)  hervorgeht, 
die  er  an  die  Darstellung  des  Fresnelsohen  Dreispiegel- 
versuches knüpft:  „Fresnel  macht  noch  die  Bemerkung, 
daß  man  die  Spiegel  einander  nähern  müsse  in  dem  Maße, 
als  man  den  Einfall  des  Lichtes  steiler  nehme,  und  schreibt 
das  dem  Umstände  zu,  daß  nur  solche  Strahlen  als  im  Einklang 
schwingend  angesehen  werden  könnten,  welche  unter  sehr 
kleinem  Winkel  gegeneinander  von  der  Lichtquelle  ausge- 
gangen seien.   Wir  toissen  hierüber  noch  nichis  BestimnUes  .  .  /' 

Überlegt  man,  wie  der  Versuch  anzustellen  sei,  so  erkennt 
man  sofort,  daß  die  Abmessungen  der  Lichtquelle,  mindestens 
nach  zwei  Dimensionen  kein  allzu  großes  Vielfaches  der  Wellen- 
länge sein  dürfen,  weil  sonst  die  von  den  verschiedenen  Ele- 

1)  Vgl.  bes.  A.  Einatein,  Phys.  Zeitsohr.  la  8.  121.  1017. 

2)  Artikel  ,Jiiterferenz  des  Lichtes"  in  Winkelmanns  Hand- 
buch, 2.  Auflage,  6,  S:  034.  1006. 
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menten  der  Lichtquelle  erzeugten  FrAnsensysteme  nicht  facÜB-'^ 
zidieren,  sondern  einander  größtenteils  zerstöreo,  d.h.  ni 
gleichmäßiger  Helligkeit  erg&nzen.  Derart  kleine  Licktqaellen 
werden  nun  in  der  experimentellen  Optik  sehr  L&utig  benötigt, 
und  zrar  im  -weBentUcbeu  stets  aus  dem  eben  angeführten 
Gmude.  Sie  Verden  fast  immer  verwirklicht  dmoh  Behi 
kleine  Löcher  oder  Spalte  in  einem  undurchsichtigen  Bobirm, 
den  man  v-on  rfickw&rtB  beleuchtet.  Die  Kol&rens  von 
Strahlen,  die  unter  betrfichtlichen  Winkeln  von  solch  einer 
kleinen  Öffnung  ausgeben,  ist  demnach  scLon  in  Tausenden 
optischer  Versuche  direkt  oder  indirekt  festgestellt  worden; 
ihr  Besteben  —  in  dem  bei  den  jeweiligen  Dimensionen  der 
Öffnung  zu  erwartenden  Ausmaß  —  kann,  glaube  ich,  über 
jeden  Zweifel  erhoben  gelten. 

Ebenso  sicher  ist,  daß  solche  Versuche  durchatis  niohti 
über  die  „  Gerich tetheit"  oder  „Kugelförmigkeit"  det  Elementar- 
prozesae  aussagen,  sondern  lediglich  die  Gültigkeit  des  Hay- 
ghens-Kirchhoffschen  Prinzips  für  den  Luftranm  beweiBan. 
Nach  diesem  ist  die  „Lichterregai^"  «p  in  einem  beliefaggen 
Anfpunkt  P  diesseits  des  Schirmes  gegeben  donjh  ein  über 
die  freie  Öffnung  zu  erstreckendes  OberflSchenintegral 


[(t-^)c 


Wie  nun  auch  immer  t  (t)  wn  der  Stelle  dO  abh&ngen  mag, 
jedenfalls  wirkt  dieses  Element  im  Aufpunkt  P  wie  ein  Er- 
regnngszentrum  mit  der  Schwingung 

•<-')+ Ü]. 

also  ganz  Ähnlich  wie  ein  lichtaussendendes  Molekül  nach 
der  klassischen  Theorie. 

Der  Versuch,  die  Forderung  nach  SWnheü  der  Licht- 
quelle dmoh  ^somefriieft-opHscA«  Verl(!«ingrung  zu  erfüllen, 
führt  um  keinen  Schritt  weiter.  Man  erreicht  damit  ewbt, 
dafi  die  Koh&renz  bis  zu  viel  größeren  ^^keln  erkalten  bleibt, 
und  bekanntlich  macht  man  von  diesem  Prinzip  zur  Herstellang 
feiner  Lichtpünktchen  oder  Lichtlinien  für  Interferenz-  oder 
Beugungsversuche  mit  Vorteil  Gebrauch.  Aber  wegen  des 
BinuBsatiea,  der  für  puuktwiese  Abbildung  von  Fllchen- 
elemeuten  etfOllt  sein  maß,  haben  die  Strahlen,  welche  von 
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dem  verkleinerten  Büd  unter  jenem  größeren  Winkel  ans* 
g^hen,  das  Original  unter  bo  viel  kleinerem  Winkel  verlassen, 
daß  for  die  in  Bede  stehende  Erage  die  Z'wischenschaltung 
des  optiBchen  Bystems  gerade  genau  überflüssig  ist. 

£b  schien  mir  darum  wünschenswert,  auch  einmal  direkt 
die  Interf erenzf ftL  igkeit  Ton  Strahlen  zu  prüfen,  welche  eine 
lichtquelle  von  hinreichend  kleinen  Ori^nalcimensionen  unter 
großen  )?(^keln  verlassen  haben.  Unter  geeigneten  Bedingungen 
erhielt  ich  positive  Resultate  bis  zu  Winkeln  von  60 — 60®. 
Erst  nachträglich  wurde  mir  bewußt,  daß  damit  doch  auch 
wieder  ganz  und  gar  nichts  für  oder  gegen  die  Gerichtetheit 
des  elementaren  Emissionsaktes  bewiesen  ist,  sondern  wieder 
nur  die  Gültigkeit  des  Huyghens-Kirchhoffschen  Prinzips 
für  eine  ganz  im  Luftraum  gelegene,  den  Glühdraht  eng  um- 
schließende Zylinderflfiche.  Bolange  nur  die  Wellengleichung 
for  den  Luftraum  als  gültig  angesehen  wird,  sind,  so  glaube 
ich,  der  Grad  der  „Weitwinkelkohärenz"  und  die  Kleinheit 
des  leuektenden  QuerschniUes  für  die  durch  die  beiden  Strahlen 
bestimmte  Flftchenrichtung  ganz  ebenso  tDeeheeUeiiig  aneinander 
gebunden,  ja  die  Aussagen  über  beide  inhaltlich  nicht  ver« 
schieden,  wie  das  bekanntlich  für  die  von  Michelson  und 
von  Fabry  und  Perot  untersuchte  Kohärenz  hei  hohem  Gang- 
umtersAied  und  die  Monockromaeie  der  Lichtquelle  zutrifft. 

Wenn  ich  trotz  dieser  Skepsis  an  der  Bedeutsamkeit  der 
Versuche  für  die  eingangs  berührte  Alternative  doch  kurz 
darüber  berichte,  so  geschieht  es  einerseits,  weil  sie  vielleicht 
an  und  für  sich  einiges  Literesse  beanspruchen  dürfen,  anderer- 
seits, weü  sie  mir  eben  doch  die  einzige  Möglichkeit  einer  direkten 
experimentellen  Prüfung  jener  Hypothese  zu  bilden  scheinen. 
Sollen  die  Elementarprozesse  gerichtet  sein,  so  muß  das  Huy- 
ghenssche  Prinzip,  wenn  man  zu  immer  kleineren  und  kleineren 
Dimensionen  übergeht  —  schließlich  jedenfalls  für  eine,  das 
einzelne  lichtaussendende  Molekül  umschließende  Kugel  — 
versagen.  Daß  bei  den  kleinsten  herstellbaren  Selbetleuchtem 
noch  nichts  dergleichen  zu  bemerken  ist,  ist  deshalb  vielleicht 
doch  der  einmaligen  Feststellung  wert. 

2.  Blementare  Theorie  der  Versnobe. 

#  

Die  Lichtquellen  waren  elektrisch  geglühte  Dr&hte.  Das 
zu    prüfende    „Strahlenpaar"   wird    durch    zwei    komplanare, 
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•mm  (jrlühdrahf  parallel  und  symmetrisch  gelegene  Spalte 
ausgeblendet  und  durch  ein  unmittelbar  hinter  der  Spalt- 
blende  angebrachtes  Objektiv  unter  kleinem  Winkel,  d.h.  in 
beträchtlicher  Entfernung  gekreuzt.  Untersucht  wird  mit 
einer  Okularlape  die  Lichtverteilung  in  der  zum  Glübdraht 
konjugierten  Bildebene.  Die  Anordnung  unterscbeidet  sieb 
von  Jener,  die  Michelson  zur  Messui^  der  Winkelgröße 
astronomiacher  Objekte  ansgeatbeitet  hat*),  nur  durch  die 
veränderten  Dimensioneil  and  dementsprechend  veränderte 
Lage  von  Objekt  und  Bild,  wodurch  die  —  hier  eben  an- 
gestrebten —  größeren  Achsenwinkel  beim  Objekt  bedingt 
werden.  Die  elementare  Theorie,  bei  der  wir  das  Objekt  als 
ebenen  leuchtenden  Streifen  ansehen  und  von  der  Beugangs- 
erscheinni^  an   den    ßpaltblenden   absehen   wollen,   ist    kurz 


die  folgende  (vgl.  Fig.  1,  die  einen  horizontalen  Querschnitt 
senkrecht  za  der  vertikalen  Längsrichtung  des  Glöhtadeus 
and  der  Spotte  darstellt).  Die  vom  Achsenpunkt  0  der  Lioht* 
quelle  unter  ^SjOiS,  =  2«  divergierenden  Strahlen  kommen 
im  konjugierten  Bildpunkt  0'  unter  dem  Winkel  2u'  zum 
Schnitt.    Nscb  dem  Sinnssatz  ist 

<')  ■^-''. 

die  LinearvergröBerung.  Andererseits  überlegt  man  leicht, 
daß  zwei  unter  dem  Winkel  2  u'  sich  durchkreuzende  Wellen- 
züge  von  der  Wellenlänge  l  ein  zur  Ebene  der  Wellennormalen 
senkrechtes  Fransensystem  mit  sinusförmiger  Intensitätsver- 
teilnng  und  der  Hai btransen breite  (Abstand  vom  Maximum 
zum  Minimnm)  ' 

«  '-Tab 

erzeugen.    Hier  liegt  ein  Maximum  natürlich  bei  0*,  da  dorthin 

die  optischen  Wege  gleich  sind.  —  Ganz  dieselbe  Überlegung 

I)  A.  A.  Uiohelflon,  Phil.  H»g.(6)  M.  8. 1.  ISftO;  Kl.  8. 266.  1891. 
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ist  —  und  zwar  wegen  der  Kleinheit  der  Querdimensionen 
von  Objekt  und  Bild  mit  ungeändertem  u  und  u'  —  auf  den 
von  0  um  0  M  =  y  entfernten  Punkt  M  der  Lichtquelle  an- 
wendbar. Er  erzeugt  ein  Fransensystem  von  gleichem  d, 
nur  liegt  das  Hauptmaximum  jetzt  bei  M'.  Sei  0'  M'  =  y', 
so  ist 

(S)  l.  =  r^^.  . 

Die  Fransen  werden  bei  wachsender  Objektbreite  zum 
erstenmal  verschwinden,  sobald  ein  JRandelement  der  (zur 
Achse  symmetrisch  gedachten)  Lichtquelle  sein  Hauptmaximum 
auf  das  erste  vom  zentralen  Element  herrührende  seitliche 
Minimum  entwirft;  denn  dann  ergänzen  sich  die  Fransen- 
systeme  paarweise  zu  gleichförmiger  Helligkeit.  Die  erforder- 
liche HoÄbreite  des  Objekts,  y,  wird  gegeben,  indem  wir  d 
aus  (2)  und  y'  aus  (3)  gleichsetzen: 
...  l  sinti 


4Biiit/        ^  sinn' 
Die  ganze  Breite  ist  also 

(6)  2y  =       * 


2si]it» 


(Daß  man  durch  vorherige  optische  Verkleinerung  in 
Wahrheit  nichts  gewinnt,  erkennt  man  jetzt  sofort,  weil  dabei 
sin  u  genau  in  demselben  Maße  vergrößert,  wie  y  verkleinert 
wird.)  —  Wächst  die  Objekt  breite  noch  weiter,  so  erscheinen 
die  IVansen  wieder,  man  kann  sie  erzeugt  denken  allein  durch 
den  über  die  Verschwindungsbreite  (5)  hinausragenden  Teil 
des  Objekts.  Durch  die  überlagerte,  gleichförmige  Erhellung 
sind  sie  naturlich  undeutlicher.  Für  ganze  Vielfache  von 
V^sin«  verschwinden  sie  immer  wieder  völlig,  dazwischen 
finden  sich  Deutlichkeitsmaxima  von  zusehends  abnehmender 
Deutlichkeit.  Michelson  konnte  so  im  Laboratorium  mit 
weißem  Licht,  wo  die  Verschiedenheit  der  ^s  stört,  bis  zu  5, 
mit  „rotem^  Licht  bis  zu  8  Verschwindungen  beobachten. 

Wird  nicht  die  Objektbreite,  sondern  der  Spaltenabstand 

variiert,  so  ist,  wenn  a  der  Abstand  vom  Objekt  zur  Spaltebene 

tg«  =  ^  • 

^  2a 
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Die  I^anBeii  YerechwiiideD,  veim  die,  jetzt  feste,  ObjeUbceite, 
Bftgen  vir  Zy^,  ein  ganzes  VielfackeB  ron  (6)  ist: 

also  wenn 


(6) 


tgK  = 


2a  ' 


Vl-f.'iVl6y.* 

iBt  das  Objekt  viele  Wellenläsgen  breit,  bo  sind  die  enten 
VerBchwindongs'winkel  klein,  die  zagehörigen  SpaltdistanKD 
bflden  eine  arithmetiBche  Eeibe 

(»i  ».--^: 

später  oder  bei  kleinem  Objekt  wachsen  sie  rasober. 

Biaber  worden  nur  die  in  der  einen  Symmetrieebeiie  der 
Anordnung  (Fapierebene  der  Fig.  1)  gelegenen  Objektpnnkte 


■iBOÄ    ^ß 
4  5  0  5,'  =  » 

<iBA8i'  -<f 


Fig.  3. 

tuid  nor  der  8trablengang  in  dieser  Ebene  betrachtet.  Was 
den  ersten  Umstand  betrifft,  so  überlegt  man  leicht,  daß  die 
endliebe  Ansdehanng  des  Objekts  senkrecht  zu  dieser  Ebene 
nicht  Btört.  Denn  was  eigentlich  in  der  Bildebene  O'Jlf'  nnter- 
Bucbt  wird,  sind  die  dntcb  das  optische  Bystem  zur  Deckung 
gebrachten  (Fr esne lachen)  Eeugungsbilder  der  beiden  Spalte. 
Sind  diese  nur  einigermaßen  lang  gegenüber  der  Breite  dee 
Einzelspalts,  so  sind  die  Qaeidimensionen  {tenkrechi  zur  Papier- 
ebene)  des  Ton  jedem  einzelnen  Objektpnnkt  erzeiJgten  Beu- 
gungsbildes  verschwindend  klein.  Die  Eeugungsbilder  0m- 
tAiumder  gelegener  Objektpunkte  werden  einander  daher  nicht 
stören.  —  Dagegen  wird  der  Sirtädengang  außerhalb  dar  Papier- 
«b«M  beröoksichtigt  werden  müssen,  sobtdd  der  Apertarwinkel  u 
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nicht  sehr  klein  ist.  Es  handelt  sich  im  wesentlichen  um  die 
Frage  nach  der  ztdässigen  Länge  der  Spdlie. 

Betrachten  w  (vgl.  die  perspektivische  Fig.  2)  ein  sym- 
metrisches Strahlenpaar  08^  und  OS^',  dessen  Ebene  mit 
der  iräher  betrachteten  den  Winkel  ß  macht;  i;  sei  der  halbe 
Strablenirinkel,  a  der  Acksenwinkel  eines  Strahles,  q)  der 
der  Azimutwinkel  zwischen  den  Ebenen,  in  denen  ß  und  a 
gemessen  sind.  Die  entsprechenden  Winkel  im  Eildraum 
seien  f/,  a',  ß^,  während  q)  ungeändert  bleibt.  Aus  einem 
sphftrischen  Dreieck  im  Eildraum  folgt 

cos  v'  =  cos  a'  cos  ß'  +  sin  a'  sin  ^  cos  97 . 

Den  Beziprokwert  der  Yergröferung  V  wollen  wir  ntiit  e  be- 
zeichnen und  als  kleine  Größe  behandeln.  Nach  dem  Binus- 
satz  der  geometrischen  Optik  ist 

sin  a'  =  6  sin  a  ,        sin  j8'  =  e  sin  j8  , 
also  mit  Yemachlfissigung  von  ^ 

cos  9'  =  1  —  -5-  (sin*  a  +  sin*  ß)  -r  «*  sin  a  sin  /?  cos  y  . 

m 
>« 

V*  ist  also,  natürlich^  ebenfalls  klein  und  man  hat 

(7)  sin*!?'  =e*(sin*o  -^sin^ ß  —  2sinosin/Icos9?) . 

Aus  dem  konjugierten  spbfiriscben  Dreieck  des  Objektraumes ^ 
das  bei  B  einen  rechten  Winkel  hat,  folgt 

cosy  =sin(BSi'il) -cos«;    sin  (BS/.4)  = -^  , 

mithin 

(8)  sin  a  cos  9  =  sin  /}  cos  v  , 

femer 

(9)  cos  ä  =  cos  1;  cos  ß;    sin*  o  =  1  —  cos*  v  cos*  ß  . 

(8)  und  (9)  in  (7)  eingesetzt  und  vereinfacht: 

(10)  sin»  v'  =  c*  [sin*  t)  +  sin*  /J  (1  -  cos  t?)*]  . 

Dies  ist  der  Zusammentang  zwischen  den  Halbwinkeln  des 
betrachteten  Btrahlenpaares  im  Objekt-  und  im  Eildraum. 
Dm  von  ihnen  allein  erzeugte  Fracsensystem  kann,  wegen 
der  Kleinheit  von  ß',  mit  dem  früheren  als  komplanar,  natür- 
lieb  auch  als  parallel,  die  Mittelstreifen  als  koinzidierend  gelten. 
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Seine  Hai bfraneeD breite,  S,  ist,  analog  zu  (2).  durch  sinn' 
beRtimmt : 


Obwohl  uua  die  beiden,  bzw.  die  onendUch  vielen,  für 
alle  möglichen  Winkel  ß  erzeugten  Frontensysteme  nicht 
einfach  ihre  Intensitäten  superponieren  (da  KoLftrenz  be- 
steht), wird  eB  doch  hinreichend  und  «ohl  auch  notwendig 
sein,  zu  verlanseD,  daß  auch  für  das  größte  auftretende  ß 
nooh  merklich  i  =  d.  Dabei  werden  10 — 20'/,  Abweichung 
die  Sichtbarkeit  der  Fransen  in  der  Mitt«  des  Bildes  noch 
nicht  völlig  zerstören.  —  Man  wird  also  verlangen,  daß  sin  «' 
merklich  gleich  sinu',  d.h.  wegen  (10)  und  sin  u' =  «  sin  u, 
daß 

(11)  sin*  V  +  sin'  ß  {1  ~  cos  »)'  Cü  sin'  « 

sei.     Der  Zusammenhang  zwischen  it  und  v  ist  aber  offenbar 
(13)  ein  2  o  =  sin  S  tt  cos  ^  . 

Aus  (11)  und  (12)  kami  man  sich  nngeffthr  ein  Bild  machen 
von  der  zul&ssigen  Größe  von  ß.  ß  =  u,  d.  h.  eine  lAnge  der 
Spalten  gleich  ihrem  Abstand  voneinander  durfte  selbst  föi 
u  =  SO"  noch  erlaubt  sein.  Die  linke  Seite  von  (11)  bekommt 
dann  den  Wert  0,178  (=0,171  +0,002),  die  rechte  0,26. 
Der  Unterschied  von  80— 40y«  übertrftgt  sich  auf  die  6  nur 
mit  15 — 20%.  Das  wird  die  Sichtbarkeit  in  der  Mitte  noch 
nicht  aufbeben. 

Über  die  Modifikationen,  welche  die  oben  er^terten 
VersohwinduDgsbedingungen  in  diesem  Faüe  jedenfalls  er* 
fahren,  könnte  nur  eine  genauere  DurchreohnoDg  der  Inter- 
ferenzerscheiming  AufschlnB  geben.  Ich  unterlasse  sie,  weO 
sie  für  das  Folgende  ohne  Bedeutung  ist,  und  weil  'man  dann 
auch  die  wahre  Form  ,des  Objekts  (Zylinder,  nicht  ebener 
Streifen),  femer  etwas  wie  das  Lambertsche  Kosinusgesetz 
in  Betracht  ziehen  müßte  —  für  Interferenzrechnungen  eine 
heikle,  auch  vom  Standpunkte  der  klassischen  Theorie  durch- 
aus nicht  völlig  klarliegende  Sacht. 

3.  Vvrtoolw  mit  PliotoolüittktiTsn  und  Wolftamdrilitan. 

Die  ersten  Versuche  wurden  mit  gewöhnlichen  Metall- 
fadenlampen,  dann  mit  einer  einfadigen  Glühlampe  angestellt. 
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aus  dem  dünnsten  technisch  verwendeten  Wolframdraht, 
welchen  die  Firma Westinghouse  gütigst  für  mich  herstellen  ließ. 
Die  Spalte»  aus  schwarzem  Papier»  0,44  mm  breit»  24  mm  lang, 
waren  auf  den  Gleitstücken  eines  kleinen  Längenkomparators 
montiert  und  mit  Bechts-  und  Linksschnecke  symmetriscli 
verschiebbar.  Sie  konnten  einander  auf  6  mm  genähert  werden, 
beim  öffnen  wurde  der  Zwischenraum  durch  eine  bewegliche 
Nase  aus  schwarzem  Papier  abgedeckt.  Um  die  Verschiebung 
mit  der  Hand  regieren  zu  können»  ließ  ich  den  Strahlengang 
an  einem  guten  kleinen  Metallspiegel  reflektieren,  so  daß  der 
Beobachter  mit  der  Lupe  neben  den  Spalten  zu  sitzen  kommt. 

Hat  man  den  Glühdraht  annähernd  in  die  richtige  Lage 
gebracht»  so  sieht  man  in  der  Fointierungsebene  der  Lupt^ 
die  verwaschenen  BeugungsbilderN  der  beiden  Spalte.  Die 
genaue  Einstellung  wird  durch  vollständiges  Zusammenlegen 
der  beiden  Hauptmaxima  herbeigeführt»  am  genauesten  bei 
m^lichst  großer  Bpaltendistanz  b.  Schiebt  man  die  Spalte 
dann  wieder  ganz  zusanunen»  so  bemerkt  man  eine  sehr  deut- 
liche Längsstreifung  des  Hauptmaximums.  Bei  Vergrößerung 
von  b  entspricht  die  Erscheinung  durchaus  der  Erwartung. 
Die  Breite  der  Fransen  nimmt  ab»  ihre  Deutlichkeit  zeigt 
periodische  Schwankungen»  Maxima»  die  durch  Stellen  fast 
völligen  Verschwindens  getrennt  sind.  Sofern  die  Öffnung 
des  Objektivs  ausreicht»  lassen  sich  drei  bis  vier  dieser  .Ver- 
schwindungsstellen  noch  mit  leidlicher  Schärfe  einstellen, 
wenn  sich  auch  die  wiedererscheinenden  Fransen  immer  mehi 
auf  die  Mitte  des  Beugungsbildes  beschränken.  Darüber 
hinaus  wird  die  Einstellung  auf  das  Verschwinden  unscjiarf^ 
weil  die  Fransen  in  einem  größeren  b-Intervall  unsichtbar 
werden.  Spuren  von  Interferenz  konnten,  als  ganz  zarte, 
nur  an  einzelnen  Stellen  sichtbare  Maserung»  noch  bis  über 
die  fünfte  Verschwindungsstelle  hinaus  entdeckt  werden. 

Solange  sie  noch  deutlicher  sind»  tritt  die  Polychromie 
der  IVansen  klar  hervor,  auch  lassen  sie  sich  in  bekannter 
Weise  spektral  zerlegen»  indem  man  sie  quer  auf  den  Spalt 
eines  kleinen  Handspektroskops  auffallen  läßt.  Man  sieht 
darin  dann  die  bekannten»  gegen  Bot  bukettartig  diver- 
gierenden Längsstreifen.  Für  die  Beobachtung  fand  ich  jedoch 
die  lichtstärkere  Erscheinung  im  unzerlegten  Licht  günstiger. 

Lediglich  zur  Illustration  lasse  ich  einige  Messungsreihen 
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an  YBreobiedenen  Drfthten  und  mit  Terscbiedenen  Objektiven 
folgen.  In  der  letzten  Spalte  sind  ans  den  b^  die  DraLtdicken 
berechnet,  \n)bei  für  die  Wellenlänge  mnd  0,6  ft  angenommen  ist. 

Tabelle  1. 
Dietans  Spftitobene— Bildebene  =  6,1  m. 


l1 

lll 

^1 

41 

K. 

■i|.a 
llf 

Lichtquelle  und  Optik; 
Objektweite 

1 

2 
3 

4 

0.73 
1,61 
2,29 
3,03 

0,0051 
0.0106 
0,0161 
0,0213 

0»  17 '5 
0''37' 

O^ÖS' 
1M3' 

88,4 
66,4 

65,8 
56,2 

MetallfadcnlHOipe  60 E,   IIOF; 
Zeiae   ProtailinBo  f  •=  Wt  nm 
a  =  71  cm 

2 
3 

0.64 
0,96 

0,0112 
0,0168 

0«3Ö' 
O'öS' 

Ö3.4 
53,4 

(DteBelbe    Lampe;    Ewei  FroUr- 
(        liDsen    /  =  69  cm    und  /  = 

1        48  cm;  0  =  28.6  cm 

1 
2 

1,SB 
2.79 

0.0095 
0,0196 

0«33' 
1»8' 

31,6 
30,6 

f  Metallfadenlampe  25  K.   HOF; 
i        ZeJBB  ProtarlinBe  /  =  69  omi 
1        <i=71om 

2 
3 

1.06 
1,64 

0,0186 
0.0288 

IM' 
1«39' 

33,3 
31,3 

rDleaelbo    Lampe;   zwei    Protar- 
{         lineen.   /  n=  69  cm  nnd  /  •= 
l         48  cm;  a  =  28,6  cm 

2 

1,01 
2,11 

0.0177 
0,0370 

l'l' 

2»  7' 

16,9 
16.2 

1        a  =  28,5  cm 

1 

2.60 

0,0183 

1">3' 

16.4 

1  Einfadenlampe;       ProUr      f  =■ 
\        69  cm;  o  =  71.2  cm 

1 
2 
3 

0.76 
1.52 
2.30 

0.0188 
0.0376 
0,0570 

115' 
2"»' 
3»  16' 

16,0 
16.0 
15.8 

(  Einfadenlampe;  Petival-Pttrtrtt- 
i        objektiv,    /  =  28.9om;fi- 
1         20.2  cm 

Nachberige  direkte  Ausmesanng  im  Mikroskop  ei^ab  fär 

die,  nicht  sehr  gleichmS£ige,  Dicke  der  Drälte  folgende  Werte: 

Mikoak^pieoh    lateifercmetiiaoh 

50-Kerzenlampe        61 — 63  /*  65,6  ft 

25-KerzenlBmpe        29— SO  fi  SiA/i 

Einfadenlampe        14,6 — 16^  16,2^ 

Die  Übereinstimmusg  ist,  in  Anbetracht  der  unsicheren 
AnnaVme  über  die  Wellenl&nge,  betriei^igend ;  übrigenB  sind 
die  Abweichungen  nach  Vorzeichen  und  Größenordnung -durch 
die  Wfirmeauadehnnng  erklärbar. 
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11^  erw&hnty  finden  sich  Spuren  von  Kohärenz  auch 
Doeh  bis  za  größeren  Winkeln  u.  Den  größten  Wert  erreichte 
ich  mit  der  Einfadenlampe ^)  und  dem  Fetzvalobjektiv  mit 
a  =  20,4  cm,  b  =  4,6  cm;  das  entspricht  «  =  6®  26',  2  »  = 
12*  52'  und  dürfte  schon  mehr  sein,  als  durch  bisher  vorliegende 
Interferenzversuche  fär  Selbstleuchter  sichergestellt  ist. 

4.  Die  xnlkroBkopiaolie  Anordnimg« 

Die  Hauptursache  für  das  Verschwinden  der  Fransen  bei 
größeren  Winkeln  ist  ohne  Zweifel  die  übergelagerte  gleich- 
förmige Erhellung,  welche  den  immer  mehr  abnehmenden 
Helligkeitsunterschied  zwischen  Maximis  und  Minimis  schließ- 
lich verdeckt.  Um  zu  größeren  Winkeln  vorzudringen,  mußten 
also  dünnere  Dr&hte  und,  wenn  das  gelingt,  abbildende  Svsteme 
von  größerer  Apertur  benutzt  werden  (das  Petzvalobjektiv 
hatte  etwa  2x8®  Öffnung,  die  Protare  noch  weniger). 

Der  Versuch,  WoUaston-Platindrähte  von  2 — i/jt  Dicke  in 
einer  zu  diesem  Zweck  von  der  Firma  Westinghouse  freundlichst 
für  mich  hergestellten  Lampe  zum  Glühen  zu  bringen,  miß- 
lang im  Vakuum  völlig;  ich  glaube  wegen  der  ungleichmäßigen 
Dicke  der  Drähte,  die  beim  Mangel  jeglichen  Wärmeaustausches 
an  einer  zufällig  besonders  dünn  geratenen  Stelle  durckschmelzen, 
bevor  noch  ein  größeres  Stück  ins  Glühen  kommt.  In  freier 
Luft  dagegen  gelingt  es  leicht,  von  einem  2 — 8  mm  langen 
Stückchen  eine  Stelle  (Bruchteile  eines  Millimeters)  zu  mäßiger 
Botglut  zu  erhitzen  und  darin  längere  Zeit  zu  erhalten.  Die 
Stelle,  die  ins  Glühen  kommt,  ist  offenbar  die  düimste,  was 
für  unseren  Zweck  günstig  ist.  Die  anzulegende  Spannung 
ist  etwa  8 — 5  Volt  für  2  mm  Gesamtlänge.  Mit  der  Zeit 
scheint  der  Glühdraht  zu  zerstäuben.  Das  Glühen  wird  immer 
intensiver  und  zieht  sich  auf  die  Mitte  zusammen,  man  muß 
mehr  \^derstand  vorschalten,  um  den  Draht  zu  erhalten. 
Zum  Schluß  entsteht  ein  einziges,  intensiv  leuchtendes  Pünkt- 
chen, wohl  das  Ideal  einer  punktförmigen  Lichtquelle,  das 
sich  aber  leider  nur  kurze  Zeit  erhalten  läßt;  daim  schmilzt 
der  Draht  an  dieser  Stelle  durch.  Bei  starker  Vergrößerung 
im  Mikroskop  erweisen  sich  die  Enden  kegelförmig  verjüngt 
gegen  die  Bißstelle  zu. 

1)  Ein  andere!  Exemplar,  ffir  welohes  die  &«  um  eine  Kleinigkeit 
größ«r  warenl 
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Für  die  Untersuchung  in  der  friiher  benutzten  Anordnung 
sind  die  Drähtchen  zu  lichtschwach  —  außer  etwa  im  letzten 
Stadium,  das  aber  viel  zu  labil  ist,  um  Messungen  daran  aus- 
zuführen. Dagegen  drängt  sich,  da  man  jetzt  mit  dem  ab- 
bildenden System  beliebig  nahe  heran  kann,  von  selbst  die 
Verwendung  eines  Mikroskopobjektivs  auf.  Man  erzeugt  das 
Streif ensystem  in  der  normalen  Bildebene  und  verwendet 
als  Lupe  ein  passendes  Mikroskopokular. 

Das  anfängliche  Bedenken,  daß  bei  der  außerordentlich 
verminderten  Bildweite  —  von  6  m  auf  etwa  16  cm  —  die 
Fransen  tu  eng  werden,  erweist  sich  als  unbegründet.  Aus 
theoretischen  Gründen  muß  die  mciximaie  ntUzbare  Gesamt- 
Vergrößerung y  welche  zur  numerischen  Apertur  sin  u  gehört, 
eben  hinreichen,  um  die  Fransen  für  das  Auge  zu  trennen. 
Denn  nach  (1)  und  (2)  ist  die  Fransenbreite  2  d  (Abstand  von 
Maximum  zu  Maximum) 

2nau 

wo  V  die  Objektivvergrößening.  Mit  einem'  beliebigen  Okular 
erscheint  also  der  Abstand  der  hellen  Fransen  dem  Auge  so 
groß,  ^e  bei  gewöhnlicher  Verwendungsweise  desselben  Systems 
ein  Objekt  von  der  Länge  X/2  sin  u.  Das  ist  aber  gerade  jene 
Länge ^),  die  von  der  Apertur  sin  u  eben  noch  aufgelöst  wird 
und  die  die  Vergrößerung  für  das  Auge  trennen,  d.  h.  auf  einen 
Sehwinkel  von  2'  bringen  muß,  um  die  Auflösungskraft  eben 
auszunützen.  Eine  solche  Vergrößerung  reicht  dann  auch 
eben  hin  zur  l^ennung  der  Fransen.  Für  die  Fransen  handelt 
es  sich  aber  dabei  natürlich  um  einen  Mtmmolwert;  eine 
stärkere  Vergrößerung  kann  förderlich  und  wird  nötig  sein, 
wenn  man  z.  B.  die  Lichtverteilung  zwischen  den  Fransen 
untersuchen  wollte.  Auch  wird  man  damit  rechnen  müssen, 
daß  in  Wahrheit  schon  zur  deutlichen  Sichtbarkeit  vielleicht 
doch  etwas  mehr  als  die  eben  erreichte  Trennung  benachbarter 
Maxima  nötig  sein  wird.  —  Nachstehende  kleine  Tabelle  gibt 
für  kleine  und  mittlere  Aperturen  die  theoretischen  Minimal- 
vergrößerungen {X  =  0,6  /j) : 

tt  =       ßo  100      150        2(fi        26«        30»        aö«        40» 

sin  u   =^  0,0872  0,1737   0,2588   0,3420  0,4226   0,6000  0,5786   0,6428 
Vergr.  =       42  84         126         166        208        242        277        810 

1)  Vgl.  B.  B.  P.  Drude,  Optik,  2.  Aufl.,  8.  86. 
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Im  eiiUEelnen  war  die  Ausführung  diese: 

1 .  Die  Drähie.  An  einem  auf  den  Mikroskoptisch  passenden 
Triger  worden  in  8  mm  Abstand  zwei  kupferne  Zuleitungs- 
drihte  parallel  montiert^  ihre  Enden  unter  46®  bis  auf  etwa 
8  mm  Abstand  gegeneinanderge  bogen.  Zwischen  ihnen  wird 
in  knzzem  Bogen  ein  Stückchen  Wollastondraht  —  natürlich 
vor  dem  Abfttzen  —  eingelötet.  Das  Abfitzen  geschah  nach 
dem  Verfahren  von  Benedicks^}  in  heiBer  konzentrierter 
8&ure,  und  zwar  wird  nur  der  mittlere  Teil  des  Bogens  ein- 
gesenkt, so  daß  die  Silberhülle  an  den  Enden  erhalten  bleibt. 
Die  ganze  Prozedur  dauert  kaum  20  Minuten  und  gelingt 
fast  immer.'  Verwendet  worden,  nach  Angabe  auf  den  Spulen, 
2|i-  und  4 ^-Drähte,  meistens  die  letzteren.  Aus  den  oben 
angeführten  Gründen  ist  die  Glühstelle  stets  noch  dünner  als 
dieser  Mittelwert. 

2.  Die  Spalte.  Sie  worden  aus  Stanniol  anfangs  aus 
freier  Hand  mit  dem  Taschenmesser  geschnitten,  später  auf 
der  Teilmaschine  mit  einer  Giletteldinge.  Man  erhält  so  sehr 
schdne  Spalte  mit  vollkommen  geraden  Bändern  und  den 
Spaltenabstand  bis  auf  einige  Hundertstel  Millimeter  nach 
Wunsch.  Ein  einziger  Schnitt  gibt  auf  Glasunterlage  recht 
gleichmäßig  Spaltenbreiten  von  0,02 — 0,08  nun,  größere  Breiten 
erreicht  man  durch  zwei  parallele  Schnitte  und  vorsichtige 
Entfernung  des  Mittelstreifens.  Sodann  wird  das  Stanniol 
auf  ein  dünnes  Deekgläschen  gekleistert  —  natürlich  unter 
Aussparung  der  .Mitte  —  dieses  selbst  auf  einen  passenden 
Korkring,  mit  dem  es  sich  auf  das  Objektiv  unter  leichter 
Beibung  au&chieben  läßt,  bis  zur  Berührung  des  Deckgläschens 
mit  der  Objektivfassung.  Die  genaue  Zentrierung  kann  durch 
leichte  seitliche  Verdrehung  des  locker  sitzenden  Korkringes 
bewirkt  werden,  während  man  durch  das  Okular  auf  die  er- 
leuchteten  Spalte  blickt. 

8.  Messung  der  Abstände,  Einige  Schwierigkeit  macht 
die  Messung  des  Abstandes  a  (Objekt  —  Spaltebene),  wenn 
er  klein  ist.  Für  größere  a  (mehrere  Millimeter)  genügt  ein 
seitlich  aufgestelltes  Mikrometerfemrohr,  aber  bei  kleinem  a 
verursacht  die  unsichere  Erfassung  der  Spaltebene  von  der 
Seite  her   zu   große   prozentuelle   Fehler.     In  diesen   Fällen 

1)  G.  Benedicks,  Phys.  Zeitsdhr.  17.  8.  819.  1916. 
Aanalea  dar  FhjBik.   FT.  F6lg«.   61.  •  6 
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wurde  aus  Stanniol  ein  Fensterchen  mit  einem  Querbalken 
geschnitten  und  in  genau  derselben  Weise,  wie  sonst  der 
Doppelspalt,  auf  das  Objektiv  aufgeschoben.  Das  Fensterchen 
läßt  das  Objektiv  frei,  bis  auf  den  Querbalken,  der  die  Güte 
der  Abbildung  kaum  beeinträchtigt.  Nun  wird  ein  durch- 
scheinend versilberter  Außenspiegel  auf  den  Objekttisch  gelegt 
und  einmal  auf  das  Spiegelbild  des  Stanniolstreifens,  dann 
—  durch  mikro metrisches  Heben  des  ganzen  Tubus  —  auf 
die  Kratzer  im  Spiegel  scharf  eingestellt.  Die  Höhendifferenz 
ist  offenbar  die  Hälfte  der  gesuchten  Distanz. 

5.    Beeohreibung  der  Mikrovenaohe. 

Da  die  Spalt  blenden  nur  einen  kleinen  Bruchteil  des 
Objektivs  freilassen  und  das  wenige  Licht,  das  eindringt,  * 
nicht  zu  einem  scharfen  Bilde  vereinigt,  sondern  auf  die 
breiten  Beugungsfiguren  der  beiden  Spalte  verteilt  wird,  ist  . 
die  Erscheinung  äußerst  lichtschwach  und  man  muß  des 
Zimmer  gut  abdunkeln  und  das  Auge  einige  Zeit  lang  an 
die  Dunkelheit  gewöhnen«  um  überhaupt  etwas  zu  sehen. 
Bei  den  stärkeren  Vergrößerungen,  die  wegen  der  kleineren 
Objektdistanz  und  Spaltendistanz  auch  eine  Verringerung  der 
Spaltbreite  nötig  machen,  ist  eine  leichte  Überlastung  dee 
Drahtes  nötig,  der  selten  mehr  als  einen  Versuch  überlebt. 

Da  das  glühende  Drahtstückchen  in  der  Begel  nicht 
genau  senkrecht  zur  optischen  Achse  steht,  sieht  man  zwei 
Bilder,  die  sich  an  jener  Stelle,  auf  die  genau  eingestellt  ist, 
durchkreuzen.  Es  sind,  wie  gesagt,  nicht  scharfe  Bilder  des 
Drahtes,  sondern  die  breiten  Mittelmaxima .  der  Beugungs- 
figuren  von  den  beiden  Spalten,  wie  sie,  von  den  einzelnen 
Punkten  des  Drahtes  erzeugt,  sich  zu  zwei  breiten,  ver- 
waschenen, der  Form  des  Drahtes  ähnlichen  Lichtbftndem 
zusammensetzen.  In  der  Tat  sieht  man  bei  hellerer  Glut 
jedes  Band  beiderseits  von  vielen  schmäleren,  lichtärmeren 
parallelen  Bändern,  den  sekundären  Maximis,  begleitet.  (Dreht 
man  die  Spalte,  die  natürlich  dem  glühenden  Stück  möglichst 
genau  parallel  orientiert  sind,  um  90®,  so  sieht  man  nur  mehr 
ein  viel  schmäleres  und  schärferes  Bild  des  Drahtes.)  —  Die 
uns  interessierende  Interferenzerscheinung,  die  von  dem  Zu- 
sammenwirken der  beiden  Spalte  herrührt,  erscheint  als  eine 
ungemein  zarte,  feine  und  scheinbar  scharfe  Längsstreifung  im 
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folgend  stelle  ich  die  Bedingungen  zusammen,  unter  denen 
die  tHm  dem  ZusammentDirken  der  beiden  Strahlenbündel  er- 
zeugte Interferenzerschemung  rnit  Sicherheit  konstatiert  werden 
konnte.  Gesamtvergrößerung  und  Objektabstand  a  gelten  für 
normalen  Tubusauszug  von  160  mm. 

Tabelle  2. 


Objektiv 


N.A. 


Okular 


u 

j2 


b 
(mm) 


a 
(mm) 


Spalt- 
breite 
(mm) 


b/2a^ 


ZeiBB,  Aohromat  „A" 
do. 
do. 
do. 
do. 

Zeiss,  Apochr.  16  mm 
do. 

LeitE,  Wetzlar,  Nr.  4 
do. 
do. 

ZeiBS,  Apoohr.  8  mm 
do. 
do. 


0,20 
0,20 
0,20 
0,20 
0,20 

0,30 
0,30 

oa.0,5 
oa.0,5 
oa.  0,6 

0,65 
0,65 
0.65 


Komppns.  2 
HayghenB2 
4 
4 
4 


>» 


*» 


»» 


2 

4 

4 
4 
Reichert  12 

,.       12 

Kompen8l8 

,.      18 


>> 


>» 


•> 


»t 


30 

0,51 

8.1 

ca.  0.02  lo,0315 

55 

1.30 

8,1 

0,18 

0,802 

90 

1,59 

8.1 

0,25 

0.0981 

90 

2.41 

8,1 

0,19 

0.149 

90 

2,79 

8,1 

0,27 

0.172 

60 

1,29 

4,7 

0,18 

0,137 

100 

1,70 

4.7 

0,19 

0.181 

170 

1,25 

1.86 

0,18 

0.336 

170 

1.68 

1.86 

0,18 

0.425 

300 

1,79 

1.86 

0,18 

0.481 

330 

0,51 

0.62 

ca.  0,02 

0.411 

485 

0,62 

0.62 

ca.  0,02 

0.500 

485 

0,68 

0.62 

0,03 

0,548 

1«50 
4*40 
6*40 
8*30 
9«  60 

7«  50 
10*20 

18*30 
23«  0' 
25*40 

22*20 
26*30 
28*40 


Als  Okular  ist  immer  das  schwächste  angegeben,  das 
zur  Trennung  der  Fransen  für  das  Auge  eben  noch  hinreicht. 
Die  Okularvergrößerungen  sind  ungefähr: 

Kompens.  2      H.  Nr.  2      H.  Nr.  4      E.  Nr.  12      Komp.  18 
2  4  7  10—11  16 

Die  Gesamtvergrößerung  liegt,  wie  zu  erwarten,  fast  durch- 
wegs zwischen  dem  Einfachen  und  Doppelten  des  früher  an- 
gegebenen Minimal  wertes. 

Die  Länge  des  Spaltenpaares  war  im  allgemeinen  nicht 
beschränkt,  sie  lief  über  das  ganze  Objektiv;  für  den  früher 
mit  a  bezeichneten  Winkel  bildet  dann  die  obere  Grenze  der 
Aperturwinkel.  Nur  bei  den  Versuchen  mit  Apochromat 
8  mm  wurde  eine  Beschränkung  der  Spaithöhe  durch  einen 
breiten  Stanniolschlitz  auf  etwa  0,8  mm  versucht  und  vorteil- 
haft befunden. 

Über  die  wirkliche  Dicke  der  zum  Versuch  dienenden 
Drahtstelle  läßt  sich  aus  den  oben  angeführten  Gründen  nichts 
ausmachen;  die  der  Bißstelle  benachbarten  Teile  schätze  ich 
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uiiserem  ijpaltinterferometer  ein  Franseusystem  erzeugen,  das 
sich  freilich,  bei  wirklich  allseitiger  Beleuchtung,  wegen  der 
relativ  großen  allgemeinen  Helligkeit  der  Beobachtung  ent- 
ziehen dürfte.  (Wenn  man  einen  geeigneten  Teil  der  be- 
leuchtenden Bündel  wegläßt  —  bei  „Dunkelfeldbeleuchtung'*  — 
würden  sie  beobachtbar  sein).  —  Bringt  man  jetzt  auch  den 
Draht  selbst,  und  zwar  bei  derselben  Temperatur,  zum  Glühen, 
so  müssen  die  Fransen  verschwinden,  weil  das  Instrument 
nun  in  einen  gleichtemperierten  Hohlraum  hineingerichtet  ist. 
Da  aber  zwischen  der  Sekundärstrahlfng  und  der  Glühstrahlung 
des  Drahtes  sicher  keine  Kohärenz  bestehen  kann,  muß  die 
Glühstrahlung  für  sich  allein  ein  dem  früheren  komplementäres 
I^ansensystem  erzeugen. 

(Eingegangen  Augiut  1919.) 
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6.  Über  die  elektrische  Ifatur  der  Kohäeionskräfte 

fester  Kßrper; 

von  M.  Born. 


Die  elastische  Kompressibilität  der  Halogensalze  ein- 
wertiger Metalle  kann  durch  die  Annahme*)  erklärt  werden, 
daß  sich  die  Ionen  entsprechend  ihren  Ladungen  nach  dem 
Coulombschen  Gesetze  anziehen  oder  abstoßen  und  daß 
außerdem  zwischen  je  zwei  Ionen  eine  Abstoßungs kraft  Wirkt, 
deren  Potential  der  neunten  Potenz  der  Entfernung  umge- 
kehrt proportional  ist. 

Im  folgenden  soll  dieser  Ansatz  weitergeführt  werden. 
Die  Aufgabe  ist  die,  alle  übrigen  physikalischen  Eigenschaften 
solcher  Kristalle  aus  der  genannten  Hypothese  über  die  Mole- 
kularkräfte  abzuleiten.  Wenn  dies  gelingt,  so  bedeutet  es 
einen  Schritt  in  der  Richtung  der  elektrischen  Auffassung 
der  Materie. 

Als  Material  kommen  vorläufig  nur  die  schon  früher  be- 
nutzten binären  Halogensalze  vom  Typus  NaCl  in  Betracht, 
weil  sie  die  reinste  Form  heteropohrer  Verbindungen  dar- 
stellen; nur  bei  solchen  kann  man  erwarten,  daß  sich  die  Atom- 
kräfte elektrostatisch  (ohne  Quantentheorie)  auffassen  lassen, 
wie  Kossei*)  an  dem  Beispiel- der  chemischen  Bindung  über- 
zeugend nachgewiesen  hat. 

Leider  ist  die  Anzahl  der  physikalischen  Konstanten,  die 
man  berechnen  kann,  nicht  groß.  Bei  regulären  Kristallen 
bat  man  die  folgenden •): 

1 .  eine  langwellige  ultrarote  Eigenfrequtnz  to  (Eeststrahl) ; 

2.  den   Beitrag    dieser   ultraroten    Schwingimg   zur   Dielek- 
trizitätskonstante, e  —  «0» 


1)  M.  Born  und  A.  Land6,  Verh.  d.  D.  Phys.  Ges.,  20.  S.  210. 1918- 

2)  W.  Kossei,  Ann.  d.  Phys.  49,  S.  229.  1916. 

3)  Vgl.  M.Born,  Phys.  Ztschr.  19.  S.  639.  1918. 
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3.  drei  BlastizitätskonBtanten*}  %,  c„.  c^^   (wobei  c^^  oder 
c^  durch  die  KompresBibilität  k  eieetzt  werden  können); 

4.  bei  azentriscben  Kristallen  eine  Konstante  «^  der  polaren 
Piezoelektrizität . 

Dazu  kämen  nocb  die  aucb  bei  zentriscben  Krietallrai 
auftretende  tensorielle  Piezoelektrizität*),  die  aber  quantitativ 
nocb  nicht  genügend  erforscht  ist,  sowie  sämtliche  Voi^nge, 
die  mit  lempeiaturänderung  verknüpft  sind,  also  die  ther- 
miacbe  Ausdehnung,  die  Temperaturkoeffizienten  der  unter 
1.,  2.,  8-,  4.  genannten  Konstanten,  die  Pyxoelektrizität  ubw.; 
dooh  müssen  diese  noch  außer  Betracht  bleiben,  weil  die  Iheorie 
der  Zostandsgleichung  der  Kristallgitter  nicht  weit  genug  ent- 
wickelt ist.') 

Da  das  unserm  Ansätze  zugiimde  liegende  Gitter  vom 
Xypus  des  NaCl  zentrisch  symmetrisch  ist,  konmien  nur  die 
unter  1.,  2.,  3.  genannten  Konstanten  m,  e  -  eg.  c,,,  Cj,,  c„ 
in  Frage.  Aber  ea  sind  noch  weitere  ßinschränkungen  not- 
wendig. Wie  a.  a.  O.*)  gezeigt  worden  ist,  bestehen  unter 
der  Voraussetzung,  daß  die  Atome  punktförmige  Kraftzmtren 
sind,  bei  zweiatomigen  Gittern  mit  S.vmmetriezentnim  zwei 
Relationen  ifwischen  dieaen  fünf  Großen,  nämlich 

.      ,,  =  .„,  ,_,,„=  =  (^-+A)|, 

wo  e  die  lAdui^  der  Ionen,  m^,  m,  ihre  Massen  und  A  das 
Volumen  der  Gitterzelle  ist,  die  ein  Atom  jeder  Art  enthält. 
Die  erste  ist  die  sogenannte  Cauehysche  Relation;  sie 
ist,  wie  Voigt*)  nachgewiesen  hat,  für  den  in  unsere  Klasse 
gehörigen  Kristall  KCl  (Byh-in)  nicht  erfüllt.  Das  muß  daran 
liegen,   daß   die   Atome   ausgedehnte    Gebilde   sind,    die   sich 

1)  Wir  benutzen  die  Bezeichnungen  von  W,  Voigt,  Lehrbuch 
der  Kristallphyeik,  Leipzig,  B.  O.  Teubner  1910.  Vgl.  inebesondere 
Kap.  VII,  S3T1,  8.738  und  {378.  8.741. 

2)  Vgl.  W.  Voigt,  Phys.  ZtBohr.  17.  8.  287  und  307,  1916;  18. 
8.69.  1917. 

3)  Für  quantitative  Sohltisw,  wie  aie  hier  angestrebt  werden,  ge- 
nügen din  Theorien  von  Mie,  Grüneieen  und  Dcbye  nicht;  iC'h  be. 
h&Ite  mir  vor,  die  nötigen  Ergänzungen  demnAohat  initstit«ilen. 

4)  Vgl.  die  S.  87,  Anm.  3  zitierte  Abhandlung. 

ß)  W.  Voigt,  Krist&llphyeik  (vgl.  Anm.  I),  £  37S,  S.  744. 
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drehen  und  deformieren.^)  Man  kann  leicht  einsehen,  daB 
diese  Drehungen  oder  Deformationen  wesentlich  den  Wert 
von  CI4A  beeinflussen,  während  c^  und  c^^  nicht  so  stark  davon 
betroffen  werden.  Daher  werden  wir  c^  aus  unseren  Be- 
trachtungen ausschließen.  • 

Die  zweite  Belation  ist  zuerst  vonDehlinger*)  aufgestellt 
und  dann  von  mir*)  unter  allgemeineren  Voraussetzungen 
bewiesen  worden.  För  die  Halogensalze  der  Alkalimetalle 
bewährt  sie  sich  einigermaBen,  für  die  Halogensalze  von 
Thallium  und  Silber  aber  versagt  sie  vollständig.^)  Woran 
das  li^en  mag,  wird  im  folgenden  (8. 102, 103)  erörtert  werden. 
Jedenfalls  scheidet  die  Oröße  e  —  Cq  für  die  hier  verfolgte 
Absicht  aus. 

Unser  Ziel  ist  daher,  die  Frequenz  cd  des  Beststrahls  und 
die  Elastizitätskonstanten  c^  und  c^  (oder  statt  dessen  h) 
aus  der  eii^ngs  genannten  Hypothese  über  die  Atomkräfte 
zu  berechnen. 

Ehe  man  daran  geht,  muß  man  sich  klar  machen,  wie 
weit  man  überhaupt  eine  Übereinstimmung  zwischen  Theorie 
und  Beobachtung  erwarten  darf.  Die  Daten,  aus  denen  die 
drei  Größen  ö>,  ^i^  c^i  berechnet  werden  sollen,  sind: 

1.  die  Massen  m^  tmd  m2  der  beiden  Atome, 

2.  dar  elektrische  Elementar quantum  e, 

3.  die  Gitterkonstante  ö. 

Dazu  kommt  noch  der  Exponent  n  des  Abstoßungsterms 
fcr~*der  potentiellen  Energie;  nach  imseren  früheren  Ergeb- 


1)  W.  Voigt  (Nachr.  d.  K.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Göttingen,  Math.- 
phys.  Kl.  1918)  vertritt  die  Anschauung,  daß  es  genügt,  die  Atome 
als  starre  K^per  zu  behandebi,  deren  Drehungen  berücksichtigt  werden 
müssen.  Ich  glaube,  daß  das  optische  Verhalten  der  Kristalle  im  Ultra- 
roten, wie  es  auch  in  vorliegender  Abhandlung  wieder  deutlich  wird, 
dafür  spricht,  daß  Deformationen  der  Atome  zum  mindesten  dieselbe 
Rolle  spielen  wie  Drehungen. 

2)  W.  Dehlinger,  Phys.  Ztschr.  Ift.  ß.  276.  1914. 

3)  M..Born,  Sitzungsber.  d.  Preuß.  Akad.  d.  Wiss.,  13.  Juni  1918, 
S.  604;  vgl.  auch  die  S.  87,  Anm.  3  zitierte  Abhandlung. 

4)  Ich  habe  in  der  zitierten  Abhandlung  (Anmerkung  3)  aus 
der  Formel  das  Verhältnis  z  der  lonenladung  zur  Elektronenladung 
bestimmt;  bei  den  Alkalisalzen  ergab  sich  z  etwas  größer  als  1,  bei  den 
einwertigen  Tl-Salzen  zwischen  3  und  4,  bei  den  Ag-Salzen  zwischen 
1  und  2. 
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nissen  soU  n  =  9  sein,  doch  lassen  wir   den  Wert   für  den 
Augenblick  unbestinuat. 

Dann   ergibt    eine   einfache  DimenBionsfoetrachtong,    daß 
man  zu  Formehi  folgender  Art  gelangen  muß: 


«2 


(4  +  i)^^^"^' 


dabei  sind  /  (n),  /^  (n),  /,  (n)  dimensionslose  Größen,  deren 
Zahlenwert  noch  von  n  abhängt.  Wenn  n  gewählt  ist,  so 
kommen  die  Unterschiede  der  einzelnen  Kristalle  nur  noch 
durch  die  Gitterkonstante  d  zum  Ausdruck,  und  es  ist  klar, 
daß  man  an  so  primitive  Formeln  keine  allzu  hohen  An- 
sprüche stellen  darf.  Man  sieht  nun  aber,  daß  die  angegebenen 
Ausdrücke  nur  dann  in  die  richtige  Größenordnimg  führen, 
wenn  die  Zahlenwerte  von  /,  /i,  /^  etwa '20 — 80  betragen;  die 
Frage  ist  also,  ob  der  für  die  Kompressibilität  gefundene  Wert, 
n  =  9  dies  leistet.  Wenn  dies  der  Fall  ist,  so  ist  damit  mehr 
als  eine  triviale  Größenordnungsbeziehung  gewonnen.  Wir 
werden  sehen,  daß  die  Theorie  diese  Forderung  erfüllt.  Leider 
ist  das  Beobachtungsmaterial,  besonders  bei  den  Elastizitäts- 
konstanten,  noch  wenig  umfangreich  und  gestattet  nur  eine 
beschränkte  Prüfung  der  Formeln;  aber  es  genügt,  um  den 
Glauben  an  die  elektrische  Natur  der  Kohäsions kraft e  zu 
befestigen. 

§  1.    Die  Qleiohgewiohtabediining. 

Um  in  Übereinstimmimg  mit  den  früheren  Arbeiten  zu 
bleiben,  bezeichnen  wir  den  Abstand  zweier  gleichartiger 
Atome  in  der  Sichtung  der  Würfelkante  mit  d.  Als  Elementar- 
parallelogramm (Zelle)  des  Gitters^)  wählt  man  aber  am  besten 


1)  Die  Bezeichnungen  und  Benennungen  sind  bis  auf  gering* 
fügige  Abänderungen  dieselben,  die  ich  in  meinem  Buche  yj>ynamik 
der  Kristallgitter",  Leipzig,  B.  6.  Teubner  1915,  gebraucht  habe.  In 
folgenden  Punkten  weiche  ich  hier  davon  ab:  1.  Ich  rechne  nicht  mit 
dem  y.Obergitter",  dessen  Zelle  das  Volumen  1  hat,  sondern  mit  dem 
wirklichen  Gitter.  2.  Zur  Festlegung  einer  Zelle  im  Gitter  gebrauche 
ich  nicht  drei  Indizes  l,  m,  n,  sondern  einen  Index  l,  der  oben  Büge» 
schrieben  wird;  er  ersetzt  symbolisch  jene  drei  Indizes,  die  ich  hier  mit 
h*  h>  h  bezeichne.  3.  Die  Indizes  h,  V,  welche  die  Terschiedenen  Par- 
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nicht  den  Würfel  von  der  Kantenlänge  d,  der  vier  Atome  jeder 
Art  enthält  y  sondern  ein  Bhomboeder,  dessen  Kanten  zu  den 
Verbindiingen  einer  Würfelecke  mit  den  Mittelpunkten  der 
drei  Nachbarflächen  parallel  sind  (Fig.  1);  diese  ZeUe  enthält 
je  ein  Atom  von  beiden  Arten.     Ist  ihr  Volumen  J,  so  gilt 

(1)  4A^d*. 

Die  Gitterponkte  kann  man  auf  die  Kanten  dieses  Bhom 
boeders  als  schiefwinklige  Achsen  beziehen;  bequemer  ist  es. 
sie   durch    die   rechtwinkligen    Koordinaten    parallel   zu   den 
Würfelkanten  zu  kennzeichnen.    Der  Vektor  von  irgendeinem 


Fig.  1. 

Gitterpunkte  h  zu  irgendeinem  anderen  k'   (k,  k'  ==  1,2)  sei 
Xj^j^,  mit  den  Komponenten 


(2) 


*<^ 


ih>  yi'^  =-!-'«.  ^15^=4^' 


wo  /},  2,,  2,  ganze  Zahlen  sind,  deren  Summe  gerade  ist,  wenn 
die  beiden  Atome  gleicher  Art,  aber  ungerade,  wenn  sie  ver- 
schiedener Art  sind: 

ro'\  y  _j^  7  _L_  I  Jgö^^®  für  fc  =  1,  fc'  =  1  und  fc  =  2,  fc'  =  2, 
(Z)    ti  +  ^  +  *»  1  ungerade  für  fc  =  1,  fc'  =  2un(l  fc  =  2,  fc'  =  1. 

Wir  nehmen  nun  an,  daß  die  Atome  I  (MetaUatome)  die 
positive  lAdung  +  e,  die  Atome  2  (Halogenatome)  die  nega- 
tive  Ladung    —  e  tragen ;   dann   bestehen   zwischen  je   zwei 

tikel0orten  voneinander  unterscheiden,  schreibe  ich  unten  an.  Bringt 
man  diese  Andenmgen  der  Bezeichnung  an,  wird  man  leicht  dieFormeln 
des  Buches  wiedererkennen  (ich  zitiere  dieses  im  folgenden  als  D.  K.)« 
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Atomen  Coalombsche  Anziehungen  oder  Abetoßungen.  Außer- 
dem soll  noch  eine  Wirkung  zwischen  je  zwei  Atomen  vor- 
handen sein,  die  das  ZnsammenetüTEeu  verhindert  nnd  nähe- 
nmgsweise  als  Zentralktaft  angesehen  werden  soll,  die  einer 
höheren  Potenz  dee  Abstandee  umgekehrt  proportional  ist. 
Wir  setzen  daher  die  gesamte  potentielle  Energie  ewisehen 
zwei  Atomen  h,  k'  gleich 
(8)  9^y  =  ±e*r'^  +  Ky  r^  .        fc*-*  =  *»*  *  • 

Dabei  gilt  das  -{--Zeichen  im  ersten  Gliede  för  h  =  k'. 
das  —•Zeichen  für  /c  ^  fc*.  Femer  mnS  für  benachbarte 
Atome  verschiedener  Art  jedenfalls  bu  >  0  sein,  damit  das 
zweite  Glied  eine  AbBtoßnng  bedeutet;  dag^en  kann  man 
das  Vorzeichen  von  &„,  b^  zunächst  offen  lassen,  da  die 
Wechsdwirknug  der  nächBt benachbarten  Atome  gleichet  Art 
w^en  ihres  größeren  Abetandes  schon  so  gering  sein  wird, 
daß  es  für  die  Stabilität  des  Gittere  gleichgültig  ist,  ob  sie 
sich  annehen  oder  abstoßen. 

Wir  berechnen  nun  mnächst  die  potentielle  Energie  dee 
Gitters  pro  Zelle  A.  Den  elektrostatischen  Anteil  können 
wir  den  früheren  Arbeiten*)  entnehmen,  wo  er  nach  der 
Methode  von  Madelung*)  berechnet  worden  ist  (v^.  auch 
den  Anhang) ;  wir  fanden  dort  für  die  elektroetatiach^  Energie 
dee  Gitters  pro  lUemmtarwürfel  der  Kante  6  den  Wert  a  A~*  mit 
(4)  o  =  13,94««. 

Die  elektrostatische  Euei^e  pro  Zelle  J   ist   der  Merte  Teil 
davon. 

Die  gesamte  elektrostatische  Energie  pro  Zelle  J  im 
Glfjohgewicht  ist  daher*) 

»■o  9/,'i,.  die  potentielle  Energie  (8)  ewisehen  zwei  Gitterpunkteo 
It  fc*  im  Gleichgewichtsabftande 

1}  U.  Born  an<q  A.  L«ndA,  SiUtmgaber.  d.  PrmB.  Akad.  d. 
Win.  U18.   B.  I<MS.  Tgl.  auch  di«  S.  87,  Anm.  1  lilierte  Abhuidhatg. 

S)  E.MKdeliiDg,  PhjB.  Zuebr.  ]».  8.624.  1918. 

S)  Der  SniaiBitionriada»  I  bedeutet  eine  Sninmatioa  über  »Ue 
(iftnmsaJiligeii  Werte  der  drei  IndiEeo  I,.  I,.  t,:  vgl.  Ann.  1,  8.00. 
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2 


(^l'  +  U'  +  ^3*^  ,     ^1  +  ^2  +  ^S 


{ 


gerade  f&rA  »  k\ 
ungerade  ftrA^^A' 


bedeutet.   Wir  führen  nun  die  Summen 

ij      2* 


(6) 


=  6  +  8-8    2 +24.5"  2 +30.0    if+..., 


=  12.2~a+6.4    »+24-6    2+12.8"3+... 
und  die  Hezeichnongen 


{«) 


'11 


*, 


*ll   +  *H 


26 


11 


/? 


ein;  dann  wird: 

(7)  0 :±d-i  +  b({)" {8,{n)  +  ß 8,{n))  . 

Im  Gleichgewicht  muß  0  als  Funktion  von  j  ein  Minimum 
sein;  daraus  folgt: 


<id 


^*-^-'^(|)-"(Ä.(n)  +  /9Ä,(n)).0. 


Hieraus  berechnen  wir  die  Konstante  b  der  AbstoßungK- 
kraft  durch  den  Gleichgewichtswert  von  ö: 

Die  Konstante  ß  bleibt  unbestimmt ;  sie  ist  nach  (6)  von 
der  Größenordnung  1.  Da  für  größere  Werte  von  n  die 
Summe  8^  (n)  klein  gegen  8^  (n)  ist,  so  spielt  ß  keine  aus- 
schlaggeb^de  Bolle. 

§  2.    Pia  KompreMibilit&t. 

Die  physikalische  Konstante,  die  man  am  einfachsten 
aus  dem  Potential  (7)  berechnen  kann,  ist  die  Kompressibilität.*) 
Drückt  man  0  mit  Hilfe  von  (1)  als  Funktion  des  Zellen- 
volumens A  aus 


li  Vgl.  die  8. 87,  Anm.l  u.  8.  Ö2,  Anm.  1  zitierten  Abhandlungen. 
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SO  ist  der  Druck 

Die  Kompressibilität  x  ist  dann  definiert  durch 
Setzt  man  hier  den  aus  (8)  folgenden  Wert 

8nV2J        5i  (n)  + /?  Ä,  (ft) 

ein,  so  erhält  man 

J a^     n  —  1  (^\'~  8"  _  a(»  —  1) 

T  "*  36         4"~V2/         "*        9^       • 

9(5*  9  «♦ 


aho 

^^  ^  *"  ä(«  -  1)  ~"  13,94(»  -  1)       e"  ' 

Übereinstimmend  mit  unserer  früheren  Berechnung. 

Die  Elastizitäts konstanten  c^  und  c^^  hängen  bekanntlich 
mit  9c  durch  die  Kelation^) 


(10) 


Cii  +  2c„  -  - 


zusammen;  es  genügt  also,  die  eine  von  ihnen  zu  berechnen 
(vgl.  §  4). 

§  8.    Die  ultraroten  Eigensohwingongen  (Beatstrahlen). 

Bei  Kristallen  des  regulären  Systems  sind  die  Schwingungen 
parallel  zu  den  Würfelkanten  miteinander  nicht  gekoppelt. 
Sind  %  und  Uj  die  Amplituden  der  beiden  Atomarten  bei  einer 
parallel  zur  ^-Achse  schwingenden  Welle  von  der  Frequenz  co. 
so  gelten  Gleichungen  der  Form^) 

m^oD^Ui  +  D  A  (ii2  -  Uj)  =  0  , 
mg  ö>2  lig  +  D  Ay(7ii  -  u^)  =0  , 

1)  Vgl.   W.  Voigt,   KristaUphysik   §  372,    S.  738.  Formeln  (442), 
(444). 

2)  Vgl.  D.  K.  Formeln  (150),  S.62;  vgl.  auch  M.  Born  (zitiert 
Anm.3,  S.87),  Formel(27),  ff.,  woher  die  Bezeichnung!)  überaommen  iat. 
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wo   der   Koeffizient   D   von  den   Moleknlarkräften  abhängt; 
daraus  folgt  für  die  Frequenz: 

Um  D  zu  berechnen,  bilde  man  zunächst  aus  den  Poten- 
tialen (8)  die  Größen*): 


(12) 


^^^        \r      dr  UUI' 

CXn    ^fl  ALI  1^1) 
^**'        \r    dr[r       dr  J/r^" 


imd  daraus  die  von  den  Ionen  der  ersten  auf  die  der  zweiten 
Art  pro  Volumeneinheit  ausgeübte  Kraft*): 

(13)  ^-7S(nH<2i'Mr)- 

^ +<•+<•  ungerade 

Doch  gelten  diese  Formeln  ohne  weiteres  nur  für  den 
zweiten  Term  der  potentiellen  Energie,  der  die  Abstoßung 
darstellt  und  einer  höheren  als  der  (— l)ten  Potenz  der  Ent- 
fernung proportional  ist.  Der  elektrische  Anteil  der  poten- 
tiellen Energie  erfordert  wegen  der  endlichen  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  elektromagnetischen  Schwingungen  eine 
besondere  Behandlung  [vgl.  Anhang,  Formel  (b)];  man  findet, 
daß  er  zu  D  id  den  Beitrag 

3    '    J    ""  3    ^    \2I 

liefert.    Daher  erhält  man: 

-— ^••(4)-'--(4)-'":§ä:.u'-";^^' 

+  n{n  +  2)b{±)-"^"  S(V  +  V  + '=>')" '^'a*- 

^      '  'i  +  it+it  ungerade 

Nun  ist  offenbar 

3S(V  +  V  +  Vr"^  V  =  S  (V  +  V  +  ^,V""^  =  5,  (n  +  2). 

li-^k+k  angerade  'i+<t+Is  ungerade 

1)  Vgl.  D.  K.,  Formeln  (14),  S.  21. 

2)  Vgl.  D.  K.,  Formeln  (18)  und  (25);  die  hier/)  genannte  Gröfie 

heifit  dort  ii/^»^^ 
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Folglich  wird 

Setzt  man  hier  den  Ansdrack  (8)  für  b  ein,  so  bekommt  man 

Indem  man  noch  den  Wert  (4)  für  a  einführt,  erhält  man  für 
das  Quadrat  der  Frequenz  nach  (11): 


0) 


2 


=  (i  +  ^)^--^W' 


(14) 
wo 

,16,  n«)  -  i  (!».«■  i^^^t^-1«.) 

gesetzt  ist. 

§,  4.    Die  JBlaBtisit&tskonstanten. 

Von  den  Elastizitäts  konstanten  %,  c^  läßt  sich  c^  direkt 
berechnen,  weil  der  elektrische  Anteil  nach  der  Methode  von 
Madelung  gewonnen  werden  kann;  für  c^  ist  das  nicht  ohne 
weiteres  möglich,  aber  auch  nicht  nötig,  weil  durch  die  Formel  (10) 
Ci2  ftuf  Cu  und  X  zurückgeführt  wird. 

Cii  wird  durch  folgende  Summe  dargestellt^): 


(16) 


^"  ""  2J^ 


^  y  ^ky  *kic'  • 


Der  elektrische   Anteil   davon  wird  im   Anhange   besonders 
berechnet ;  er  hat  den  Wert  —  20,42  e*  d-^  [Anhang,  Formel  (k)]. 
Führt  man  nun  die  Summen 


(17) 


c,(«)  =  S(V  +  V  +  0"'V 

(i-l-It+'t  ungerade 


=  2{H- 


A  n  n 

4      q"  2  j_  Äft  .  ?;"  2    ^  91  Q  .  O "   2 


3     2  +  68-5    2  _^  213  .  9 


-f...} 


h-^h-^k  gerade 


«2J4.2     2^.16.4     2+72.6     a   ^  64  •  8     2+...| 

1)  Vgl.  D.  K.,  Formeln  (18),  (26),  (42),  (51),  (67).   Es  sind  hier 

die  Größen  ai^^\  . .  .  s&mtlich  gleich  Null  und  die  0^,  .  . .  direkt  die 
Elastisitfttskonstanten . 
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ein,  so  erhält  man: 

c,,  =  -  20,42 e>a-*+  -^n(n+2)  (|)""ä  (C,  („+4)  +  /9C,(n+4))  . 

Mit  dem  Wert  (8)  von  b  wird  das  zu : 

(18)  ^u«-^/iW> 
wo 

(19)  f,  («)  -  18,94  (»  +  2)  ^^"^^S^gl'i:/^^  -  20,42 

gesetzt  ist.     Aus  (10)  folgt  dann 

(20)  ei.=Y(T-^i)-^/i(«)' 
wo 

(21)  A(«)-|(^^^^T^-/;(«))- 

§  {>.    ZasammensteUung  der  Formeln. 

Die  Formeln  (14),  (15),  (18),  (19),  (20),  (21)  enthalten  die 
Lösung  des  in  der  Einleitung  gestellten  Problems.  Wir  bringen 
sie  jetzt  in  eine  für  die  numerische  Bechnung  geeignete  Gestalt . 

Die  Dichte  des  Kristalls  ist 

(«J  P- j -« j8 

Ist  2/  die  Avogadrosche  Zahl,  so  sind  die  Atomgewichte 

(28)  /ii=Nwi,        /i^^Nm^ 

und 

(24)  J*  =  e  2^  =  2,90  •  10^*  E.S.E. 

ist  die  Faradaysche  Konstante.    Daher  wird  nach  (14) 
daraus  folgt  für  die  Wellenlänge 

mißt  man  sie  in  /i  =  10"^  cm,  so  wird 


(26-)  *-13'0|/^ 


Die  ElastizitätskoQStanten  haben  den  Faktor 

AaaakB  4ar  Phyiik.  IT.  IWi«.  61.  7 


98 


M.  Born. 


(26) 


e' 


»2 


^Q 


3 


für  e  =  4,774  •  lO-^®  wird  dieser: 


8 


(26') 


-J- 1,842. 10»  (^-J-) 


Mit  Hilfe  der  Formel  (9)  kann  man  nun  aus  den  gemessenen 
Werten  der  Kompressibilität  den  Absto£ungsexponenten  n  be- 
stimmen^}; man  findet 

(27)         «  -  1  -  TirllT  •  ^  -  8.606  •  10-"  •  i(^^-)^  • 


18,94« 

Die  Elastizitätskonstanten  ergeben  sich  aus   (26'}  durch 
Multiplikation  mit  /^  (n)  und  /a(n);  es  genügt,  c^  anzugeben: 

(28)  c„  -  1,842  .  10»  .  (^^)  "  f,  (n). 

Femer  erhält  man  aus  (9)  und  (18)  die  Helation: 


(29) 


1»        18,«4(n-  1)  ' 


diese  ist  explizite  unabhängig  von  der  Wahl  der  Zahlenwerte 
für  6  und  d  und  wird  von  diesen  nur  insoweit  beeinflußt,  als 
sie  in  die  Bestimmung  von  n  aus  (27)  eingehen. 

Zur  Orientierung  über  den  Verlauf  der  Summen  8  und  C 
als  Funktionen  von  n  dient  die  folgende  kleine  Tabelle*);  der 
Bereich  von  n  ist  so  gewählt,  daß  er  die  im  folgenden  vor- 
kommenden Werte  von  n  enthält. 

Tabelle  1. 


n 

Siin) 

S,{n) 

Si  (n  -f  2) 

C^in  +  4) 

C^{n  +  4) 

7 

8 

9 

10 

6,231 
6,144 
6,065 
6,036 

1,149 
0,785 
0,544 
0,381 

6,065 
6,036 
6,020 
6,011 

2,028 
2,015 
2,007 
2,004 

0,1913 
0,1314 
0,0910 
0,0636 

1)  Vgl.  M.  Born  und  A.  Land 6  (a.  a.  0.  Anm.  1,  S.  1).  Indem 
wir  hier  einen  moderneren  Wert  für  das  elektrische  Elementarqnantum 
benutzen,  fallen  die  numerischen  Faktoren  etwas  anders  aus  als  in  der 
zitierten  früheren  Arbeit. 

2)  Die  Tabelle  ist  von  Frl.  Dr.  E.  Bormann  berechnet,  die  mioh 
bei  dieser  Arbeit  in  liebenswürdiger  Weise  unterstützt  hat. 
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Hieraas  geht  hervor,  daß  die  Konstante  ß  keinen  sehr 
großen  Einfluß  auf  die  Funktionen  /  (n),  /^  (n),  /,  (n)  hat. 


§  6.    Vergleioh  mit  d«n  Meuungen. 

Wir  bestimmen  zunächst  n  aus  (27);  die  folgende  Tabelle 
enthält  die  Kompressibilitäten  nach  Bichards  und  Jones^) 
nebst  Atomgewichten  und  Dichten  und  die  daraus  berechneten 
Werte  von  n. 


Tab 

eile  2. 

/ 

, 

f»i 

f<i 

9 

'*b«)b. 

n 

NaCl 
NaBr 
NaJ 

23,0 
23,0 
23,0 

35,5 

79.9 

126,9 

2,17 
3,01 
3,55 

4,1  •  10" 

6.1 

6,9 

7,91 
8,63 
8,47 

KCl 
KBr 
KJ 

39,1 
39,1 
39,1 

35,5 

79,9 

126,9 

1,98 
2,70 
3,07 

5,0 
6,2 
8,6 

9,85 
9,80 
9,33 

TlCl 
TlBr 
TIJ 

204,0 
204,0 
204,0 

35,5 

79,9 

126,9 

7,02 
7,54 
7,06 

4,7 
5,1 
6,7 

9,25 
9,67 
9,84 

Der  Mittelwert  der  für  n  gefundenen  Werte  ist  n  =  9,20. 
Macht  man  die  Annahme,  daß  n  ganzzahlig  sein  soll,  so  wird  man 

n  =  9 

setzen,  einen  Wert,  der  auch  durch  theoretische  Spekulationen 
über  die  Atomstruktur  gestützt  wird.*) 

Auch  die  Konstanten  X  und  c^i  wird  man  zunächst  mit 
diesem  Werte  n  =  9  berechnen.  Dabei  ist  noch  die  Kon- 
stante ß  unbekannt;  zum  Zwecke  einer  ersten  Übersicht  über 
die  Brauchbarkeit  der  Formeln  wird  man  den  naheliegenden 
Ansatz 

ß^\ 

machen,  der  nach  (6)  bedeutet,  daß  für  dieselbe  Entfernung 
die  Abstoßung  zweier  Atome  verschiedener  Art  gleich  ist 
dem  arithmetischen  Mittel  der  Abstoßung  je  zweier  gleich- 

1)  Th.  W.  Richards  und  Gr.  Jones,  Joum.  Amer.  Ohem.  Soo. 
81.  S.  158.  1909.  Zitiert  nach  W.  Voigt,  Lehrbach  der  Kristallphysik, 
I  362,  S.  720. 

2)  Vgl.  M.Born,  Verh.  d.  D.  Phys,  Ges.  20.  S.  230.  1918  und 
A.  Land«,  ebenda,  21.  8.  2.  1919. 

1* 
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artiger  Atome.     Für  n  =  9,  /S  =  1  hat  man  nach  (15)  und 
(19)  mit  Benutzung  der  Tabelle  1: 

/•W  =  t(^3.94^|,;A^.- 16«)  =  17.10, 

f,  (9)  -  13,94  .  1 1  ^^'^;j+^ff  - 20,42  -  28,26 . 
Die  Formeln  (25').  (27).  (28).  (29)  liefern  nun: 
(25")  A  =  3,14 1/^ , 


X  =  4,38  •  10- 


i*(ihJ*J±Y 


c,,-5.21.10»(^-J-)\ 
X  Cu  =  2,28  . 


(2T) 

(28-) 

(29') 

Die  folgende  Tabelle  enthält  die  mit  den  Daten  der 
Tab.  2  berechneten  Werte  von  X,  h,  c^.  Zum  Vergleich  sind 
daneben  eingetragen  die  Wellenlängen  der  Beststrahlen  X^^ 
soweit  sie  bekannt  sind,  die  Kompressibilitäten  Xbeob.  nftch 
Bichards  und  Jones  (vgl.  Tab.  2)  und  die  Konstanten 
Cnbeob.  J^cih  Voigt  ^),  die  leider  nur  für  zwei  Kristalle  vor- 
liegen, endlich  das  Produkt  xc^ibeob.  a^  den  gemessenen 
Werten. 


Tabell 

e  3, 

^b«r. 

^u 

iO"Xber. 

lO^^^beob. 

10-"  (a,ber. 

10-"  Cnbeob. 

^^b»ob. 

NaCl 
KaBr 
NaJ 

60,9 
77,6 
90,0 

52,0 

3,54 
4,86 
6,44 

4,1 
5,1 
6,9 

6,44 
4,69 
3,54 

4,68 

1,92 

KCl 
KBr 
KJ 

83,0 
107,0 
126,1 

63,4 
82.6 
94,1 

5,53 
6,82 
8,96 

5,0 
6,2 
8,6 

4.12 
3,35 
2,54 

3,68 

1,84 

1        ~ 

•nci 

TlBr 
TIJ 

101,0 
146,0 
190,0 

91,6 
117,0 
151,8 

4,85 
5,53 
7,40 

.      4,7 

;   6»! 

:      6,7 

4,71 
4,12 
3,08 

- 

Die  Wellenlängen  der  Beststrahlen  (Maxima  des  Beflexiotis- 
Vermögens)  entsprechen  wegen  der  Absorption  nicht  genau  den 

1)  W.  Voigt,  KriBtallphyBik,  §  373,  S.  744.  Die  Angaben  Voigts 
Bind  duroh  Multiplikation  mit  981  in  C.G.S.-Einheiten    umgerechnet. 
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Eigenschwingungen;  vielmehr  sind  die  WellenlSnfji^n  der  letz- 
teren merklich  länger.  Für  Steinsalz  haben  Bn^lrens  und 
Nichols*)  aus  der  Dispersions kurve  die  Eigenschvringung 
X  =s  56,1  abgeleitet ;  dieser  Wert  liegt  dem  berechneten  i  y-  60,9 
ziemlich  nahe.  Für  die  übrigen  Salze  ist  die  Übereinstittimung 
schlechter,  und  zwar  ist  die  Abweichung '  immer  im  selben 
Sinne  und  im  großen  und  ganzen  um  so  größer,  je  höhere  - 
Atomnummem  die  den  Kristall  bildenden  Atome  tragen. .  / 
Das  muß  man  wohl  so  verstehen,  daß  die  der  Theorie  zu- 
grunde liegende  Annahme,  die  Atome  seien  punktförmige 
Kraftzentra,  um  so  schlechter  erfüllt  ist,  je  größer  die  den 
Kristall  bildenden  Atome  sind;  denn  dann  werden  Drehungen 
und  Deformationen  der  Atome  auf  die  Eigenfrequenz  Einfluß 
gewinnen.  Die  Theorie  stellt  also  den  idealen  Grenzfall  sehr 
kleiner  Atome  dar. 

Die  Übereinstimmung  der  Elastizitäts konstanten  c^  muß 
von  demselben  Gesichtspunkt  aus  als  befriedigend  bezeichnet 
werden.  Auch  ist  zu  berücksichtigen,  daß  die  Sicherheit  der 
gemessenen  Werte  nicht  sehr  groß  ist.*)  Für  das  Produkt  x  c^ 
folgen  aus  den  Beobachtungen  Werte,  die  etwas  kleiner  sind 
als  die  theoretische  Zahl  2,28.  Es  wäre  sehr  zu  wünschen, 
daß  durch  neue  Bestimmungen  der  Elastizitätskonstanten 
eine  umfangreichere  Prüfung  der  Theorie  ermöglicht  würde. 

Man  kann  nun  versuchen,  auf  zwei  Weisen  den  Anschluß 
an  die  Messungen  zu  verbessern,  ohne  den  Bahmen  der  hier 
gegebenen  Theorie  zu  verlassen.  Einmal  kann  man  nämhch, 
statt  mit  n  =  9  zu  rechnen,  die  in  Tab.  2  angegebenen  n-Werte 
benutzen,  die  sich  aus  der  Kompressibilität  für  jeden  Kristall 
ergeben;  man  findet,  daß  das  bei  einigen  Kristallen  hilft,  bei 
anderen  schadet.     Sodann  kann  man  versuchen,  ob  sich  die 


1)  Rubens  und  Nichols,  Wied.  Ann.  d.  Phys.  60.  S.  462.  1897. 

2)  Voigt  (Lehrbuch  derKristallphysik,  §  372,  S.  742)  hebt  hervor, 
daB  sich  für  KCl  (Sylvin)  ans  den  von  ihm  gemessenen  Werten  von 
Cix  und  Cn  die  Kompressibilität  x  «=  7,38  ergibt,  während  nach  den 
direkten  Messungen  von  Bichards  und  Jones  x  ^  5,0  sein  soll.  Das 
Kristallmaterial  scheint  nicht  einheitlich  zu  sein.  Unter  diesen  Um- 
standen ist  es  auch  überflüssig,  die'gen'eFFeren  Werte  auf  den  ab- 
soluten Nullpunkt  zu  reduzieren,  für  den  die  Theorie  eigentlich  gilt; 
übrigens  wird  diese  Üngenauigkeit  zum  größten  Teil  dadurch  kom- 
pensiert, daB  in  die  Formeln  nicht  die  Dichte  beim  abpo7uten  NuUpunkt, 
sondern  bei  normalen  Temperaturen  eingesetzt  wird. 
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Konstant a^-.öo  bestimmen  läßt,  daß  die  Übereinstinmnmg 
mit  den*'JB6bbachtmigen  verbessert  wird;  es  zeigt  sich,  daß 
auch  dää  nicht  zum  Ziel  führt,  denn  wenn  man  für  die  Kristalle 
NaGlÄpTd  KCl  durch  geeignete  Wahl  von  ß  die  Übereinstimmung 
dor' Wellenlängen  X  verbessert,  wird  die  Abweichung  der 
,  Elastizitätskonstanten  c^  größer.  In  der  vorliegenden  rohen 
Form  ist  also  'die  Theorie  nicht  geeignet,  Aufschluß  über  dag 
Verhältnis  der  Kräfte  zwischen  gleichartigen  und  ungleich- 
artigen Atomen  zu  geben.  Der  Grund  ist  wohl,  daß  die  Ver- 
nachlässigimg der  Drehbarkeit  imd  Deformierbarkeit  der  Atome 
alle  feineren  Zusammenhänge  verdeckt.*) 

Zum  Schlüsse  vergleichen  wir  die  Formel  (25')  für  die 
Wellenlänge  der  ultraroten  Eigenschwingungen  mit  der  in  der 
Einleitung  erwähnten  Relation  von  Dehlinger 

die  man  auch  in  der  Form 


,. 


schreiben  kann;  ?ie  wäre  also  mit  der  neuen  Formel  (25) 
identisch,  wenn  K  =  \&n/j{n)  wäre.  Dabei  ist  K  die  Kon- 
stante der  Dispersionsformel 


n*  =  Wn^  + 


K 


1- 


a>*    ' 


ö>o' 


die  den  Einfluß  der  ultraroten  Eigenfrequenz  (o^  auf  den 
Brechungsindex  n  darstellt.  Es  ist  also  K  ^=^  e  —Co»  wo  s 
die  statische  Dielektrizitätskonstante,  d.  h.  der  Wert  von  n* 
für  cö  =  0,  und  n©  =  j/eo  der  Wert  des  Brechungsindex  im 
in  raroten  vor  der  langwelligen  Eigenfrequenz  ist.  Es  wurde 
damals  gezeigt,  daß  diese  Formel  zwar  für  die  Salze  NaCl, 
KCl,   KBr,   KJ  einigermaßen  stimmt,   daß  sie  aber  für  die 


1)  W.  Voigt  hat  kürzlich  (Naohr.  d.  K.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Göttingen, 
Math.-phys.  Kl.  1918)  den  EinJfluß  der  Drehungen  der  Atome  auf  die 
ElastizitätBkonetanten  untersucht;  in  einigen  Fällen  konnte  er  dabei 
zu  Schätzungen  einer  ß  analogen  Größe  gelangen.  Man  wird  suchen 
müssen,  diese  Überlegungen  mit  der  hier  gegebenen  Theorie  zu  ver- 
schmelzen. 
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Thallium-  und   Silbersalze^)  unter  der  Annahme  einfach  ge- 
ladener  Ionen   vollständig   versagt     (vgl.    Einleitung,    S.  89, 
insbesondere  Anm.  4,   S.  89).     Die  neue  Formel  (25)   liefert, 
weitaus   bessere  Werte  für  X,  obwohl  ihre   Begründung  viel 
spekulativer  ist,  als  die  der  Formel  von  Dehlinger.    An  dem 
Versagen  dieser  kann  also  nicht,  wie  ich  früher  glaubte*),  die 
Vernachlässigung  der  Drehbarkeit  und  Deformierbarkeit  der 
Atome  schuld  sein,  deim  diese  macht  auch  die  vorliegende 
Theorie;  es  scheint  mir  vielmehr,  daß  nur  die  Bestimmung 
von  K  aus  der  empirischen  Dispersionskurve  den  Fehler  be- 
wirken kann.    Einmal  ist  die  Wahl  des  Wertes  Cq  =  n^  über- 
haupt sehr  willkürlich;  sodann  handelt   es  sich  um  stark  ge- 
dämpfte Schwingungen,  was  bei  dem  Ansätze  der  Dispersions- 
formel nicht  zum  Ausdruck  gebracht  ist.     Jedenfalls  ist  die 
neue,  direkte  Eerechnimg  der  ultraroten  Frequenzen  aus  den 
Atomkräften  erfolgreicher  als  die  anscheinend  so  hypothesen- 
freie aus  dem  Verlaufe  der  Dispersion. 

Anhang« 

Bereotanung  der  elektrisohen  Weohselwirkoniren  iwisolien  den 

Atomen. 

Eine  ausführUche  Theorie  der  elektrodynamischen  Vor- 
gange in  einem  Gitter  habe  ich  a.  a.  0.*)  gegeben.  Für  die 
Berechnung  der  Wechselwirkimgen  hat  man  die  Fälle  zu 
unterscheiden,  ob  der  Mittelwert  der  elektrischen  Feldstärke 
über  eine  Zelle  des  Gitters  verschwindet  oder  nicht.  Im 
ersten  Falle  hat  man  elastische  (akustische  und  thermische) 
Vorgange,  im  zweiten  Falle  eigentlich  elektromagnetische 
(optische).  Im  ersten  Falle  kann  man  mit  gewöhnlichen 
elektrostatischen  (Coulombschen)  Kräften  rechnen;  im  zweiten 
Falle  muß  man  die  endliche  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der 

1)  Die  Silbersalze  verhalten  sich  gegenüber  der  neuen  Theorie 
merkwürdig;  die  Formel  (27)  liefert  mit  n  =  9  viel  zu  große  Kom- 
preesibilitaten,  dagegen  stimmen  die  mit  n  =  9  aus  (26')  berechneten 
Wellenlängen  gut  mit  den  Reststrahlen  überein.  Die  amorphe  Struktur 
dieser  Substanzen  mag  vielleicht  erklären,  daß  sie  sich  elastisch  anomal 
verhalten,  während  ihre  optischen  Eigenschaften  unserer  Theorie  ent- 
sprechen. 

2)  M.  Born,  D.K.,  zit.  Anm.  1,  S.  89. 

3)  D.  K.,  2.  Teil,  §22-31. 
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elektromagnetischen  Störungen  in  Eechnung  setzen  und  die 
Kräfte  als  Lösungen  der  Wellengleichung  bestimmen. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall  der  optischen  Vorgänge. 

Die  an  den  Partikeln  angreifenden  elektrischen  Kräfte  leiten 
sich  aus  einem  Hertzschen  Vektor  ab,  der  der  Wellengleichting 
genügt ;  dieser  besteht  aus  zwei  Anteilen,  die  von  den  positiven 
und  negativen  Ionen  herrühren.  Die  auf  ein  negatives  Ion 
wirkende  Kraft  in  der  «-Eichtung  ist  gleich  dem  Werte  von 

—  ^yS"   ^^  der  Stelle  des  Ions,  wobei  q>  die  von  den  positiven 

Ionen  herrührende  Wirkung  darstellt;  <p  genügt  der  WeUen- 
gleichung  und  wird  an  allen  positiven  Partikeln  unendlich  wie 
er-'\  Entwickelt  man  nun  unter  der  Annahme,  daß  der 
Mittelwert  des  Feldes  über  eine  Zelle  nicht  verschwindet, 
nach  Potenzen  der  reziproken  Wellenlänge,  so  erh&lt  man  in 
erster  Näherung  (unendlich  lange  Wellen)  für  <p  die  Differential- 
gleichung 

(a)  |VP..+  |!i4.|!^«i^». 

^  ^  da;"        öy*        ö«'  J 

Da  nun  aus  Symmetriegründen  in  jedem  negativen  Gitterpunkte 
ist,  so  folgt  für  die  Kraft  auf  ein  Ion     • 

('')  -'j^  —  Tr5 

da  D  die  Kraft  auf  die  Ionen  einer  Art  in  der  Volumeneinheit 
bedeutet,  so  ist  der  gefundene  Wert  der  elektrische  Anteil 
zu  D  Ay  wie  im  Text  S.  95  angegeben.^) 

Bei  der  Berechnung  der  elektrischen  Beiträge  zu  den 
Elastizitätskonstanten  braucht  die  endliche  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit nicht  berücksichtigt  zu  werden.  Es  handelt 
sich  also  um  eine  rein  elektrostatische  Aufgabe. 

Eine  ebenso  elegante  wie  weitreichende  Methode  zur 
Berechnung  der  Potentiale  unendlicher  Gitter  hat  Madelung*) 
angegeben.  Er  hat  danach  selbst  den  Wert  der  potentiellen 
Energie  eines  Gitters  vom  Typus  des  NaCl  pro  Elementar- 
würfel ermittelt;  A.  Land 6  und  ich  haben  diesen  Wert  eben- 


1)  Vgl.  auch  D.  K.,  2.  Teil,  §  31,  S.  98. 

2)  A.  a.  O.  S.  6,  Anm.  2. 
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falls  berechnet  und  benutzt.^)  Für  die  Kantenlänge  1  (ge- 
rechnet zwischen  zwei  Atomen  der  gleichen  Art)  hat  dieße 
Energie  den  auf  S.  92,  Formel  (4)  mitgeteilten  Wert 

(c)  a  =  18,94  «2  . 

Wir  haben  hier  ako  nur  noch  den  Beitrag  der  elektrischen 
Kräfte  zu  der  Elastizitatskonstanten  e^  zu  bestimmen.  Nach 
der  Gittertheorie*)  beträgt  dieser: 

wobei 

(e)  y(0  -  (_  iy.+«.+«.  4 


V 


das  elektrostatische  Potential  zwischen  zwei  Gitterpunkten 
ist.    Nun  hat  offenbar  die  Summe 

in  den  beiden  Gitterpunkten  &  =  1  und  fc  =  2  einer  Zelle 
denselben  Wert;  daher  liefert  die  Summation  nach  h  einfach 
den  Faktor  2.  Beziehen  wir  außerdem  C  auf  ein  Gitter  mit 
der  lonenladung  1,  bei  dem  benachbarte  Atome  verschiedener 
Art  den  Abstand  1  haben,  so  wird 

Es  bleibt  also  nur  noch  die  numerische  Konstante  C  zu 
berechnen.  Wir  setzen  die  Summe  C  aus  den  Beiträgen  zu- 
sammen, die  die  Netzebenen  z  =  konst.  liefern.  Da  die 
Ebene ;?  =  0  nichts  zu  der  Summe  beiträgt,  kann  man  schreiben : 

dabei  ist  0  das  elektrostatische  Potential  der  Netzebene  z  =  0 
in  einem  Aufpimkte  x,  y,  z,  und  es  sind  ä  =  0,  y  =  0  und 
für  z  der  Reihe  nach  alle  positiven  ganzen  Zahlen  p  zu  setzen. 

1)  A.  a.  0.  S.  6,  Anm.  1. 

2)  Vgl.  D.  K.  Formeln  (26),  (42),  (61),  (67). 


106 


M.  Born.  Über  die  elektrische  Natur  %isw. 


Nach  Madelung^)  ist  das  Potential  der  Netzebene  j»  =  0 
im  Punkte  x,  t/,  z: 


d>«822 


ungende 


cosm^ixcosn^vy 


Daher  wird 


j>al  m     n 

ungerade 

Die  Beihe  konvergiert  außerordentlich  rasch ;  um  C  genauer 
als  auf  ly^o  ^^  erhalten,  genügt  es,  die  Indizes  m,  n  =  1^ 
und  p  =  1,2  zu  berücksichtigen.    Man  findet 

(i)  C  =  -  2,644  . 

Setzt  man  das  in  (g)  ein,  so  erhält  man  den  auf  B.  96    be- 
nutzten Wert 

(k)  CÖ-- 20,42^. 


1)  E.  Madelung  (a.  a.  0.  S.  6,  Aam.  2).  Die  angegebene  Formel 
findet  sieh  auf  S.  532  unter  8.  Das  Feld  eines  gemischten  (fl&ohen- 
zentrierten)  rechtwinkligen  ebenen  Punktgitters;  man  hat  a  es  &  e=  2, 

also  h^j^  =  l  Ym*  +  »*»  und  B  =:  l  zn  setzen. 


(Eingegangen  26.  Juli  1919.) 
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7.  2>er  JEffekt  des  elektrischen  Feldes 

auf  Idnien  des  Argons  und  des  Sauerstoffs^' 

von  JE.  Böttcher  und  F.  Tuczek. 

1.  Problemstellung.  Nach  den  Vorstellungen  Starke  wird 
die  Ton  einem  äußeren  Feld  herrührende  elektrische  Kraft  im 
Innern  des  Atoms  durch  seine  an  der  Peripherie  sitzenden, 
lose  gebundenen  Elektronen  geschwächt,  indem  diese  sich  durch 
das  äußere  Feld  verschieben.  Die  Wirkung  eines  Feldes  auf 
die  mehr  im  Innern  liegenden  Serienelektronen  muß  demnach 
um  so  geringer  sein,  je  mehr  Elektronen  das  Atom  überhaupt 
enthält,  d.  h.  je  größer  das  Atomgewicht  ist,  und  zweitens  je 
mehr  leicht  verschiebbare  Elektronen  an  der  Peripherie  des 
Atoms  vorhanden  sind.  Als  solche  sind  aber  die  Valenz- 
elektronen  zu  betrachten.  Hiemach  hat  man  also  eine  Ab- 
nahme des  elektrischen  Effektes  mit  zunehmender  Valenzzahl 
zu  erwarten.  In  der  Tat  konnten  Stark  und  Hardtke^) 
durch  Vergleich  des  elektrischen  Effektes  auf  entsprechende 
Glieder  der  diffusen  Nebenserie  von  Na,  Cu,  Ag^  und  AI  nach- 
weisen, daß  die  Verschiebung  für  die  ersten  drei  einwertigen 
Elemente  ungefähr  gleich,  für  das  dreiwertige  AI  aber  erheblich 
geringer  ist.  ^ 

In  diesem  Zusammenhang  ist  es  von  Interesse,  wie  sich 
einmal  die  Edelgase  und  zweitens  Elemente  mit  der  Valenz- 
zahl 2  verhalten.  Von  den  Edelgasen  werden  bekanntlich  die 
Linien  des  He  sehr  stark  zerlegt,  beim  Neon  fand  Nyquist^, 
dessen  Arbeit  uns  leider  nicht  zugänglich  war,  einen  Effekt 
des  elektrischen  Feldes.  Wir  untersuchten  das  Argon.  Es 
bestand  die  Möglichkeit,  daß  hier  eine  der  ersten  oder  diffusen 
Duplet-Nebenserie  der    oben    aufgeführten,    von   Stark    und 


1)  Die  vorliegende  UntereuchuDg  ist  mit  Unterstützung  der  Jagor- 
Süfhmg  aasgefttbrt  worden. 

2)  Stark  a.  Hardtke,  Ann.  d.  Phys.  38.  S.  712.  1919. 
8)  Nyquist,  Phys.  Rev.  (II).  8.  226.  1917. 
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Hardtke  untersuchten  Elemente  entsprechende  Serie  gefunden 
und  es  so  gelingen  würde,  durch  den  Vergleich  der  Ver- 
schiebungen bei  Argon  und  jenen  Elementen  eine  weitere  Stütze 
der  Starkschen  Theorie  zu  liefern.  Es  mag  yorweggenommen 
werden^  daß  keine  solche  Serie  auftrat^  und  wir  überhaupt  keine 
Verschiebung  oder  Zerlegung  von  Argonlinien  feststellen  konnten. 

Als  zweiwertiges  Element  wählten  wir  den  Sauerstoff. 
Als  zweiter  Qesichtspunkt  für  diese  Wahl  war  maßgebend,  daß 
Sauerstoff  ein  Bogen-  und  ein  Funkenspektrum  besitzt,  denen 
nach  Stark  yerschiedene  Träger,  nämlich  das  O'^-Atomion 
für  das  Bogen-  und  das  O'^'^-Atomion  für  das  Funkenspektrum 
zukommen.  In  Analogie  zu  anderen  EHementen  ist  auch  für 
Sauerstoff  zu  erwarten,  daß  die  Bogenlinien  stärker  beeinflußt 
werden. 

2.  Methode.  Die  Untersuchungen  wurden  nach  der  Methode 
der  ersten  Eathodenschicht  gemacht,  und  zwar  wurde  für 
Argon  dieselbe  Röhre  verwendet,  die  schon  früher  von  Stark, 
Hardtke  und  Liebert^)  beschrieben  ist,  für  Sauerstoff  eine 
R(}hre  aus  gewöhnlichem  Glas  von  4  mm  Innendurchmesser 
mit  gut  anschließender  Aluminiumkathode.  Es  wurde  mit 
Gleichstrom  gearbeitet,  die  Stromstärke  betrug  1 — 2  Milli- 
ampere, die  Entladungsspannung  bei  Argon  etwa  4400,  bei 
Sauerstoff  S400  Volt  Die  Feldstärke  ließ  sich  aus  der  Zer- 
legung der  Wasserstofflinien,  die  im  Argonspektrum  auftraten, 
im  Maximum  zu  etwa  26000  V/cm  bestimmen.  Der  Baum 
yor  der  Kathode  wurde  in  der  üblichen  Weise  durch  ein 
Tessar  auf  den  Spalt  eines  Gitterspektrographen  abgebildet,  der 
schon  früher  beschrieben  ist^,  und  dessen  Dispersion  11  bis 
16  Ä/mm  betrug.  Eün  Wollastonprisma  zwischen  Bohre  und 
Tessar  trennte  p-  und  s-Eomponenten. 

S.  Ergebnisse,  a)  Argonlinien.  Tab.  I  enthält  die  Wellen- 
längen der  von  uns  untersuchten  Argonlinien.  Eine  Zerlegung 
oder  Schrägstellung  konnte  nicht  aufgefunden  werden. 

b)  Sauerstoff-Funkenlinien.  An  den  in  Tab.  11  aufführten 
Sauerstoff- Funkenlinien  fanden  wir  ebenfalls  keine  Wirkung 
des  Feldes. 


1)  J.  Stark,  O.  Hardtke  und  G.  Liebert,    Ann.  d.  Phjs.  66. 
S.  569.  1918. 

2)  Ann.  d.  Phys.  48.  S.  195.  1915. 
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Tabelle  L 


1.  Bote«  ArgODBpektram 

2. 

Blaues  Argonspektrum 

nach  £der  n.  Valenta. 

nach  £der  n.  Valenta. 

Wellenlloge  IntenBitftt 

Wellenlttnga 

Intensitftt 

1  Wellenlänge 

Intensität 

4622,49 

8 

4847,94 

2 

4481,99 

7 

4510,95 

5 

4806,17 

4 

4426,16 

8 

4885,42       i          5        | 

4765,04 

5 

4400,25 

8 

4800,18 

5 

4786,08 

8 

4379,79 

7 

4272,27 

10 

4727,00 

5 

4371,46 

6 

4266,41 

» 

4658,04 

5 

4348,22 

10 

4259,42       i          9 

4687,85 

4 

1     4331,31 

4 

4200,76                 9 

4609,78 

10        !      4277,65 

10 

4198,42                 8 

4590,05 

8       '      4228,57 

5 

4164,86                 5 

4575,58 

8        '      4178,50 

3 

4158,68                 9 

4568,87 

7        '      4158,65 

•          2 

4044,56                 5 

4545,26 

9       {      4131,91 

8 

i 

4503,15 

2        li      4104,11 

;       5 

■ 

4498,68 

2 

|;     4072,16 

i          6 

1 

Tabelle  11. 

O-Fnnkenlinien  (nach  Neovis). 


Wellenlänge 

Intensität 

Wellenlänge 

Intensität 

4710,1 

2 

4351,4 

mehiÜBch 

4705,6 

3 

4345,4 

mehrfach 

4699,4 

8 

4887,0 

4 

4676,6 

6 

4319,6 

6 

4661,6 

6 

4317,1 

6 

4651,0 

10 

4803,5 

4 

4688,9 

6 

4288,5 

6 

4609,4 

6 

4258,7 

5 

4596,8 

9 

4190,0 

7 

4591,0 

10 

4185,5 

7 

4469,4 

8 

4158,6 

2 

4465,8 

4 

4119,5 

6 

4452,2 

4 

4088,9 

4 

4448,0 

8       1 

4085,2 

4 

4417,2 

10        1 

4076,2 

8 

4415,0 

8        1 

c)  Saaerstoff-Bogenlinien.  In  Tab.  HE  sind  die  Ergebnisse 
bezüglich  der  von  uns  untersuchten  Bogenlinien  zusammen- 
gestellt Von  der  Dupl^thauptserie  erschien  in  unseren  Spektro- 
grammen  nur  das  2.  Qlied,  X  «  4368,5,  das  keinen  Effekt  zeigt, 
Yon  der  Triplethauptserie  nur  das  8.  Glied,  X  =  3947,8,  das 
aber  so  dicht  an  der  intensiyen  AI-Linie  3944  liegt,  daß  wir 
keine  bestimmten  Aussagen  über  seine  Beeinflussung  machen 
können.    Das  8.  bis  7.  Glied  der  I.  Tripletnebenserie  zeigt  eine 


HO 
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Versohiebnng  nach  Bot,  die  mit  wachsender  GliedBimuDer 
stark  znnimmt^  wie  es  bei  allen  bisher  nntersochten  Serien  der 
Fall  ist  Weitere  Glieder  waren  auf  unseren  Spektrogrammen 
nicht  zu  eilcennen. 

Tabelle  UI. 

O-Bogenlinien  (nach  Bonge  nnd  Paaehen). 


GHed- 
numiDer 


WellenUnge 


Intensi- 
tit 


Venehielnuig 
Al'mk 


Dispenioii 

i/. 


8 


a)  Duplethauptserie. 

4868,466      |      10      i  nicht  merklich  |       16 

b)  Triplethaaptaerie. 

3947,769)    1  I 

8947,661  M      10       i  ?  i       16,5 

8947,480)    i  j  : 

c)  I.  Tripletnebenserie. 


5880,885  ) 

5829,774  \ 

5329,162  ) 

4968,94 

4968,04 

4967,58 

4778,94 

4778,07 

4772,72 

4655,54 

4654,74 

4654,41 

4577,84 

4576,97 


10 


} 

} 

1 


8 


+  0,71 


+  2,0 


+  5,4 


+  7,6 


1  +9,8 

d)  IL  Tripletnehenaerie. 


11,9 


12,0 


14,0 


14^6 


16,0 


2 


8 


5487,041  \ 
5435.968  \ 
5485,371  ) 
5020,81 
5019,52 
5018  96 
4803.18 
4802,88 
4801,98 


I 
} 


nicht 
merklich 


w 


»» 


10,0 


11,5 


18,8 


d)  Nene  Linien  des  Sauerstoffs.  Wir  beobachteten  mm 
erstenmal  die  in  Tab.  IV  angegebenen  Linien,  die  nur  im 
elektrischen  Feld  auftreten.  Die  Bestimmung  der  Wellen- 
längen kann  nicht  auf  große  Genauigkeit  Anspruch  m^Hti^ffi, 
eben  weü  die  Litensit&t  mit  abnehmendem  Feld  dem  Wert 
Null  zustrebt    Die  Litensit&t  der  «-Komponenten  war  ao  klein» 
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daB  ihre  Verschiebiiiig  nicht  gemessen  werden  konnte;  die 
Verschiebnng  ist  aber  etwa  ebensogroB  wie  die  der  /^Kompo- 
nenten. Die  Eigenschaften  der  neuen  Linien  sind  im  folgen- 
den korz  Bosammengestellt: 

Tabelle  IV. 

Nene  O-LiDien. 


WellenliBge 

Intenntftt 
(SchätsoDg) 

Venchiebniig 
Jl  in  1 

Dispersion 

4846 
4748 
4634 
4559 

1 
2 
8 

4 

-2,1 
-  8^ 
-4,5 

18,9 
14,0 
15,0 
16,0 

1.  Die  linen  haben  nur  im  elektrischen  Feld  merkliche 
Intensität 

2.  Sie  werden  durch  das  Feld  nach  Violett  rerschoben 
im  Gegensatz  zur  I.  Tripletnebenserie). 

3.  Die  Linien  rücken  bei  kleineren  Wellenlängen  näher 
aneinander  und  an  die  Glieder  der  L  Tripletnebenserie. 

4.  Die  Intensität  nimmt  mit  abnehmender  Wellenlänge 
zu  (im  Gegensatz  zum  gewöhnlichen  Verhalten  von  Serien- 
linien). Die  Reihe  bricht  mit  dem  intensivsten  Oliede  ab, 
ohne  daß  eine  Andeutung  eines  weiteren,  weniger  inten- 
siven  Gliedes  zu  bemerken  wäre.  Dies  Verhalten  ist  außer- 
ordentlich bemerkenswert 

6.  Die  /»-Komponenten  sind  erheblich  intensiver  als  die 
«-Komponenten. 

6.  Mit  wachsender  Feldstärke  scheint  die  Intensität  der 
Linien  mit  größeren  Wellenlängen  schneller  zu  wachsen  als 
die  der  Linien  mit  kleineren  Wellenlängen.  (Ebenso  verhalten 
sich  die  He-Serien,  die  nur  im  elektrischen  Feld  erscheinen.^) 

7.  Die  Verschiebung  hat  etwa  die  gleiche  Größe  wie  bei 
der  L  Tripletnebenserie  des  Sauerstoffs  und  bei  der  fast  scharfen 
He-II-Haupt-  und  Nebenserie.^  IJit  der  letzteren  haben  die 
neuen  Linien  außer  den  unter  1.,  2.,  4.,  6.  und  7.  aufgef&hrten 
Punkten  auch  die  fligenschaft  6.  gemeinsam,  die  aber  bei  den 


1)  J.  Stark,  Anli.  d.  Phys  M.  S.  577.  1918. 
t)  G.  Liebert,  Ann.  d.  Phya.  68.  &  589.  1918. 
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O-Linien  viel  stärker  ausgeprägt  ist  Wir  konnten  dies  fest- 
stellen dui*oh  Vergleich  mit  einer  Platte,  die  uns  Herr  Ptof. 
Stark  zur  Verfügung  stellte,  und  die  er  zur  Untersuchung 
des  Spektrums  von  Silber  in  Helium  angenommen  hatte. 
Nach  den  obigen  Feststellungen  ist  man  wohl  berechtigt^  die 
Yon  uns  gefundenen  O-Linien  als  eine  zur  L  Tripletnebenserie 
gehörige  fiast  scharfe  Nebenserie  anzusprechen. 

Herrn  Prof.  J.  Stark  y^danken  wir  die  Anregung  zu 
dieser  Arbeit  und  ihre  rege  Förderung. 

Greifswald,  Physikalisches  Institut^  Juli  1919. 

(Eingegaiigen  5.  Augiut  1919.) 


Pniek  Ton  Ketsger  d  Wittig  in  lietpsig. 
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I.  Vntersuchu/ngen  über  die  Grundlagen  zum  Bau 
van  Trcmspartgefäßen  für  verflüssigte  Oase; 

van  Fritz  Banneitz,  Gerhard  Rhein 

und  Benna  Kurze. 

(Aus  dem  Physikalischen  Institut  der  Uniyereit&t  Leipzig.) 

Inhaltsübersicht:  1.  Allg«  meines.  —  2.  Die  WArmeisoIation.  — 
3.  Doppelwandige  Glasgef&ße.  —  4.  Gef&ße  aus  Zelluloid.  —  5.  Gefäße 
der  Fiima  Ahrendt.  —  6.  Voiversuche  mit  Metallgef&ßen.  —  7.  Doppel- 
wandige Metallgefäße.  —  8.  Weitere  Versuche  mit  äetallyakuumgel&ßen, 
inabeaondere  ^Schutz  gegen  Wärmestrahlung.  —  9.  Über  die  Entgasung 
von  Eisenblechen. 

Die  vorliegenden  Untersuchungen  entstanden  im  Anschluß 
an  Versuche  von  Prof.  Lilienfeld,  der  schon  vor  mehreren 
Jahren  ein  Metallvakaumgefäß  hat  bauen  lassen.  Als  mit 
Beginn  des  Krieges  die  Luftfahrt  erhöhte  Bedeutung  erhielt, 
veranlagte  Prof.  Wiener  die  Portsetzung  der  Lilienfeldschen 
Bemühungen  zur  Gewinnung  eines  möglichst  vollkommenen 
Metall  Vakuumgefäßes,  die  unter  seiner  und  Prof.  Lilien  felds 
ratender  Beihilfe  erfolgten.  Auch  mag  nicht  unerwlüint  bleiben, 
daß  Graf  v.  Zeppelin,  als  er  von  den  Versuchen  hörte,  ihre 
Bedeutung  für  gewisse  Aufgaben  der  Luftfahrt  erkannte  und 
den  lebhaftesten  Anteil  an  dem  Fortgang  der  Arbeiten  nahm. 

Da  der  Bau  großer  Metallvakuumgefäße  außerhalb  der 
Leistungsfähigkeit  eines  Universitätslaboratoriums  liegt  und 
unsere  Arbeiten  zudem  erheblich  unter  den  Schwierigkeiten 
der  Materialbeschaffung  litten,  so  mußten  wir  uns  darauf  be- 
schränken^  die  Grundsätze  aufzustellen,  nach  denen  stationäre 
und  transportable  Gefäße  für  verflüssigte  Gase  zu  kon- 
struieren sind,  wenn  man  den  Abdampf  Verlust  nach  Möglich- 
keit herabzusetzen  wünscht. 

1.  AUgemeines. 

Als  uQsere  Arbeit  begann,  benutzte  man  fast  ausschließ- 
lich zur  Aufbewahrung  und  zum  Transport  verflüssigter  Gase 

AoBAleii  d«r  PbjtQr.    TV.  Folge.    61.  8 
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«He  von  der  Firma  Burger  in  Berlin  hergestellten  dopivl- 
wandigen  und  versilberten  Glasgefäße.  Sie  können  maximal 
nur  für  5  Liter  hergestellt  werden  und  haben  außerdem  den 
Nachteil,  daß  ihre  Lebensdauer  sehr  begrenzt  ist.  Sie  beträgt 
bei  starker  Bentftzung  infolge  der  bei  oft  wiederholter  Tempe- 
raturänderung ausgelösten  61asspannu]:^;;en  durchschnittlich 
nur  einige  Monate. 

Je  gi'ößer  ein  solches  Gefäß  ist,  desto  geringer  ist  im  Ver- 
hältnis zu  seinem  Inhalt  der  Verlust  durch  Verdampfung,  da 
die  Wärmezufuhr  hauptsächlich  der  Oberfläche  des  Gefäßes 
(»"oportional  ist.  Daher  ist  es  zweckmäßig,  ein  großes  Gefäß 
statt  mehrerer  kleiner  zu  benutzen.  In  erster  Annäherang 
wird,  man  den  absoluten  Abdampf  Verlust  der  V,  Potenz  den 
Volumens  proportional  setzen  dürfen,  den  prozentischen  Ab- 
dampfverlust umgekehrt  proportional  der  dritten  Wurzel  au? 
dem  Volumen. 

Der  Gewichtsverlust  der  Plüssigkeitsmenge  oder  die  Ab- 
dampfmenge eines  Gefäßes  gibt  das  beste  Kriterium  für  seine 
Güte.  Die  Abdampf  menge  für  24  Stunden  soll  mit  il  be- 
zeichnet werden  und  es  ist  dann  mit  Bücksicht  auf  den  Volnni- 
inhalt  I  eines  Gefäßes  die  prozentuale  Abdampfmenge. 

Zunächst  sollen  kurz  die  Mittel  und  Wege  betrachtet, 
werden,  durch  die  ein  Gefäß  gegen  Wärmezufuhr  isoliert  wer- 
den kann. 

2.  Di«  WärmeiBolatioii. 

Die  Abdampfmenge  eines  Gefäßes  für  flüssige  Gase  wird 
hervorgerufen:  a)  durch  die  Wärmeleitung  des  Materials, 
aus  dem  das  Gefäß  hergestellt  bzw.  mit  dem  es  umgeben  ist , 
in  Eichtung  senkrecht  zu  den  Ciefäßwänden,  b)  durch  die 
durch  Wandungen  und  Halsöffnung  eindringenden  Wärme - 
strahlen,  c)  durch  die  Wärmeleitung  der  Halswandung  umi 
(1)  durch  den  Wärmeaustausch,  dor  durch  die  Halsöffmmg 
erfolgt . 

a)  Wegen  der  »ehr  geringen  Wärmekapazität  und  Vei- 
dampfungswärme  flüssiger  Gase  ist  es  notwendig,  ein  mög- 
lichst gutes  Isolationsraittol  zu  benutzen. 

Eines  der  besten  W^ärmeisolatioiLsmittel  ist  die  Luft,  Doch 
stört  hier  die  Wärmekonvektion  infolge  der   ['mlaufbewegunß 
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der  Luft,  die  nur  in  sehr  engen  Gefäßen  vorniiedon  wird.  Dio 
Hintanhaltung  solchen  Umlaufs  ist  der  Zweck  von  porösen 
Stoffen,  wie  Federn,  Jute,  Kork,  Gunmii  uml  Kieselgur.  Aber 
ein  Teil  der  günstigen  Wirkung  dieser  Stoffe  wird  wieder  auf- 
gehoben durch  ihre  eigene,  gegenüber  der  Luft  größere  Wärme- 
leitung. 

Ein  öfters  in  der  Patentliteratur  ausgesprochener  Gedanke , 
die  kalten  Gase  der  verdampfenden  Flüssigkeit  zur  Isolation  und 
Ftufenweisen  Kühlung  des  Gefäßes  zu  benutzen,  hat  zu  dem 
folgenden  Versuch  geführt: 

Es  Wurde  ein  2  Liter  farsendes  Gefäß  aus  Pappe  (Fig.  1) 
hergestellt.  Dasselbe  war  mit  einem  Abstand  von  1  cm  von 
einem  zweiten  umgeben,  und  dieses  wiede- 
rum von  einem  dritten.  TVird  das  innere 
Gefäß  mit  flüssiger  Luft  gefüllt,  so  durch- 
streichen die  hier  entstehenden  kalten  Gase 
ilie Zwischenräume,  wie  in  der  Figur  durch 
Pfeile  erkenntlich,  und  sollen  dachirch  die 
Stärke  der  Verdampfung  verringern.  Außer- 
dem waren  die  innere  Wandung  des  äußeren 
und  die  äußere  Wandung  des  mittleren  Ge- 
fäßes mit  Stanniol  beklebt,  um  die  Strahlung 
abzuhalten. 

Das  Besultat  mit  diesem  geschachtelten 
Pappgefäß    war    wider    Erwarten   schlecht. 
Kq  verlor  in  einer  Stunde  0,4  kg  flüssige  Luft,  (bis  maclit  i!i 
24  Stunden  9,6  kg. 

Die  oben  erwähnte  Zirkulation  verschwindet  (hirch  mög- 
lichste Luftleere,  die  zugleich  die  Wärmeleitung  der  Luft  herab- 
setzt (Weinhold,  Dewar).  Das  günstigste  ist  also  das 
extreme  Vakuum.  Dieses  Prinzip  ist  bei  den  an  einer  Luft- 
pampe  evakuierten  doppelwandigen  Glasgefäß<*n  der  Firnui 
ilnrger  angewandt. 

Es  ist  auch  versucht  worden,  ein  gutes  Vakuum  dadurch 
herzustellen,  daß  man  die  Luftfüllung  des  Zwisclionraumos 
eines  doppelwandigen  Gefäßes  mechanisch  durch  ein  Gas  vei- 
tlrängt,  das  bei  <iör  Temperatur  der  fl lässigen  Luft  kondensiert 
wird.  Es  entsteht  dadurch  von  selbst  ein  Vakuum,  falls  diej^f 
(iasfüllung  keinerlei  Beimengung  von  anderen  Gasen  enthält,  die 
l)ei  der  vorherrschenden  Temperatur  sich  noch  nicht  verflüssigen. 
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Ferner  hat  man  nach  Dewar  Holzkohle  zwischen  den 
Wandungen  so  angebracht,  daß  diese  durch  den  kalten  Inhalt 
abgekühlt  wird  uad  die  noch  vorhandenen  Gase  absorbiert 
(Alirendt-Gefäße). 

Diese  beiden  Methoden  haben  den  Nachteil,  daB  es  dabei 
sehr  schwierig  ist,  die  letzten  Gasreste  zu  entfernen. 

b)  Eine  starke  Wärmezufuhr  tritt  durch  Strahlung  ein, 
wenn  man  Gefäße  benutzt,  die  Licht-  odec  W&rmestrahlen 
durchlassen.  Bei  Glasgefäßen  schützt  man  sich  hiergegen  be- 
kanntlich durch  Versilberung  dei  Glaswände. 

c)  Doppelwandige  Vakuumgefäße  haben  eine  direkte  Ver- 
bindung der  äußeren  Wandung  mit  dec  inneren  im  allgemeinen 
an  der  Einfüllstelle.  Hier  konunt  die  direkte  Leitfähigkeit 
des  Materials  zur  Geltung,  die  bei  Verwendung  von  Metallen 
sehr  von  Bedeutung  sein  kann.  Es  ist  daher  zweckmäßig, 
daß  man  zur  Herstellung  des  Halses  ein  Material  von  möglichst 
geringer  Wärmeleitfähigkeit  wählt,  und  dem  Hals  einen  tanUeh 
geringen  Durchschnitt  verleiht. 

d)  Zuletzt  kommt  noch  die  Wärmezufuhr  durcli  die  Biais- 
öffnung  in  Frage,  die  wohl  hauptsächlich  durch  die  Zirkulation 
der  in  dieser  vorhandenen  Gase  und  durch  die  dort  eindringen- 
den Wärmestrahlen  hervorgerufen  wird. 

Die  Summe  dieser  Verluste  gibt  die  Gesamtverluste  eines 
Gefäßes  an,  die  sich  einfach  durch  Wägung  ermitteln  lassen. 
Schwieriger  ist  es  hingegen,  diese  Verluste  zu  trennen  oder 
einzeln  festzustellen. 

Durch  die  im  folgenden  beschriebenen  Versuche  sollen  die 
Einzel  Verluste  nach  Möglichkeit  ermittelt  werden.  Auch  wer- 
den Versuche  beschrieben,  bei  denen  verschiedene  Materialien 
und  Herstellungsarten  ausgeprobt  wurden. 

3.  Die  doppelwandigen  Qlasgef&Be. 

a)  Verluste  in  diesen  Gefäßen,  Zur  Aufbewahrung  und  zum 
Transport  verflüssigter  Gase  werden  von  der  Firma  Bürger 
Gefäße  in  zwei  Größen  hergestellt,  die  2  bzw.  5  Liter  fassen. 
Zur  Ermittelung  der  Gesamtverluste  solcher  Gefäße  wurden 
sie  mit  flüssiger  Luft  gefüllt,  und  die  Gewichtsabnahme  des 
Inhalts  während  einer  bestimmten  Zeit  festgestellt. 

Da  flüssiger  Sauerstoff  etwas  langsamer  verdampft  als 
flüssiger   Stickstoff,  so  wird  der  zurückbleibende   Best  einer 
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gegebenen  Menge  flüssiger  Luft  allmählich  immer  Sauerstoff - 
reicher  und  verdampft  dementsprechend  langsamer.  Dieser 
Unterschied  ist  jedoch  gering  und  kommt  bei  diesen  Versuchen 
nicht  in  Frage. 

Eemer  kann  es  von  Bedeutung  sein,  ob  ein  solches  Gefäß 
ganz  oder  teilweise  mit  flüssiger  Luft  gefüllt  ist,  denn  die  die 
flüssige  Luft  berührenden  Oberflächen  der  Wandungen  nehmen 
nicht  proportional  der  Menge  der  Flüssigkeit  ab.  Nehmen  wir 
ein  kugelförmiges  Gefäß  an,  so  wird  die  Oberfläche  der  den 
jeweiligen  LGihalt  berührenden  Wandungen  prozentual  größer, 
je  weniger  Flüssigkeit  im  Gefäß  vorhanden  ist.  Hieraus  könnte 
man  schließen,  daß  die  Flüssigkeit  um  so  schneller  verdampfen 
würde,  je  weniger  im  Gefäß  ist.  Die  hier  untersuchten  Gefäße 
der  Firma  Burger  sind  nun  aber  so  gut  ausgepumpt,  daß  dies 
kaum  in  Betracht  kommt,  denn  die  Leitfähigkeit  der  Glas- 
wandung ist  hierbei  größer  als  die  Leitfähigkeit  des  Vakuums. 
Infolgedessen  spielt  bei  gutem  Vakuum  die  ganze  Oberfläche 
stets  dieselbe  Bolle,  einerlei  bis  zu  welchem  Grade  das  Gefäß 
gefüllt  ist. 

Dies  wurde  experimentell  dadurch  geiiinden,  daß  das  Ge- 
wicht eines  mit  flüssiger  Luft  gefüllten  5  Liter- Gefäßes  in  be- 
stimmten Zeitintervallen  festgestellt  wurde.  Aus  den  Diffe- 
renzen ergibt  sich  dann  der  jeweilige  Verlust  an  flüssiger  Luft. 
Dieses  Gefäß  war,  in  Watte  verpackt,  in  einem  Eolzkasten 
untergebracht  und  mit  einem  Wattepfropfen  verschlossen. 

Trägt  man  die  so  gefundenen  Gewichte  als  Funktion  der 
Zeit  auf,  so  erhält  man  eine  fast  gerade  Linie  (Fig.  2,  Kurve  I). 

Es  verdampfte  die  ganze  Flüssigkeit  von  4,81  kg  flüssiger 
Luft  in  18  Tagen.  Das  ergibt  im  Mittel  870  g  Verlust  in 
24  Stunden  oder  prozentual  zum  Lihalt  7JI^/q/24  Std.  Am 
ersten  Tage  verdampften  880  g/24  Std.,  während  der  Verlust 
am  letzten  Tage  850  g/24  Std.  betrug. 

Zum  Vergleich  wurden  noch  verschiedene  andere  6  Liter- 
Gefäße  untersucht,  die  hierbei  zwar  nur  bis  zur  Hälfte  gefüllt 
wurden.  Dieselben  verloren  im  verpacktem  Zustand  870,  861 
(0,02ö  kg/Tag  auf  1  dm«  Gefäßoberfläche),  894  und  880  g 
in  24  Stunden. 

Sodann  wurde  der  gleiche  Versuch  mit  einem  2  Liter- 
Gefäß  vorgenommen.  Dieses  war  mit  einer  2  cm  dicken  Filz- 
schicht umgeben  und  in  ein  Drahtgestell  eingebaut.     Audi 
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liierbei  ergab  sich  eine  geraile  Linie  (Fig.  2,  Kurve  II).  Die^^ea 
Gefäß  verlor  seinen  Inhalt  von  1,88  kg  flüssiger  Luft  in  7  Tagen 
und  20  Stunden.  Das  ergibt  im  Mittel  einen  Verlust  von  240  g 
in  24  Stunden  oder  prozentual  zum  Inhalt  12.7%/ 24  Std. 
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Fig.  2. 


Ebenso  wurden  noch  verschiedene  andere  2  Liter-Gefäße 
im  verpackten  Zustand  untersucht.  Dieselben  verloren  240. 
250  und  224g/24Std. 

b)  Einfluß  der  Verpackung  U7id  des  Verschlusses.  Es  er- 
schien nun  auch  wünschenwert-,  festzustellen,  wie  groß  der 
Einfluß  der  Verpackung  auf  die  Verluste  des  Gefäßes  ist.  Zu 
diesem  Zweck  wurden  die  Gefäße  einmal  mit  und  einmal  ohne 
Verpackung  ausgewogen.  Es  ergab  sich,  daß  die  Verluste 
eines  5  Liter- Gefäßes  bei  Watte  Verpackung  um  2,6%  niedriger 
waren.  Durch  Entfernen  des  als  Verschluß  dienenden  Watte - 
pfi-opfens  wurden  die  Verluste  um  noch  weitere  5%  vergrößert ; 
also  vermindert  die   Gesamt  Verpackung  den  Verlust  uin  rund 

c)  Wärmeleitung  durch  die  Halsxcandung.  Die  Wärme- 
zufuhr durch  die  Glaswandung  des  Halses  läßt  sich  verhältnis- 
mäßig einfach  ermitteln,  wenigstens  angenähert.  Es  wurde  9xi 
diesem  Zweck  ein  2  Liter-Gefäß,  dessen  Abdampfmenge  unter 
normalen  Verhältnissen  bekannt  war,  mit  fliJssiger  Luft  etwa 
dreiviertel  voll  gefüllt.  Dann  wurde  ein  Glasstab  von  be- 
kanntem   Querschnitt  und   YgUi  Ijänge  in  das   Gefäß  hinein- 
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getaucht,  so  (laß  das  untere  Ende  des  Stabes  etwa  5  cm  in 
flüssiger  Luft  stand,  während  das  andere  Ende  aus  dem  Ge- 
fäß herausiagte.  Mittels  Wattepfropfens  wurde  der  freibleibende 
Teil  der  Halsöffnuug  verstopft.  Das  obere  Ende  des  Glas- 
.stabes  war  hierbei  auf  Zimmertemperatur,  das  untere  auf  der 
Temperatur  der  flüssigen  Luft.  Zwischen  beiden  Enden  be- 
stand demnach  einTemperaturgefälle  von  210®.  Durcli  Wägang 
wurde  jetzt  wieder  festgestellt,  wieviel  clas  Gefäß  mit  dem 
Glasstab  verloi.  Dieser  Verlust,  vermindert  um  den  Verlust 
des  Gefäßes  unter  normalen  Verhältnissen,  ergibt  den  Verlust, 
der  durch  die  Leitung  des  Glasstabes  herbeigeführt  wird.  Auf 
•  lieses  Weise  wurde  der  Versuch  nun  mit  Glasstäben  von  ver- 
schiedener Dicke  ausgeführt  und  es  ergab  sich  hierbei  im 
Mittel  ein  Verlast  von  30g/24St(l.  pro  (^ladratzentimeter 
Olasquerschnitt. 

Der  Glashals  eines  5-Liter- Gefäßes  hat  bei  einer  lichten 
Weite  von  4  cm  einei  Dicke  des  Glases  von  1,3  mm  den  Quei- 
schnitt  von  169  qmm.  Man  kann  also  hieraus  sehließen,  daß  bei 
einem  5-Liter-Glasgefäß  der  Verlust  durch  die  Leitfähigkeit 
der  Halswandung  61  g/24  Std.^)  beträgt. 

Bei  einem  2-Lit er- Gefäß,  das  einen  (Querschnitt  des  Halses 
Von  128  qmm  hat,  wenn  man  die  lichte  Weite  zu  8  cm  und  die 
Wandstärke  zu  1,3  mm  einsetzt,  Ixnechnet  sich  der  Verlust 
zu  88g/24Std.i) 

d)  Verlust  durch  Strahlung.  Die  Wärmezufulir  durch 
Strahlung  ist  bedeutend  -schwieriger  zu  bestimmen,  deim  sie 
hängt  sowohl  von  der  Absorption  wie  von  der  Durchlässigkeit 
der  Versilberung  ab.  Wu*  können  einen  Vergleich  ziehen 
zwischen  einem  versilberten  imd  einem  un versilberten  Gefäß 
und  ermitteln  dadurch,  wieviel  Wärmezufuhr  durch  die  Ver- 
silberung abgehalten  wird.  Man  findet  aber  hierdurch  immer 
noch  nicht,  wieviel  Wärmestrahlen  noch  durch  die  versilberten 
Wände  hindurchtreten. 

Einen  oberflächlichen  Vergleich  erhalten  wii*,  wemi  wir 
f-iu  noimales  doppelwandiges  und  versilbertes  mit  einem  un- 
vvrsilberten  vergleichen,  unter  der  Aimahme.  daß  in  beiden 
(^fäßen  das  Vakuum  das  gleiche  ist. 

Es  stand  auch  ein  dreiwandiges,  nicht  versübertes  Gefäß 
von  etwa  2  Litern  Inhalt  zur  Verfügung,  das  2,68  kg/ 24  Std. 

1)  Ohne  Beiückfidchtigimg  der  V^ersilbeniiig  des  Glasen. 
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und  ein  gleichgroßes  doppel wandiges,  welches  3,0  kg/24  Std. 
(nicht  verpackt)  verlor,  während  ein  versilbertes  Gefäß  etwa 
250  g/ 24  Std.  verliert. 

Man  ersieht  hieraus,  daß  der  Einfluß  der  Strahlung  ganz 
bedeutend  ist. 

E^ne  Überschlagsrechnung  aus  den  oben  angegebenen 
Daten  kann  uns  schon  einen  Anhalt  geben.  Ein  evakuiertes, 
aber  nicht  versilbertes  2-Lit«r- Gefäß  verliert  allein  durch 
Strahlung  etwa  2,5  kg/ 24  Std.  Durch  die  Versilberung  machen 
wir  nun  das  Gefäß  für  Strahlen  undurchdringlich  mit  Aus- 
nahme der  ELalsöffnung.  Diese  beträgt  etwa  0,7%  der  Kugel - 
Oberfläche.  Die  durch  den  Hals  eindringenden  Strahlen  w^r<len 
demnach  nur  17,5  g/24  Std.  der  Flüssigkeit  verdampfen.  Nach 
dem  VeiBuch  mit  dem  doppelwandigen  un versilberten  2-Liter- 
Gefäß  würde  sich  der  Einfluß  der  Halsstrahlung  zu  20  g/24  St . 
ei^ben. 

e)  Abhängigkeit  vom  Vakuum,  Wie  schon  erwähnt,  spielt 
die  Güte  des  Vakuums  eine  große  Bolle.  Um  nun  den  Ver- 
lauf der  Verluste  für  verschiedene  Vakua  festzustellen,  und  um 
zu  erfahren,  wie  weit  man  durch  Verbesserung  des  Vakuums 
kommen  kann,  wurde  ein  versilbertes  2-Liter-Ge&ß  bei  ver- 
schiedenen Drucken  untersucht.  Unter  Zwischenschaltung 
einer  mit  flüssiger  Luft  gekühlten  Vorlage  wurde  es  an  eine 
Gäde- Quecksilberpumpe,  die  in  Verbindung  mit  einem  Mac- 
Leod-Manometer  stand,  angeschlossen. 

Für  die  Werte  bis  zu  1  Hunderttausendstel  Millimeter 
zeigt  das  Mac-Leod  noch  die  Drucke  an;  unterhalb  dieses 
Druckes  sind  wir  jedoch  auf  Schätzungen  angewiesen. 

Wir  wollen  daher  hier  noch  folgende  Vakua  unterscheiden: 
1.  Das  Vakuum,  das  man  mit  der  Pumpe  erreicht,  ohne  daß 
das  auszupumpende  Gefäß -erwärmt  wird  (Vakuum  I);  2.  das 
Vakuum,  das  wir  mit  den  zu  Gebote  stehenden  Hilfsmitteln 
als  äußerstes  erreichen  können  (Vakuum  II).  Dies  äußerste 
Vakuum  wurde  durch  Zuhilfenahme  der  absorbierenden  Wir- 
kung gekühlter  Kokosnußkohle  hergestellt.  Direkt  an  das 
auszupumpende  Gefäß  wurde  hierbei  ein  zylinderförmiges  Ge- 
fäß angeschmolzen,  in  dem  sich  die  Kokosnußkohle  befand. 
Diese  beiden  Gefäße  wurden  während  des  Evakuierens  auf 
400  bis  460®  erhitzt.  War  nach  mehrstündigem  Pumpen  ein 
konstanter  Druck  erreicht,  so  wurden  diese  beiden  Gefäße  von 
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der  Pampe  abgescbmolzen ,  und  dann  nacli  Abkühlung  dt;s 
Koblegef &8eB ,  letzteres  in  flüssige  Luft  getaucht.  Um  die 
Absorption  durch  die  KokosnnBkoLlo  gut  auszunutzen,  wurde 
das  auBznpumpende  Gefäß  noch  weiter  erhitzt,  während  das 
Kohlegefää  sich  in  flüBsiger  Luit  befand.  Nachdem  dies  einige 
Stunden  geschehen  war,  wurde  dutcb  Abschmelzen  das  Ver- 
suchsgefäß von  dem  Kohlegefäß  getrennt. 

Für  die  Herstellung  eines  guten  Vakuums  ist  es  von  grober 
Bedeutung,  daß  das  zu  evakuierende  Gefäß  lange  Zeit  gleich* 
mäßig  erhitzt  wird,  damit  die  au  den  Wandungen  haftenden 
Gase  entfernt  Werden.  Aub  Gründen,  die  namentlich  bei  den 
später  heschriehenen  Versuchen  in  Frage  kommen,  Wurde  die 
Erhitzung  des  auszupumpenden  Gefäßes  mittels  WirbelstrÖme 
herbeigeführt.  Zu  diesem  Zweck  wurde  das  Gefäß  von  einem 
2  mm  starken  Eisenblech  umgeben,  das  ringförmig  zusammen- 
genietet, in  einzelnen  Teilen  um  das  Gefäß  hemmgehaut  werden 
konnte.  Der  Zwischenraum  zwischen  Glasgef&ß  und  diesem 
Eiseomantel  wurde  mit  aufgelockertem  Asbest  ausgefüllt,  um 
ein  Beruhren  von  Glas  mit  Eisen  zu  vermeiden  und  um  Luft- 
strömtmgen  in  diesem  Zwischenraum  auszuschließen.  Der 
Eisenmantel  wurde  nun  außerdem 
nochaußenmit  Asbesteingehüllt  und 
von  einer  aus  &  mm  starken  Kupfer- 
draht bestehenden  Spirale  umge- 
ben. Durch  diese  Wickelung  Wurde 
ein  Wechselstrom  von  600  Perioden 
in  der  Sekunde  geschickt.  In  Fig.  8 
ist  diese  Anordnung  wiedei^egeben. 
Derdort  eingezeichnete  QuecksOber- 
verscbluß,  der  als  Sicherheitsventil 
bei  den  Abdampf  pro  ben  diente , 
wurde  während  des  ^izens  ent- 
fernt. Mittels  eines  Stickstoffther- 
mometers  wurde  die  Temperatur 
im  Inneren  des  auszupumpenden 
Gef&ßea,  die  lös  auf  4500  gesteigert 
werden  konnte ,  gemessen ,  und 
eiuPlattn-Platin-Rhodium-Thermo- 
element,  das  an  dem  Eisenmantel  anlag,  ließ  dessen  Temi)e- 
ratnr  erkennen.  Bei  Herstellung  der   besten  Vakua  mußte  das 


Fig.  8. 
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<iefäß  stundenlang  erhitzt  werden.  Hierbei  war  ein  £nergie- 
\erbrauch  an  Wecliselstrom  von  3400  Watt  erforderlich.  Das 
für  <lio  Herstellung  des  Vakuums  II  benutzte  Gefäß  mit  Kokoe- 
iLußkoble  wurde  mit  einem  Thermostaten  und  Bunsenbrenner 
auch  bis  auf  etwa  450^  erhitzt. 

Bei  diesen  Versuchen,  abgesehen  von  dem  mit  extremem 
Vakuum,  wurde  das  Gefäß  niclit  abgeschmolzen.  Eis  war  daher 
nicht  möglich,  den  Gewichtsverlust  durch  Wägung  festzustellen. 
Tm  trotzdem  ein  Maß  für  die  Abdampfmenge  zu  erhalten, 
\Mu*den  <lie  entwickelten  Gase  durch  eine  geeichte  Gasuhr  ge- 
leitet. Die  Eichung  dieser- Gasuhr  wurde  <len  Messungen  ent- 
sprechend mit  flüssiger  Luft  ausgeführt,  so  daß  die  mit  derselben 
gemessene  Luftmenge  durcli  Gewichtsverlust  an  flüssiger  Luft 
ausgedrückt  werden  konnte. 

I3ei  Ausführung  des  Versuches  zur  l^estimmung  der  Ab- 
hängigkeit vom  Vakuum  wurde  mit  der  Gädepumpe  das  Ge- 
fäß nebst  anschließendem  Böhrensystem  bis  zum  gewünschten 
Druck  ausgepumpt  und  mittels  Mac-Ijeod  der  Druck  gemeBsen. 
Daim  wurde  <las  Gefäß  zur  Hälfte  mit  flüssiger  Luft  gefüUt, 
un<l  die  Öffnung  mit  dem  in  Fig.  8  eingezeichneten  Queck- 
j>ilberverschhiß  abgesperrt,  so  daß  die  entweichenden  Gase 
durch  die  Gasuhr  strömen  mußten.  Während  des  Versuches 
-wurde  wiederholt  eine  Druckbestimmung  vorgenommen  und 
der  nach  der  Abkühlung  vorherrschende  Druck  im  Mittelwert 
in  Bechnung  gesetzt. 

Da  es  sehr  schwierig  war,  das  (lefäß  \m  jedem  Versuch 
bis  zur  gleichen  Höhe  mit  flüssiger  Lnft  wieder  zu  füllen,  so 
wurde  die  Füllung  jedesmal  nur  imgefähr  bis  zur  Hälfte  aus- 
geführt. Die  Gesamtmenge  der  eingefüllten  Luft>  ergab  sich  dann 
aus  dem  Stande  der  Gasuhr,  nachdem  alles  verdampft  war  (£nd- 
stellung),  vermindert  um  den  Stand  der  Gasuhr  zu  Beginn  des 
Versuches.  Außerdem  wurden  in  bestimmten  &it]nter\'al]en 
durch  Ablesen  des  Standes  der  Gasuhr  Zwischenwerte  ermittelt. 

Wie  schon  oben  l)emerkt,  verläuft  die  Gewichtsabnahme 
eines  gut  ausge])um])teii  Gefäßes  geradlinig.  Ist  der  Druck 
jedoch  über  einem  gewissen  Wert,  etwa  über  ^/^^f^mm,  so 
können  wir  die  Gewichtsabnahme  nicht  uK^hr  als  geradlinig 
annehmen,  denn  es  spielt  dann  die  Wärnieloitung  durch  die 
umgebende  Luft  schon  eine  größc^ro  Bolle  gegenüber  der  Leit- 
fähigkeit des  Glases. 
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Wir  haben  hier  also  eine  Abhängigkeit  von  der  Oberfläc*lie 
«If-r  die  Flüssigkeit  berührenden  Wandung,  l'm  nun  ein  gleiches 
Maß  für  die  verscliiedenen  Kurven  zu  liaben  und  um  die  Ge- 
wichtsabnahme für  die  verschiedenen  Yakiui  miteinander  ver- 
gleichen zu  können,  wurden  aUe  Beobachtungen  auf  eine  be- 
stimmte Füllung  des  Gefäßes  reduziert,  und  zwar  auf  iim^n 
Inhalt  von  800  g  flüssiger  Luft. 

Konstruieren  wir  für  jeden  Druck  eine  Kurve,  die  cUn 
n  ireiligen  Inhah   des   CiefäßeS'  ab  Funktion  der  Zeit  wie(tVr- 
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<^ibt;  SO  können  wir  aus  der  Neigung  dieser  Kurven  zur  Ab- 
szisse bei  800  g  Füllung  die  Alxlampfmenge  pro  24  Stunden 
«r^rmitteln.  Diese  Abdampfmengen  sind  in  der  folgenden  Ta- 
belle zusammengestellt,  und  ergeben  die  Kurve  Fig.  4,  wenn 
'lie  Drucke  logarithmisch  aufgetragen  werden. 


Vakuum  1 


p 

log  p 

Abclampfmenge  A 

mm 

g/24  Std. 
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2,8808 

8210 

6,4 

0,8062 

4600 

0,72 

0,8673  -  1 
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880 

0,00014 
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.    0,0000423 

0,6263  -  r> 

410 

I.  0.0000175 
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Man  ersieht  hieraus,  daß  sich  die  Verluste  des  Gefäßes 
mit  besser  werdendem  Vakuum  einem  Grenzwert  n&heni. 
Nehmen  wir  an,  daß  dieser  Grenzwert  bei  200g/24  Std.  liegt, 
so  können  wir  die  Ursache  dieses  restierenden  Verluste  nkht 
mehr  auf  die  Leitfähigkeit  des  Vakuums  schieben. 

f)  Diskussion  der  Verluste  in  doppelwandigen  Glasgefäßen. 
Füllen  wir  ein  weder  ausgepumptes  noch  versilbertes  doppel- 
wandiges  2-Liter- Glasgefäß  mit  flüssiger  Luft,  so  verliert  es 
in  24  Stunden  9,6  kg.  Ein  versilbertes  und  nicht  ausgepumptes 
Gefäß  verliert  dagegen  nur  8,2  kg/ 24  Std.  Pumpen  wir  letzteres 
bis  zum  äußersten  Vakuum  aus,  so  verliert  es  nur  noch 
200  g/ 24  Std.  Diesen  Verlust  können  wir  noch  weiter  ver- 
ringern, wenn  wir  das  Gefäß  in  Watte  verpacken  und  mit 
einem  Wattepfropfen  verschließen.  Es  verliert  dann  nur  noch 
186g/24  Std.  (0,023  kg/Tag  auf  1  dm*  Gefäßoberfläche).  Von 
diesem  Verlust  wird  hervorgerufen  durch  die  Leitung  der 
Glaswandung  des  Halses  88  g,  durch  die  Strahlung  durch  die 
Halsöffnung  20  g.  Ein  kleiner  Betrag  mag  noch  infolge  der 
Leitung  durch  die  Versilberung  des  Halses  hinzukommen;  er 
^ird  aber  in  Anbetracht  der  geringen  Dicke  der  Silberschicht 
—  vielleicht  0,001  mm  —  kaum  stark  in  Betracht  kommen. 
Der  übrig  bleibende  Best  von  127  g/24  Std.  kann  in  der  Haupt- 
sache anscheinend  nur  noch  durch  Wärmeeinstrahlung  hervor- 
gerufen werden.  Eine  I>Vage  für  sich  ist,  wieviel  davon  darauf 
zurückzuführen  ist,  daß  die  Versilberung  nicht  dicht  genug  ist 
und  noch  Wärmestrahlen  durchläßt,  und  wieviel  noch  dann 
übrig  bliebe,  wenn  der  Spiegel  überall  zuverlässig  zusammen- 
hinge. 

4.  Oef&Ae  auB  Zelluloid. 

Auf  Vorschlag  von  Hm.  Banneitz  wurde  der  Versuch 
mit  einem  doppelwandigen  Gefäß  aus  Zelluloid  gemacht.  Vor- 
versuche ergaben  bereits,  daß  das  Zelluloid  bei  tiefen  Tempe- 
raturen wesentlich  spröder  ist  als  bei  gewöhnlichen  Tempe- 
raturen und  sich  nur  um  ein  Geringes  verbiegen  läßt  ohne  zu 
brechen. 

Weitere  Versuche  ergaben,  daß  eine  Zelluloidkugel  voll- 
ständig luftdicht  hergestellt  werden  kann. 

Eine  Kugel  von  0,8  mm  Dicke  wurde  von  dem  Luftdruck 
eingedrückt,  so  daß  man  später  zu  einer  Dicke  von  8  mm 
überging.    Das  Zelluloid  gibt  zwar  sehr  viel  Gase  ab,  in  denen 
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iiüt  Hüte  eines  Spektralrohres  hauptsächlich  Kohlenwasser- 
stoffe und  Wasserstoff  erkannt  werden  konnten.  Aber  diese 
Gase  kondensieren  sich  zur  Hauptsache  hei  tiefen  Temperaturen, 
da  das  Vakaum  nach  Eintauchen  der  Kugel  in  fläsaige  Luft 
wesentlich  verbessert  wurde. 

Auf  Grund  dieser  günstigen  Vorversuche  wurde-ein  doppel- 
wandiges  Gefäß  aus  Zelluloid  hergestellt,  dessen  Ausführung 
in  Fig.  5  wiedergegehen  ist.  Man  gelangt  zu  einem  Vakuum, 
das  durch  die  Dampfspannung  des 
Zelluloids  begrenzt  ist.  In  diesem 
Zustand  verlor  das  Gefftß  bei  nicht 
versilberten  Wandungen  2,5  kg  in 
24  Std.,  also  nicht  mehr,  als  ein  gut 
evakuiertes  Glasgef&S  ohne  Ver- 
fiilberuT^. 

Eine  Versilberung  der  Wan- 
dungen ist  nicht  geglückt. 

Die  Versuche  mußten  schließ- 
lich deshalb  al^brocben  werden, 
weil  das  Gefäß  bei  späteren  Fül- 
lungen mit  flüssiger  Luft  sprang. 
Die  8prödigkeit  dieses  Materials  bei 
tiefen  Temperaturen  ist  offenbar 
zu  groß,  um  die  durch  das  Einfüllen 
der  flüssigen  Luft  bedingten  Span- 
nungen auf  die  Daner  und  mit  Sicherheit  auszuhalten. 


Fig.  6. 


5.  aefilfi«  der  Firma  Alinadt. 

a)  EotutnUction.  Seit  einiger  Zeit  werden  von  der  Firma 
Ahrendt  Transportgef&ße  für  verflüssigte  Gase  in  den  Handel 
gebracht,  die  aus  Metall  hergestellt  sind.  Die  Konstruktion 
ist,  soviel  uns  bekannt,  etwa  die  folgende. 

Ähnlich  wie  bei  den  Glasgef&ßen  sind  auch  hier  zwei  kugel- 
förmige Gefäße  aus  Messingblech  ineinander  gebaut,  so  daß 
das  innere  Gefäß  durch  den  Hals  am  äußeren  bftngt.  Der 
schwache  Hals  isa  inneren  Gefäßes  ist  aus  Manganstahl  her- 
gestellt, um  die  Leitfähigkeit  desselben  mißlichst  herabzusetsen. 
Der  Zwischenraum  zwischen  den  beiden  Teilen  ist  ausgepumpt, 
aber  nicht  bis  zum  äußersten  Vakuum,  sondern  nur  mit  einer 
Olpnmpe  bis  auf  einige  Millimeter  Druck.     Um  die  übrigen 
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(ilasreflti'  zu  eilt  fernen,  ist  Holzkohle  zwisebeii  beiden  Wan- 
dlungen so  angebracht,  daß  si»*  von  der  eingefüllten  flüssigen  Luft 
abgekühlt  wird  und  dalxü  die  Gasreste ateorbiert.  Das  Ganzeist 
in  einem  stabilen  zylinderförmigen  Eisenbehälter  untergebracht. 

Das  innere  Gefäß  hängt  frei  am  Halse  des  äußeren.  Dap 
Ausgießi^n  des  Inhahs  geschieht  durch  Neigung,  wobei  die 
Wan<hing  des  inneren  Gefäßes  sich  mit  der  des  äußeren  berührt 
(Patent  Alirendl).  Die  hierdurch  eintretende  Wärmezufalir 
»Irückt  dann  die  flüssige  Luft  aus  der  an  und  für  sich  engen 
Öffnung  des  Halses. 

W  Festgr^ellte  Verluste.  Es  standen  zu  Versuchszwecken 
zur  Verfügung:  ein  5-Liter-6efäß,  ein  16-Lit er- Gefäß  und  ein 
25-Iiter-Gefäß.  Die  Alxlampf mengen  wurden  wie  oben  durch 
Wägiing  ermittelt.  Es  ergab  sich,  daß  das  5-Lit er- Gefäß  seinen 
j^anzen  fnhalt  in  6  Tagen  verlor.  Der  Ge'^ichtsverlust  faml 
j^deichmäßig  statt  und  Ix^trug  1,095  kg/24  Std.  bzw.  22%  vom 
Inhalt   (0,075  kg/Tag  auf  1dm«  Gefäßolierfläche). 

Das  1 5-Lit t»r-Ciefäß  wurde  in  gleicher  Weise  untergucht 
und  es  stellte  sich  heraus,  daß  dassellx*  relativ  zu  seiner  Ober- 
fläche ixMleutend  mehr  als  das  5-Liter-Gefäli  verlor.  Der  Ver- 
lust lietrug  im  .Mittel  2,671  kg/24  Std.  bzw.  18%  vom  Inhalt. 
Da  hier  anscheinend  ein  Fal»rikat ionsfehler  vorlag,  wurde 
iiierfür  von  der  Firma  ein  anderes  gleichgroßes  Gefäß  geliefert. 
dessen  rntersuchnng  einen  Verlust  von  1,026  kg/ 24  Std.  bzw. 
7%  vom  Inhalt   ergab  (0.034  kg/ Tag  auf  1dm«  Oberfläche). 

15ei  dem  25-Liter-(lefäß  win«len  1,258  kg  in  24  Stunden 
«0.029  kg/Taj;  auf  1  «im*)  h/w.  .">«  „  vom  Inhalt  als  X'erlußi 
f»'st gestellt . 

Nach  AngaU'U  der  Firma  solliMi  die  5 -Liter- Gefäße  in 
•^■4  Stundt^n  482-1920  i:  verlieren,  je  niU'hdem  ilie  Gefäße  aus 
Si»arnu*tall  odi-r  zum  Teil  aus  Krsatzmetall  ausgefiUirt  sind, 
i-'ür  die  25-Liter-lJefäl3«'  wird  ein  Verlust  von  1080  bis  1920  jj 
in  24  Stunden  angogeK-n.  Die  Firma  garantiert,  daß  ihre  Cie- 
fäßt-  (wenn  von  Sparmetall  lu-riZtstrlltV  nicht  mehr  als  1.5  kg 
in  24  Stundrii  verlieren,  gibt  alvr  Ui  dirsor  (larantie  keine 
Interschioile  für  die  virsrhiedeutii  iiroß«*n  an.  Die  größten 
von  iler  Firma  offerii-rti-n   Gefäl^f  fas^sen  100  Liter. 

6.  Vor  versuche  mit  MetallffefäBen. 

a'  P'/N  Siiwhj*i''il^  ".•»'  LIJir*'ft'h1.  IVroits  vor  mehri-rnn 
•lahren  l-at    IVof.    I.ili.nt«!«!   «in   Nhiallirffäl^  für  verflüssisTt- 
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Gase  zu  Versuchszwecken  bauen  lassen.  Dasselbe  stand  uaeli 
zur  Verfügung  und  wurde  nochmals  untersucht.  Es  Ijesteht 
aufl  kugelförmig  gepreßtem  Nickel  blech,  ist  doppel  wandig  und 
hat  etwa  1  Liter  Inhalt.  Der  Hals  der  inneren  Wandung  ist 
durch  ein  zwischengesetztes  Glasrohr  von  dem  äußeren  Mantel 
getrennt.  Hierdurch  soll  die  metallische  Wärmeleitung  durch 
nen  Hals  vermieden  werden.  Dieses  Glasrohr  ist  unter  Zwischen- 
setzung  von  Platin  luftdicht  mit  dem  Nickel  verbunden.  fDie 
übrigen  Wandungen  des  Gefäßes  sind  hart  mit  Silber  verlötet. 
Außerdem  sind  noch  einige  Stützen  zwischi^n  beiden  Gefäßen 
angebracht,  um  eine  gleichmäßig  sichere  Lage  für  das  innere 
Gefäß  zu  gewährleisten  und  den  zerbrechlichen  Glashals  vom 
Druck  zu  entlasten.  Dieses  Gefäß  ist  auch  mit  einem  Spektral - 
röhr  versehen  und  im  Jahre  1913  von  Prof.  Lilienfeld  aus- 
gepumpt worden.  Das  Vakuum  hat  sich  bis  jetzt  gut  gehalten. 
Nach  Angabe  von  Prof.  Lilienfeld  fluoresziert  das  Spektral- 
rohr  jetzt  nocli  genau  so  wie  vor  Jahnui. 

Dieses  Gefäß  verlor  jetzt  1,2  kg/24  Std.  flüssige  Luft.  Es 
wurde  an  den  äußeren  Wandungen  außerdem  sehr  kalt  und  es 
fand  dort  Eisbildung  statt.  Während  flüssige  Luft  im  Gefäl'» 
war.  Wurde  das  Vakuum  durch  die  Abkühlung  bedeutend  besser 
und  es  ging  durch  das  Spektralrohr  keine»  Entladung  mehr. 
Eine  Isolation  dieses  Gefäßes  mit  Eiderdaunen  verbesserte  das 
Resultat  auf  775g/24  Std.  (0,16  kg/Tag  dm*). 

Es  geht  hieraus  hervor,  daß  An  außerordentlich  gutes 
Vakuum  die  Vorbedingung  für  die  praktische  Verwertbarkeit 
eines  solchen  Gefäßes  ist.  Die  weiteren  Versuche  sollen  zeigen. 
ob  es  möglich  ist,  ein  brauchbares  Gefäß  aus  Metall  zu  kon- 
struieren, von  dem  man  nachher  auf  die  geforderten  großen»! i 
Gefäße  schließen  kann. 

b)  Maierialy  Wandstärke,  Dichtiglceit.  Vor  allen  Ding(:»ii 
war  festzustellen,  welche  Metalle  geeignet  sind,  welche  Wand- 
stärke als  Minimum  vorausgesetzt  werden  muß,  und  womit 
<lie  Verbindungsstellen  gelötet  bzw.  gedichtet  werden  müssen. 

Für  diese  Vorversuche  wurden  kugelförnuge  Gefäße  her- 
gestellt, die,  mit  einem  Glashals  versehen,  unter  Zwischen- 
schaltung von  Platin  an  die  Luftpumpe  angeschlossen  werdtMi 
konnten.  Die  Kugelgefäße  wurden  aus  zwei  gedrückten  Halh- 
kugeln  zusammengesetzt  und  hart  verlötet.  An  Material  stand 
nur  Kupfer  und  Eisen  zur  Verfügung.   Bei  Eisen  sind  Schlacke- 
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einschlüsse  vorhanden,  über  die  sich  von  vornherein  nichts 
sagen  läßt.  Man  wird  daher  die  Wandstärke  nicht  zu  dQiin 
wählen  dürfen.  Das  beste  Resultat  wurde  bei  diesen  Versuchen 
mit  einer  Wandstärke  von  1,5  mm  erzielt. 

c)  Lötstellen,  Auf  die  Verbindungsstellen  muß  gans  be- 
sonderer Wert  gelegt  werden,  und  es  hat  schon  bei  den  Vor- 
versuchen sehr  viel  Schwierigkeiten  bereitet,  die  Lötstellen 
sicher  zu  dichten.  Das  zuerst  angewandt-e  Schlaglot ,  bew&hrt« 
sich  nicht.  Durch  die  notwendige  Erhitzung  beim  Auspumpen 
bildeten  sich  kleine  Kanäle  und  Foren,  die  hauptsäcblich 
durch  anhaftende  Oxyde  und  Beste  des  Lötmittels  (Borax) 
zustande  kamen,  und  die  vom  Lötmaterail  selbst  nicht  aus- 
gefüllt waren. 

Ebenso  schlecht  war  die  Lötung  mit  Zinn,  abgesehen 
davon,  daß  man  ein  mit  Zinn  gelötetes  Gefäß  beim  Evakuieren 
nicht  hoch  genug  erhitzen  kann. 

Erst  eine  ganz  sorgfältige  Lötung  mit  einer  Silberlegiezung 
führte  zum  Ziele.  Es  wurde  hierbei  so  verfahren,  daß  die  zu 
verlötenden  Stellen  zuerst  sauber  versilbert  wurden  und,  dann 
miteinander  in  Verbindung  gebracht,  mit  einem  SchweiB- 
brenner  so  stark  erhitzt  wurden,  daß  das  Silberlot  düiuiflussig 
zwischen  beiden  Lötstellen  lief. 

d)  Die  Herstellung  des  Vakuums.  Die  Herstellung  eines 
guten  Vakuums  in  MetalJgefäßen  ist  ganz  besonders  schwierig. 
Die  für  die  Versuche  hergestellten  Gefäße  wurden,  mit  einem  • 
Spektralrohr  versehen,  an  eine  rotierende  Gäde-Hg-Pumpe  an- 
geschlossen und  ausgepumpt.  Im  kalten  Zustand  pumpt  man 
die  Gefäße  ohne  .  weiteres  bis  zum  harten  Böntgenvakuum. 
Dieses  Vakuum  reicht  aber  bei  weitem  noch  nicht  aus.  Man 
muß  die  an  den  Wänden  haftenden  Gase  entfernen  und  eventuell 
vorhandene  Kohlenwasserstoffe,  die  sich  zum  Teil  in  Eorm 
von  öltropfen  kondensieren,  herausbringen.  Dies  ist  nur  mög- 
lich, wenn  man  das  Gefäß  stark  erhitzt. 

Als  einfachste  Methode  erwies  sich  auch  hier  die  Er-  . 
hitzung  des  auszupum])enden  Gefäßes  durch  Wirbelströme. 
Die  Anordnung  der  Fig.  3  ist  hier  besonders  vorteilhaft»  da 
die  Wirbelströme  direkt  in  den  Wandungen  des  Gefäßes  erzeugt 
werden.  Das  Gefäß  wurde  mit  Asbest  gut  verpackt  und  ähnliob 
wie  in  Kapitel  8e  beschrieben,  mit  einer  aus  5  mm  starkem 
Kupferdraht  bestehenden  Drahtspirale  umgeben,  durch  die  der 
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Wechselstrom  mit  600  Perioden  in  der  ßekimde  geschickt  wiircie. 
iiei  genügender  Isolation  des  Gefäßes  mit  Asbest  reicht  ein<^ 
Maschinenleistnng  von  3  KW.  aus,  um  das  Gefäß  bis  zur  Eot- 
glut  zu  erhitzen.  Die  Temperatur  des  Gefäßes  wurde  mittels 
Thermoelementes  gemessen.  Außerdem  "wurden  noch  an  ver- 
si^hiedenen  Stellen  Glasröhren  so  durch  die  Asbestunihülhing 
gefuhrt,  daß  man  durch  sie  die  Metallwand  beohacliten  komite 
und  dadurch  festzustellen  vermochte,  ob  Eotglut  erreicht  war. 
An  der  Stelle,  wo  der  Metallhals  an  Platin  angelötet  war,  und 
letzteres  an  das  Glasrohr,  das  zur  Pumpe  führte,  angeschmolzen 
war,  wurde  weniger  stark  erhitzt. 

Mit  Eisenkugeln  von  0,7  mm  Wandstärke  konnte  trotz 
vorzüglicher  Herstellung  der  Schweißstellen  kein  genügendes 
Dichthalten  erzielt  werden. 

Es  wurde  daher  eine  starkwandige  Eisenkugel  von  1,5  mm 
Wandstärke  hergestellt,  und  ganz  besonders  sorgfältig  gelötet. 
Die  zu  verlötenden  Stellen  wurden  zuerst  mit  einem  Überzug 
ilas  liötmittels,  das  aus  einer  schwer  schmelzbaren  (etwa  600®) 
Silberlegierung  bestand,  versehen.  Sodann  wurden  die  zu  ver- 
lötenden Teile  aneinander  gebracht  und  mit  dem  Scliweiß- 
brenner  so  stark  erwärmt,  daß  das  aufgetragene  Silberlol 
dtiimflüssig  den  Zwischenraum  ausfüllte.  Gleicli  Ix^im  ersten 
Auspumpen  stellte  sich  heraus,  daß  bei  diesem  Gefäß  das 
Vakuum  bedeutend  besser  hielt,  als  bei  den  früluren.  Das 
(iefäß  wurde  stark  erhitzt  und  mehrere  Male  stundenlang  aus- 
gepumpt, und  schließlich  abgeschmolzen. 

Nach  Ablauf  von  5  Tagen  hatte  sich  das  Vakuum  kaum 
merklich  geändert,  so  daß  angenommen  werden  konnte,  dal) 
dieses  Gefäß  dicht  war.  Es  wurde  daher  Ix^schlossen,  das- 
selbe als  inneren  Teil  eines  doppel wandigen  Gefäßes  zu  1> - 
nutzen.  Die  Versuche  mit  denisell)en  werden  s])äter  b^schrielien 
werden. 

e)  Wärmezufuhr  durch  die  Meiallwavdung  (fc.s*  HaUefi. 
Genau  wie  wir  oben  die  Wärmeleitung  durch  die  Halswandung 
lies  Glasgefäßes  ermittelt  haben,  wurde  festgestellt,  wie  grol» 
die  Wärmezufuhr  durch  einen  Metalllials  ist.  Wir  benutzen 
hierzu  wieder  ein  doppel  wandiges  Glasgefäß,  dessen  Verlust  »• 
bekannt  sind,  und  tauchen  einMetallroLr  von  l^ktmntem  (^lei- 
schnitt  hinein.  Aus  der  Zunahme  des  Verlustes  ergibt  sich 
dann  die  durch  das  Metallrohr  lierbeigeführte  Wärmezufuhr. 

AiuuJeo  der  Phjtlk.    lY.  Folge.    61.  9 
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Ee.wurde  ein  Eisenxohr  von  6  mm  äußerem,  4,5  mm  iimeteni 
DurcbmeSBer  und  60  cm  Läi^je  untersucht.  Eb  ergab  eich  eine 
Differenz  der  Abdampfmengen  von  229g/24Std.  Da  der 
Metallquerschnitt  hier  12,37  qmm  betrug,  berechnet  eich  der 
Verlust  pro  1  qcm  zu  1,85  kg/24  Std.  für  Eisen. 

f)  Beeinflussen  die  ausströmenden  kalim  Gase  die  Wämt- 
zvfuhr  durch  die  Halswandungf  Es  erschein  wissenswert,  ob 
bei  Verwendung  eines  Metallhalaes  die  durch  denselben  aus- 
strömenden kalten  Gase  den  Hals  beeonders  kühlen  und  da- 
durch die  Wärmezufuhr  diucb  die  Halffwandung  vermindern, 
eine  Frage,  die  durch  Hm.  Prof.  Lilienfeld  auswerfen 
Worden  war. 

I  Um  hierüber  genauere  Angaben  machen  zu  können.  Wurde 
der  folgende  Versuch  gemacht.  Ein  doppelwandiges  6-Liter- 
Gefäß  wurde  wie  in  I^.  6  mittele 
eines  QuecksilberverscbluBses 
nach  außen  hin  abgeschloBsen. 
Durch  den  Hals  der  Glocke  (Gf) 
wurden  ein  Eiseturibr  (£)  von 
6  mm  äußerem  und  4,5  mm  in* 
nerem  Durchmesser  und  ein  Glas* 
röhr  (ü)  so  angebracht,  daß  dae 
entwickelte  Gas  entweder  durch 
dae  Bisenrohr  oder  durch  das 
Glasrohr  strömen  mußte.  Diese 
Uma.tellung  geschah  mittels  der 
Hähne  Hg  und  Hg .  Die  k^ten 
Gase  der  verdampfenden  flüs- 
sigen Luft  sollten  nun  durch  dos 
50  cm  lange  Eisernnbr  der  gan< 
zen  Länge  nach  strömen,  unab- 
hängig von  der  Höhe  der  Flüssig- 
keitsoberfläehe  im  Gefäß.  Daher 
wurde  am  unteren  Ende  des 
Eisenrohres  ein  10  cm  langer 
Kupfer  Zylinder  (Cu)  angelötet.  Die  entweichenden  Gase  mußten 
durch  diesen  Kupferzyiinder  strömen,  bevor  sie  in  das  Eisen* 
röhr  gelangten  (in  der  Figur  durch  Heile  gekennzeichnet). 
Der  Kupferzylinder  tauchte  während  des  Versuches  dauernd 
in  flüssige  Luft  und  hatte  an  allen  Stellen  die  gleiche  Tempe- 
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ratur  von  —  190®.  Am  äußeren  Ende  des  Eisenrohres  herrschte 
Zimmertemperatur,  was  durch  den  dort  aufgelöteten  kleinen 
Kupferzylinder  {Cu')  sichergestellt  wurde.  Um  nun  auch  für 
verschiedene  Gasmengen,  die  durch  das  Bohr  strömen,  den 
Einfluß  auf  dessen  Leitfähigkeit  feststellen  zu  können,  wurde 
noch  eine  Heizspirale  {S)  in  das  Gefäß  eingeführt.  MitteJs 
derselben  konnten  bis  10  Watt  zugeführt  werden.  Diese  Wärme- 
zufuhr entsprach  ungefähr  einer  Verdampfung  von  3000  Liter 
flüssiger  Luft  in  24  Stunden. 

Der  Versuch  verlief  negativ,  d.h.  es  ergab  sich,  daß  in 
beiden  Fällen  stets  gleiche  Mengen  verdampften,  auch  dann, 
wenn  die  oben  genannte  Menge  zur  Verdampfung  kam. 

7.  Das  doppelwandige  MetallgeiSB. 

a)  Konsiruklion,  Die  schon  bei  den  Vorversuchen  (Ka- 
pital 6d)  ausgepumpte  Eisenkugel  von  1,5  mm  Wandstärke, 
die  sich  als  dicht  erwiesen  hatte,  wurde  nun 
zu  einem  doppel wandigen  Gefäß  veigsvendet. 
Diese  Kugel  wurde  hierbei  für  den  inneren 
Teil  des  Gefäßes  benutzt.  Sie  wurde  von 
einer  zweiten  aus  zwei  EQklften  bestehenden 
Kugel  von  rund  80  cm  Durchmesser  um- 
geben. Die  Konstruktion  dieses  Gefäßes 
geht  aus  Fig.  7  hervor.  Der  Abstand  zwi- 
schen beiden  Wandungen  beträgt  1,8  cm. 
Das  innere  Gefäß  ist  mit  dem  äußeren 
am  Halse  verbunden,  jedoch  ist  in  die 
innere  Halswandung  ein  Glasrohr  von  etwa 
10 cm  Länge  eingesetzt,  durch  das  die 
direkte  Überleitung  der  Wärme  von  der 
äußeren  KugeL  auf  die  innere  vermieden 
wird.  Das  Gefäß  faßt  10  Liter  und  sein 
Leergewicht  beträgt  etwa  10  kg. 

Entsprechend  dem  G^fäß  von  Prof. 
Lilienfeld  mußte  zur  Entlastung  des  Glas- 
halses  die  innere  Kugel  gegen  die  äußere 
abgestützt  werden.  In  der  Figur  sind  die 
Einzelheiten   dieser  Stützen   (4  Stück)   zu  Yis  i 

erktnnen.  Sie  bestehen  im  wesentlichen  aus 
einem   Porzellanrohr    als    isolierendes  Material    zwischen  der 
äußeren  und   inneren   Kugel ,    dann  aus  den   Stellschrauben, 
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mit  (leren  Hilfe  die  iiuiere  Kugel  in  <let  äußereu  zeiitrisrli 
feetgestelU  werden  k»nn.  Xacli  der  Kiiistelliiiig  dieser  Stell- 
Hcbranben  wurden  zur  Diiihtnng  Kappen  über  dieselben  ge- 
sets!t  und  verlötet. 

Da  im  Verlaufder  Versuche  üicli  die  als  Stützen  dienenden 
Porzellaiirölirclicn  als  zu  geh  wach  hrw.  zu  zerbrechlich  er- 
wiesen, wurden  Bie  durch  Serpentinzylinder  ersetzt.  Der 
Wärmetransixjrt  dureli  diese  Stütiien  wunle  an  einem  Modell 
geprüft.  Ea  ergab  sich,  daß  der  hierdurch  bewirkte  Mebrverlust 
pto  Stütze  rund  60g/24  8td,  beträgt.  Die  Verwendung  von 
Stutzen  erwies  sich  jedoch  besonders  insofern  als  ungeeignet, 
als  bei  der  Erhitzung  des  defäßes  ihre  stutzende  Wirkung 
durch  die  Ausdehnung  des  Metalles  viTloren  ging,  wodurch  der 
Hals  za  sehr  beansprucht  wurde  und  an  der  Verbindungsstelle 
zwischen  Platin  und  Glas  zerriß.  Es 
wurde  daher  ein  neues  kleines  2  Liter 
fassendes  EisengefäS  gebaut,  w^  et> 
fi'g.  8  zeigt.  Unter  Vermeidung  tou 
Htützeii  wurde  nach  einem  Vorschlag 
von  Prof.  Lilienfeld  die  Aufh&ngung 
am  Hals  durch  ein  zweites  Glasrohr 
verstärkt . 

b)  Das  Vakuum.  Die  Einrichtung 
/.um  Evakuieren  war  hierbei  die 
gleiche,  wie  frulier  bei  Untersuchung 
der  Glasgefäße.  Während  des  Fum- 
pens  wurde  das  Gefäß  bis  zum  Begimi 
der  Rotglut  erhitzt.  Um  festzustellen, 
ob  die  Lötsf-ellen  dicht  hielten,  wurde 
das  Gefäß  zunächst  im  kalt«n  Zu- 
stand mögliclist  weit  ausgepumiA  uud 
über  Nacht  stehen  gelassen.  War  eine 
Undichtigkeit  vorhiiuden,  so  kotmte 
iHes  leicht  an  den  Stickstofflinien  iui 
Spektralrohr  festgestellt  werden.  Die 
undichten  Stellen  wurden  dann  durch  teilweises  Vereclimieren 
der  Lötstellen  mit  Siegellack  ermittelt  und  nochmals  nach- 
gelötet. 

Beim   erstmaligen    Erhitzen    und    E^■akuieren   destillierte 
aus  dem  Gefäß  eine  ölige  gelk-  Flüssigkeit.    l'>st  nach  tage- 
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langem  Pumpen  unter  gleichzeitigem  Erwärmen  gelangte  man 
bO  veit,  daß  nach  Absperren  des  Gefäßes  von  der  Pumpe  das 
X'akuum  erhalten  blieb.    Die  Loslösung  <ler  Gasreste  von  den 
Metallw&nden  geht  nur  sehr  langsam  vor  sich.    Während  des 
Pumpens  in  den  ersten  Tagen  und   besonders  während   der 
ersten  Periode  dieser  Zeit  verbesserte  sich  das  Vakuum  nicht 
mit  der  Abkühlung  des  Gefäßes.     Hieraus  war  zu  schließen, 
daß  die  einmal  abgegebenen  Gase  beim  "Erkalten  nicht   kon- 
densiert   und   von   den    Wänden   nicht    wieder   aufgenommen 
werden.     Besonders  stark  war  die  Abgabe  von  Wasserstoff. 
Erst  zuletzt,  nachdem  das  Gefäß  etwa  6  Tage  unter  Vakuum 
gestanden  hatte,  und  dief  Erhitzung  täglich  mehrere  Stunden 
Ijetrieben  worden   war,   gelangte   man   zu   einem   konstanten 
Vakuum,  kenntlich  durch  kräftige  Fluoreszenz  des   Spektral- 
rohres.   Jetzt  ließ  sich  schon  beobachten,  daß  die  Wandungen 
beim   Erkalten  wieder   Gase  aufnahmen.     Das   Vakuum  ver- 
liesserte  sich  also  während  des  Abkühlens.    Aber  trotzdem  war 
»licht  das  gewünschte  extreme  Vakuum  erreicht.    Es  ist  jedoch 
anzunehmen,  daß  es  durch  noch  längeres  Pumpen  unter  gleich- 
zeitigem Erhitzen  noch   verbessert  werden  kann.     ^lan  muß 
durch    Erwärmung  die    Gase   von  den   Wänden   bis   zu   dem 
Grade  abtreiben,  bei  dem  die  Wandungen  beim  Erkalten  den 
(.c^nzen  Eest  der  noch  vorhandenen  Gase  wieder  absorbieren. 

e)  Verluste  bei  Füllung  mit  flüssiger  Luft.  Es  wurde  auch 
ein  Versuch  mit  flüssiger  Luft  gemacht,  um  die  AUlatnpf menge 
«les  10  Liter  fassenden  Gefäßes  der  Kg.  7  bei  dem  bisher  er- 
zeugten Vakuum  festzustellen.  Die  Gädepumjie  war  während 
dieses  Versuches  dauernd  in  Betrieb.  Das  Vakuum  war  also 
im  kalten  Zustand  des  Gefäßes  so  weit  vorgeschritten,  daß 
durch  das  Spektralrohr  keine  Entladung  mehr  hindurchging. 

Während  des  Einfüllens  der  flüssigen  Luft  und  der  darauf 
folgenden  Beobachtungszeit  wurde  die  Pumpe  nicht  abgestellt, 
auch  konnte  im  Spektralrohr  eine  Verschlechtening  <les  Va- 
kuums nicht  beobachtet  werden. 

In  das  Gefäß  wurden  etwa  10  liter  flüssig«*  Luft  eingefidlt, 
\on  denen  jedoch  ein  beträchtlicher  Teil  schon  beim  l^^infüllen 
verloren  ging.  Der  Abdampfverlust  wurde  mit  der  Gasuhr  ge- 
messen, und  es  ergab  sich  hierbei  im  Diu-chschnitt  ein  Ver- 
hist  von  10,6  kg/24  Std.  Merkwürdigerweise  hatte  sich  un- 
iidttelbar  nach  diesem  Versuch  das  Vjikuinu  sehr  verschlechtert. 
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Die  Wandungen  hatten  anscheinend  bei  der  Temperatur  der 
flüssigen  Luft  viel  Gase  absorbiert  und  gaben  dasselbe  bei  der 
Zimmertemperatur  ab. 

Der  gleiche  Versuch  bei  dem  2-Liter- Gefäß  der  Fig,  8 
ergab  einen  Verlust  von  4,8  kg/24  Std.^)  Auf  1  dm*  Ober- 
flfiche  verlor  das  10-Liter- Gefäß  0,46  kg/24  Std.,  das  2-Liter- 
Gefäß  0,60  kg/24  Std. 

8.  Weitere  Verauohe  mit  MetallTakuumgefäBen,  insbeBondere 

SohutB  gegen  Wän^eatrahlang.*) 

Es  entstand  die  Frage,  warum  die  Gefäße  trotz  ausge- 
zeichneten Vakuums  noch  so  große  Abdampf  Verluste  ergeben. 
Es  lag  der  Verdacht  nahe,  daß  die  Eisenoberfläche  sehr  viel 
mehr  Wärmestrahlen  aussendet,  als  das  eine  glänzende  Silber- 
oberfläche tun  würde.  Es  wurde  daher  von  jetzt  ab  versucht, 
tlie  Wärmestrahlung  durch  geeignete  Überzüge,  insbesondere 
durch  Versilberung,  herabzusetzen. 

Eine  weitere  Verminderung  kann  nach  0.  Wiener^  durch 
die  Einschaltung  von  gut  isolierten  Schirmen  erzielt  werden. 
Derselbe  hat  theoretisch  nachgewiesen,  daß  durch  Zwischen- 
schalten von  n  —  1  isolierten  dünnen  spiegelnden  Metall - 
schirmen  der  stationäre  Wärmeaustausch  im  Vakuum  auf  den 
nten  Teil  herabgesetzt  werden  kann.  Die  im  folgenden  be- 
schriebenen Versuche  bezwecken  die  Untersuchung  der  tech- 
nischen Anwendbarkeit  der  angegebenen  Wärmeschutzmittel, 
sowie  die  Feststellung  der  damit  erzielten  und  zu  erwartenden 
Erfolge.  Zunächst  wurde  eine  Eeihe  von  Gefäßen  konstruiert, 
um  die  verschiedenen  Möglichkeiten  hinsichtlich  ihrer  Zweck- 
mäßigkeit gegeneinander  abzuwägen.  Dabei  zeigte  es  sich 
nun,  daß  nicht  unter  allen  Umständen  eine  genügende  Eva- 
kuierung möglich  war.  Daher  wurden  besondere  Versuche  an- 
gestellt, die  die  Entgasung  der  geschützten  Oberflächen  im 
allgemeinen  aufklären  sollten. 

Das  im  vorigen  Abschnitt  beschriebene  kleine  2  Liter 
fassende  Versuchsgefäß  (Fig.  8)  hatte  als  Abdampfverlust,  auf 
den  Tag  berechnet,  den,  verglichen  mit  den  Glasgefäßen  gleicher 
Größe,  außerordentlich  großen  Wert  4,8  kg  ergeben.   Weiteres 

1)  Bis  hierher  reichen  die  Versuche  des  Hm.  Banneitz. 

2)  Versuche  von  Hm.  Rhein. 

3)  O.  Wiener.  Ber.  d.  math.-phys.  KI.  d.  Kgl.  Sachs.  Ges.  d. 
Wiflfl.  Leipzig.  70.  S.  13.  1918. 
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Erhitzen  führte  zu  keinen  besseren  Werten.  Im  Gegenteil, 
die  Verluste  wurden  immer  größer.  Auch  bei  einem  ähnlich 
gebauten  aber  versilberten  Gefäß  fährte  starkes  Erhitzen  zu 
keiuem  besseren  Ergebnis  ah  vorher.  Vermutlich  wurde  der 
Glanz  der  Versilberung  durch  die  übermäßige  Erhitzung  zer- 
stört, so  daß  die  Verluste  durch  Wärmestrahlimg  zunehmen. 
Für  die  Behandlung  des  Vakuums  ergab  sich  daraus  die  Folge- 
rung, daß  das  Erhitzen  nur  mäßig  erfolgen  und  mcht  über  eine 
Temperatur  von  800®  hinaus  gesteigert  werden  dürfte.  Die 
im  folgenden  beschriebenen  Gefäße  sind  daher  —  wenn  über- 
haupt —  nur  ganz  mäßig  während  des  Auspumpens  erwärmt 
worden. 

Zunächst  wurden  \\ex  doppelwandige  2-Liter- Gefäße  ge- 
baut. Die  Konstruktion  war  dieselbe  wie  die  des  oben  be- 
schriebenen kleinen  Eiseugefäßes  der  Fig.  8.  Sie  waren  aber 
darüber  hinaus  noch  nach  Art  der  Dewar-Gefäße  versilbert, 
und  zwar  die  Innenkugel  außen  und  die  Außenkugel  innen. 
Das  erste  ließ  nach  mehrtägigem  Pumpen  ohne  Erwärmen  ein 
gutes  Vakuum  erzielen.  Die  Abdampfverluste  betrugen 
1,6 kg/Tag,  auf  1  dm*  Oberfläche  berechnet:  0,20  kg/24  Std. 
Elin  Heizen  auf  400®  hatte  wiederum  nachteilige  Folgen.  Die 
Verluste  stiegen  bis  auf  etwa  3  kg/Tag.  Bei  dem  zweiten  Ge- 
fäß war  noch  eine  Zwischenwand  aus  Silber  eingefügt.  Mit 
diesem  Gefäß,  das  gar  nicht  erhitzt  wurde,  wurden  die  besten 
Resultate  erzielt.  Die  Verluste  betrugen  0,6  kg/Tag  (0,075  kg 
im  Tag  auf  1  dm*  Oberfläche),  spätere  Versuche  ergal^en 
0,9  kg/Tag  (0,11  kg/Tag  auf  1  dm«  Oberfläche).  Sein  Durch- 
messer beträgt  20  cm,  sein  Gewicht  2,7  kg-  Bei  den  letzten 
beiden  Gefäßen  waren  neben  der  Versilberung  noch  weitere 
Zwischenwände  unregelmäßiger  Art  angewandt.  Der  Hohl- 
raum des  einen  war  mit  Asbest  wolle  gefüllt,  der  des  anderen 
mit  versilberten  Glasscherben.  Das  erstere  ließ  sich  nur 
mangelhaft  auspumpen;  es  verlor  pro  Tag  6  kg.  Das  letztere 
lieferte  bessere  Resultate;  es  verlor  nur  1,1  kg.  Ein  nennens- 
werter Fortschritt  war  aber  auch  nicht  erzielt. 

Nunmehr  wurden  zwei  Gefäße  konstruiert,  bei  denen 
zwischen  der  Außen-  und  der  Innenwand  noch  zwei  Zwischen- 
wände aus  Eisen  eingeschoben  waren.  Das  eine  derselben  war 
innen  versilbert,  das  andere  nach  einem  Verfahren  der  Firma 
Metallatom  mit  Aluminium  bespritzt.    Das  aluminierte  Gefäß 
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ließ  sich  auch  beim  Erwärmen  nicht  auspumpen.  Es  blieb 
zweifelhaft,  ob  das  Gefäß  unciicht  war  oder  ob  soviel  Gase 
vom  Aluminium  abgegeben  wurden.  Das  (galvanisch)  ver-. 
silberte  Gefäß  win'de  während  des  Auspumpens  nicht  erwärmt; 
es  zeigte,  verglichen  mit  den  früheren  Konstruktionen,  keinen 
wesentlichen  Fortschritt.  Über  die  Einzelheiten  der  Kon- 
struktion sei  folgendes  mitgeteilt:  um  das  innere  Gefäß  von 
etwa  2  Liter  Inhalt,  unter  dem  sich  ein  Sieb  mit  geglühter 
Holzkohle  befand,  waren  vermittelst  von  je  sechs  Ebonitstutzen 
die  beiden  Zwischenwände  herumgebaut.  Ohne  jede  äußere 
Verbindung  hingen  alle  Innenteile  an  dem  wie  früher  ge- 
stützten Glashals  im  äußeren  Mantel.  Das  Gewicht  des  Ge- 
fäßes betrug  6,13  kg.  Der  Durchmesser  der  innersten  Kugel 
betrug  16,  der  der  äußersten  28  cm.  Die  Abdampfverlust-e  be- 
trugen 1,1  kg/Tag. 

Dieser  wider  Erwarten  gioße  Abdampf verlust  erklärt  sich 
\delleicht  daraus,  daß  die  Zwischeiu-äume  nur  mit  der  inneren, 
nicht  aber  auch  mit  der  äußeren  Kugel  durch  die  Stutzen  in 
Verbindung  standen.  Diese  Konstruktion  war  gewählt  worden, 
um  andernfalls  auftretende  Spaimungen,  die  zur  Zertrümmerung 
des  Glashalses  führen  könnten,  zu  vermeiden.  Derartige  Span- 
innigen  würden  auch  tei  genauester  Abmessung  der  Stutzen  "• 
infolge  der  Temperaturerniedrigung  beim  Einbringen  von 
flüssige!'  I.uft  hervorgerufen  werden  und  hatten  bereits  früher 
luichteilig  gewirkt.  Durch  diese  Anordnung  kann  nun  eine  zu 
niedrige  Temperatur  der  Zwischenwände  bedingt  sein,  indem 
sich  das  (jefälle,  das  zwischen  den  inneren  Wandungen  vor- 
] landen  sein  sollte,  wiewohl  die  Stutzen  aus  Ebonit,  also  einem 
Isolator,  bestanden,  zum  Teil  ausgleicht.  Das  hat  aber  zur  Folge, 
daß  zwischen  den  teiden  äußersten  Wänden  ein  um  ein  Bo- 
träclitliches  zu  großer  Temperaturunterschied  vorhanden  sein 
muß,  so  (laß  infolge  der  größeren  Oberfläche  Verluste  bedingt 
werden,  die  den  Gewinn  durch  die  Schirmwirkung  der  Zwischen- 
wände ausgleichen,  ja  sogar  über  kompensieren  kömien. 

Es  lat  den  Anschein,  daß  es  technisch  nicht  möglich  ist, 
über  einen  Mindest  verlust  von  0,6  kg  bis  1  kg  pro  Tag  mit 
2-Lit er- Gefäßen  aus  Metall  w(*sentlich  hinauszukommen.  Die 
Güte  der  Glas vakuumgef äße  scheint  nicht  erreichbar  zu  sein. 
Größere  ^[etallvabiumgefäße,  die  zumeist  ausgiebig  von  Kohle 
als   Absorlx^ns    Gebrauch   machen,    soweit    sie    bereits  in  der 
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^rechnik     Verweiuhmg    finden,    liefern    nafürlieli     prozentual 
l»»S8ere  Resultate. 

Es  war- geplant,  ein  größeres  dreiwandiges  Gefäß  von  etwa 
30  Liter  Inhalt  herzustellen.     Das   Gefäß  sollte  sich,  um  der 
Kugelgestalt  möglichst  nahe  zu  kommen,  aus  zwei  konischen 
und  einem  zylindrischen  Teil  zusammensetzen.    An  Stelle  des 
zerbrechlichen  Glashaises  sollten  zur  Venneidimg  größerer  Ver- 
luste durch  Wärmeleitung  auf  Vorschlag  von  Prof.  Lilienfeld 
zwei  Metalls piralen  eingebaut  werden,  eine  zum  Füllen,  dii* 
andere   zum   Entleeren.      IHe    Stutzen  sollten  aus    Porzellan 
liergestellt  werden.    Die  Gefäßteile  waren  zum  Teil  geschweißt. 
F's  zeigte  sich  nun^),  daß  die  autogen  verbundenen  Schweiß- 
nähte absolut  undicht  waren;  es  war  nicht  möglich,  das  innere 
(refäß  auszupumpen.    Da  eine  galvanische  Versilberung  in  den 
Mfhwierigen  Zeiten  nicht   ausgeführt  werden   koimte,   war  ein 
i  Jespritzen  der  Oberfläche  in  Aussicht  genommen.  Die  schlechten 
J^rfahnmgen  mit    dem  aluminierten    Gefäß  jedoch   ließen  es 
dringend  geraten  erscheinen,  die  Möglichkeit    der   Entgasung 
gespritzter  Oberflächen  zuvor  klarzustellen.     Diese  Versuche, 
<lie  im  nächsten  Kapitel  beschrieben  sind,  ergaben,  daß  di(» 
außerordentlichen   Mengen    von    Gasen,    die    den    gespritzten 
Oberflächen  anhaften,  einen  derartigen  Überzug  als  ungeeignet 
r-i-scheinen  lassen.     Man  wird  also  auf  die  galvanische  Ver- 
silberung zurückkonunen  müssen.    Angesichts  der  technischen 
Schwierigkeiten,  die  das  Hartlöten  derartig  großer  Nähte,  wie 
sie  hier  in  Frage  kamen,  mit  sich  bringt,  sowie  angesichts  der 
tcKjhnischen    l Unmöglichkeit,    gegenwärtig    einen    galvanischen 
Überzug  herzustellen,    mußte  der  Zusammenbfiu  des   Gefäß(»s 
xorlänfig  zurückgestellt  werden. 

9.  Über  die  Entgasung  wärmegeBohütster  Eisenbleohe.^) 

Es  sollen  hier  Versuche  beschrieben  werden,  die  die  Ent- 
^'asung  wärmegeschützter  Eisenbledu^  zum  Gegenstand  hatten. 
Wie  bereits  bemerkt,  war  es  zweifelhaft  gelJieben.  ob  das 
aluminierte  Gefäß  imdicht  war  oder  ob  die  entwc^ichenden  Gase 
n\v>  der  Aluminiumschicht  stammten.  l'm  dit*  Fiage  klar- 
zustellen, wurde  die  l^nt ersuchung  von  Gnmd  auf  geführt. 
Die  Versuchs bedingungen  waren  allerdings  sehr  verwickelt: 
Hie  Resultate  sind  daher  mehr  qualitativ   als  qnantitatiN.  zu- 

1)  Nach  Versuchen  von  Hm.  Kurze. 
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mal  das  Problem  der  Absorption  von  Gasen  in  Metallen  noch 
keineswegs  restlos  aufgeklärt  ist.  Das  Ziel  der  Versuche  be- 
stand hauptsächlich  in  der  Frage:  ob  und  in  welcher  Weise 
die  Entgasung  möglich  ist. 

Em  metallischer  Überzug  auf  metallischer  Unterlage  kann 
in  verschiedener  Weise  hergestellt  werden:  einmal  galvanisch; 
er  läßt  sich  dann  gut  polieren  und  liefert  hochglänzende  Ober- 
flächen; dann  durch  Aufspritzen  der  Metalle;  in  diesem  Falle 
ist  er  mehr  oder  weniger  matt  und  verträgt  nicht  tinter  allen 
Umständen  eine  Politur.  Die  Metallisierung  nach  dem  letzteren 
Verfahren  wird  von  der  Firma  Metallatom-Berlin  (später 
Frankonia)  ausgeführt.  Nicht  alle  Metalle  haften  aufeinander. 
Man  kann  jedoch  durch  Aufspritzen  einer  dünnen  Zinkhaut 
beispielsweise  die  Haltbarkeit  erhöhen,  wenn  sich  nämlich  so- 
wohl die  Unterlage  wie  das  aufgespritzte  Metall  mit  Zink  leicht 
legieren.  In  dieser  Weise  waren  sämtliche  nach  diesem  Verfahren 
bespritzten  Bleche,  die  zur  Untersuchung  kamen,  hergestellt. 

Die  Versuche  wurden  so  angestellt,  daß  die  behandelten 
Eisenbleche  aufgerollt  in  zylindrische  Glasgefäße  eingeschlossen 
wurden.  Nach  Anschluß  an  die  Pumpleitimg  wurde  zimächst 
ohne  Erwärmung  der  Gefäße  mit  der  Gädepumpe  ausgepumpt 
und  stehen  gelassen.  Zur  Messung  des  Vakuums  waren  ein 
Mac-Leod-Manometer  sowie  ein  Spektralrohr  angeschlossen. 
Aus  der  Druckänderung  konnte  auf  das  abgegebene  Volum 
geschlossen  werden.  Selbstverständlich  war  es  nach  dieser 
Methode  rdcht  möglich,  die  überhaupt  abgegebene  Gasmenge 
zu  bestimmen;  denn  es  bleibt  unbekannt,  wie\del  während  des 
Pumpens  bereits  entweicht.  Die  abgegebene  Menge  ist  Funk- 
tion des  Druckes;  aber  sie  hängt  darüber  hinaus  noch  ^'on 
einer  Reihe  anderer  mehr  oder  weniger  unkontrollierbarer  Para- 
meter ab:  von  der  Natur  des  Stoffes,  von  der  Beschaffenheit 
der  Oberfläche,  vor  allem  aber  von  der  Vorgeschichte.  Ge- 
glühte Bleche  verhalten  sich  ganz  anders  als  nichtgeglühte. 
Bleche,  die  bereits  im  Vakuum  waren,  geben  weniger  ab  als 
andere  usf.  Immerhin  dürften  die  im  folgenden  des  näheren 
beschriebenen  Versuche  die  daruas  auf  die  Herkimft  der  ab- 
gegebenen Gase  gezogenen  Schlüsse  rechtfertigen. 

1.  Zunächst  Wurde  gespritztes  Aluminium  untersucht. 
65  qdm  Eisenblech  wurden  beiderseits  mit  Aluminium  bespritzt 
und  in  ein  Glasrohr  von  100  mm  Durchmesser  eingeschlossen. 


\ 
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Das  Volum  des  Gefäßes  (mit  Einschluß  der  Meßapparate  bis 
znÄi  Verschluß)  betrug  v  =  7,3  dm*.  Folgende  einfache  Über- 
legung gestattet  das  Volum  A  v  der  abgegebenen  Gase  auf 
Atmosphärendruck  umgerechnet  zu  berechnen.  Steigt  der 
Druck  um  A  p,  so  ist : 

(1)  Ap'V  =  760'Av, 
Daraus  folgt: 

(2)  ^«^  -  ^  ^;>  =  -?ä-  •  ^^  =  °'^®®  ^P  ^"''  "=  ®'^  ^P  ^'^'' 

Bezieht  man  die  abgegebene  Menge  auf  die  Pünheit  der  Ober- 
fläche, so  wird : 

(3)  A  vjqm  =  ^  J  -^  Ap  =  7,4  Ap  cm'/qm. 

Bereits  nachdem  die  Pumpen  wenige  Minuten  in  Betrieb 
geeetzt  waren,  zeigte  das  Spektralrohr  Kathodenstrahlimg. 
Das  Vakuum  ging  außerordentlich  stark  ziurück:  während 
zweier  Tage  von  etwa  0,001  mm  bis  0,1  mm.  Alle  2 — 3  Tage 
wurde  das  Auspumpen  wiederholt.  Anfangs  wurde  wenig, 
später  außerordentlich  viel  Wasserstoff  abgegeben.  Auch  bei 
zwölfmal  wiederholtem  Pumpen  war  noch  keine  Änderung  zu 
verzeichnen.  Darauf  wurde  das  Gefäß  sich  selbst  überlassen 
und  über  y,  Jahr  lang  beobachtet.  Folgende  kleine  Tabelle 
gibt  die  nach  Verlauf  der  angegebenen  Zeit  täglich  abgegebene 
Menge  in  cm'/qm.  Die  letzte  Spalte  enthält  den  jeweils  herr- 
schenden Gesamtdruck. 


nach  Tagen 


wurden  al]gegeben    |    bei  einem  Druck 
cm^qm  Tag        j  von  mm 


2  0^  0,06 

6  0,18  0,19 

14  ;              0,10  0,28 

56  0,07  0,70 

240  0.02  1,2 

Die  Zahlen  entstammen  der  letzten  Btobachtmigsreihe. 
Ein  Stillstand  ist  also  auch  nach  einem  halben  Jahre  nicht 
eingetreten. 

2.  Um  nun  die  Herkunft  dieser  gewaltigen  Gasmengen  zu 
erklären,  war  es  wünschenswert,  die  Gasabgabe  von  blankem 
Eisen  zu  kennen.  Es  wurden  daher  Gegenversuche  mit  nicht 
bespritzten  Eisenblechen  gleicher  Herkunft  angestellt.  Im 
Interesse  der  technischen   Verwert  img  der   Ergebnisse  wurde 
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dabei  ein  geglühtes  und  ein  nicht  geglühtes  Blech  gleichzeitig 
untersucht.  Die  Fläche  dieser  Bleche  betrug  je  2*85,8qdin, 
ihr  Gewicht  1,56  kg  (geglüht)  bzw.  1,48  kg  (nicht  geglüht). 
Das  Volumen  der  Anordnung  betrug  4,0  dm'  (geglüht)  bzw. 

4.7  dm*  (nicht  geglüht).    Aus  diesen  Zahlen  ergibt  sieh  für  den 

Koeffizienten   der    Gleichung  (3)  ^J^;^.^  ^  7,5    (geglüht)    und 

8.8  (nicht  gegl^^^*)- 

Bei  diesen  Versuchen  ging  das  Pumpen  bedeutend  langsamer 
\0Y  sich  als  beim  ersten  Versuch.  Der  Unterschied  zwischen 
dem  geglühten  und  nicht  geglühten  Blech  war  zwar  deutlich, 
aber  nicht  beträchtlich.  Während  bei  dem  aluminierten  Blech 
der  Druck  während  zweier  Tage  bis  auf  etwa  0,1  mm  stieg, 
stieg  er  jetzt  anfangs  bis  auf  0,03,  später  nur  bis  auf  0,016. 
Das  geglühte  Blech  gab  dabei  vor  allem  CO  ab,  das  nicht  ge- 
glühte hingegen  Wasserstoff.  Eine  Konstanz  wurde  auch  hier 
nicht  erreicht.  Die  folgende  Jdeine  Tabelle  gibt  zum  Vergleich 
die  den  oben  mitgeteilten  entsprechenden  Werte.  Sie  ist  eben- 
falls den  Beobachtmigen  der  letzten  Versuchsreihe  entnommen. 


Ta« 


geglülit 
cm'^/qm  Tag 


mm 


1 

0,038 

0,013 

1 

0,018 

2 

0,008 

0,016 

2 

0,009 

0,007 

0,019 

5 

0,009 

IL 

0,007 

0,027 

11 

0,009 

Tag 


nicht  geglüht 
cm'/qm  Tag 


mm 


0,025 
0,030 
0,033 
0,037 

Es  hat  den  Anschein,  daß  das  geglühte  Blech  infolge  der 
Auflockerung  des  Gefüges  rascher  abgibt,  als  das  nicht  geglühte, 
jedoch  ist  dieser  Schluß  nicht  sicher. 

Der  Unterschied  zwischen  dem  alumirderten  Blech  und  den 
blanken  Eisenblechen  ist  gewaltig.  Erst  eres  gibt  nach  einem 
halben  Jahre  täglich  noch  etwa  doppelt  soviel  ab,  wie  die  letz- 
teren nach  8  Tagen! 

3.  Diese  Versuche  wareii  ausgeführt  worden,  ohne  daß 
die  131eche  erwärmt  wurden.  Da  sich  eine  restlose  Ent- 
gasung bei  gewöhnlicher  Temperatur  als  unmöglich  heraus- 
stellte, wurden  w^eitero  Versuche  angestellt,  bei  denen  die  An- 
ordnung so  getroffen  wurde,  daß  die  Bleche  erwärmt  werden 
konnten.  Außerdem  wurden  vergleichsweise  nel)en  dem  ge- 
spritzten ^fotall  auch  ^^alvam'seli  hergestellte  Fb(*rzüge  untor- 
suchi . 
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t>ber  die  Anordnung  im  einzelnen 
sei  folgendes  mitgeteilt .  Es  kamen  im 
ganzen  fünf  Bleche  zur  L'ntersuchung. 
Zwei  von  ihnen  waren  neu,  d.h.  noch 
nicht  im  Vakuum  bebandelt,  das  eine 
war  blank,  nicht  versilbert,  das  andere 
war  hochglänzend  versilbert.  Sie 
stemmten  von  einem  Stück.  Ein  drit- 
tes war  matt  versilbert;  es  war  ge- 
glüht und  auch  bereits  im  Vakuum 
behandelt.  Die  zwei  letzten  Bleche 
endlich,  die  dieselbe  Vorgeschichte 
wie  das  dritte  hatten,  waren  bespritzt, 
das  eine  mit  einer  Zinkhaut,  das  an- 
dere mit  Silber,  nachdem  auf  letztem 
anivor  ebenfalls  eine  dünne  Zinkhaut 
aufgespritzt  worden  war.  Die  Bleche 
konnten  einzeln  untersucht  werden. 
Nebenstehende  Tabelle  orientiert  über 
die  wichtigsten  Maßverhältnisse. 

Die  gespritzte  Silberauflage  haftet 
schlecht  auf  dem  Eisen.  Beim  Biogen 
löste  sie  sich  stellenweise  los.  hin- 
gegen schien  die  Temperaturerhöhung 
keinen  nachteiligen  Einfluß  zu  haben. 
Weder  konnte  ein  selbsttätiges  Los- 
blattem  noch  auch  überhaupt  eine 
Veränderung  der  Oberfläche  festgestellt 
werden. 

Diese  Versuche  bestätigten  noch 
ausgezeichnet  den  gewaltigen  Unter- 
schied zwischen  blankem  oder  gal- 
vanisch behandeltem  Eisen  und  den 
gespritzten  Oberflächen.  Es  zeigte 
sich  das  beim  Erhitzen.  Während  bei 
einer  Temperatursteigenm^  bis  auf 
200—250»  innerhalb  von  V4  Stunden 
der  Druck  bei  gewöhnlichem  Eisen  (I) 
von  0,06  bis  auf  0,76  mm  stieg,  ent- 
pprechendeiner  Abgabe  von  8.,5ccm/ qin, 
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veränderte  sich  das  Vakuum  unter  gleichen  Verhältnissen  beim 
Erhitzen  des  mit  Zink  bespritzten  Bleches  (IV)  von  0,06  Ins  anf 
80  mm;  d.  h.  es  wurden  400ccm/qm,  also  die  50 fache  Menge 
abgegeben.  Im  übrigen  lieferten  diese  Versuche  diesbezüglich 
kaum  ein  anderes.  Resultat  wie  früher.  Die  Natur  "der  ge- 
spritzten Oberfläche  scheint  fast  belanglos  zu  sein.  Die  ab* 
gegebenen  Gase  bestanden  aus  Wasserstoff  und  Luft,  wozu 
beim  Erwärmen  noch  Kohlenoxyd  hinzutrat.  Luft  und  Wasser- 
stoff scheinen  beim  Herstellen  der  Auflage  mechanisch  in  der 
Oberfläche  festgehalten  zu  werden. 

Ein  größeres  Interesse  hat  die  Frage,  ob  die  Entgasung 
durch  Erhitzen  möglich  ist.  Zimächst  zeigte  sich,  daB  ein 
Erhitzen  bis  auf  200 — 250^  nicht  genügt.  Daher  wurde  bei 
gleichzeitigem  Pumpen  die  Temperatur  bis  400®  erhöht.  Der 
Versuch  wurde  nicht  eher  abgebrochen,  als  auch  bei  diesen 
Temperaturen  das  SpektraJrohr  Kathodenstrahlung  anzeigte. 
Diese  Versuche  zeigten  deutlich  den  Einfluß  der  Vorgeschichte 
der  Bleche.  Ein  wesentlicher  Einfluß  der  galvanisch  versilberten 
Oberfläche  konnte  hingegen  nicht  festgestellt  werden.  Wiewohl 
also  eine  absolute  Konstanz  des  Vakuums  rdcht  erreicht  werd^i 
konnte,  war  doch  der  fördernde  Einfluß  der  Temperatur  sehr 
deutlich,  wie  ja  vorauszusehen  war.  Verglichen  mit  den  nicht- 
gespritzten,  ließen  die  gespritzten  Bleche  nicht  in  derselben 
Weise' einen  niedrigen  Druck  erreichen.  Immerhin  war  ee 
möglich,  auch  hier  ein  einigermaßen  konstant  bleibendes 
Vakuum  herzustellen.  So  wurde  mit  dem  verzinkten  Blech 
ein  Druck  von  0,010  mm  erreicht,  der  in  14  Tagen  nur  um 
0,001  stieg.  Das  entspricht  einer  Abgabe  von  etwa  0,018  ccm/qm, 
also  einer  täglichen  Abgabe  von  0,001  cm»/ qm.  Das  mit  Silber 
gespritzte  Blech  lieferte  schließlich  einen  Druck  von  0,009  mm. 
Vergleichsweise  betrug  die  Abgabe  des  parallel  untersuchten 
blanken  Eisenbleches  pro  Tag  0,0005  cm». 

Bedenkt  man,  daß  die  Entgasung  gespritzter  Oberflächen, 
ganz  abgesehen  von  dem  größeren  (ungefähr  dreifachen)  Mate- 
rialverbrauch und  ganz  abgesehen  davon,  daß  eine  spiegel- 
glänzende Oberfläche  nicht  erreicht  ist,  außerordentlich  viel 
zeitraubender  und  schwieriger  ist,  als  die  der  galvanisch  her- 
gestellten, wie  dies  Versuche  gezeigt  haben,  so  ist  es  klar,  daß 
für  die  Herstellimg  von  Vakuumgefäßen  nur  die  galvanische 
Versilberung  in  Frage  kommt.     Aber  auch  hier  ist  es  unum- 


Grundlagen  zum  Bau  von  Transfortgefäßen  usw.        148 

gänglich  natwendig,  durch  andauerndes  Erhitzen  die  Wände 
von  den  absorbierten  Gasen  zu  befreien.  Man  wird  dabei  mit 
der  Temperatur  nicht  alLsu  hoch  gehen  dürfen;  bei  höheren 
Temperaturen  tritt  nämlich  eine  Umkristallisation  ein,  durch 
die  das  Gefüge  der  Feinbleche  zerstört,  die  Oberfläche,  welche 
Gase  abgibt,  vergrößert  und  die  Wärmestrahlung  erhöht  wird. 

,  BrgebniBse. 

Die  vorliegenden  Untersuchungen  zeigen,  daß  es  möglich 
ist,  selbst  mit  Eisengefäßen  das  zur  Aufbewahrung  von  ver- 
flüssigten Gasen  erforderliche  hohe  VakuuiQ^  herzustellen,  wenn 
man  nur  dafür  sorgt,  daß  die  Lötstellen  mit  größter  Sorgfalt, 
am  besten  mit  Silberlot  (Lilienfeld)  ausgeführt  werden,  und 
die  Gefäße  vor  Benutzung  längere  Zeit  unter  Auspumpen 
auf  eine  Temperatur  von  etwa  300*^  C,  gebracht  werden. 

Die  Wärmeisolation  der  Zuführung  kann  bei  kleinen  Ge- 
fäßen nach  Vorgang  von  Lilienfeld  durch  Zwischenschaltung 
eines  Glasrohres  erreicht  werden,  das  durch  Platinring  an  das 
Metall  beiderseits  angeschlossen  ist.  Für  größere  Gefäße  hat 
man  nach  Vorschlag  von  Lilienfeld  ausreichend  lange  Bohre, 
gegebenenfalls  Schlangen  von  sehlechtleitendem  Metall  ein- 
zuschalten. 

Ein  zweites  wichtiges  Ergebnis  der  Untersuchung  ist  aber, 
daß  mit  unüberzogenen  Metallgefäßen  aus  Eisen  und  Nickel 
aus  dem  Grunde  noch  kein  gutes  Ergebnis  erzielt  werden  kann, 
weil  die  Wärmestrahlung  dieser  Metalle  viel  zu  groß  ist.  Es 
ist  daher  ein  möglichst  wenig  strahlender  Überzug  herzustellen, 
der  am  besten  aus  Silber  gewählt  wird  und  zwar  darf  der  Über- 
zug nicht  dmrch  Spritzverfahren  hergestellt  werden,  weil  das 
aufgespritzte  Metall  erstens  außerordentlich  viel  Gase  adsor- 
biert und  zweitens  nicht  genügend  blank  hergestellt  werden 
kann.  Man  muß  daher  unbedingt  auf  galvanische  Versilberung 
Bedacht  nehmen.  Ob  eine  Verzinnung  genügt,  konnte  nicht 
geprüft  werden,  da  während  des  Krieges  kein  Zinn  erhält- 
lich war.  ? 

Der  Überzug  leidet  durch  zu  große  Erhitzung  Schaden. 
Man  darf  daher  die  Entgasung  nur  bei  mäßigen  Temperaturen 
bis  etwa  800®  C.  vornehmen.  Die  Dauer  der  Erhitzung  und  des 
An8pumi>ens  hat  dementsprechend  eine  längere  Zeit  vor  sich 
zu  gehen. 
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Per  Verlust  durch  Strahlung  und  durch  Würmeleitung  im 
ilußersten  Vakuum  kann  nach  ^'orschIag  \'on  0.  Wiener  durch 
Zwischenschaltung  einer  gut  isolierten  bfiderHeits  \-ersilberten 
Wand  auf  die  Hälfte  herat^esetzt  werden. 

Auf  diese  Art  wurde  dafi  günstigste  Ergetaiia  mit  dneui 
versilberten  Eisengefäß  von  2  Liter  Inhalt  erzielt,  mit  einem 
täglichen  Verlust  von  0,6  kg  flüssiger  Luft.  Unter  der  An- 
nahme, daß  der  Verlust  mit  zunehmendem  Volumen  v  im 
Verhältnis  von  v'''  anwächfit,  berechnet  sich  daraus  für  ein  ent- 
sprechendes Gefäß  von  1000  litem  Inhalt  ein  Verlnst  von 
38  kg  täglich,  d.  h^rund  4%. 

Die  folgende  Tabelle  enthält  für  die  wichtigsten  der  unter- 
suchten Gefäße  mit  den  jeweils  Ijesten  Ergebnissen  eine  Zu- 
sammenstellung des  spezifischen  Abdampf  verlost  es,  d.  h,  das 
Verhältnis  des  Abdampf  Verlustes  A  in  kg/Tag  zur  Oberfläche 
des  innersten  Gefäßes  in  dm*.  Die  Oberfläche  des  Gefäßew 
wurde,  wo  nicht  die  Maße  genau  bekannt  waren,  aufl  dem 
angegebenen  Inhalt  unter  Aufschlag  von  4  v.  H.  berechnet. 
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2.   Abhängigkeit  der  DielekiritHtätskanetante 
des  Wassers,  Äthylalkohols,  Methylalkohols 

tind  Acetons  vom  JOruck; 

von  O.  Falckenherg. 

(Rostooker  HabilitatioiiBSchrift.) 


In  vorliegender  Arbeit  wird  der  Druckkoeffizient  der 
Dielektrizitätskonstante  von  Wasser,  Äthylalkohol,  Methyl- 
alkohol und  Aceton  untersucht.  Den  Zuwachs  der  Dielek- 
trizitätskonstanten durch  Drucksteigerung  bezeichne  ich  im 
folgenden  mit  A  e.  Eine  Untersuchung  von  A  e  für  Wasser 
und  die  beiden  Alkohole  ist  deswegen  von  besonderem  Inter- 
esse, weil  für  diese  drei  Flüssigkeiten  genaue  Messungen  über 
ihre  Kompressibilität  vorliegen  und  infolgedessen  die  Be- 
ziehung von  J  e  zu  der  durah  Druck  bewirkten  Änderung 
der  Dichte  geprüft  werden  kann.  Die  ersten  Untersuchungen 
über  Änderung  der  Dielektrizitätskonstante  von  Flüssigkeiten 
durch  Drucksteigerung  führte  Böntgen^)  aus.  Böntgen 
stellte  für  Wasser  fest,  daß  e  bei  Drucksteigerung  von  1  auf 
500  Atmosphären  „nicht  sicher  nachweisbar  um  1%  geändert 
wurde".  Zu  ähnlichen  Besultaten  führten  Böntgens  Unter- 
suchungen bei  Äthylalkohol.  Messungen  von  Batz^}  für 
Wasser  ergaben:  „Eine  Änderung  der  Dielektrizitätskonstante 
innerhalb  eines  Intervalls  von  800  Atm.  konnte  nicht  sicher 
beobachtet  werden  und  liegt  jedenfalls  unter  1%/*  Batz 
untersuchte  femer  Äther,  Benzol,  Anilin  und  Amylalkohol. 
Böntgen  und  Batz  benutzten  zu  ihren  Messungen  die  be- 
kannt« Nernstsche  Brückenanordnung,  welche  für  diese 
Messungen  nicht  empfindlich  genug  ist.  Ortvay')  unter- 
suchte mit  einer  durch  Differentialschaltung  verbesserten 
Nernstschen  Anordnung  A  e  von  Äthyläther,  Benzol,  Xylol, 
Toluol,  Schwefelkohlenstoff,  Chloroform,  Paraffin  liqu.,  Petrol- 

1)  W.C.  Röntgen,  Ann.  d.  Phys.  62.  S.  599.  1894. 

2)  F.  Ratz,  Zeitschr.  f.  physik.  Chemie  19.  S.  111.  189«. 

3)  R.  Ortvay,  Ann.  d.  Phys.  86.  S.  1.  1911. 
ABaaton  der  Physik.    IV.  Folge.    61.  10 
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äther  und  Eizinusöl.  Auf  diese  Arljeit  komme  ich  noch  weiter 
unten  zurück.  Für  Messungen  von  J  c  an  Wasser,  Äthyl- 
alkohol und  Methylalkohol  würde  auch  die  von  Ortvay  be- 
nutzte Differentialanordnung  zu  ungenaue  Eesultat«  liefern, 
weil  das  Leitvermögen  dieser  Flüssigkeiten  zu  groß  ißt.  Es 
mußten  daher  andere  Wege  beschritten  werden.  Ich  ging 
ans  von  der  bekannten  Drudeschen  Anordnung  für  Dielek- 
trizitätskonstanten-Messungen mittels  stehender  Wellen  von 
hoher  Frequenz,  bei  welcher  sich  die  zu  untersuchende  Flüssig- 
keit in  einem  kleinen  Kondensatorf läschchen  befindet.  Diese 
Anordnung  verbesserte  ich  durch  Verwendung  von  elektro- 
magnetischen Schwingungen  sehr  kleinen  Dämpfungsdekre- 
ments, wie  sie  der  von  Rukop^)  konstruierte  Sender  liefert; 
d.h.  ich  kombinierte  aus  dem  Drudeschen  und  Eukop- 
schen  Apparat  eine  zur  Durchführung  der  vorgenommenen 
Messungen  geeignete  Versuchsanordnung. 

VerBUohsanordnuia  g^ 

Zur  Erzeugung  elektromagnetischer  Wellen  von  6  m 
Wellenlänge  benutzte  ich  den  vortrefflichen,  von  Eukop 
konstruierten  Sender  (in  Fig.  1  in  Yg  natürlicher  Größe  ab- 
gebildet), welchen  Eukop  in  seiner  Arbeit  über  „Messungen 
im  elektromagnetischen  Spektrum  des  Wassers**^)  beschreibt. 
Dieser  Sender  gestattet,  die  Wellenlänge  seiner  Eigenschwingung 
in  weiten  Grenzen  kontinuierlich  zu  ändern.  Die  Änderung 
der  Wellenlänge  gescliieht  durch  Verlängern  oder  Verkürzen 
der  Schenkel  des  Senders  (Antennen)  mit  Hilfe  einer  Mikro- 
meterschraube. Fig.  1  stellt  Sonder  und  Empfänger  dar. 
Der  mit  dem  Sender  lose  gekoppelte  Empfänger,  welcher 
wie  der  Sender  als  1/4  schwingt,  besteht  aus  einem  mit  der 
zu  messenden  Flüssigkeit  gefüllten  Kondensatorfläschchen  in 
einem  Druckgefäß,  welches  in  Fig.  1  in  Vg  natürlicher  Größe 
abgebildet  ist,  und  zwei  parallelen,  ineinander  verschieb- 
baren Messingröhren,  die  bei  Ä  kurzgeschlossen  sind.  Das 
aus  Messing  hergestellte  Druckgefäß  ist  mit  Glasplatten- 
verschlüssen versehen.  Die  Glasplatten  liegen  direkt  auf  dem 
Messingrand  des  Druckgefäßes  auf.  Ebenso  liegen  die  kleinen 
Platten  8  direkt  auf  dem  durchbohrten  Glase  auf.     Die  Ab- 


1)  H.  Rukop,  Ann.d.  Phys.  42.  S.  489.  1913. 
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dicbtung  besteht  aus  einem  Bande  von  Marinoleini  im  Iimern 
des  Dnicl^fäßes.  Die  Drucksteigerung  wurde  durch  eine 
Caillcrtetsche  Druckpumpe  erzeugt.  2iirka  2  cm  vom  Ende 
der  Messingröhren  bei  A  ist  als  Wellenindikator  ein  Thermo- 
kreuzelement  eingeschaltet.  Es  wurde  mit  einem  Kugi^l- 
Panzergalvanometer  von  Du  Bois-Eubens  verbunden.  Wer- 
den Schwingungen  im  Sender  erzeugt,  so  wird  das  Thermo- 
element Maximalausschläge  am  Galvanometer  hervorrufen, 
wenn  Sender  und  Empfänger  in  Resonanz  sind.  Wird  im 
Empfänger  die  Resonanz  gestört  durch  Vergrößening  der 
Kläschehenkapazität    bei    Dnicksteigerung,    so    müssen    ent- 


Empfänqer 


Condemat 


Punken&trccke 


Fig.  1. 


weder  die  Messingrohre  am.  Empfänger  verkürzt  oder  die 
Antennen  des  Senders  verlängert  werden,  um  die  Resonanz- 
lage wieder  herzustellen.  Die  Resonanzlage  wurde  folgender- 
maßen bestimmt.  Die  Länge  der  Schenkel  am  Sender  wurde 
mit  Hilfe  einer  Mikrometerschraube  verändert.  Die  beob- 
achteten ballistischen  Ausschläge  des  Galvanometers  wurden 
als  Ordinaten,  die  Länge  der  Schenkel  als  Abszissen  auf- 
getragen. Die  so  erhaltene  Resonanzkurve  gestattet  den 
Besonanzpunkt  bis  auf  ^/^^  mm  genau  zu  bestinnnen  (vgl. 
Fig.  2).  Aus  der  Verschiebung  der  Resonanzlage  bei  Druck- 
steigerung kann  durch  Beschicken  des  kleinen  Kondensators 
mit  Eichflüssigkeiten  bekannter  Dielektrizitätskonstante  e  di(> 
Änderung  der  Dielektrizitätskonstanten  von  Flüssigkeiten  durch 
Druckgteigerung  berechnet  werden,  wie  später  eingehend  be- 
schrieben wird.     Die  Kapazität  B,  Fig.  1,  setzt  sich  in  der 

10* 
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Hauptsache  aus  zwei  Größen  zusammen,  der  Kapazität  des 
Fläschchens  und  der  Kapazität  des  Druckgefäßes.  Das  Druck- 
gefäß wurde  möglichst  klein  gewählt,  denn  je  kleiner  die  Kapa- 
zität des  Druckgefäßes  ist,  um  so  größer  kann  bei  gleicher 
Eigenschwingungsdauer  des  Systems  die  Pläschchenkapazität 
gewählt  werden  und  um  so  größer  ist  die  Änderung  der  Kapa- 
zität durch  Drucksteigerung  und  damit  die  Genauigkeit  der 
Messung.  Die  Glasplatten  sprangen  bei  etwa  250  Atm.  Das 
Druckgefäß  und  die  Cailletetsche  Pumpe  wurde  mit  Paraffin- 
öl  gefüllt,  weil  dasselbe  eine  keine  Dielektrizitätskonstante 
hat,  deren  Änderung  mit  dem  Druck   bekannt  ist. 

Messimgren. 

I.  Wasser. 

Das  Kondensatorfläsohchen  wurde  mehrmals  mit  doppelt 
destilliertem  Wasser  ausgespült  und  nach  Füllung  in  das 
Druckgefäß  eingefügt.  Nach  dem  Zusammensetzen  des  Emp- 
fangsapparates wurde  öl  in  das  Druckgefäß  gepumpt.  Die 
Luft  entwich  durch  ein  im  oberen  Teil  des  Druckgefäßes  be- 
findliches Loch,  welches  erst  verschlossen  wurde,  nachdem 
sich  an  dem  heraustretenden  öl  längere  Zeit  keine  Luftblasen 
mehr  zeigten.  Dann  wurde  das  Gefäß  zirka  10  Minuten  lang 
unter  200  Atm.  Druck  gesetzt.  Unter  einem  Druck  von 
7  Atm.  wurde  dann  das  Druckgefäß  2 — 3  Stunden  gelassen, 
bevor  die  Messungen  begannen.  Für  möglichste  Konstanz 
der  Zimmertemperatur  innerhalb  dieser  Zeit  wurde  gesorgt. 
Mit  Hilfe  eines  im  Linern  des  Druckgefäßes  befindlichen 
Thermoelements  wurde  festgestellt,  daß  in  20  Minuten  die 
Kompressionswärme  auf  einen  Betrag  zurückging,  deren  Ein- 
fluß bereits  innerhalb  der  Versuchsfehler  der  übrigen  Mes- 
sungen lag.  Während  der  Aufnahme  der  Eesonanzkurven 
befand  sich  kein  Thermoelement  zur  Temperaturmessung  im 
Druckgefäß,  um  Kapazitätsstörungen  durch  dasselbe  zu  ver- 
meiden. Auf  Konstanthaltung  der  Temperatur  mußte  deshalb 
die  größte  Sorgfalt  verwandt  werden,  da  bereits  2®  Temperatur-, 
erhöhung  die  Kapazitäts Vermehrung  durch  Druckerhöhung  von 
200  Atm.  aufgehoben  hätten.  Die  letzte  Stunde  vor  Beginn 
der  Messungen  wurde  die  Zimmertemperatur  auf  16,3  ±0,1® 
konstant  gehalten,  bis  auf  kurze  Zeit  andauernde  Schwankungen, 
welche  durch  öffnen  der  Tür  entstanden.     Der  Anfangsdruck 
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von  7  Atm.  wurde  benutzt,  weil  bei  kleinerem  Überdruck 
<iie  Gefahr  bestanden  hätte,  daß  die  Glasplatten  des  Druck- 
gefäßes nicht  dicht  auf  dem  Rand  des  Druckgefäßes  aufliegen 
würden  und  bei  weiterer  Drucksteigerung  sich  eventuell  ver- 
schieben konnten.  Zuerst  wurde  die  Resonanzkurve  I,  Fig.  2, 
bei  7  Atm.  Druck  aufgenommen,  durch  Veränderung  der 
Länge  der  Antennen,  wie  schon  oben  beschrieben.  Sofort 
nach  dieser  Messung  wurde  der  Druck  auf  200  Atm.  erhöht 


I.  0  00       7  Atm. 

II.  +  +  +  200  Atm. 

III.    XXX       7  Atm. 


Za/Mir  dbsSettävs 

L-ZL L_ 


122 


121      ' 
Fig.   2. 


120 


11» 


und  80 — 46  Minuten  gewartet  bis  zum  Beginn  der  zweiten 
Messung.  Nach  der  Aufnahme  der  II.  Resonanzkurve  (Fig.  2) 
bei  200  Atm.  wurde  wieder  sofort  der  Druck  auf  7  Atm.  re- 
dn2dert  und  abermals  30  Minuten  gewartet  bis  zum  Beginn 
der  Aufnahme  der  III.  Resonanzkurve  bei  7  Atm.  Druck. 

Die  I.  und  III.  Resonanzkurve  deckten  sich  auch  bei 
anderen  Füllungen  nie  völlig  miteinander.  Kleine  Temperatur- 
änderungen, Schwankungen  der  Senderenergie,  sowie  Leit- 
fähigkeitsänderung des  Wassers,  die  nicht  zu  verhindern  waren, 
werden  wohl  die  Differenzen  verursachen. 

Der  Druck  konnte  durch  geeignete  Belastung  des  Pumpen- 
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hebelß  auf  dt  1  Atni.  konstant  gehalten  werden.     So  wurden 
mehrere  Messungen  mit  verschiedenen  Füllungen  gemacht. 

Mit  Einstellung  J,  des  Senders  werde  ich  im  folgenden 
die  Länge  der  Schenkel  des  Senders  im  Resonanzpunkt,  mit 
Einstellung  l^  des  Empfängers  die  Länge  des  Empf&ngers 
von  der  Glasdurchbohrung  bis  zum  Ende  bei  A  ebenfalls  im 
Resonanzpunkt  bezeichnen. 

Der  Resonanzpunkt  verschob  sich  bei  drei  Gruppen  von 
Messungen,  wenn  man  die  Differenz  nimmt  zwischen  den 
Einstellungen  des  Senders  bei  200  Atm.  und  dem  Mittel  der 
vor  und  nach  dieser  Messung  mit  7  Atm.  am  Sender  gefundenen 
Einstellungen,  im  Mittel  um  3,06  mm  wie  aus  folgender  Tabelle 
ersichtlich  ist. 

Tabelle  1. 


Gruppe 


Mikrometer- Einst,  des  Senders  in  mm  bei 


7  Atm.  vor 

erhöhtem 

Druck 


200  Atm. 


7  Atm.  nach 

erhöhtem 

Druck 


Mittlere 
DiffBrenider 
Einstellungen 


1 
2 
3 


42,9, 
50,4, 
51A 


46,0e 
63,2, 
54,7e 


48,5o 
50,2o 
51,5| 


2,8, 
2.9i 
8,4o 


Mittelwert  3,0^  ±  0,28 


Dieser  Mittelwert  von  Sfi^  wurde  der  Berechnung  zu- 
gnmde  gelegt.  Durch  Messungen  ergab  sich  bei  der  benutzten 
Einstellung,  daß  eine  Verlängerung  des  Senders  um  40,0  mm 
eine  Verlängerung  des  Empfängers  von  88,2  mm  entsprach. 
Dem  Mittelwert  der  Verschiebung  des  Resonanzpunktes  am 
Sender  von  8,05  mm  entspricht  daher  einer  Verkürzung  der 
Einstellung  l^  von  2,9i  mm. 

Eichung  des  Kölbchens  mit  Gemischen  von  Aceton  und 

Wasser. 

Um  die  Änderung  der  Dielektrizitätskonstante  =  J  c  des 
Wassers  durch  Dnicksteigerung  berechnen  zu  können,  wurde 
das  K  öl  beben  mit  verschiedenen  Mischungen  von  Aceton  und 
Wasser  Ijeschickt.  Es  wurde  mit  6,  ISYg  und  25  g  Aceton 
in  100  g  Mischung  gearbeitet.  Die  Werte  der  betreffenden 
Dielektrizitätskonstante  wurden  aus  einer  Arbeit  von  Drude^) 
entnommen.    Die  Einstelhmg  l^  wurde  diesmal  durch  Ändenmg 

1)  P.Drude,  Ann.  d.  Phys.  61.  S.  496.  1897. 
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der  Röhrenlänge  des  Empfängers  aufgenommen.  Als  Ab- 
szissen wurden  die  Längen  des  Empfangssystems  eingetragen, 
als  Ordinaten,  wie  früher,  die  ballistischen  Ausschläge  des 
Galvanometers.  Die  Werte  der  Dielektrizitätskonstante  wurden 
dann  in  Kg,  3  als  Abszissen,  die  gefundenen  Werte  der  Ein- 
stellungen als  Ordinaten  aufgetragen. 

A  e  wurde  aus  der  so  erhaltenen  Kurve  auf  zweierlei  Art 
berechnet : 

1.    Es  wurde  angenommen,  daß  zwischen  den  Pimkten  4 
und  5  und  1  und  2,  Fig.  3,  die  Kurve  als  Gerade  betrachtet 


73r 


j i I i '    '    ' 


Diehktr.  Cons/anfe 


68  «9  70  71  72  73  74  75  70  77  78  79  80  81  82 


Fig.  3. 

werden  kann.  Der  Mittelwert  von  4  und  5  wurde  der  Rechnung 
zugrunde  gelegt. 

2.  Die  Mittelwerte  von  6  und  7  und  1  und  2  wurden 
benutzt  und  Ae  mit  Hilfe  einer  von  Drude  aufgestellten 
Formel  berechnet.     Trägt  man  nach  Drude  die  Werte  von 

cotg2jr-T-,  wo  l  die  Einstellung,  X  die  Wellenlänge  bedeutet, 

als  Ordinaten,  die  zugehörigen  Dielektrizitätskonstanten  der 
im  Köl beben  befindlichen  Mischungen  als  Abszissen  auf,  so 
ist  die  so  erhaltene  Kurve  nahezu  eine  gerade  Linie. 

Ich  lege  den  von  Drude  angegebenen  Wert  der  Dielek- 
trizitätskonstante des  Wassers  zugnmde.  Auf  einen  kleinen 
Fehler  des  absoluten  Wertes  kommt  es  hier  nicht  an.  Nach 
Drude  ist  c  für  1  Atm.  und  16,8«  =  81,99. 
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Nach  1  berechnet  ist 

J  e  =  0,764  für  193  Atm.  Druckdifferenz. 
Nach  2  berechnet  ist 
•       J  e  =  0,775  . 

Paraffinölkorrektion. 

Der  für  A  e  ermittelte  Wert  bedarf  der  Korrektur,  weil 
die  Dielektrizitätskonstante  des  Paraffinöls  mit  zunehmendem 
Druck  ebenfalls  größer  geworden  ist.  Zur  Berechnung  der 
Korrektion  wurde  das  Druckgefäß  parallel  geschaltet  zu  einem 
variablen,  geeichten  Meßkondensator,  welcher  sich  in  einem 
der  beiden  Zweige  einer  Diffe^entialanordnung^)  befand.  Diese 
Anordnung  gestattet,  mit  ungedämpften  Wellen  von  800  m 
Wellenlänge  genaue  Kapazitätsmessungen  auszuführen.  Das 
Pläschchen  wurde  zur  Bestimmung  seiner  Kapazität  mit 
Aceton  gefüllt,  weil  Aceton  ein  kleines  Leitvermögen  hat. 

Unter  der  Annahme,  daß  die  Paraffinölkapazität  des 
Druckgefäßes  als  parallel  geschaltet  zur  Flfißchchenkapazit&t 
angesehen  werden  kann,  beträgt  die  Gesamt kapazität  C  des 
inneren  Drui^^kgefäßes: 

(1)  ^  «lCi+£2^  =  C', 

wo 

Si  =  Dielektrizitätskonstante  des  Acetons  für  16,1®  =  20,8. 
Ci  =  Kapazität  des  luftgefüllten  Fläschchens. 
£jj  =  Dielektrizitätskonstante  des  Paraffinöls  für  16,1®  =  2,2. 
Cj  =  Kapazität    des   Teiles   des    Drpckgefäßes,   welcher    bei 

obigen  Druckmessungen  mit  Paraffinöl  gefüllt  war  für 

Luftfüllung. 

Bedeutet  p  den  Druck,  unter  dem  das  Aceton  und  Paraffin- 
öl steht,  so  beträgt  die  durch  Druckänderung  A  p  bedingte 
Änderung   der   mit   Aceton   gefüllten   Fläschchenkapazität  = 

^  CiAp  ,  der  Paraffinölkapazität  =  -^    c^Ap. 

Durch  die  Druckerhöhung  A  p  wächst  die  Gesamt  kapazität 
G  [Gleichung  (1)]  um  den  Betrag  A  C.     Es  ist  also: 

(2)  JC=(|jc,+§Jc,)j;,. 

Die    Gesamtänderung  durch   den  Druck  wurde  gemessen 

1)  Vgl.  nachstehende  Abhandlung:   G.  Falckenberg,  Eine  Dif- 
ferentialschaltung zur  Messung  von  KapazitHten  usw. 


f 
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^^ch    die     Vergleichimg   mit    den   Pläschchenkapazitäten    bei 

^ex  Eicliiiiig  mit  Aceton-Wasser-Gemischen  beim  konstanten 

Druck  von  1  Atm.    Beim  Eichen  des  Fläschchens  mit  Aeeton- 

VJftBser- Gemischen  wurde  also  dieselbe  Änderung  A  C  durch 

Andetung    der   Dielektrizitätskonstante   der  Pläschchenfüllung 

um  4  8  erzeugt.    Polglich 

(8)  AC  =  c^'  Ae, 

Gleichung  (2)  und  (3)  ergeben,  wenn  A  e/A  p  =  A  gesetzt  wird: 

d  6^  s       d  A|   0i 

dp  ~~  dp    Ol   ' 

W6 

0  6^       (S, 

das  Korrektionsglied  ist. 

Durch  Messungen  mit  Hilfe  der  Differentialschaltung 
wurde  festgestellt,  daß  sich  die  Kapazität  des  nur  mit  Luft 
gefüllten  Druckgefäßes  (also  ohne  Pläschchen)  =  K  durch 

Hineinbringen  des  mit  Aceton  gefüllten  Fläschchens  um  0,97  cm 
»»  f»     99   Luft  „  „  ,,   0,085  ,, 

Hineingießen  von  Paraffinöl  in  das  innere  Druckgefäß 
falls  Pläschchen  mit  Aceton  gefüllt  war,  um  0,162  cm 
»9  99  »    Luft  ,,         ,,      „    0,13i    „ 

steigerte. 

^a^H^+Ct      =  Ä  +  0,97  cm 

Cj  =eiCi  +62  Ca  =Ä' +0,97  cm  4-0,162  cm    =£:+l,132cm 

^c=^+Cj         =£+  0,085  cm 

^li  =  Oi  +Ca(i      =£+ 0,085  cm  +0,18icm  =£ +0,21icm. 

Aus  Cj  -  C^  «  c,  (Bj  -  1)  folgt:  Cg  =  ^^  «  0,185  ^^ 

V  C^-Cc  =  ^2(^3-1)  .  C3  = -^  =  0,10,  cm 
M  t'a-C,  =  c,(e, -1)  „  c,  = -^  =  0,045  cm 
»     C5 -.0^-0,(6,-1)      „      c,=^ -0,046cm. 

Die  Differenz  der  beiden  Werte  von  Cj  zeigt,  daß  obige 

Annahme,   wir    könnten   die    Paraffinölkapazität    als    parallel 

Zur  Pläschchenkapazität  geschaltet  ansehen,  genau  der  Wirk- 

.    lichkeit    nicht    entspricht.      Es    treten    Kraftlinien    aus    der 
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Fläschchenkapazität  in  das  Paraffinöl  und  umgekehrt.  Der 
Fehler,  der  bei  Bestimmung  des  Korrektionsgliedes  unter 
obiger  Annahme  gemacht  wird,  liegt  aber,  da  es  sich  um  Kor- 
rektionsglieder handelt,  innerhalb  der  Beobachtungsfehler  bei 
der  Bestimmung  von  A  e.  Es  können  daher  Mittelwerte  von 
C|  und  Cj  25ur  Bestimmung  des  Korrektionsgliedes  mit  hin- 
reichender Genauigkeit  benutzt  werden. 

Sßj/Sp  beträgt  nach  Ortvay^)  für  den  Bereich  von 
7—200  Atm.  =  0,000104. 

Das  Koirektionsglied 

^it  .  £t  «  0^00010^0,12.  _ 

dp         Ci  0,0405  V/,VVVÄU. 

Nun  war  A  =  de/dy  unkorrigiert  für  Waaser  von  16,8^ 
zwischen  7  und  200  Atm. 

A  =  0,0040^ 

Korrektionsglied  =  0,00028, 

also  ist  de/ dp  für  Wasser  korrigiert         =0,00374. 

])ie  Korrektion  Ix^trägt  also  7%. 

Polglich  beträgt  der  nach  der  Prudeschen  cotg-Formel 
berechnete  Wert  A  e  =  0,775,  welchen  ich  für  den  genaueren 
halte,  korrigiert:  Ae  korrigiert  =0,722^)  für  193  Atm.  Druck- 
differenz bei  16,30. 

Unter  der  Annahme,  daß  die  Dielektrizitätskonstante  von 
Wasser  sich  nahezu  proportional  mit  der  Dichte  ändert  (die 
Annahme  bestätigt  sich  spätei),  kann  aus  dem  Drudescheh 
Wert  der  Dielektrizitätskonstante  von  Wasser  für  t  Atm. 
die  Dielektrizitätskonstante  für  7  Atm.  berechnet  werden. 

Es  beträgt :  ßi6,8o,  7  Atm.  =  82,0i. 

Obgleich  die  beschriebene  Anordnung  gestattet,  Änderungen 
der  Kapazität  auf  einige  Prozent  genau  zu  messen,  so  halte* 
ich  A  e  nur  auf  die  erste  Dezimale  für  sichergestellt,  da  in- 
folge der  Kompression  das  Volumen  des  Fläschchens  sich 
ändert  und  kleine  Deformationen  am  Druckgefäß  eingetreten 
sein   können.     Durch    Dnicksteigerung   von   7   auf   200  Atm. 

1)  R.  Ortvay,  Ann.  d.  Phys.  36.  S.  21.   1911. 

2)  In  meiner  vorläufigen  Mitteilung  über  Änderiuig  der  Dielek- 
trizitätskonstante des  Wassers  durch  Drucksteigerung  in  den  Sitzungc- 
ber.  u.  Abhandl.  d.  naturf.  Ges.  Rostock,  Bd.  IV,  1914,  ist  die  Paraffinöl- 
korrektion  mit  einem  Fehler  behaftet.  Es  fehlte  mir  damals  eine  Ein- 
richtung zur  Messung  kleiner  Kapazitätsänderungen. 
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l»ei  16,8®  hat  e  eine»  Zunahuie  von  0,83%  erfahren,  und  es 
beträgt  im  Mittel  zwischen  7— 200Atm.  für  Wasser:  A€  = 
0,004eVo  V^o  1  Atm.  Dnicksteigerung  \xn  16,8<*  und  einei 
Wellenlänge  von  6  ni. 

II.  Äthylalkohol. 

Zu  den  Messungen  wurde  99,8^0  Äthylalkohol  von  Kahl- 
haum  benutzt.  Die  Messungen  wurden  mit  denselben  Vor- 
sichtsmaßregeln wie  l)ei  Wasser  durchgeführt.  Für  Äthyl - 
alkoholföUung  erwies  sich  ein  Verschluß  des  Fläschchens  nötig, 
da  ohne  diesen  Verschluß  sich  die  Diele ktrizitätskonstanti^ 
der  Füllung  durch  Auflösen  des  Paraffinöls  in  Alkohol  änderte. 
I)er  Verschluß  bestand  aus  einer  .angekitt(»ten  L--förniig  ge- 
bogenen Glaskapillare,  in  Wi  Icher  sich  ein  (^uecksilberfaden 
befand.  Die  Kapillare  gab  keine  nachweisbare  Änderung  der 
gesamten  Kapazität.  Mit  zwei  verschiedenen  Füllungen  wurden 
wie  beim  Wasser  Resonanzkurven  bei  15  und  200  Atm.  aus- 
geführt. Die  Verschiebung  des  Eesonanzpunktes  am  Sender 
durch.  Drucksteigerung  betnig  im  Mittel  2,lßnmi  wie  Tab.  2 
zeigt: 

Tabelle  2. 


Gruppe 


Mikrometer-EiüBt.  des  Senders  in  mm  bei 


7  Atm.  vor 

erhöhtem 

Dnick 


200  Atm. 


15  Atm.  nach 

erhöhtem 

Dmck 


fiüttlere 
Differens  der 
Einstellungen 


1 
2 


38A 
39,7. 


40,4a 
42,1, 


38,5o 
40,0, 


2,0, 
2,2. 


Im  Mittel  2,1,  ±  0,07 


Die  Messungen  sind  ungenauer  als  wie  beim  Wasser,  weil  das 
Dfiuipßn^^sdekrement  beträchtlich  größer  als  l)oini  Wasser  war. 
Obiger  Senderverlängerung  von  2,16  nmi  entsi)richt  einr 
Emxrfängerverlängerung  von  2,20  mm.  Die  Eichung  des 
Fläschchens  mit  Aceton-Wassergemischen  mußte  erneuert 
werden,  weil  der  Sender  nach  den  Messungen  mit  W^asser- 
fnlliing  zwecks  Reinigung  der  Funkenstrecke  auseinandt^r- 
geuommen  war.  Die  zur  Berechnung  benutzten  Werte  Zj, 
l^  und  Z3  sind  in  der  folgenden  Tabelle  3  enthalten. 

Nach  der  cotg-Fomiel  beträgt  A  e  unkorrigieit  =  0,48 
und   nach  Anbringimg  der  für  ÄfhylalkoholfüHung  wie  oben 
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Tabelle  8. 


Flüssigkeit 

Temperatur 

Druck 
in  Atm. 

k 

• 

100     Pros.  Aceton  .  . 
89,9       „          „ 
Äthylalkohol 

19,5 
19,5 
20,0 

1 

1 
15 

k  -  »1.8, 
i,  -  98,2, 
4  -  »0,2, 

26,4, 
26,1. 

bei  Wasserfüllung   berechneten  Paraffinölkorrektion  A  e  kor- 
rigiert =  0,48. 

Die  Dielektrizitätskonstante  von  Äthylalkohol  beträgt 
nach  der  cotg-Formel  aus  Einstellung  Ig  berechnet : 

«30»,  16  Atm.  =  28,9^. 

Durch  Drucksteigerung  von  15  auf  200  Atm.  bei  20,0® 
hat  8  eine  Zunahme  von  l,8o%  erfahren.  Es  beträgt  Ae  = 
0,0097  pro  1  Atm.  Druckdifferenz  für  20,0®  im  Mittel  zwischen 
16  und  200  Atm. 

in.  MethylalkohoL 

Zu  den  Messungen  wurde  bester  Methylalkohol  %'on  Kahl- 
baum  benutzt.  Die  Messungen  mit  vier  verschiedenen  Fül- 
lungen wurden  unter  denselben  Vorsichtsmaßregeln  wie  oben 
ausgeführt.  Die  Einstellungen  für  15  Atm.  vor  und  nach 
erhöhtem  Druck  zeigten  nichtmeßbare  Unterschiede.  Es 
wurden  daher  die  Galvanometerausschläge  und  die  betreffenden 
Erteilungen  beider  Messungsreihen  zur  Zeichnung  einer  Be- 
sonanzkurve  benutzt.  Die  Änderung  der  Einstellung  2,  am 
Sender  durch  Drucksteigerung  von  15  auf  200  Atm.  bei  18,0® 
betrug: 

Tabelle  4. 


Gruppe  I  .    . 

.    .   3,l2  mm 

„      II  .    . 

•    •   8,13    ,, 

„    III  .    . 

•    •   8,05    „ 

„     IV  .    . 

8,05    „ 

Mittelwert  8,09  mm  ±  0,04 

8,09  mm  Verlängerung  des  Senders  entsprechen  2,95  mm 
am  Empfänger.  Die  Mittelwerte  von  Einstellungen  des  Emp- 
fängers für  verschiedene  Eichflüssigkeiten  enthält  unten- 
stehende Tab.  5.  Die  Mittelwerte  dieser  Tabelle  und  der 
Eichta bellen  für  Äthylalkohol  und  Aceton  sind  zur  Zeichnung 
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einer  Kurve  Fig.  4  benutzt,  welche  die  Abhängigkeit  der  Ein- 
stellung des  Empfängers  von  der  Dielektrizitätskonstante  der 
FläschchenfüUung  zeigt. 


8182  83  84  85  86  87  88  8090  91  92  9S£/ns/lB/fi0p 


Fi^.-*. 
Tabelle  5. 


FlOssigkeit 

Temperatar 

Druck 
in  Atm. 

/. 

B 

Methylalkohol 

80,2  Proz.  Aceton    .  . 

18,0 
18,0 
18,0 

15 

1 
1 

/^  =  86,6 
h  =  87,4 

81,5 
44,4 

Nach  der  cotg-Formel  beträgt  A  e  unkorrigiert  =  0,672 
und  nach  Anbringung  der  für  Methylalkoholfüllung  wie  vor- 
sehend berechneten  Paraffinölkorrektion 

Ae  =  0,62o . 

Der  aus  der  Kui've  Fig.  4  entnommene  Wert  der  Di- 
elektrizitätskonstante für  Methylalkohol  beträgt : 


«18,0»,  16  Atm.  =  33 


»0* 


loft 
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Durch  Drueksteigeriing  von  15  auf  200  Atm.  hat  e  eine 
Zunahme  von  IjSsVo  erfahren.     Es  beträgt: 

Ae=  0,010a 

pro   1  Atm.   ])ruckdifforonz  für   18,0®  im   Mittel   zwischen   15 

und  200  Atm. 

IV.  Aceton. 

Zu  den  Messungen  wurde  Aceton  von  Kahl  bäum  benutzt. 
Es  wurde  unter  Beobachtung  aller  oben  erwähnten  Voreichts- 
maßregeln  Kesonanzkm-ven  füi-  15  und  200  Atm.  bei  20,0* 
aufgenommen.  Die  Änderung  der  Einstellung  Z,  am  Sender 
durch  Drucksteigerung  um  185  Atm.  betrug  itn  Mittel  2,9^, 
wie  Tab.  6  zeigt. 

Tabelle  6. 


Grappe 


Mikrometer-Einst,  des  Senders  in  mm  bei 
15^tm.  vor  ;  15  Atm.  nach 


erhöhtem 
Druck 


200  Atm. 


1 
2 


40,25 
42,1, 


43,Oo 
44,95 


erhöhtem 
Druck 


Mittlere 
Differenz  der 
Einstellungen 


89,75 
41,9o 


8,Oo 
2,05 


Mittelwert  2,9^  ±  0,08 


') 


AI  =  2,98  mm  am  Sender  entspricht  J  i  =  8,08  nun  am 
Empfänger,  unter  der  Annahme  (die  sich  später  bestätigt), 
daß  bei  l>rucksteigerung  e  Vainal  schneller  wächst  als  die 
Dichte,  beträgt  nach  den  Drudeschen  Werten  die  Dielek- 
trizitätskonstante von  Aceton  für  1  Atm.:  • 

€200,15  Atm.  =  20,43. 

Die  zur  i  Berechnung  von  A  e  beimtzten  Einstellungen 
für  verschiedene  Eichflüssigkeiten  enthält  folgende  Tab.  7. 

Tabelle  7. 


Flüssigkeit 

100     Proz.  Aceton 
89,9 


Temperatur^   i^Atlj 


/• 


>» 


>» 


20,0 
19,0 


15 
1 


k  =  89,25 


20,4, 
26,lr 


1)  Die  zunehmende  Genauigkeit  der  MesBiuigen  erklärt  sich  durch 
die  während  der  Messungen  gemachten  Erfahrungen.  Die  Messungen 
an  den  verschiedenen  Flüssigkeiten  wurden  in  der  Reihenfolge  angesteJlt, 
in  der  sie  beschrieben  sind.  Die  größere  Fehlergrenze  für  Wasser  erklärt 
sich  wohl  durch  ungenügenden  Temperaturausgleich. 
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Nach  der  cotg- Formel  beträgt  Ae  unkorrigiert  =  0,64^ 
und  nach  Anbringung  der  für  Acetonfüllung  berechneten 
Paraffinölkorrektion  A  e  korrigiert  =  0,59. 

Also  bat  durch  die  Drucksteigerung  von  15  auf  200  Atni. 
bei  20,0®  b  eine  Zunahme  'V'on  2,9%  erfahren.  Es  beträgt 
J  c  =  0,016%  pro  1  Atm.  Druckdifferenz  bei  20,0®  im  Mittel 
zwischen  15  und  200  Atm. 

Abhängigkeit  der  DielektrisitätBkonstante  der  untersuchten 

Flüssigkeiten  von  ihrer  Dichte. 

Die  bei  den  Messungen  benutzte  Wellenlänge  von  5  ni 
kann  als   praktisch  unendlich   groß   angesehen   werden.     Es 

kann  daher  für  oo  lange  Wellen  noo=  Ve  gesetzt  werden. 

In  folgendem  soll  die  Frage  erörtert  werden,  welche  der 

drei  vieltunstrittenen  Eefraktionsformeln  — ^ — =konst.,  —  ^ 

n'  —  1  1 
=  konst.  und  -,-  ^  •  -^  =  konst.  für  die  untersuchten  Flüssig- 
keiten die  Abhängigkeit  des  Brechungsexponenten  n  von  der 
Dichte  d  bei  konstanter  Temperatur  am  besten  darstellt. 
Tab.  9  enthält  in  Spalte  7  die  mit  Eilfe  der  beobachteten 
Kompressibilitäten  berechneten  Dichten.  Spalte  8  bis  10  die 
mit  Eilfe  der  obengenannten  drei  Befraktioiisformeln  berech- 
neten Dichten. 

Die  mittleren  Kompressibilitäten  fia*  1 — 1  bzw.  1 — 15 
und  1 — ^200  Atm,  wurden  aus  den  von  Amagat^)  und  Könt- 
gen*)  beobachteten  Werten  für  Wasser  und  Äthylalkohol 
berechnet,  für  Methylalkohol  und  Aceton  graphisch  inter- 
poliert. Die  Fehlergrenze  der  so  berechneten  Dichte  von 
Wasser,  Äthylalkohol  imd  Methylalkohol  liegt  innerhalb  der 
Fehlergrenze  der  beobachteten  Druckkoeffizienten  der  Di- 
elektrizitätskonstanten. Die  für  Aceton  berechnete  Dichte 
dürfte  nur  auf  20%  genau  sein,  da  zur  graphischen  Inter- 
polation nur  die  Abhängigkeit  der  Kompressibilität  vom 
Druck  für  0®  und  die  mittlere  Kompressibilität  für  8,9  bis 
36,5  Atm.  bei  14,2®  bekannt  sind.  Die  zur  Kerechnung  von  d 
benutzten  Kompressibilitäten  enthält  Tab.  8. 


1)  Landolt  und  Börnstein. 

2)  W.C.  Röntgen,  Ann.  d.  Phys.  44.  S.  22.  1891. 
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Tabelle  8. 


Druck 
in  Atm. 


Mittlere  Kompressibilitäten  -*  IQ-^ 


Wasser 
16,3« 


Äthylalkohol 
20,0« 


1—  7 
1—  15 
1—200 


49,4 

46,1 


11t. 
10| 

Tabelle  9. 


Methylalkohol 
18,0» 


Aceton 
20,0* 


12o 
lli 


lU? 
llo? 


Flüssig- 
keit 


2 


n' 


n«-l 


5 
n-1 


6 

M        « 


o  Q 


ra 


Q>    OB    S 


8 


n*-l 


9 


10 


d  berechnet  nach 


a*<J 


n-1 


sse 


Wasser 

Methyl- 
alkohol 

Äthyl-  I 
alkohol  1 


Aceton 


I 


7 
200 

15 
200 

15 
200 

15 
200 


82,0^ 
82,7, 

38,Oo 
38,6, 

23,9o 
24,3, 

20,4, 
21,0, 


81,0, 
81,0, 

40,2, 
40,2i 

28,9, 
28,9, 

24,4, 
24,7,? 


8,06, 
8,08o 

5,97, 
5,91, 

4,91, 
4,88, 

4,43, 
4,42,? 


0,965x 
0,956, 

1,15, 
1,12, 

l,ll8 
l,lOo 

1,09, 
1,07,^ 


0,992, 
1,008, 

0,794, 
0,811, 

0,794, 
0,805, 


1,008, 
0,810o 
0,805, 


0,793, 

0,809,?    0,8178?il    0,807^? 


1,004, 
0,808e 
0,799, 


n«-l    1 


n»  +  2    d 


«0 


0,999, 
0,795, 
0,792, 
0,7964? 


Für  Wasser  und  beide  Alkohole  kann  man  nur  von  einer 

n*  -  1 
Konstanz    des    Ausdruckes   — ^ —  reden.      Ebenso  zeigt   für 

diese  A^^i  Flüssigkeiten  die  mit  Hilfe  derselben  Befraktions- 
konstanten  für  200  Atm.  berechnete  Dichte  nur  kleine,  inner- 
halb der  Fehlergrenze  der  Beobachtungen  liegende,  Abweichung. 
Die  nach  der  Lorentz-Lorenzschen  Eefraktionsformel  be- 
rechneten Dichten  entsprechen  am  wenigsten  der  Wirklichkeit. 
Bereits  Eöntgen^)  berechnete  nach  der  Lorentz-Lorenz- 
schen Formol,  daß  die  Dielektrizitätskonstante  von  Wasser 
25mal  stärker  beeinflußt  werden  müßte  als  die  Dichte,  wohin- 
gegen nach  vorliegenden  Messungen  die  Dielektrizitätskonstanten 
von  Wasser  und  beider  Alkohole  durch  Druck  nahezu  ebenso 
stark  geändert  werden  wie  die  Dichten. 

Die  Dielektrizitätskonstante  von  Aceton  wird  durch  Druck 
stärker  beeinflußt  als  die  der  drei  anderen  Flüssigkeiten,  doch 
lassen  sich  für  Aceton  sichere   Schlüsse  vorläufig  noch  nicht 


1)  W.C.  Röntgen,  Ann.  d.  Phys.  44,  S.  51.  1891. 
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ziehen,  da,  wie  bereits  oben  angegeben  wurde,  die  Kompres- 
sibilität von  Aceton  für  die  verwandten  Drucke  und  Tem- 
peraturen nicht  genau  genug  bekannt  ist. 

Zum  Vergleich  der  von  mir  gefundenen  Druckkoeffizienten 
der  Dielektrizitätskonstante  gebe  ich  folgenden  Auszug  aus 
der  Tab.  XIII  der  Böntgen-Zehnderschen^)  Arbeit  über 
Beeinflussung  des  firechungsexponenten  durch  Druck  für 
Na-Lieht.  In  der  6.  Spalte  der  Tab.  9  habe  ich  die  Kom- 
pressibilität   nach   Angaben    beider    Verfasser   mit    Hilfe    des 

Ausdrucks  — ^  -  =  konst.  berechnet. 


Tabelle  10. 

Dmck  und  Bercchnungaexpooent  n  eh  Röntgen. 


'-    2  Kompreaubilitit  •  W* 

Flflsm^kMt  i     S  1.    berechnet  naeh  bereehnet  nach  berechnet  nach 

f     g      achtel =  c  •     ;;;  •  -j  —  ^        — T-  "  ^ 


.  .  .   17,95      46,S  45,7  41,5  52,3 

Metfajhdkohol  17,S0    119,5  .  124,4  113,0  142 

Äthylalkohol  19,30    111,4  116,5  104,6  IM 

Die    nach    der    Refraktionskon.stante       ^         berechnete 

Kompressibilität  für  Wasser  zt- igt  fast  genaue  Übereinstimmung 

fi*  —  1 
mit    der   beobachteten    Kompressibilität.      Die    nach  — ^ 

berechneten  Kompressibilitäten  zeig«:-Ti  für  die  drei  Flüssig- 
keit t*n  die  größte  Abweichung  von  der  beobachteten  Kom- 
pressibOitftt. 

Schließlich  gebe  ich  einen  Ta Wienauszug  der  Ortvay- 
schen*)  Arbeit  über  „Dielektrizitätskonstante  einiger  Flüssig- 
keiten". Ortvay  prüfte  nur  für  Benzol  und  Äthyläther  die 
Abhängigkeit  der  Dielektrizitätskonstantf-  von  der  Wehte, 
weil  bei  den  anderen  von  ihm  uniersuchten  Hüssigkeiten  die 
Kompressibilitäten  nicht  genügend  bekannt  sind. 

Spalte  5  und  6  der  Tab.  11  enthält  dit-  von  mir  nach 
Orivayschen  Angaben  b*-rechneten  R^-fraktionskonstantf-n. 


1)  W.t.  Röntgen  und  Zehnder.  .\i.n.  d.  PiA>.  44.  S.  49.  1S91 
2^  R.  OrtTÄV.  Ann.d.  Phvt.  36.  S.  12.  1911. 

IwFhyrik.   IT.F«lf».    61.  H 
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Tabelle  11. 

Nach  Ortvay  für  A  =  oo. 


1 

Flüssigkeit 

2 

Druck 
in  Atm. 

3 

6 

4 

n«-l     1 
n«+2     d 

5 
d 

6 

n  -1 
d 

Äthyläther  bei  ( 
17,4«          1 

r 

Bensol  bei  20,0* 

1 
201 
501 

1 
201 
501 

4,378 
4,557 
4,779 

2,285 

.     2,311 

2,345 

0,7379 
0,7327 
0,7288 

0,3412 
0,3396 
0,3372 

4,707 
4,805 
4,937 

1,462 
1,464 
1,465 

1,522 
1,583 
1,549 

0,5821 
0,5809 
0,5788 

Bei    Benzol    zeigt    die    Eefraktions konstante 


•••-1 


für 


1 — 500  Atm.  gute  Übereinstimmung.  Äthyläther  zeigt  im 
Intervall  von  1 — 500  Atm.  für  alle  drei  Befraktions konstanten 
beträchtliche  Abweichungen. 

Die  Lorentz-Lorenzsche  Formel  ist  abgeleitet  für 
Körper,  deren  Molekeln  kugelförmig  und  so  weit  voneinander 
entfernt  sind,  daß  man  das  Feld  im  Innern  der  Kugel  als 
homogen  ansehen  darf.  Ich  weise  nun  auf  die  grundlegende 
Abhandlung  Otto  Wieners  „Zur  Theorie  der  Eefraktions- 
konstanten**  ^)  hin.  Wie  ne  i  stellte  den  Zusammenhang  zwischen 
Dichte  und  Dielektrizitätcikonstante  in  der  die  Allgemeinheit 
der  Fälle  umfassenden  Form 


(1) 


J_  n«  -  1 

d  f?"+tt 


Const. 


dar.  Wiener  nennt  u  die  Formzahl,  weil,  wie  Wiener  und 
seine  Mitarbeiter^)  experimentell  feststellten,  die  Abweichung 
der  Gröi3e  u  von  2  um  so  größer  ist,  je  mehr  die  Form  der 
Molekel  von  der  Kugelform  abweicht.  Berechnen  wir  u  für 
die  hier  untersuchten  Flüssigkeiten  nach  der  Gleichung 


4i  -  »hH(V-1)- Vg^(V-l) 


1      d. 


welche  aus  (1)  sich  ergibt,  wenn  man 

•      1)  Otto  Wiener,  Berichte  der  Leipz.  Ges.  d.  Wissensch.,  Math.- 
phys.  Kl.  61.  62.  S.  256.  1909/10: 

2)  E.  Ficker,  Dias.  Leipzig  1909;  Ann.  d.  Phys.  81.  S.  365.  1910 
und  W.  John,  Ann.  d.  Phys.  65.  S.  299.  1918. 
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ft|'  -h  «    dl  "  n^*  +  ü     tit, 

setzt.    Hier  bedeutet  n^,  n^   und  d^,  d,  die   Dielektrizitäts- 
konstanten bzw.  Dichten  für  niedrige  und  hohe  Drucke. 

Die  Eesultate  enthält  Tab.  12.  Ferner  enthält  Tab.  12 
Werte  von  u,  welche  ich  nach  den  Meßergebnissen  der  bereits 
erwähnten  Abhandlung  von  Ortvay  berechnete.  Außerdem 
füge  ich  einige  von  Wiener  errechnete  Werte  von  u  nach 
den  Messungen  von  Böntgen  uni  Zehnder  für  Na-Licht 
derselben  Tabelle  zu. 

Tabelle  12. 


Stoff 

u  fUr 
Na-Iicht 

Beobachter 

u  für  lange 
Wellen 

Druck- 
bereich 

Beob- 
achter 

Wasser.  .  .  . 

i 

4,96 

R5ntgen  u. 
Zehnder 

negativ 
sehr 'groß/ 

7— 200Atm.' 

Falcken- 
berg 

Mediylalkohol 

1 

8,08 

>» 

negativ 
sehr  groß 

15—200    „ 

» 

Äthylalkohol 

8,15 

n 

00 

15-200     „    i 

» 

Aceton  .... 

1 

— 

1 

41? 

15—200     „    ! 

f) 

Äthjläther .  .  j 

8,09 

>f 

3,8           1-500     „    ; 

Ortvay 

Benzol  .  .  .  . ; 

1 

8,17 

)) 

27 

1-500     „    , 

»> 

Unendlich  große  Werte  für  u  haben  physikalisch  keinen 
Sinn.  Die  Berechnung  von  u  für  lange  gellen  ist  indes  sehr 
unsicher,  da  bei  der  geringen  Größe  dei  Änderung  der  Di- 
elektrizitätskonstante die  Genauigkeit  der  Messung  für  diesen 
Zweck  nicht  ausreicht.  Eine  Fehler berechnung  für  den  von 
mir  für  Wasser  ermittelten  Wert  von  A  e  zeigt,  daß  für  10% 
(20%)  größere  Werte  von  A  e  als  beobachtet  u  noch  den  großen 
Wert  tt  =  +  946  (+  441)  annimmt.  Wiener  wies  nun  beieits 
auf  den  Zusammenhang  zwischen  Eefraktionskonstante  und 
Polymerisation  hin.  Die  von  mir  untersuchten  vier  Fliissig- 
keiton  sind  mehr  oder  wem'gei  stark  polymerisiert. 

Einen  gewissen  Anhalt  zur  Berechnung  des  Grades  dei 
Polymerisation  bietet  das  Gesetz  von  Eötvös.^)  Nach  diesem 
Gesetz  ist  der  Temperaturkoeffizient  ,,fc**  der  molekularen 
Oberflächenenergie  für  die  Mehrzahl  der  Flüssigkeiten  ca.  2,12. 


1)  R.  Eütvös,  Ann.d.Phys.  27.  S.  452.  1886. 


U 


164 


G.  Falckenberg, 


Die  Abweichung  des  Tem])eraturkoeffizienten  vom  Normal- 
wert bietet  ein  gewisses  Maß  für  den  Grad  der  Polymerisation. 
Werte  für  h  nach  Ramsay  und  Shields^)  für  die  in  vor- 
liegender Arbeit  untersuchten  Flüssigkeiten  enthält  Tab,  13. 

Ein  weiteres  Kriterium  für  den  Grad  der  PohTnerisation 
bietet  das  Gesetz  von  Trouton.^X  Nach  diesem  Gesetz 
schwankt  der  Wert  für  den  Quotienten  aus  der  molekularen 
Verdarapfungswärme    (M.  V.  W.)    und    der   absolut    gezählten 

Siedetemperatur  (T),  — '-y~     ^^^^  die  meisten  Stoffe  zwischen 
den  Zahlenwerten  20  und  22.    Tab.  18  enthält  die  Werte  \x)n 
f~  '  f ^ir  die  untersuchten  Flüssigkeiten. 

Tabelle  13. 


Normalwert. 

Wasser 

Äthylalkohol.  . 
Methylalkohol  . 

Aceton 

Äthyläther .  .  . 
Benzol 


K 

M,V.W. 

T 

2J2 

20—22 

0,89 

25,90 

1,08 

28,84 

0,98 

24,90 

1,82 

28,7 

2,17 

21,4 

2,10 

20,84 

Die  unmöglichen  Werte  von  u  für  Wasser  und  die  beiden 
Alkohole  erklären  sich  also  dadurch,  daß  eine  wichtige  Voraus- 
setzung der  Wiener  sehen  Untersuchungen,  nämlich,  daß 
durch  die  Drucksteigerung  keine  Änderung  der  Molekeln 
eintritt,  bei  den  drei  genannten  Flüssigkeiten  nicht  erfüllt 
ist.  Der  Wert  von  u  für  das  weniger  polymerisierte  Aceton 
ist  bedeutend  kleiner  wie  für  W^asser  und  die  beiden  Alkohole, 
jedoch  lassen  sich  aus  diesem  Wert  sichere  Schlüsse  noch 
nicht  ziehen,  weil,  wie  k^reits  bei  der  Berechnung  der  Ee- 
fraktionskonstante  erwähnt  wurde,  die  Kompressibilität  von 
Aceton  nicht  genau  genug  bekannt  ist.  Außerdem  verweise 
ich  auf  den  großen  Wert  von  u  für  Benzol  bei  langen  Wellen, 
obgleich  J^^nzol  offenbar  nicht  polymerisiert  ist.  Für  kurze 
Wellen  wies  bereits  Wiener  (a.a.O.)  auf  dieselbe  Tatsache 


1)  W.  Ramsay  und  J.  Shields,  Zeitschr.  f.  physik.  Chemie  12. 
S.  433.  1893. 

2)  F.  Trouton,  Phil.  Mag.  (5)  18.  S.  54.  1884. 
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liin  und  macht  in  diesem  Falle  die  Form  der  Molekel  des 
Benzols  dafrr  verantwortlich.  Nach  der  Eöntgenschen 
Abhandlung  über  „Die  Konstitution  des  flüssigen  Wassers**^) 
geht  hervor,  daß  durch  Drucksteigerung  s^ch  das  \'erhältnis 
der  „Eismolekeln"  (nach  seiner  Bezeichnung)  zu  den  normalen 
Wassermok kein  ändert.  Nach  der  heutigen  Auffassung  sind 
die  eine  der  beiden  Arten  von  Molekeln  die  ix>lyniorisiertt»n. 
Die  sehr  großen  Werte  von  u  für  Wasser  und  die  beiden 
Alkohole  bestätigen  die  Ansicht  Böntgens,  daß  sich  das 
Verhältnis  der  polymerisierten  zu  den  normalen  Molekeln  auch 
bei  anderen  Flüssigkeiten  als  Wasser  durch  Druckstcagerung 
ändert.  Erst  weitere  Untersuchungen  am  Wasser  ülx^r  die 
Abhängigkeit  der  Dielelctrizitäts konstante  vom  Druck  für 
verschiedene  Temperaturen,  welche  ich  mit  einer  empfind- 
lichen Differentialanordnung  auszuführen  beabsichtige,  worden 
wohl  weitere  Klärung  der  Eöntgenschen  Vernmtung  biinpcn. 

ZusammenflaBaung. 

In  vorliegender  Arbeit  wurde  der  Druckkofjffi/ient  der 
T>ielektrizitätskonstanten  von  Wasser,  Äthylalkohol.  Methyl- 
alkohol und  Aceton  untersucht.  Die  mittlere  Änderung  der 
Dielektrizitätskonstante  pro  1  Atm.  Druckdifferenz  im  Druck- 
bereich  von  7  (bzw.  16)  bei  200  Atm.  l)etrug  fiu*  P.  =  5  m: 

*  Tabelle  J4. 


FlüflBigkeit  Temperatur  '  ^q^^*^'        Dro?kdiffere"z 


16,3         !  7—200 

20,0         j         16—200 
18,0         !         15—200 


in  Proz. 

0,004e 
0,009, 
0,010, 


Wasaer 

Äthylalkohol  .... 
Methylalkohol .... 
Aceton i         20,0         |         15—200        ,  0,016 

Femer  wurde  für  7   (bz^'.   15)  und  200  Atm.  für  oluge 
Flüssigkeiten  die  Befraktions konstanten 

^       fi-l  n«-l  j         n«-l      1 

d      >  d  ^^^  n«  +  2'd 

ben^chnet,  wenn  n  =  ye  der   13rechungsex})onent  für  dir   Ijo- 
nutzte  Welle  ist.    Yvlt  Wasser  \md  beide  Alkohole  wurde  eine 


1)  W.O.  Röntgen.  Ann.d.  Phys.  45.  S.91.  1892. 


IGC)  G.  Falckenberg.  Ahhäm^ujkeiiderDükktrizifätshonstcmfeu^tr, 

giite  Übereinstimmung  des  Ausdrucks  — ^ —  für  niedrigen  und 

hohen  Druck  gefunden.  Für  Aceton  läßt  sich  wegen  der  nicht 
genügend  genau  bekannten  Kompressibilität  nichts  Bestimmtes 
sagen.    Aus  Angaben  von  Ortvay  wurde  der  Ausdruck 

für  Benzol  und  Äthyläther  berechnet.    Für  Benzol  ergab  sich 

n*  —  1 

für  1 — 600  Atra.   eine   gute  Konstanz    des  Ausdrucks  -"-r      • 

Für  Äthyl  äther  zeigten  alle  drei  Eefraktions konstanten  im 
Druckbereich  von  1 — 500'Atm.  beträchtliche  Abweichungen. 
Die  sehr  großen ,  teils  negativen  Werte  der  Wienerschen 
Formzahl  u  für  Wasser  und  die  beiden  Alkohole  bestätigen 
die  Vermutung  Eöntgens,  daß  sich  durch  Drucksteigerung 
auch  bei  anderen  Flüssigkeiten  als  Wasser  das  Verhältnis 
der  polymerisierten  zu  den  nichtpolymerisierten  Molekeln  ändert. 
Ferner  stehen  diese  durch  Druckänderung  hervorgebrachten 
Änderung(^n  des  Grades  der  Polymerisation  in  Widerspruch 
mit  einer  Voraussetzimg,  für  welche  die  Wienersche  und 
auch  Lorentz  -Lorenzsche  Eefraktionskonstante  berechnet 
wurde. 

Es  ist  mir  eine  angenehme  Pflicht,  dem  ])irektoc  des 
Rostocker  Phvsikalischen  Instituts,  Herrn  Prof.  Hevdweiller, 
für  die  Anregung  zu  obiger  Arbeit  und  für  viele  wertvolle 
Ratschläge  meinen  ergebensten  Dank  auszusprechen. 

Rostock  1919,  Physikalisches  Institut. 

(Eingegangen  12.  August  1019.) 
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3.  Mne  DifferentialschaUung  zfu/r  Me8»wng  van 

KapazUäien  und  Selbstinduktionen  mit  einer 

Umpftndlichkeit  von  2  •  10'^; 

von  G.  Falckenberg, 


Die  Verwendung  der  Differentialschaltung  zu  Kapazitäts- 
und Selbstinduktionsmessungen  ist  nichts  Neues.  Philipp) 
und  ßädecker*),  später  Ortvay®)  benutzten  Differential- 
schaltungen zu  Kapazitätsiüessungen.  Eine  empfindliche  Dif- 
ferentialschaltung wurde  ferner  veröffentlicht  in  den  Mit- 
teilungen aus  dem  physikalisch-technischen  Laboratorium  von 
Dr.  G.  Seibt,  Berlin.  Die  Kapazitätsempfindlichkeit  dieser 
Schaltung  kann  nach  Angabe  der  Firma  „so  weit  getrieben 
werden,  daß  schon  die  Annäherung  der  Hand  an  den  Schwin- 
giingskreis  auf  10  cm  sich  in  einer  Änderuhg  des  (Galvanometer-) 
Ausschlages  bemerkbar  macht**.  Neuerdings  hat  A.  Hund*) 
eine  DiffereHtialschaltung  beschrieben  in  seiner  Abhandlung 
„Ein  neues  Verfahren  zur  Bestimmung  der  magnetischen 
Flußdichte  und  Permeabilität**.  In  diesen  Schaltungen  ist 
jedoch  keine  Verstärkung  verwandt  worden,  auch  werden 
über  die  Empfindlichkeit  keine  Zahlen  angegeben. 

Die  Empfindlichkeit  der  Differentialschaltung  für  Kapa- 
zitäts-  und  Selbstinduktionsmessungen  läßt  sich  beträchtlich 
steigern  durch  Verwendung  von  hochevakuierten  Eöhren  als 
Wechselstromquelle  und  Wellenanzeiger.  Über  die  Verwendung 
von  hochevakuierten  Köhren  für  die  Differentialschaltung  ist 
meines  Wissens  bisher  nichts  veröffentlicht  worden. 

Die  von  mir  benutzte  Differentialschaltung  ist  aus  unten- 
stehender Fig.  1  zu  ersehen.  Ungedämpfte  Schwingungen 
werden  mit  einer  Vakuumröhre  (Type  „M**)  der  Firma  C.  Lorenz, 
Berlin,  mit  Hilfe  einer  Schaltung  erzeugt,  welche  dieselbe  lirma 

1)  J.  C.  Philip,  Zeitschr.  f.  physik.  Chemie  24.  S.  18.  1897. 

2)  K.  Bädecker,  Zeitschr.  f.  physik.  Chemie  86.  S.  305.  1901. 

3)  R.  Ortvay,  Ann.  d.  Phys.  86.  S.  1.  1911. 

4)  A.  Hund,  Jahrb.  d.  drahtl.  Telegr.  u.  Teleph.  18.  S.  462.  1919. 
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für  die  von  ihr  gelieferten  Eöhrensender  benutzt.     Mit  dem 
Schwingungskreis    des    Eöhrensenders    sind    zwei    möglichst 
symmetrische  Schwingungskreise  lose  induktiv  gekoppelt.    Die 
beiden  entgegengesetzt  gewickelten  Selbstinduktionen  IV  und  V 
heben  sich  in  ihrer  Wirkung  auf  den  Schwingungskreis  VI  für 
den  Fall  auf,  daß  die  Ströme  in  beiden  Zweigen  der  Differential- 
schaltimg gleiche  Amplitude  und  Phase  besitzen.    Als  Welien- 
indikator  für  den  Schwingungskreis  VI  dient  ein  Galvanometer, 
welches    in   den  Anodenstromkreis    der  zweiten  Bohre  eines 
Bohren  Verstärkers^)    eingeschaltet    ist.      Die    im    Verstärker 
benutzten    Widerstände    bestehen   aus    Silit.*)      Der    Wellen- 
indikator arbeitet  folgendermaßen:  Die  Stromstärke  des   Gal- 
vanometers sinkt,  sowie  der  Schwingungskreis  VI  erregt  wird. 
Maximale  Stromstärke  wird  also  vom   Galvanometer  für  den 
Fall  angezeigt,  daß  sich  die  beiden  Differential  kreise  in  ihrer 
Wirkung  auf  Schwingungskreis  VI  völlig  aufheben.    Die  Emp- 
findlichkeit   der    Differentialschaltung    kann    noch    gesteigert 
werden   durch    Einschaltung   einer   elektromotorischen    Koni- 
pensations  kraft  in  den  Galvanometer  kreis,  wie  aus  der  Jig.  1 
ersichtlich   ist.     Ein  Akkumulator  wird   mit   einem  regulier- 
baren  Vorschaltwiderstand  A   so   an   die    Enden   des   Wider- 
standes D    angeschlossen,    daß    die    elektromotorische    Kraft 
bei  D  die  elektromotorische  Kraft  an  den  Enden. des  Wider- 
standes B  für  maximalen  Anodenstrom  nahezu  aufhebt.    Der 
Nebenschluß  B   des    Galvanometers    kann   durch    Einführung 
dieser   Kompensation  um  ein   Vielfaches   vergrößert   werden. 
Die  Empfindlichkeit  des  Wellenindikators  steigt  proportional 
der   Größe  des  Nebenschlußwiderstandes  B,     Ist  eine  weitere 
Steigerung    der    Empfindlichkeit    erwünscht,    z.  B.    für    Mes- 
sungen  des    Druckkoeffizienten   der    Dielektrizitätskonstanten 
von   Flüssigkeiten,   so   wird   zweckmäßig   nicht    die    Stellung 
des   geeichten   Vergleichs kondensators    Ixa   maximaler    Strom- 
stärke des   Galvanometers  (l'mkehrpunkt)  abgelesen,  sondern 


1)  Diesen  mit  Silitwidersiänden  versehenen  Verstärker  lernte  ich 
in  meiner  dienstlichen  Tätigkeit  Ende  1918  bei  der  Inspektion  des 
Torpedo  Wesens  in  Kiel  kennen.  Soweit  mir  bekannt  ist,  wurden  Wider- 
stände im  Anodenstromkreis  der  Verstärker  zuerst  von  Bark  hausen 
benutzt. 

2)  Silitwiderstände  wurden  bezogen  von  der  J^rma  Gebr.  iSiemenh;, 
Lichtenberg  bei  Berlin. 
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35Virei  Stellangen  des  Meßkondensators  für  zwei  gleichgroße 
Galvanometer  ausschlage  auf  beiden  Seiten  des  Besonanz- 
punktes.  Der  Mittelwert  dieser  teiden  Stellungen  ist  dann 
die  gesuchte  Kapazität. 

Die  Empfindlichkeit  oben  beschriebener  Anordnung  für 
Kapazitätsmessungen  soll  nun  an  einem  Beispiel  gezeigt  werden. 
Sollen  kleine  Änderungen  der  Kapazität  gemessen  werden,  wie 
sie  etwa  durch  Vergrößerung  der  Dielektrizitätskonstanten  der 

^5■10'cm 
-^ 


öenöeRöhrt 


urw 


Frequenz  -  ff  10^' 

-c> n 


n 


t 


25Wcm 
10cm 


zum  Qaivdnonwter 


zwischen  den  Platten  des  Kondensators  C'g  enthaltenen  Flivssig- 
keit  durch  Drucksteigerung  bedingt  werden,  so  wird  folgender- 
maßen verfahren.  Zum  Kondensator  Cj  ist  m\  Plattenkonden- 
sator mit  variablem,  meßbarem  Plattenatetand  angebracht, 
der  ermöglicht,  die  etwa  durch  Drucksteigerung  l^edingte 
Vergrößerung  der  Kapazität  des  Kondensators  Cg  zu  kom- 
pensieren. Die  beiden  Zweige  der  Differentialschaltung  und 
Schwingungskreis  VI  werden  auf  die  Eigenschwingung  des 
Röhrensenders  abgestimmt.  Die  Koppehnig  der  beiden  Dif- 
ferentialkreise mit  dem  Eöhrensender  bei  II  und  III  wird  so 
gewählt,  daß  sich  die  induktiven  Wirkungen  der  Spulen  IV 
und  V  auf  den  Schwingungskreis  VI  aufheben,  was  daran  er- 
kenntlich  ist,   daß   vom    Galvanometer   dieselbe    Stromstärke 
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angezeigt  wird,  wie  beim  ausgeschalteten  Sender,  also,  wie 
bereits  oben  erwähnt  wurde,  maximale  Stromstärke.  Wird 
nun  die  Eesonanz  gestört  durch  Yergrößenmg  der  Kapa- 
zität C2  durch  Drucksteigerung,  so  sinkt  der  Galvanometer- 
ausschlag.  Cj  muß  verkleinert  werden,  um  die  Besonanz 
herzustellen.  Die  Verkleinerung  der  Kapazität  von  0^  kann 
nach  der  bekannten  Kirchhoffschen  Formel  aus  der  Änderimg 
des  Plattenabstandes  eirechnet  werden. 

Im  folgenden  soll  nun  die  Gesamt kapazität  des  einen 
Differentialzweiges  durch  Änderung  des  Plattenabstandes  des 
Meßkondensators  C^  um  einen  kleinen  Betrag  veiringert  werden 
und  aus  der  hierduich  bedingten  Änderung  des  Galvanometer- 
sCusschlages  die  Empfindlichkeit  der  Anordnung  geprüft  werden. 

Die  Gesamt  kapazität,  w^elche  sich  in .  der  HauptiSacbe 
zusammensetzt  aus  C^,  Cg  "^^^  ^^^  Spulenkapazitäten  betrug 
25  •  10^  cm.  Nun  wurde  der  Plattenabstand  des  Kondensators 
von  5,000  mm  auf  5,012  mm  erhöht.  Der  Durchmesser  der 
Platten  des  Kondensators  betrug  10,0  cm,  die  Plattendicke 
0,30  cm.  Nach  der  Kirchhoffschen  Formel  beträgt  für 
einen  ungeerdeten  Kondensator  obiger  Abmessung  die  Ka- 
pazität : 


Plattenabstand    i    ^ ^„«li.«*. 

d.  Kondensators      Kapazität 


m  mm 


4,800 
5,000 
5,200 
5,400 


m  cm 

15,948 
15,896 
14,891 
14,422 


Differens 


0,547 

}    0,505 

0,469 


Die    Kapazitätsverkleinerung    für    obige    Änderung 
Plattenabstandes  beträgt  daher 


des 


0,52 .  12 
200 


cm  =  3,1  •  10"^  cm. 


Der    durch    diese    Kapazitätsverringerung    bedingte    6al\ano- 
meterausschlag  betrug  8,1  cm. 

Nun  lassen  sich  die  Galvanometerschwankungen,  welche 
durch  unkontrollierbare  Vorgänge  in  den  Bohren  entstehen, 
für  einen  Beobachtungszeitraum  von  10  Sekunden  leicht  auf 
0,01  cm  und  darunter  vermindern,  falls  etwa  eine  halbe  Stunde 
vor   der  Messung   die    Bohren   bereits   eingeschaltet  wurden. 
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Auch  ungleichmäßige  Wärme bestrahlung  der  Kondensatoren 
usw.  etwa  durch  Glühlampen  muß  peinlichst  vermieden  werden. 
Einer  noch  gerade  meßbaren  Änderung  des  Galvanometer- 
ausschlages %on  0,01  cm  entspricht  jedoch  eine  Kapazitäts- 
ändening  von 

^^55^  =  3,ö  .  10-. 

(T>ie  Änderung  der  Kapazität  war  in  diesem  Meßbereich  nahezu 
proportional  der  Änderung  der  Galvanometeradsschläge.)  Die 
Empfindlichkeit  der  Anordnung  beträgt  also: 

Meßbare  Kapazitätafaderung  _  3,8  •  10"*  _  -i  c    -•  r\-s 
Qesamtkapasitat  ~~  '25~.  10«    —  ^'^  '    ^    • 

Die  angegebene  Empfindlichkeit  gilt  für  eine  Frequenz 
von  11000  (Wtllenlänge  =  27000  m).  Dieselbe  Empfindlich- 
keit wurde  beobachtet  für  Kapazitätsänderungen  eines  Nemst- 
kondensators,  welcher  C^  und  C^  parallel  geschaltet  wurde. 
Die  Glasplatte  des  normalen  Nemstkondensators  wurde  hier- 
bei durch  einen  8  mm  breiten,  0,19  mm  dicken  Glimmei 
streifen  ersetzt,  welcher  durch  eine  Mikrometerschraube  ver- 
schoben wurde,  y^o^mm  Verschiebung  des  Glimmerstreifens 
entspricht  einer  Kapazitätsänderung  von  2,1  •  10"*  cm.  Diese 
kleine  Kapazitätsänderung  ergab  noch  gut  meßbare  Galvano- 
meterausschläge. 

Ein  weiteres  Beispiel  für  die  große  Empfindlichkeit  dieser 
Anordnung  ist  folgendes:  Bereits  Annäherung  der  Hand  auf 
etwa  2  m  an  einen  der  beiden  Zweige  der  Differentialschaltung 
ergab  eine  meßbare  Änderung  des  Galvanometerausschlages. 
Der  Experimentator  muß  daher  die  Meßkondensatoren  aus 
mindestens  2  m  Entfernung,  etwa  durch  Glasstangen  be- 
dienen, falls  nicht  die  Differentialschaltung  durch  ein  metal- 
lisches Gitter  vor  äußeren  Einflüssei^  geschützt  wird. 

Für  die  2300-,  4000-  und  27000-m-Welle  wurden  ohne 
Verstärkung  unter  Tfenutzung  eines  Detektors  nahezu  gleiche 
Emplfindlichkeiten  der  Differentialschaltung  festgestellt.  Es 
kann  daraus  wohl  geschlossen  werden,  daß  für  die  2300-m- 
Welle  bei  Verwendung  der  beschriebenen  Verstärker anordnung 
nahezu  die  gleiche  Empfindlichkeit  von  2*  10"®  erreichbar 
ist .  Da  sich  mit  Eöhrensendern  Wellenlängen  bis  20  m  leicht 
herstellen  lassen,  wird  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  auch  für 
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diese  kurzen  Wellen  die  angegebene  Differentialschaltung  noch 
hohe  Erapfindlichkeitsgrade  geben. 

Obige  Anordnung  eignet  sich  auch  für  genaue  Permea- 
bilitätsmessungen, z.  B.  stark  verdünnter  Lösungen.  In  diesem 
Falle  wird  ein  Glas  mit  der  betreffenden  Flüssigkeit  in  die 
Selbstinduktion  IV  gebracht.  Ein  Maß  der  Größe  der  Per- 
meabilität bietet  die  Änderung  der  Kapazität  des  Meßkon- 
densators Ci,  welche  erforderlich  ist,  um  die  durch  Biuein- 
bringung  des  gefüllten  Glases  erzeugte  Verstimmung  rückgängig 
zu  machen.  Störend  erwies  sich  bei  diesen  ^lessungen  die 
Vergrößerung  der  Spulenkapazität  infolge  des  Hineinbringens 
der  gefüllten  Gläser.     Diese  Kapazitätssteigerung  wurde  zum 

größten  Teil  aufgehoben  durch  Verwendung 
doppelwandiger  Gefäße.  Fig.  2  zeigt  ein 
derartiges  Gefäß.  Das  Gefäß  ist  starr  mit 
der  Selbstinduktion  IV  verbunden.  Im  äuße- 
ren Mantel  befindet  sich  maximal  leitende 
■"  Schwefelsäure ,  welche  als  Schutzmantel 
gegen  elektrische  Kraftlinien  für  das  innere 
Gefäß  dient.  Die  Füllung  des  inneren 
Eaumes  mit  der  zu  untersuchenden  Flüs- 
sigkeit findet  durch  Hineingießen  statt, 
"■     die  Entleerung  durch  den  Hahn. 

Ein  Vergleich  obiger  Anordnung  mit 
der  von  Heydweiller^)  angegebt»nen 
Wheatstoneschen  Brückenschaltung  mit 
Zusatzwiderständen,  mit  welcher  Philipp*) 
in  seiner  Abhandhnig  über  ,, Untersuchungen 
über  Magnetisierungszahlen  von  Salzen 
der  EisengrupiH'  und  die  Abhängigkeit  von 
der  Konzentration**  (4ne  Empfindlichkeit 
von  6  •  lO""^  erreichte,  zeigt,  daß  diese  wohl  bisher  empfind^ 
lichste  Anordnung  zur  Messung  von  Kapazitäten  und  Selbst-, 
induktionen  durch  die  von  mir  angegebene  Anordnung  um  ül)er 
das  Zehnfache  an  Empfindlichkeit  übertroffen  ist. 

Eostock  1919,  Physikalisches  Institut. 
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Ol 


Fig.S. 


1)  A.  Heydweiller,  Boltzmann-Festschrift  S.  4.  1»03. 

2)  Paul  Philipp,  Dissertation  Rostock  1914. 

(Eingegangen  12.  August  1919.) 
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4.   Über  zweidimensionale  MüsHgkeitsstrOmung 
mvischen  parallelen  ebenen  Wänden'} 

van  George  Jaffe. 


Versteht  man  anter  einer  Funktion  /(z)  der  komplexen 
Variablen  ar  =s  *  +  ty, 

das  komplexe  Potential  einer  zweidimensionalen  Flüssigkeits- 
strOmongy  so  ergeben  sich  die  Strömungsgeschwindigkeiten  u 
und  V  in  bekannter  Weise  als  partielle  Ableitungen  des  G^- 
schwindif^itspotentials  9)  oder  der  Stromfunktion  t//: 

9    SB    -5 SB . 

oy  ox 

Soll  die  dargestellte  Strömung  an  der  Stelle  r  mt  a'\'ih 
einen  Wirbelfaden  oder  eine  Quellinie  aufweisen,  so  muß  der 
Differentialquotient  yon  x{^i 

dxix) 
ax 

an  der  Stelle  z  ^  r  einen  Pol  erster  Ordnung  haben,  und  zwar 
mit  rein  imaginärem  oder  reellem  Residuum,  je  nachdem  es 
sich  um  Wirbel  oder  Quelle  handelt  Damit  nun  dxjdz  einen 
solchen  Pol  besitzt^  genü^  es, 

;ir(r)«Älgöi(z) 

zu  setzen,  wo  (o[z)  bei  passend  bestimmter  Eonstante  c  für 
z  =3  r  eine  beliebige  Nullstelle  oder  einen  beliebigen  Pol  bat. 
Wählt  man  f&r  co  (z)  geeignete  Funktionen,  so  gelangt  man  zu 
mannigfaltigen  Lösungen  der  Strömungsgleichungen. 

Im  einfachsten  Falle,  wenn  q>(z)bbz  — r  gesetzt  wird, 
erhält  man  das  bekannte  Potential 

(2)  rW  =  c  lg  (z-r). 
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Es  stellt  die  Strömung  eines  einzelnen  Wirbelfadens  oder 
einer  Qaellinie  dar,  und  mit  seiner  Hilfe  läßt  sich  die  Strömung 
eines  beliebigen  Systems  solcher  Wirbel  und  Quellen  im  un- 
begrenzten Strömungsfelde  zusammensetzen. 

Will  man  eine  unendliche  Reihe  von  äquidistanten,  gleich- 
starken Wirbelfäden  oder  Quellinien  zusammenfassen,  so  braucht 
man  für  (o  nur  eine  periodische  Funktion  einzusetzen.  Das 
so  gebildete  Potential 

(3)  X{z)r=.c  lg  sin  {z-^r) 

ist  von  y.  E&rmän^)  bei  seinen  Untersuchungen  über  den 
Mechanismus  des  Flüssigkeitswiderstandes  benutzt  worden,  und 
kann,  wie  im  folgenden  gezeigt  wird,  mit  Hilfe  des  Spiege- 
lungsprinzips dazu  dienen,  die  allgemeinste  von  WirbelfiUlen 
und  Quellinien  herrührende  zweidimensionale  Flüssigkeite- 
strömung  zwischen  zwei  parallelen  ebenen  Wänden  darzustellen. 
Ersetzt  man  den  sin  durch  die  Weierstrasssche  (r-Fonk- 
tion,  so  stellt  das  Potential 

(4)  /  (Z)  =  C   lg    (7  (Z  r-  r) 

die  Strömung  eines  sich  nach  zwei  Richtungen  ins  Unendliche 
erstreckenden  Systems  von  Wirbelfäden  oder  Quellinien  dar, 
die  in  homologen  Punkten  des  Periodenparallelogramms  an- 
geordnet sind.  Dieses  Potential  leistet  das  gleiche  für  einen 
prismatischen  Raum  von  rechteckigem  Querschnitt,  wie  das 
Potential  (3)  für  den  Raum  zwischen  zwei  parallelen  Platten. 

1.   WirbelBtrömung. 

Es  sei  ein  beliebiges  System  S  von  n  isolierten  Wirbel- 
fäden Ä^  von  der  Wirbelstärke  e/"^(f  =  1,  2,  ....  n)  zvriischen 
zwei  parallelen  Wänden  vom  Abstände  dj2  gegeben;  es  soll 
das  Strömungsfeld  berechnet  werden.  Wir  legen  das  Koordi- 
natensystem so,  daß  den  beiden  Wänden  die  Gleichungen  x  «  0 
und  X  r=  dß  zukommen,  und  in  diesem  System  sei  die  Lage 
der  Ä^  charakterisiert  durch  die  komplexen  Zahlen 

r^^  a^  +  ib^\  V  =  1,  2 «. 


1)  Th.  V.  Kärm4ii,  Gott.  Nachr.  1911.  S.  509;   1912.  S.  547;  Th. 
V.  R4rmän  u.  H.  Rabach,  Phye.  Zeitschr.  13.  S.  49.  1912. 
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Um  die  Aufgabe  zu  lösen,  spiegeln  wir  das  System  S  an 
der  Ebene  x  »  i//2,  d.  h.  wir  nehmen  ein  zweite^  System  8'  Yon 
weiteren  n  Wirbelfäden  A^  +  y  hinzu^  mit  der  Festsetzung 

Wird  jetzt  das  Potential 

1 
gebildet,  wo  die  Summation  über  alle  Wirbel  Ton  S  und  8'  zu 
erstrecken  ist,  so  erftlllt  es  alle  Bedingungen  der  Aufgabe. 
Zunächst  ist  ersichtlich,  daß  die  durch  (6)  dargestellte  Strö- 
mung fCLr  jede  der  Stellen  z  =^  r^  einen  Wirbel  von  der  Stärke 
«f  besitzt;  denn  f&r  kleine  Werte  von  z  —  r^  reduziert  sich  (6) 
—  von  einer  unwesentlichen  Eonstante  abgesehen  —  mit  be- 
liebiger Genauigkeit  auf 

und  dies«  Potential  stellt  einen  Wirbel  von  der  Stärke  /  dar. 
Es  sind  aber  auch  die  Grenzbedingungen  erfüllt,  wie  aus 
der  Betrachtung  des  Differentialquotienten 

1 
hervorgeht.     Nach  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  er- 
gibt sich 


(8) 


^--i^-^' 


T"  Sof -j- (y  -  bp)  -  C08 -j-(a;  -  aj 

i_  %/  sin^(x-a,) 

1  -  ^of  -^  (y  -  6y)  -  cos   ^  (a;  -  a^) 


und  wenn  man  in  dem  Ausdruck  für  m  die  je  zwei  Summan- 
den zusammenfaßt,  die  von  dem  Wirbel  A^  und  seinem  Bilde 
^^,  herrühren I  so  ergibt  sich  unter  Berücksichtigung  der 
Festsetzungen  (5) 

u  «  0        fllr  or  =  0       und  für  *  «  rf/2, 
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womit  den  Orenzbedingungen  genügt  ist.  Es  muß  übrigens 
betont  werden^  daß  durch  die  Grenzbedingungen  an  den  W&nden 
das  Potential  noch  nicht  eindeutig  bestimmt  ist,  und  daß  eine 
Bedingung  über  das  Verhalten  der  Strömung  im  ühendlicfaen 
hinzukommen  muß.  Fordert  man,  daß  die  Strömungagesdiwin- 
digkeiten  für  unendlich  große  y  verschwinden  sollen,  so  genügt 
(6)  auch  dieser  Bedingung,  und  stellt  bis  auf  eine  nnweseni- 
liche,  additive  Eonstante  die  eindeutige  Lösung  dar. 

Geschwindigkeitspotential  und  Stromfunktion  für  einen 
bestimmten  Augenblick ,  in  dem  sich  die  Wirbel  A^  an  den 
Stellen  r^  befinden,  ergeben  sich  aus  (6)  zu: 


(9) 


qp,  = 


271 


2n 


"«^v^J 


In 


^'l  =  -   InS'^-  ^S   '" 


mit  der  Bedeutung 


(10) 


tg  »,=« 


29  7-  (y  -  K) 


n 


^S  jiP^-  fv) 


\  =  j/siii^  rf  (^  -  «J  +  @i«^  5-(y  -  K)' 


Es  ist  nun  noch  zu  berücksichtigen,  daß  sich  die  Wirbel- 
fäden selbst  im  Strömungsfelde  bewegen.  Man  erhfilt  die  Be- 
wegung des  Fadens  A^,  indem  man  die  Strömung  berechnet^ 
die  sich  für  die  Stelle  r^  aus  dem  Potential  (6)  ergibt,  nach- 
dem man  davon  das  Potential  [ß'\  d.  h.  die  Wirkung  des  Fadens 
selbst,  abgezogen  hat.     Nun  ist  aber 


um     ". 


lg  sin    ^  (z  -  rj  -  lg  (xr  -  rj]  =  0, 


d.  h.  die  durch  das  erste  Glied  dargestellte  unendliche  Reihe 
von  Wirbelfäden  hat  keine  Wirkung  auf  einen  einzelnen  der 
Fäden,  wie  ja  auch  schon  aus  Symmetriegründen  hervorgeht. 
Anstatt  also  das  Potential  des  einzelnen  Fadens  (6^  von  (6) 
abzuziehen,  kann  man  einfach  in  (6)  den  Summanden  unter- 
drücken, der  sich  auf  den  betreffenden  Faden  bezieht  Dem- 
nach  lassen  sich  die  Bewegungsgleichungen  der  WirbelfiLden 
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in  genau  analoger  Weise  schreiben,  wie  esKirchboffftir  den 
Fall   eines   unbegrenzten  StrömuDgsfeldes   zuerst  getan  hat.^) 
Wir  definieren  nämlich  eine  Funktion  W^  durch  die  fol- 
gende Gleichung: 

wobei  die  Summation  über  alle  Paare  von  Wirbeln  der  Systeme 
S  und  8'  zusammengenommen,  und  über  jedes  Paar  nur  ein- 
mal, zu  erstrecken  ist.    Dabei  hat  s^^  folgende  Bedeutung: 

(12)  *,,  =  j/sin»  J  (a,  -a^  +  ©in«  J  {K  --  V  • 

Die  BewegungBgleichangen  des  Wirbelfadens  Ä^  lauten   dann: 

^''^        \j1L-.^X  ..=  l,2,...2n. 

'      "  dt    "         öa^  • 

Es  ist  zu  beachten,  daß  die  Koordinaten  Qn^y,  K^y  der 
zu  8'  gehörigen  Wirbel  ^  4. ,  in  dem  Ausdruck  fQr  W^  stehen 
bleiben  müssen  und  nicht  nach  (5)  durch»  a^,  b^  ausgedrückt 
werden  dürfen.  Demgemäß  sind  sie  auch  bei  den  partiellen 
Differentiationen,  welche  (18)  erfordert,  als  unabhängige  Variable 
anzusehen;  die  Elrsetzung  von  0»  +  ^,  ^»  +  y  durch  a^,  b^  darf 
erst  nach  erfolgter  Differentiation  geschehen. 

Aus  der  Definitionsgleichung  von  W^  folgt 


\    d  a^  d  On  +  v 


vl-^)  \   Ji-ar  ^  pp- 


d  b^  d  bn-i-v 

Diese  Beziehungen  sind  leicht  zu  verifizieren,  indem  mau  je 
zwei  Paare  von  Wirbeln  zusammenfaßt,  die  spiegelbildlich  zu- 
einander liegen,  und  indem  man  (5)  berücksichtigt.  Aus  (13) 
und  (14)  ergibt  sich  dann 

Idtty  d  On-f  V 

dt  dt    ' 

db^  ^  dbn  +  v 

dt  dt 


1)  G.  Kirchhof f,  Mechanik.  20.  Verl.  ausführlicher  bei  Appell. 
Tndtö  de  M^caniqae  rationelle.  Deuzi^me  Edition.  Paris.  Ganthier- Villars. 
1909.  3.  S.  480  ff. 

Aanilai  der  Phjilk.    IV.  Folge.    G!.  12 
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Durch  diese  GleichuDgen,  die  schon  aus  SymmetriegrQnden 
zu  erwarten  waren,  wird  die  Bewegung  des  Systems  8'  voll- 
ständig auf  die  des  Systems  S  zurückgeführt  Integriert  be- 
sagen sie,  daß  die  Beziehungen  (5)  für  alle  Zeiten  bestehen 
bleiben,  wenn  sie  zu  irgendeiner  Zeit  bestanden  haben.  Dem- 
nach stellt  das  Potential  (6)  nicht  nur  für  einen  bestimmten 
Äugenblick  die  Strömung  des  Systems  dar,  sondern  für  alle 
Zeiten,  wenn  für  die  Koordinaten  a^,  b^  die  durch  Integration 
der  Bewegungsgleichuugeni  (13)  gewonnenen  Zeitfunktionen  ein- 
gesetzt werden. 

In  dem  Falle  des  unendlich  ausgedehnten  Strömungsfeldes 
lassen  sich  aus  der  Kirchhoffschen  Darstellung  eine  Anzahl 
von  Integralen  der  Bewegungsgleichungen  gewinnen.  Diese 
Integrale  behalten  in  dem  vorliegenden  FaUe  nur  zum  Teil 
ihre  Bedeutung.  Betrachten  wir  zunächst  den  ,,Schwerpunkt8- 
Satz«. 

Aus  den  Deiinitionsgleichungen  (11)  und  (12)  folgt  ohne 
weiteres 

2n     .      J  2n 


(16) 


2n  J 

2  'd  - «. 


2 


b  6« 


0; 


die  zweite  dieser  Gleichungen  ergibt  mit  der  zweiten  Oleichimg 
(14)  zusammen 


(17) 

dagegen  ist 
(18) 


n 


2 


IFi  ^  Vv-^-5j-  = 


bb. 


^^    d  bn  +  r 


0. 


n 


n 


r  an  +  V 


im  allgemeinen  von  0  verschieden.  Definieren  wir  nun  die 
Koordinaten  |,  ty  des  „Schwerpunkts"  ©  der  fiktiven  Massen 
eA  (j^  =  1,  2,  ...  w)  durch  die  Gleichungen 


(19) 


»»_  n  n  n 

1  ~  11 


und  entsprechend  die  Koordinaten  |',  rf  des  Schwerpunkts  ©' 
für  das  System  8'  durch 
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80  ist  natürlich 

(21)  r-^-|>  '/=^, 

und  aus  den  Bewegungsgleichungen  (13)  folgt  f&r  die  Schwer- 
pnnktskoordinaten  unter  Benutzung  von  (17)  und  (18) 

(22)  '-|=S  =  0, 

(23)  S = ';;  ■ 

Es  gilt  also  hier  nur  der  Satz,  daß  die  2:-Eoordinate  des 
Schwerpunkts   des   ursprünglich   gegebenen   Systems   konstant 

bleibt;  dagegen  ist  -jr  ^^  allgemeinen  von  0  verschieden.   Exi- 

n 

stiert  der  Schwerpunkt  nicht  (d.  h.  ist  ^^  ^^  =  ö)»  ^^  treten  an 
die  Stelle  von  (22)  und  (23)  die  Integrale 

(24)  2*  •'y  ^y  =*  const ,  V»»  /„  +  V  fln  +  V  =  const , 

n  n 

(25)  2»'  •'v^,.  +  2"  '^  +  v^u  +  K  =-  const, 

1  1 

aber  nur  (24)  enthält  eine  Aussage  über  die  Systeme  S  und  S' 
einzeln  geiiommen.  Die  Beziehung  (25)  [bez.  (23)]  ist  dagegen 
schon  in  den  Gleichungen  (15)  enthalten. 

Ebenso  gelten  vermöge  derselben  Gleichungen  (15)  der 
„Flächensatz''  und  der  „Satz  von  der  Erhaltung  der  Trägheits- 
momente'' bezüglich  einer  durch  den  Punkt  dl2,  0  gehenden 
Achse  für  die  Systeme  S  und  4$'  zusammengenommen;  sie  gelten 
aber  nicht  ftlr  die  beiden  Systeme  einzeln. 

Dagegen  ist  das  Integral 

(26)  ^1  =  const , 

das  sich  ohne  weiteres  aus  der  Beziehung 

m  dt         21j\ba^     dt    "^    dby      dt] 

12» 
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und  den  Bewegongsgleichungen  (13)  ergibt,  wieder  unabhängig 
von  den  Gleichungen  (15). 

Als  erste  Anwendung  der  gewonnenen  allgemeioen  Glei- 
chungen betrachten  wir  den  Fall  eines  einzigen  Wirbelfadens 
Ä  von  der  Stärke  J,  und  setzen  also 

/  =  7-      7  «  —  /• 

Oj  =  a;      a^^  d  ^  a\      Äj  =  Äj  «  0;      0  <  a  <  rf/2 . 

Das  Strömungsfeld  berechnet  sich  dann  aus  dem  Potential 


n 


X  = 


2rr« 


lg 


sin   "  [(«  -  a)  +  %y\ 


sin  -^[(«  +  o)  +  ♦>] 

und  die  Bewegung  des  Stromfadens  aus 


Man  findet  daraus 


(27) 


da 
dt 


=  0; 


J     .      2na 


Für  a  =:  ^/4  steht  der  Wirbelfaden  fest;  f&r  0  <  a  <  i//4  ist 

J5  <  0,  für  if/4  <  a  <  if/2  ist  ^  >  0.    Je  nach  der  Größe 

Yon  a  überm^  also  der  Einfluß  der  einen  oder  anderen  Wand. 
Ist  a!d  klein,  so  findet  man  io  erster  Annäherung  ^ 

(2T)  ^*  -^ 


dt 


4:ta* 


wie  bei  Abwesenheit  der  zweiten  Wand. 

An  Stelle  der  Wand  bei  x  =  rf/2  kann  man  sich  auch  bei 
X  ^  d  eine  Wand  angebracht  denken;  man  erhält  dann  das 
Strömungsfeld  zweier  Wirbel  von  entgegengesetzt  gleicher  Stärke, 
die  sich  beide  mit  der  Geschwindigkeit  (27)  bewegen. 

Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  zwei  Wirbel  von  gleicher 
Stärke  in  symmetrischer  Anfangslage.  In  diesem  Falle  kann 
man  setzen  (TgL  Fig.  1): 


1)  In  diesem  Ausdruck  müssen  a^  und  a,  stehen  Ueiben  und  bei 
der  Diffierentiation  wie  zwei  unabhängig«  Variable  behandelt  werdej^ 
sonst  gelangt  man  su  einem  fehlerhaften  Resultat  (vgL  S.  177). 
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T> 


^ 


^ 


^ 


Fig.  1. 


/,=       J 


*1  = 

»?; 

*3  =  - 

-«?; 

o<   1   <rf/4; 

*,- 

fl; 

Q<    n    <dfA; 

a,=     rf/4  +  l; 
a,  =     rf/4  -  I; 
o,  -  3rf/4  -  I; 
a^=3rf/4  +  |;        b^=-v. 
Es  ergeben  sich  die  folgenden  Bewegnngsgleichnngen: 


dt 


J 

2d 


6m 


(l^of  —3-^  -  C08 


(/ 


dt 


J 
2d 


Bin 


47r| 


,.  ,4711/ 471  f  "T"  ^   d  S 

ttof  — r^  —  COS 


d  d 

Wir  bebandeln   nnr  zwei  Grenz&Ue.     Es   seien   erstens 
-^  und  -^  kleine  Größen,  dann  ist  bis  auf  Glieder  zweiter 

a  d 

Ordnung  in  den  genannten  Größen 

d/  '^       471  ?/*+?*' 

dv^        J        I       . 

dt  47r  17'+  I* 
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Das  YoUständige  Integral  dieser  Gleichungen  lautet 

I  =  (>o  cos  {vt+y),  ^  ^      J 

jy  =  (>o  sin  (1/  ^  +  ;/) ,  '^  471  ^0* ' 

und  die  beiden  Wirbel  rotieren  also  nlüierungsweise  mit  kon- 
stanter Geschwindigkeit  in  einem  Kreise  umeinander,  genau 
wie  bei  Abwesenheit  der  Wände. 

/Ist  andererseits  dji.  —  |  =  e  eine  kleine  Zahl  bei  beliebigem 
1],  so  ergibt  sich  mit  gleichem  Grade  der  Annäherung 

dt  -     *         '  dt  ""4^' 

in  Übereinstimmung  mit  Formel  (27^).  Bei  dem  hier  betrach- 
teten Beispiel  hängt  es  also  von  der  Anfangslage  ab,  ob  die 
beiden  Wirbel  in  geschlossener  Bahn  verbleiben,  oder  unter 
dem  Einflüsse  der  Wände  auseinanderlaufen. 

Wir  wenden  uns  nunmehr  der  Aufgabe  zu,  Strömungsfeld 
und  Bewegung  eines  Systems  von  Wirbeltäden  in  einem  pris- 
matischen Baum  von  rechteckigem  Querschnitt  zu  bestimmen. 
Die  Gleichungen  der  Grenzebenen  seien 

2:  =  0;         x  =  dl2\         y  «;0;         ij  =  d'ji . 
Im  folgenden  bedeuten 

die  Weierstrassschen  Funktionen^  welche  zu  den  Perioden 

(28)  2«  =  ^,  2ry=/£f 

gehören.  Da  co  reell  und  co'  rein  imaginär  ist,  müssen  die  In- 
varianten g^  und  ^3,  sowie  die  Wurzeln  e^^  e^,  e^  des  zugehö- 
rigen Polynoms  dritten  Grades  reell  sein;  (Üe  Diskriminante 
ist  also  positiv.^)  Außer  den  genannten  werden  noch  die  Funk- 
tionen 

^  W,  l  W.  ft  [z) 

Verwendung  finden,  die  zu  den  Perioden 

(29)  2w  =  -~,  2«'=2i« 


1)  Die  Bezeichnangen  sind  hier  und  im  folgenden  dem  Werke 
G.  H.  Halphen,  Trait6  des  fonctions  elliptiqaes,  Paris,  Gkiathier-VillarSy 
1886,  entlehnt.  Für  die  folgenden  Bechnangen  sei  auf  dieses  Werk  ver- 
wiesen. 
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(30) 


gehören.    Ek  bestehen  dann  die  Beziehungen 

f  a{iz)=      iit(z);  ^(.•z)  =  -«tjz); 

l  ;i(iz)  =  -  ßiz);  /t'{iz)  =      t>'W- 

Das  Wirbelsystem  S  möge  wie  bisher  aas  n  Wirbelfaden 
A^  von  der  Stärke  /  bestehen,  und  die  Wirbeliäden  mögen 
sich  zu  irgendeiner  Zeit  an  den  Stellen 


r^=a^+ih^, 


V  =  1 ,  2  ...  n 


befinden.  Wir  spiegeln  das  System  S  an  der  Ebene  x  =  dl2, 
wobei  das  System  S'  entstehen  möge;  dann  spiegeln  wir  Sund 
S'  an  der  Ebene  y  =  d'l2  und  gelangen  so  zu  S"  und  S'". 
Wir  nehmen  also  insgesamt  zu  8  noch  drei  weitere  Systeme 
hinzu,  unter  folgenden  Festsetzungen  (vgl.  Fig.  2): 

y 


d' 


"i 


"iU 


zn^v 


v:^ 


'5/7"»  I ' 


^/2 


Fig.  2. 

Wir  bilden  nun  das  Potential 

1 

wobei  die  Summation  über  alle  Tier  Systeme  zu  erstrecken  ist, 
und  behaupten,  daß  es  die  Bedingungen  der  Aufgabe  erf&llt. 
In  der  Tat  besitzt  die  durch  (32)  dargestellte  Strömung  die 
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Yorgeschriebenen  Wirbel,  was  sich  genau  so  zeigen  läBt^  wie 
oben  (vgl.  S.  175).  Die  Geschwindigkeitsverteilung  ergibt  sich  ans 

4n 


(83) 


nach  bekannten  Formeln  zu 

4n 


(84) 


^iy-K) 


1 

27K 


Faßt  man  nun  hier  die  je  vier  Summanden  zusammen,  die  von 
den  symmetrisch  gelegenen  Wirbeln  Ä^^  An^n  ^2n'i-vi  ^sm-i-^ 
herrühren,   so  ergibt  sich  auf  Grund  der  Festsetzungen  (81) 

M  =  0     fftr    X  =  0    und    x  =  rf/2     und 
t;  =  0     für    y  =  0     und    y  =  ^72 , 

womit  den  Grenzbedingungen  genügt  ist.  Die  Lösung  ist  in 
diesem  Falle  eindeutig  durch  die  Grenzbedingungen  bestimmt 
(d.  tu  x%  ^^  ft^f  oii^o  additive  Eonstante  festgelegt). 

Geschwindigkeitspotential  und  Stromfunktion  ergeben  sich 
aus  (82)  durch  Trennung  des  reellen  und  imaginären  Teils; 
man  findet^) 

4n 


(35) 


1 

4h 


V'S»-    oV5?«'r    1««.» 


^71^^ 


mit  der  Bedeutung 


y-fcf 


Auch   in   dem  jetzt   betrachteten  Falle  wirkt  das  durch 
einen  einzelnen  Summanden  yon  (82)  dargestellte  BVd  von  nn* 


1)  G.  H.  Halphen,  1.  S.  173.  168.  151. 
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endlich  vielen,  in  den  Schnittpunkten  eines  rechteckigen  Gitters 
angeordneten  Wirbel&den  nicht  auf  einen  dieser  Wirbel.  Das 
folgt  einerseits  ans  SymmetriegrQnden,  andererseits  auch  aus 
der  Beziehung 

lin^     jl  P8^(^  ~  ^)  "  ^8(^  -  O]  -  0. 

Man  kann  also  zur  Berechnung  der  Bewegung  der  Wirbel 
faden  A^  genau  so  verfahreui  wie  oben  (vgl  S.  177).  Definiert 
man  W^  in  der  folgenden  Weise: 

(37)       f        *  271-^      '    f*   »    '/*'  ^Jl,2...4fi 

so  lauten  die  Bewegungsgleichungen 

V^^J  •  ,.  ^Jl  f  =  1,  2. .  4n 


^  ^  dt  da^ 


Die  Summation  in  (87)  ist  über  alle  Paare  zu  erstrecken^ 
die  sich  aus  den  4  n  Wirbeln  der  Systeme  S,  S',  S'\  8'"  bilden 
lassen»  und  die  a^,  i^  für  i^  >  n  sind  wieder  als  unabhängige 
Variable  zu  behandeln. 

Aus  (87)  lassen  sich  genau  wie  oben  die  Uelationen 

/QO\  )      d  a^  d  On  +  v  (^  02n  +  V  düQn  +  p  ' 


I 

I    dW^  ^       _^W^, OTT,    _  OTT, 


d  b^  dbn  +  y  db2n  +  v  dbSni-v 

herleiten,  aus  denen  mit  Hilfe  der  Bewegungsgleichungen  ge- 
folgert werden  kann: 

Irf a^  __  ^  don  +  y  ^        da2n  +  r dasn-^-v 
"57""         57     ""          dt    ■ ""  dt     * 

db^  dbn  +  p  __  ^  rf62n+ V «^  ^3n  +  v 

TT*"  dt"  ~  dt~    ""  rf/ 

Diese  Gleichungen  besagen  integriert,  daß  die  Beziehungen 
(31)  bei  der  Bewegung  der  Wirbelfaden  erhalten  bleiben,  und 
daß  demnach  das  Potential  (32)  den  Strömungsvorgang  als 
Funktion  der  Zeit  richtig  darstellt,  wenn  die  a^ ,  b^  gemäß  (88) 
berechnet  werden. 
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Schwerpunkts-  und  Flächensatz  gelten  jetzt  beide  nicht 
mehr  fUr  das  System  8  alleine  betrachtet,  und  außer  den  In- 
tegralen von  (40)  bleibt  jetzt  nur  noch  das  Integral 

(41)  W^  ==  const 

bestehen. 

Als  Beispiel  betrachten  wir  nur  den  einfachsten  Fall,  daB 
sich  das  System  8  auf  einen  Wirbelfaden  von  der  Stärke  / 
mit  den  Koordinaten  a,  h  reduziert.  Für  diesen  Fall  sind 
StrömungsYorgang  und  Bewegungsgleichung  schon  von  Green - 
hill  ^)  angegeben  worden,  wenn  auch  in  einer  Form^  die  Ton 
der  hier  gegebenen  abweicht  Aus  den  allgemeinen  Gleichungen, 
die  sich  jetzt  auf  Summen  mit  vier  Gliedern  reduzieren  [bez. 
bei  (37)  auf  sechs  Glieder],  ergeben  sich  die  Bewegungsglei- 
chungen 

da  __  _^   J  ^t' i2b) 

dt            471   ^(2a)  +  ^(26) 
db  ^        J_  ^*'(2a) 

dt  " 


(42) 


4  71    ^(2a)  +  ^(26) 

Multipliziert  man  die  erste  der  Gleichungen  mit  /i'{2a\ 
die  zweite  mit  Ji'{2b)  und  addiert^  so  gewinnt  man  ein  erstes 
Integral: 

(43)  ^i  (2  a)  +  ^(2  b)  =-  const . 

Vermöge  der  bekannten  Beziehung  zwischen  n{z)  und  "/t'iz) 
kann  man  mit  Hilfe  von  (43)  das  System  (42)  auf  Quadraturen 
zurückfuhren;  wir  wollen  uns  aber  damit  begnügen,  einen 
Grenzfall  zu  behandeln.  Für  2a  =»  c?/2  und  2b  ^  d'l2^  d,  L, 
wenn  der  Wirbel  sich  in  der  Mitte  des  prismatischen  Baums 

befindet,  ergibt  sich  3-7=    .  r  =  0,  der  Wirbel  ruht  abo  dann. 

at         dt 

Wir  wollen  den  Sonderfall  betrachten,  daß 

2ö:  =  r?/2  +  «, 
2Ä  =  d'l2  +  f' 

gesetzt  werden  kann,  wo  €  und  e'  kleine  Größen  (gegen  d  und 
d')  sind.  Unter  dieser  Annahme  wird  bis  auf  Glieder  zweiter 
Ordnung 


1)  A.  G.  Greenhill,  Quart.  Joum.  Math.  15.  S.  10.  1887. 
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und  ans  (42)  wird 

dB  J  .  V   / 

Das  ToUsiändige  Integral  lantet 

f'=Ä8in(A^  +  ;'), 
mit  den  Werten 

^  =  — V(*2-*3)(^l-^2)- 


^/^  =  l/y!j- 


Der  Wirbelfaden  beschreibt  also  eine  Ellipse,  deren  Ächsen- 
verhältnis  von  den  Dimensionen  des  prismatischen  Raumes  ab- 
hängt [denn  es  ist  ja  e^  =  ji[(o)\  e^  =  72(0)  +  co)\  e^  =  /i{co')]. 

Wir  wenden  uns  nun  wieder  der  Betrachtung  eines  all- 
gemeinen Falles  zu,  der  in  gewissem  Sinne  als  Verallgemei- 
nening  des  zuerst  behandelten  Problems  aufgefaßt  werden  kann. 
Spiegelt  man  nämlich  das  auf  Seite  183  gekennzeichnete  System 
S  nur  an  der  Ebene  x  =  (//2  und  erstreckt  dementsprechend 
die  Summe  in  (82)  nur  über  die  ersten  2n  Summanden^  so 
sind  auch  die  Grenzbedingungen  nur  an  den  Ebenen  x  ^  0 
und  X  BS  dji  erfüllt,  und  man  gelangt  zu  einer  Strömung 
zwischen  parallelen  Wänden,  bei  der  sich  das  Strömungsbild 
jeweils  im  Abstände  d'  wiederholt.  In  diesem  Falle  muß  aber 
noch  eine  Änderung  an  den  Formeln  angebracht  werden.  Es 
wnrde  schon  auf  Seite  176  darauf  hingewiesen,  daß  durch  die 
Grenzbedingungen  f&r  zwei  parallele  Wände  die  Lösung 
noch  nicht  eindeutig  bestimmt  ist,  sondern  daß  noch  eine  Be- 
dingung f&r  das  Verhalten  im  Unendlichen  hinzutreten  muß. 
Fordert  man  statt  dessen  hier,  daß  die  Strömung  sich  in  dem 
betrachteten  Saum  rein  periodisch  wiederholen  soll,  so  werden 
dadurch  einfach  periodische  Zusatzglieder  im  komplexen  Po- 
tential ausgeschlossen.  Dieses  ist  aber  dadurch  erst  bis  auf 
ein  lineares  Zusatzglied  bestimmt;  denn  offenbar  kann  man 
stets  eine  beliebige  konstante  Geschwindigkeit  in  Richtung  der 


188 


G.  Jaffe. 


V- Achse  hinzufügen,  ohne  die  Grenzbedingongen  zu  yerleteen 
oder  die  Periodizität  zu  stören,  um  nun  auch  noch  dieses 
lineare  Zusatzglied  festzulegen,  fordern  wir,  daß  sich  f&r  y  «  oo 
die  Greschwindigkeit  0  ergibt^  wenn  man  den  Abstand  d'  (d*  h. 
die  imaginäre  Periode)  unendlich  groß  werden  läßt 

Diesen  Bedingungen  kann  man  nicht  genügen,  wenn  man 
von  (4)  als  partikulärem  Potential  ausgeht,  sondern  man  muß 
statt  dessen  die  Funktion 


(44) 


;^(z)  =  c(lgr7(z-r)-^(z-r)») 


zugrunde  legen,  wobei  wie  üblich  rj  ^  C{^)  gesetzt  ist  Mathe- 
matisch bedeutet  das,,  von  einem  unwesentiichen  Faktor  ab- 
gesehen, den  E^rsatz  der  Weierstrassschen  Funktion  <r[z) 
durch  die  Jacobi-Hermitesche  Funktion  H{2)f  welche  die- 
selben Nullstellen  besitzt  wie  (r{z),  aber  eine  Periode  (4»)  hat 
Nun  unterscheidet  sich  (44)  durch  ein  quadratisches  Glied 
von  (4),  und  das  widerspricht  scheinbar  dem  oben  Gesagten. 
Es  ist  aber  zu  berücksichtigen,  daß  weder  (4)  noch  (44)  zu 
Strömungen  führen,  die  den  Bedingungen  des  Problems  genügen, 
sondern  erst  die  nach  dem  Spiegelungsprinzip  gebildeten  Dif- 
ferenzen 

c  {\gfT[z  -  rj  -  lg(T{z  -  r„  +  ,,))  , 

beziehungsweise 

und  diese  zwei  Ausdrücke  unterscheiden  sich  nur  um  ein  line- 
ares Glied. 

Bilden  wir  nun  unter  den  Festsetzungen  (5)  das  Potential 


(45) 


^»='2^,-S-'vh''('-'"')-2|(^-'-ji' 


SO  genügt  es  allen  oben  aufgestellten  Bedingungen.    Die  Strö- 
mungsgeschwindigkeiten berechnen  sich  nämlich  aus 


(46) 


2« 

4^  =  tt-ir=  -i.  yij  rc(z-r)-^(z-rj] 


in  genau  derselben  Weise,  wie  (84)  aus  (83),  nur  daß  noeh 
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lineare  Zusatzglieder  auftreten,  und  man  überzeugt  sich  leicht, 
.  daS  die  Grenzbedingungen 

tt  =  0     für    X  =  0     und     ar  =  rf/2 

erftült  sind.    Femer  ist  (46)  doppeltperiodisch  (wegen  Jn  +  r  ^ 

—  JJ,  und  f&r  rf'  =s  -^  =  00  wird  (46)  identisch  mit  (7),  so  daß 

auch  der  zuletzt  ausgesprochenen  Forderung  auf  S.  188  ge- 
nügt ist 

Die  Bewegung  der  Wirbel&den  berechnet  sich  aus 

(47)  <  r,/*  •- 

l  ;;[l,2...2n 

wo  8^^  die  gleiche  Bedeutung  hat,  wie  in  (37),  und  die  Sum- 
mation  über  alle  Paare  von  S  und  S'  zu  erstrecken  ist;  auch 
die  Bwierkung  nach  den  Formeln  (13)  ist  wieder  zu  beachten. 
Die  Bew^nngsgl^hungen  werden  übereinstimmend  mit  (13), 
wenn  man  darin  ^^  durch  W^  ersetzt. 

Als  erstes  Beispiel  betrachten  wir  den  einfachen  Fall,  daß 
/  S  nur  aus  einem  Wirbel  besteht,  und^  setzen  demgemäß 

Aus  den  Bewegungsgleichungen  findet  man 

1 

Die  Strömung  wird  in  diesem  Falle  aus  einer  un- 
begrenzten Beihe  von  gleichen  Wirbeln  gebildet,  die  sich  im 
Abstände  d'  voneinander  zwischen  zwei  ebenen  Wänden  durch- 

bewegen.^    Für  a  «  d/i  «  a)/2  wird  —  =  0,  und  das  System 

steht  also  dann  fest  Läßt  man  d'  unendlich  werden,  so  ge- 
langt man  zu  dem  ersten  Beispiel  auf  S.  180  zurück,  und  (48) 
geht  in  (27)  über. 

Denkt  man  sich  die  Wand  bei  x  =  (2/2  beseitigt  und  durch, 
eine  andere  Wand  bei  z  =:  d  ersetzt,  so  wird  aus  der  einfachen 
Wirbelreihe  eine  Doppelreihe,  bei  der  die  Wirbel  der  einen 
Beihe  entgegengesetzten  Botationssinn  haben,  wie  die  der 
anderen.  Läßt  man  nun  hier  die  reelle  Periode  d  rsa  2(0  un- 
endlich werden,  so  ergibt  sich  aus  (48) 


190 


(?.  JaffL 


db  J     fc.       TT    o 

uud  man  erhält  den  ersten  der  beiden  von  v.  Kärmän  unter- 
sachten  Fälle^  der  allerdings  unstabil  ist. 

Als  zweites  Beispiel  lassen  wir  S  aus  zwei  gleichen,  ent- 
gegengesetzt rotierenden  Wirbelfäden  bestehen,  in  einer  An- 
ordnung, die  aus  Fig.  3  hervorgeht.     Wir  setzen 


Qj^^  a] 


a. 


dj2  4-  a ; 

y 


b,  =  d'j2 

b^  =  d'ß . 


0<a<dl4. 


cf' 


"^ 


^ 


^ 


-^ 


a 


^ 


^ 


^ 


W: 


4 


Fig.  3. 

Die  allgemeinen  Formeln  liefern  dann  nach  einiger  Um« 
reclinang 


(49) 


da 

g^ 

~dl 

— 

0, 

db 

J 

dt 

271 

""271  [^  ^^-''^  "^  2   ^i(2d)  -  63  "^.2   ^(2c5)  -  «1       Ol  ^J  ' 

wobei 

gesetzt  ist.     Läßt  man  nun  hier  die  reelle  Periode  d  unend- 
lich werden,  jedoch  so,  daß  S  endlich  bleibt,  so  gelangt  man 


^ 
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zu  dem  zweiten  v.  E  arm  an  sehen  Fall,  der  für  ein  bestimmtes 
Verhältnis  von  d  zu  d'  eine  stabile  Strömung  darstellt.  In 
dem  augegebenen  Grenzfall  wird  aus  (49) 

in  Übereinstimmung  mit  dem  y.  Karmanschen  Resultat. 

Die  beiden  zuletzt  gegebenen  Beispiele,  wie  überhaupt 
die  durch  (45)  dargestellten  Strömungen  sind  interessant  als 
Fälle  von  nichtlaminarer,  fortschreitender  Wirbelströmung 
zwischen  ebenen  Wänden.  Möglicherweise  kann  man  aus  den 
hier  gegebenen  Entwicklungen  einen  Ansatz  für  den  Wider- 
stand gewinnen,  den  eine  Flüssigkeit  bei  nichtlaminarer  Strö- 
mung zwischen  zwei  Wänden  erfährt.  Dafür  muß  aber  zu- 
nächst die  Stabilität  der  Gebilde  untersucht  werden. 


*2.    Quellenströmung. 

Multipliziert  man  das  komplexe  Potential  einer  zweidimen- 
sionalen Wirbelströmung  mit  der  imaginären  Eiuheit  i,  so  ver- 
tauschen Geschwindigkeitspotential  (p  und  Stromfunktion  ip  ihre 
Rolle,  und  aus  jedem  Wirbelfaden  A^  von  der  Stärke  /,  wird 
eine  Quellinie  von  der  Ergiebigkeit  / .  Dabei  werden  aus  den 
Grenzflächen  Äquipotentialflächen;  die  Potentiale  (6),  (32)  und 
(45)  stellen  also  nach  der  Multiplikation  mit  J  Lösungen  der 
entsprechenden  elektrostatischen  Probleme  dar.  Will  man  da- 
gegen zu  Quellenströmungen  gelangen »  bei  denen  wie  bisher 
die  Grenze  eine  Strömungsfläche  ist,  so  muß  man  bei  der 
Spiegelung  so  verfahren,  daß  das  Bild  einer  Quelle  gleiche  PJr- 
giebigkeit  hat^  wie  diese.  Hier  tritt  dann  die  neue  Bedingung 
hinzu,  daß  die  Gesamtergiebigkeit  des  betrachteten  Systems  0 
sein  muß,  wenn  die  Strömung  bei  geschlossener  Begrenzung 
überhaupt  möglich  sein,  und  bei  nicht  geschlossener  Begren- 
zung sich  nicht  ins  Unendliche  erstrecken  soll. 

Wir  betrachten  also  jetzt  ein  System  S,  das  aus  k  Quell- 
linien (bez.  Senken)  B^  -von  der  Ergiebigkeit  M^  besteht  (x  =  1, 
2,  .  .  .  k)  mit  der  einschränkenden  Bedingung 


(50)  2''^K=0 
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Das    Strömungsfeld    sei    durch    die   Ebenen    x  =  0    und 
X  t=»  d\1  begrenzt,  und  die  Quellen  mögen  sich  unbeweglich  an 

den  Stellen 

^^=  «^+  1/9^,  x=  1,  2  . ..  Ä 

befinden. 

Nehmen  wir  nun  das  gespiegelte  System  S'  hinsu  durch 

die  Festsetzungen 

(51)  ^Ma+k  =  ^J        «it  +  x-^-«,;        /?k  +  K  =  /?Ki 
80  löst  das  Potential 

(52)  /,  =  ?''i  +  '>'i  =  5^2^''^«"°5(*-«'«) 

1 

die  Bedingungen  der  Aufgabe.     Denn  es  hat  die  Yorgeschrie- 
benen  Quellen,  und  aus 


(53) 


2t 

1 


ergeben  sich  für  die  Strömungsgeschwindigkeiten  die  Gleichungen 


(54) 


u 


2k 
—    ^hM 

1  .dof  -r-(y  -  |?h)  -  COS  —  (a:  -  oj 


2  k 


aus   denen   sich   f&r  x  =  0  und  x  =  «f/2  die  Grenzbedingung 
f /  s  0  als  erfällt  ergibt     Außerdem  ist  für  y  8  oo 

2  k 


M  =3  0     und     v  = 


2d 


hM^^O. 


G^schwindigkeitspotential  q>'  und  Stromfunktion  t^'  findet 
man  aus  (52)  analog  wie  oben  (S.  176): 

2k 


(55) 


1 

2k 
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mit  der  Bedeutung 

,;  =  j/sin» -J (X  -  «J  +  ©in^  ^(y-/?J, 


(56) 


7t 


tgr'«  = 


Xg-jfy-W 


n 


t9  -J  (a?  -  «k) 


Gehen  wir  nun  zu  dem  Fall  des  prismatisclien  Baumes 
über,  wie  er  auf  S.  182  charakterisiert  ist,  so  muß  man  zu  dem 
System  8  drei  weitere  gespiegelte  Systeme  «§',  S"  und  5'"  hin- 
zunehmen.  Wir  treffen  also  folgende  Festsetzungen  (vgl.  Fig.  2): 

ffiir  ^  :     Mj,  +  ^  =if^;     ccu  +  n  =^— ^^^5     ßj'  +  ^  ^ßn'^ 
und  bilden  das  Potential 


(57)  (für  5" 


(58) 


?P'3+»>'2  = 


27r 


Hj|/^lg(T(z-(>J. 


Unter  der  Voraussetzung  (50)  löst  dieses  Potential  die 
Au%abe.  Geschwindigkeitspotential  und  Stromfunktion  sind 
in  diesem  Falle 

Ah 

9 


(59) 


1 


4fc 


^»  =  -^2^^KC2«  +  i<P(x-«^,5,^,SJ], 


und  aus  dem  Differentialquotienten  von  /^ 

(60)  4^«  =  «  _  i.  =  ^2'^-^(^  -  PJ' 

1 

findet  man  für  die  Geschwindigkeiten 

4fc 


(61) 


4fc  _ 


Beschränkt   man   sich   auf  den  Fall   einer  Quelle   und   einer 
gleich  starken  Senke,  d.  h.,  setzt  man  in  den  Formeln  (67)  bis^ 

Aiinaleo  der  FhjwSk,  lY.  Folge.  61.  18 
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(61)  A  =s  2,  80  lösen  diese  OleicbuDgen  das  Problem  der  Elek- 
trizitätsleituDg  in  einer  rechteckigen  Platte  mit  beliebig  ge- 
stellten Elektroden. 

Aus  der  Superposition  von  (6)  mit  (52),  oder  von  (82)  mit 
(58)  erhält  man  die  allgemeinste  zweidimensionale  FlüssigkeitB- 
strömung  zwischen  parallelen  Platten,  bez.  in  einem  rechteckig- 
prismatischen  Baum^  soweit  dieselbe  von  isolierten  WirbelAden 
und  Quellinien  herrührt.  Dabei  ist  natürlich  noch  zu  berück- 
sichtigen, daß  —  bei  festgehaltenen  Quellen  —  die  Wirbel  sich 
nicht  nur  unter  ihrem  gegenseitigen  E^influß,  sondern  auch  durch 
die  Wirkung  der  Quellen  bewegen.  Dieser  Wirkung  ist  leicht 
mit  Hilfe  der  Funktionen  (55)  bez.  (59)  Bechnung  zu  tragen, 
so  daß  von  einer  Aufstellung  der  Gleichungen  abgesehen  werden 
kann.  Auch  der  Übergang  zu  kontinuierlich  ausgedehnten 
Wirbel-  und  Quellgebieten  begegnet  keiner  prinzipiellen  Schwie- 
rigkeit. 

Leipzig,  im  August  1919. 


(EiDgegaogen  14.  August  1919.) 
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5.   Versuch  ebner  et/nheUlichen  Erklärung  der 

JErscheintingen  der  atmosphärischen  Polarisation; 

von  Marie  Anna  Schirmann. 


§  1.   Einleitung. 

Die  Probleme  der  normalen  atmosphärischen  Polarisation 
gehören  in  jenes  Gebiet  der  meteorologisch-optischen  Phäno- 
mene, in  welchem  die  Atmosphäre  die  Eolle  eines  trüben  Me- 
diums spielt,  in  der  als  der  Trägerin  kleiner,  bereits  mit  der 
Lichtwellenlänge  vergleichbarer  und  noch  kleinerer  Teilchen 
die  einfallenden  Wellen  an  den  Störungszentren  gebeugt  und 
somit  die  primäre  Strahlung  zum  Teil   diffus  zerstreut  wird. 

Da  man  nach  dem  heutigen  Stande  der  Kosmophysik 
noch  immer  nicht  mit  Sicherheit  weiß,  welcher  Art  die  trüben- 
den Partikel  in  der  Atmosphäre  sind  und  welches  das  für  die 
Größe  der  Teilchen  geltende  Verteilungsgesetz  ist,  so  haftet 
den  Theorien  zur  Erklärung  dieser  optischen  Erscheinungen 
noch  immer  eine  gewisse  Unsicherheit  und  Uneinheitlichkeit  an. 

Dies  hat  auch  nicht  zum  geringsten  Teil  darin  seinen 
Grund,  daß  man  Theorie,  Beobachtung  und  Experiment  vor 
allem  der  Extinktion  und  Absorption  des  direkten  Lichtes 
einerseits,  der  Intensität  und  Farbe  des  diffusen  Lichtes  anderer- 
seits zuwandte,  während  man  die  zweifellos  empfindlichste 
Erscheinung  der  Polarisation  bis  nun  nicht  kritisch  unter- 
suchte. 

Im  Folgenden  soll  nun  versucht  werden,  auf  Grund  der 
Ergebnisse  meiner  Arbeit  über  ,, Polarisiertes  Licht  am  Ei/nzel- 
ieilchen'*^)  bloß  für  Premdkörperpartikel  in  der  Atmosphäre 
aus  deren  Größe  und  optischem  Verhalten  unter  Ausschaltung 
jeglicher  Sekundärdiffusion  des  Lichtes  die  Gesamtheit  der 
Phänomene  der  atmosphärischen  Polarisation  in  qualitativer 
Hinsicht  einheitlich  zu  erklären. 


1)  M.  A.  Sohirmann,  Ann.  d.  Phys.  59.  S.  493.  1919. 
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Die  Frage,  inwieweit  die  Gase  durch  atoniistische  Natur, 
spontan  eintretende  Dichteschwankungen  infolge  der  Mole- 
kularbewegung  und  Eichtungsschwankungen^)  infolge  der  Aniso- 
tropie gewisser  irolekebi  als  Trübungen  im  .Jither"  einen  An- 
teil an  den  einfachsten  dieser  Erscheinungen  haben,  ist  für  die 
gestellte  Aufgate  nicht  entscheidend,  da  eine  quantitative 
Lösung  der  optisch-atmosphärischen  Probleme  wegen  der 
Kompliziertheit  der  Konsistenz  der  Atmosphäre  ohnedies  kaum 
möglich  sein  wird. 

§  2.  Die  Polarisation  des  difTuBen  liiohtes  in  trüben  Medien 

und  in  der  Atmosphäre. 

Die  erste  Stütze  für  die  Bereclitigung  der  Amiahme,  daß 
die  Atmosphäre  ein  natürliches  trübes  Medium  wäxe,  war  die 
rohe  Übereinstimmung  der  Farben-  und  Polarisationsersehei' 
nungen  in  dieser  mit  denen  in  künstlichen  trüben  Medien. 

Wäre  die  damals  noch  selir  unvollkonuuene  Theorie  der 
Optik  der  Atmosphäre  als  trübes  Medium  bei  Deutung  der 
komplizierten  Polarisationsverhältnisse  nicht  von  größerem 
Einfluß  gewesen  als  das  Exi)eriment,  so  hätte  man  bei  jenen 
Versuchen  auch  Analoga  zu  den  differenzierteren  Polarisations- 
effekten gefunden  und  wäre  natürlicherweise  auf  die  in  vor- 
liegender Studie  versuchte  einheitliche  Erklärungsweise  durch 
eine  in  Hinsicht  auf  Größe  und  optische  Konstanten  der  Par- 
tikel allgemeine  elektromagnetische  Beugungstheorie  gekommen. 
Diese  in  der  meteorologischen  Optik  ^delfach  als  optische 
Anomalien  gedeutete  differenziertere  Polarisationserscheinungen 
sind:  Die  partielle  Polarisation  im  Maximum  der  Polarisation, 
die  spektrale  Polarisation,  die  negative  Polarisation  und  die 
durch  den  stetigen  tjbergang  von  positi^^r  zu  negativer  Polari- 
sation bedingten  sogenannten  neutralen  Punktf^  mit  natür- 
lichem Licht. 

Ich  habe  nun  in  einem  diesbezüglichen  Artikel  in  der 
Meteorologischen  Zeitscln-ift^)  auf  die  Existenz  analoger  Er- 
scheinungen bei  Experimenten  mit  verschiedenen  Suspen- 
sionen in  Gasen  und  Flüssigkeiten  ausführlich  hingewiesen. 
Diese   schon   diu'ch   die    Verschiedenheit    der   Partikel   nnt^r- 


1)  M.  Born,  Verh.  d.  Deutschen  Phys.   Ges.   19.    S.  243.    1917; 
80.  S.  16.   1918. 

2)      M.  A.  Schirmann,  Met.  Zeitschr.  wird  demn 'lohst  erscheinen^ 
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einander  nicht  mehr  ganz  berechtigte  Parallele  reicht  jedoch 
streng  genommen  nur  so  weit,  als  die  Atmosphäre  durch  die 
in  ihr  suspendierten  Nebeltröpfchen,  Staubteilchen,  femer 
gasförmigen  und  flüssigen,  durch  idtra violettes  Licht  erzeugten 
Kondensationskerne  luftfremder  hygroskopischer  Substanzen^) 
charakteristisch  ist.  \ 

Eine  gewisse  Korrektur  dazu  bringt  die  Berücksichtigung 
der  Gestalt  der  Atmosphäre,  der  Partikel  in  ihr  und  des  Beob- 
achtungsstandpunktes auf  dem  ringsum  von  der  Atmosphäre 
umschlossenen  Erdkörpers. 

Nicht  uninteressant  ist  eine  diesen  letzten  Punkt  betreffende 
Erscheinung:  Neben  den  außerordentlichen  neutralen  Punkten 
(wahrscheinlich  Superpositionspunkten  zufällig  gleicher  posi- 
tiver und  negativer  Polarisationsgrößen  an  derselben  Stelle, 
da  ihr  Zustandekommen  an  einen  außerordentlichen  Zustand 
der  Atmosphäre  geknüpft  ist)  existieren  oberhalb  der  Sonne 
und  ihres  Gegenpunktes  der  Babinetsche  und  der  Aragosche 
Punkt,  unterhalb  der  Sonne  der  Brewstersche  Punkt.  Wegen 
der  Syrometrie  der  Beleuchtung  ober-  und  unterhalb  der 
Sonne  müßte  auch  ein  dem  Ära go sehen  Punkt  entsprechender 
neutraler  Punkt  unterhalb  des  Gegenpunktes  der  Sonne 
existieren.  Bei  den  Meteorologen  herrscht  die  Ansicht,  daß 
dieser  Punkt  —  aus  der  Sekundärdiffusion  gedeutet  —  bloß 
wegen  der  Lichtschwäche  nicht  zur  Beobachtung  kommt,  da 
hierzu  die  Sonne  ziemlich  tief  unter  dem  Horizont  stehen 
müßte.  Diese  Deutung  ist  unwahrscheinlich,  da  sie  auf  der  im  ge- 
gebenen Fall  unendlich  verdünnter  Suspensionen  (in  der  Atmo- 
sphäre) kaum  möglichen  Sekundärdiffusion  (d.i.  Zerstreuung  des 
bereits  einmal  zerstreuten  Lichtes  an  den  Partikeln)  beruht, 
und  wird  durch  die  Tatsache  überflüssig,  daß  die  anvisierte 
Stelle  nicht  primär  diffus  zerstreut,  weil  sie  durch  das  Hinder- 
nis der  Erde  kein  direktes  Licht  erhält.  Auf  das  Kriterium 
für  das  Auftreten  sekundärer  Diffusion  wird  noch  im  folgen- 
den Paragraph  hingewiesen  werden. 

§  8.  Folgerungeii  aus  der  Theorie. 

Die  Bayleighsche  Theorie,  die  ursprünglich  für  trübende 
Fremdkörperpartikel  gedacht  war,  gibt  in  ihrer  ersten  Fassung 

1)  A.  Wigand,  Met.  Zeitschr.  30.  S.  10.  1913;  W.  Bieber,  Met. 
Zeitschr.  81.   S.  368.  1914. 
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für  Partikel,  die  unendlich  klein  gegen  die  Lichtwellenlänge 
sind  und  deren  Dielektrizitätskonstante  e  sich  von  1  nur  um 
eine  differentiale  Größe  unterscheidet,  bloß  die  durch  die  be- 
kannte Gleichung 

Pfy)  =  _  _?i5!r_ 

^^^  l+COfl*/ 

(Polarisationsgröße  als  Funktion  des  Winkels  gegen  die  Elin- 
fallsstrahlen)  schematisierten  einfachsten  Polarisations Verhält- 
nisse. Über  partielle  Polarisation  im  Maximum,  über  spektrale 
Polarisation  und  über  das  stetige  Übergehen  \x)n  iwsitiver  in 
negative  Polarisation  wird  nichts  ausgesagt. 

Die  Erweiterung  der  ursprünglicheii  Theorie  Bayleighs 
für  größere  Kügelchen  von  der  Dielektrizitätskonstante  e  >•  1 
läßt  schon  folgende  Schlüsse  zu:  1.  Daß  weißes  einfallendes 
licht  in  keiner  Eichtung  vollständig  polarisiert  wird,  da  die 
totalpolarisierten  Strahlen  für  die  verscliiedenen  Farben  neben- 
einander liegen  und  sich  den  partiell  polarisierten  anderer 
Farben  superponieren.  2.  Daß  monochromatisches  einfallendes 
licht  bei  verscliiedenen  gi'oßen  Partikeln  auch  in  keiner  Rich- 
tung vollständig  polarisiert  wird,  da  eine  bestimmte  Wellen- 
länge relativ  zur  Teilchengröße  kleiner  oder  größer  ist,  ja  nach- 
dem die  Teilchen  größer  ode]*  kleiner  sind.  Daraus  folgt  eine 
Aussage  über  si^^ktrale  Polarisation  und  daraus  wieder  eine  über 
partielle  Polarisation  im  Maximum ;  jedoch  nur  Ix^i  weißem  ein- 
fallendem Licht  bei  gleich  großen  und  um  so  eher  bei  ungleich 
großen  Partikeln  und  bei  monochromatischem  Licht  bei  ver- 
schieden großen  Partikeln.  Die  Erklärung  negativer  Polarisation 
und  neutraler  Punkte  ist  die»  Eayleighsche  Theorie  schuldig 
geblieben. 

Sorot  und  später  Hurion  bauen  dann  auf  Grund  der 
Annahme  einer  zusätzlichen  sekundären  Diffusion  unter  ge- 
wisser Berücksichtigung  der  Gestalt  der  Atmosphäre  und  der 
Partikel  Verteilung  in  ihr  die  Eayleighsche  Theorie  weiter 
aus,  so  daß  sie  die  partielle  Polarisation  im  Maximum,  die 
negative  Polarisation  und  die  neutralen  Punkte  und  schließ- 
lich unter  Berücksichtigung  spektraler  Extinktion  für  die 
Sekundärdiffusion^)  die  spektrale  Polarisation  zwischen  Sonne 


1)  H.  Dember  u.  M.  üibe,  Ber.  d.  Kgl.  Sachs.   Gk>8.  d.  Wiss. 
«9,  S.  149.  1017. 
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Hg  im  Gas  (Z  »  450  /iju). 

2Q*0 


bssw.  antisolaren  Punkt  und  den  neutralen  Spektral bänd(»rn 
erklären  könnte.  Diese  Erklärungsweise  ist  aber  einseitig,  da 
sie  bloß  aus  atmosphärischen  Eigenheiten  die  Erscheinungen 
der  negativen  Polarisation  und  der  neutralen  Punkte  erklärt, 
während  diese  Phänomene  schon  bei  Versuchen  mit  künst- 
lichen trüben  Medien  auftreten;  sie  ist  unnatürlich,  da  beträcht- 
liche sekundäre  Diffusion  zugrunde  gelegt  ist,  die  aber  nur  dort 
in  Erscheinung  tritt,  wo  die  Partikeln  selir  eng  Ixüsarnnjen 
liegen,  wie  eine  Berechnung  von  Maxwell -Garn(»tt^)  auf 
(irund  der  Theorie  von  L.  Lorenz*)  für  sehr  kleine  Partikel 
erweist;  schließlich  ist  sie  unvollständig,  da  die  Erklärungs- 
weise  für  die  spektrale  Polarisation  für  kleine  Teilchen  — 
eine  Erscheinung,  die 
tatsächlich  im  gan- 
zen Gebiet  zwischen 
Sonne  und  Gegen- 
punkt der  Sonne  vor- 
handen ist  — sich  nur 
auf  die  kleinen  Ge- 
biete von  0«  bzw.  180« 
zur  EinfallsstrahkR^' 
richtung  bis  zum  neu- 
Iralen  Streifen  bei  .20%  - 
Sonne  und  Gegen- 
Konne  bescluränkt. 

Da  sich  doch  die  Existenz  grölierer,  stets  in  der  Atmo- 
sphäre vorhandener  Partikel')  und  der  ihnen  eigentümlichf^n 
optischen  Konstanten  -—  wenn  auch  über  die  Art  der  Teilcluai 
zurzeit  noch  nichts  sicheres  feststeht  —  bei  allen  optischen 
Phänomenen  der  Atmosphär(^  als  trübes  Medium  nicht  nur 
quantitativ,  sondern  ganz  besonders  qualitativ  von  Einfluß 
zeigen  muß,  so  liegt  es  doch  nahe,  diese  natih'liclun  A'oraus- 
setzungen  auch  für  die  differenzierteren  Polari.sations]>hänomene 
verantwortlich  zu  machen;  und  zwar  um  so  (*hor,  als  diese 
eine    verläßliche   experimentelle    Stütze    IuiIk^u.    während    die 


--«0%- 


Pig.  1. 


1)  J.  C.  Maxwoll-Garnott,    Phil.    TranH.    208.    S.  385. 
906.  S.  237.  1906. 

2)  L.  Lorenz.  Wied.  Ann.  11.  S.  70.  1880. 

3)  H.   Schmidt.  Met.  ZeitHchr.  35.  S.  106.  1918. 
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Fig.  2. 


sekundäre    Diffusion   bei   den  in   der  Atmosphäre   gegebenen 

Verhältnissen  noch  einer  sicheren  Grundlage  entbehrt. 

In  meiner  bereits  einmal  zitierten  Arbeit  habe  ich  nun 

durch  eingehendes  theoretisches  Studium  der  Polarisation  am 

EimeÜeüdien  für  einige  absorbierende  und  dielektrische  Medien 

o.     -n     /,    rr.v     X  nicht  nur  die  in  diesen 

8  ua  Q»B  (i-550  ^y  ^.^^^   p^jj^^   ^^ 

lieh  der  Bichtung  ver- 
schiedene Abhängig- 
keit der  Polarisations- 
größe vom  Partikel- 
radius bei  monochro- 
matischem Licht  (Fig.l 
und  2)  nachgewiesen, 
sondern  auch  die  in 
den  genannten  fallen 
bezüglich  derBichtung 
verschiedene  spektrale  Polarisation^)  für  Partikel  bestimmten 
Materials  und  bestimmter  Größe. 

Ferner  ergeben  die  Untersuchungen  stets  partielle  Polari- 
sation im  Maximum,  dann  unter  gewissen  Voraussetzungen 
negative  Polarisation  und  einen  oder  zwei  neutrale  Punkte. 

§  4.   ZnfwmmfiTifiMtfmng. 

Auf  Grund  der  eben  angeführten  theoretischen  Besultate 
läßt  sich  behaupten:  Die  elektromagnetische  Beugungstbeorie 
ist  imstande,  die  Gesamtheit  der  Probleme  der  atmosphärischen 
Polarisation  aus  der  Größe  und  dem  optischen  Verhalten  der 
trübenden  Partikelchen  der  Atmosphäre  eihkeülich  zu  erklären. 

Eine  qualitative  Lösung  aller  Probleme  der  meteoro- 
logischen Optik,  bei  denen  die  Atmosphäre  die  Bolle  eines 
trüben  Mediums  spielt,  wäre  nur  dann  möglich,  wenn  das 
Problem  der  Diffusion  und  Absorption  für  die  speziellen  Arten 
der  Partikel  in  der  Atmosphäre  (Wassertröpfchen,  Staub- 
partikel usw.)  numerisch  durchgerechnet  würde. 

Wien,  I.  phvs.  Institut  d.  Universität. 


1)  M.  A.  Schirmann,  a.  a.  O.,  S.  17—19  u.  29.  30. 

(Eingegangen  14.  August  1919.) 
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6.  IM  fit  Hch  ein  JEXnfiuß  der  Kristallstruktur  auf 

umstrahlen  nachweisen? 

von  Karl  Heil. 

(Freibnrger  Dissertation.) 

Sinleitung* 

Schon  lange  vermutete  man,  daß  der  bestimmten  Regel- 
mäßigkeit der  Kristalle  in  der  Gestalt  auch  eine  solche  in  der 
Anordnung  ihrer  kleinsten  Teile  entspreche.  Bravais  stellte 
schon  1860  eine  Theorie  auf,  nach  der  die  Atome  der  Kristalle 
in  Baumgittem  angeordnet  sind.  Aber  erst  die  Entdeckung 
der  Böntgenstrahlen  und  der  radioaktiven  Strahlen  machten 
eine  Nachprüfung  dieser  Theorie  möglich.  Laue,  Friedrich 
und  Knipping  gelang  mit  der  bekannten  Arbeit  der  Nachweis 
derartiger  Baumgitter.  Es  folgten  viele  andere  Arbeiten,  die 
u.  a.  den  Aufbau  solcher  Gitter  für  verschiedene  Kristalle 
zeigten.^"- ^  Hupka  und  Steinhaus^  und  W.  H.  Bragg  und 
W.  L.  Bragg ^)  erklärten  die  Resultate  ihrer  Untersuphungen 
aus  der  schichtenweise  Anordnung  der  Moleküle. 

Die  regelmäßige  Anordnung  der  Kristallmoleküle  ist  also 
nicht  zu  bestreiten.  Die  erwähnten  Resultate  wurden  mit  Hilfe 
der  Röntgenstrahlen  gewonnen. 

Nun  hat  N.  Bohr^]  aus  der  Bremswirkung  und  der  Streu- 
ung der  Materie  auf  die  korpuskularen  <^-Strahlen  eine  Ab- 
hängigkeit ihrer  Reichweite  und  Richtung  von  den  Schwingungen 
der  Klektronen  der  durchsetzten  Materie  abgeleitet.  Er  kommt 
dabei  zu  der  Auffassung,  daß  das  Atom  aus  einem  positiven 


1)  P.  P.  Ewald,  Ann.  d.  Pbys.  44.  S.  257.  1914. 

2)  A.  Johnson,  Phjs.  Zeitschr.  15.  8.  712.  1914. 

3)  £.  Hupka  n.  W.  Steinhaus,  Yerh.  d.  phys.  Ges.  Ib.  S.  712.  1914. 

4)  W.  H.  Bragg  und  W.  L.  Bragg,   Proc.  of  the  Roy.  Soc.  88. 
S.  428.  1913. 

5)  N.  Bohr,  Phil.  Mag.  26.  S.  10.  1913. 
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Zentralkern  besteht,  der  yod  Elektronen  umgeben  ist  Za 
ähnlichen  Resultaten  waren  auch  £.  Rutherford  ^)  and  andere 
gekommen. 

Nun  lag  es  nahe,  zu  untersuchen,  ob  nicht  die  in  einem 
Kristall  so  regelmäßig  angeordneten  Atome,  auf  die  den  EriBtaD 
durchdringenden  c^-Strahlen  je  nach  der  Richtung,  in  der  dies 
geschieht,  einen  wechselnden  Einfluß  ausüben.  Man  kann  zwar 
bei  korpuskularen  Strahlen  nicht  die  gleichen  Erscheinungen 
erwarten,  wie  bei  einer  Wellenbewegung  im  Falle  der  Röntgen- 
strahlen, doch  ließe  sich  einerseits  vermuten,  daß  die  in 
Kristallen  in  Yorzugsrichtungen  schwingenden  Elektronen  anf 
das  von  dem  c^-Teilchen  mitgeführte,  elektrische  Feld  ver- 
schiedene Wirkung  haben,  je  nach  dem  Winkel,  unter  dem  ^ 
dies  an  den  Atomen  vorbeigeht  Andererseits  kann  man  an 
besondere  Durchgangskanäle  oder  -Schichten  denken,  wie  äe 
früher  einmal  von  Stark ^)  zur  EIrklärung  der  Wirkung  von 
Röntgenstrahlen  angenommen  worden  waren. 

Auf  Veranlassung  von  Hru.  Prof.  M.  Reinganum  unternahm 
ich  es  in  den  Jahren  1913  und  1914  im  physikalischen  Institat 
der  Universität  Freiburg  i.  Br.,  dahingehende  Untersuchungen 
anzustellen,  deren  Ergebnisse  ich  in  Nachstehendem  vnedergebe. 

Ein  Einfluß  der  Kristallstruktur  auf  r^-Strahlen  kann  sich 

1.  in  der  Reichweite, 

2.  in  der  Streuung. 

Ich  untersuchte  zunächst  den  Einfluß  auf  die  Reichweite. 

1.  Einfluß  auf  die  Reichweite. 

Der  Einfluß  auf  die  Reichweite  wurde  nach  zwei  Methoden 
untersucht,  einer  photographischen  und  einer  elektrometrischen. 

a)  Photographische  Methode. 

Gehen  von  einem  Punkte  dicht  über  einer  photographischen 
Platte  r^-Strahlen  aus,  so  treffen  sie  die  Platte  innerhalb  einer 
Kreisfläche,  deren  Durchmesser  von  dem  Abstand  des  Prä- 
parates und  von  der  Reichweite  der  ci^-Strahlen  in  Lnft  ab- 
hängig ist 

1)  E.  Rutherford,  Phil.  Mag.  21.  S.  669.  1911. 

2)  J.  Stark,  Phys.  Zeitschr.  13.  S.  973.  1913. 
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Befindet  sich  nun  zwischen  Präparat  und  Platte  eine  sehr 
dünne  Eristallplatte,  so  wird  der  Fleck  zunächst  bedeutend 
kleiner,  da  die  schräger  einfallenden  Strahlen  infolge  der 
Bremswirkung  des  Eristallplättchens  nicht  mehr  durchdringen. 
Ist  diese  Bremswirkung  in  den  einzelnen  Bichtungen  verschie- 
den, so  ist  es  auch  der  entsprechende  Einfallswinkel  der 
äußersten  noch  durchdringenden  Strahlen ,  d.  h.  es  tritt  eine 
VeriLnderung  der  Ereisfigur  des  Fleckes  ein. 

Unter  Umständen  könnte  die  Wirkung  auch  nur  darin 
bestehen,  daß  das  Aussehen  der  Bahnen  der  e^-Teilchen  auf 
der  photographischen  Platte  an  der  Peripherie  des  Kreises 
in  verschiedenen  Richtungen  verschieden  ist.  Es  sei  hier  be- 
merkt, daß  nach  den  Untersuchungen  von  Kinoshita^)  die 
Schwärzung  der  Platte  vom  Anfang  bis  zum  Ende  der  Bahn 
des  fi^Teilchens  in  der  lichtempfindlichen  Schicht  konstant 
bleibt  und  dann  plötzlich  auf  Null  herabsinkt  Auch  meine 
Aufiiahmen  bestätigen  das.  Es  steht  dies  in  bemerkenswertem 
Gegensatz  zur  Ionisation. 

Zu  allen  Untersuchungen  i<rurden  die  r^-Strahlen  des  RaF 
(Polonium)  verwendet  Um  brauchbare  Resultate  zu  erzielen, 
mußte  die  Strahlungsquelle  möglichst  punktförmig  sein.  Zu 
diesem  Zweck  wurde  ein  starkes  Poloniumpräparat  mit  einer 
Nadelspitze  berührt  E^  wurden  möglichst  feine  Nähnadeln 
benutzt.  Die  Spitze  wurde  unter  dem  Mikroskop  geprüft  und 
eventuell  nachher  von  seitlich  ansitzenden  Körnchen  befreit. 
Sie  durfte  nur  vorne  einen  schwarzen  Punkt  haben.  Um  ein 
Abfallen  des  Körnchens  zu  verhindern,  war  die  Nadelspitze 
vor  dem  Polonisieren  mit  einer  Spur  Zaponlack  versehen  worden. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  daß  bei  größerem  Abstand  der 
Nadelspitze  von  dem  Eristallplättchen  die  Figur  des  Fleckes 
immer  weniger  von  der  Ereisform  abweichen,  der  gesuchte 
Effekt  sich  immer  weniger  bemerkbar  machen  wird.  Die  Ab- 
weichung muß  um  so  größer  sein,  je  dichter  sich  die  Nadel- 
spitze über  der  Platte  befindet  Dagegen  hat  die  Entfernung 
des  Knstallplättchens  von  der  photographischen  Platte  keinen 
Eiinfliuß  darau£  Da  aber  die  Reichweite  der  c^- Strahlen  durch 
den  Durchgang  durch  den  Kristall  schon  erheblich  vermindert 


1)  8.  Kinoflhita,  Proc.  of  the  Roy.  Soc.  A  83.  S.  432.  1910. 
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wird,   empfahl   es   sicb^   das  Kristallplättchen   direkt  auf  die 
photographische  Platte  zu  legen. 

Gemäß  den  Ergebnissen  von  M.  Reinganum^),  sowie 
den  sich  anschließenden  Untersuchungen  von  Michl^  und 
Fr.  Mayer ^  wurden  photomechanische  Platten  (von  B.  Jahr 
in  Dresden)  verwandt  Für  eine  schleierfreie  Entwicklong  er- 
gab Hydrochinonentwickler  in  der  Verdünnung  1 : 5  die  besten 
Resultate.  * 

Untersucht  wurden  dünne  Kristallplättchen  aus  hellem 
Glimmer  (Muscovit),  der  in  der  üblichen  Weise  gespalten  wurde, 
ferner  aus  Gips  und  Quarz,  die  von  Fuess  in  Berlin-Ste^^ti 
in  einer  Dicke  von  nur  10  ju  bezogen  worden  waren.  Leider 
gelang,  es  der  Firma  nichts  diesen  äußerst  dünnen  Pl&ttcUiBii 
eine  spiegelglatte  Oberfläche  zu  geben,  sondern  sie  hatten,  be- 
sonders das  Gipsplättchen,  eine  etwas  gekräuselte  Oberfl&ohey 
wie  unter  dem  Mikroskop  deutlich  zu  erkennen  war.  Dies 
beeinträchtigte  naturgemäß  die  Sicherheit  meiner  Versndie, 
da  gerade  bei  diesen  Kristallen,  wenn  wenigstens  die  optische 
Analogie  soweit  Gültigkeit  hat,  ein  größerer  Effekt  zu  erwarten 
ist,  als  bei  Glimmer^  dessen  in  die  Spaltfläche  fallenden  Achsen 
sich  optisch  sehr  wenig  voneinander  unterscheiden. 

Der  Quarz  war  parallel  zur  optischen  Achse  geschliffen. 
Das  Gipsplättchen  war  ein  Spaltplättchen,  also  war  seine 
Fläche  parallel  der  Ebene  zweier  Elastizitätsachsen.  Die  Pl&tfc- 
chen  durften  wegen  ihrer  starken  Bremswirkung  nicht  dicker  sein. 

Zur  Aufnahme  wurde  die  Nadel  mit  dem  stumpfen  Ende 
in  eine  größere  Korkscheibe  gesteckt  und  mit  ihrer  Hilfe  senk- 
recht 2^  die  Kristallplatte  gestellt.  Um  eine  Beschädigung 
der  zerbrechlichen  Kristallplättchen  zu  verhüten,  war  die  Nadel 
Yon  einem  weiteren  Glasröhrchen  umgeben,  das  etwas  über 
die  Spitze  hinausragte  und  am  anderen  Ekide  fest  mit  der 
Nadel  verkittet  war.  Die  Kristallplatte  lag  ihrerseits  auf  der 
photographischen  Platte. 

Glimmer  wurde  in  größeren  Stückchen  ohne  weiteres  auf- 
gelegt, die  Quarz-  und  Gipsplättchen  waren  über  4  mA  groBe 

1)  M.  Reinganum,  Phys.  Zeitschr.  12.  S.  1076.  1911. 

2)  W.  Michl,  Wien.  Ber.  IIa.  121.  S.  1431.  1912. 

8)  Fr.  Mayer,  Über  die  Zerstreuang  der  a-Strahlen.  Freiborger 
DiBsertation,  s.  auch  Ann.  d.  Phys.  41.  S.  981,  1918. 
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Offimogen  aof  Glasplatten  gekittet.  Eine  solche  Größe  der 
F^ttcheo  genfigte,  da  die  Ausdehnung  des  Fleckes  nur  1  bis 
2  mm  betrag.  Die  Apparatur  wurde  lichtdicht  an  einem  er- 
Bchüttenmgsfreiem  Ort  5 — 14  Stunden  stehen  gelassen.  Die  Ex- 
positionazeiten  waren  durch  die  geringen  Foloniummengen  an 
der  Nadelspitze  bedingt. 

Die  Untersuchungen  der  Flecke  wurden  unter  dem  Mikro- 
skop aosgefilhrt,  meist  mit  direkter  Beleuchtung,  teilweise  mit 
Dunkelfeldbeleuchtong. 

Die  Versuche  mit  Glimmerplättchen  (Dicke  unter  10  fi] 
e^aben  keinen  bemerkbaren  Unterschied.  Die  Flecke  sind 
symmetrisch  und  ihre  Dichte  nimmt  gleichmäßig  nach  außen 
ab.  W&hrend  der  innerste,  der  Nadelspitze  direkt  gegenüber- 
liegende  Teil  aus  unregelmäßig  und  dicht  gelegenen  Punkten 
besteht^  haben  die  mehr  peripheren  Teile  strahlenförmiges  Aus- 
sehen, flotspreobend  den  radial  rerlaufenden  Bahnen  der 
Q^-Teüchen. 

Die  mit  den  Gips-  und  Quarzplättchen  erhaltenen  Flecken 
sind  im  allgemeinen  kleiner,  entsprechend  der  größeren  Dicke 
der  Hättchen.  Sehr  starke  Abweichungen  von  der  Kreisform 
sind  jedenfalls  nicht  vorhanden. 


Du  Kreuz  rechts  bedeutet  die  SchwiDgungarichtuDgen 
im  Kriatallplättcben. 
Fig.  I. 
Eine  Auinahme  mit  Gips,  und   zwar  die  am  störungs- 
freisten   entwickelte,    weicht  jedoch  in  ihrem   inneren  Teile 
deotlich  von  der  Kreisform  ab.    Der  innere  Teil  dieses  Fleckes 
ist  nimlich  dichter  und  deutlich  rautenförmig.    Die  Ecken  der 
Baute  wBisen  nach  den  Scbwingnngsricbtungen,   so  daß  also 
die  Beicbweite  in  B.icbtnng  der  beiden  Achsen  vergrößert  er- 
scheint   (Vgl.  Fig.  1.) 
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Die  rautenförmige  Figur  war  größer,  als  daß  sie  durch 
UuregelmäBigkeiten  der  Nadelspitze  verursacht  sein  konnte. 
Die  Diagonalen  sind  1,4  und  1,6,  die  Kanten  1,2  und  1,S  mm 
lang.  Sie  setzt  sich  jedoch  nach  außen  in  einen  schwächenm 
Fleck  fort,  an  dem  man  keine  Abweichung  yon  derEreiaform 
feststellen  konnte. 

Von  Qips  war  dies  die  bestgelungene  Aufiiahme.  Insofem 
möchte  ich  das  Resultat  als  wahrscheinlich  reell  hinstellen. 
Eine  Reihe  yon  Aufnahmen  mißlangen  aus  verschieden^ 
Gründen  (Platte  verschleiert,  Bruch  der  sehr  empfindlichen 
Kristallplättchen  usw.). 

Bei  Quarz,  mit  dem  allerdings  keine  sehr  gute  Aufnahme 
gelang,  war  nichts  zu  bemerken. 

Abzählen  der  Zahl  der  Punktreihen  an  verschiedenen 
Stelleu  der  Peripherie  der  Flecke  und  der  Anzahl  der  Punkte 
in  einer  Reihe  in  einem  bestimmten  Abstand  vom  Mittelpunkt 
des  Fleckes  ergab  keine  Anhaltspunkte  für  besondere  Bevor- 
zugung bestimmter  Dichtungen,  trotzdem  bei  diesen  mühsamen 
Auswertungen  der  Platten  sehr  starke  Vergrößerungen  an- 
gewandt wurden. 

b)  Elektrometrische  Methode. 

Ich  suchte  ferner  einen  Einfluß  der  Orientierung  von 
Eristallplatten  auf  die  Reichweite  durch  eine  elektrometrische 
Methode  zu  finden,  entsprechend  derjenigen,  die  sich  früher 
zur  Messung  kleiner  Reichweiteänderungen  bewährt  hatte. ^) 

Die  Vorversuche  hierzu  waren  von  den  Herren  J.Koenigs- 
berger  und  M.  Reinganum  begonnen. 

Da  man  nicht  aus  einem  Kristall  zwei  sehr  dünne  Plättchen 
von  verschiedener  Orientierung,  aber  genügend  genau  gleicher 
Dicke  schneiden  kann,  wurde  folgendes  Verfahren  eingeschlagen. 

Es  wurde  eine  Kristallplatte  parallel  zur  Ebene  zweier 
Elastizitätsachsen  verwandt,  und  diese  in  schräger  Richtung 
von  den  ^^-Strahlen  durchsetzt.  Wird  nun  die  Platte  in  ihrer 
eigenen  Ebene  gedreht,  so  ist  klar,  daß  sich  der  Winkel,  den 
die  Strahlen  mit  den  Elastizitatsachsen  im  Kristall  bilden,  ver- 
ändern muß. 


1)  M.  Reinganum,  Veränderung  der  Reichweite  von  a-Stimhlen 
durch  elektrische  Potentiale.     Ann.  d.  Phys.  33.  S.  134.  1910. 
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Die  Bahn  der  c^ -Teilchen  in  der  schräg  durchsetzten 
Kristallplatte  läßt  sich  nämlich  geometrisch  aus  zwei  Kom- 
ponenten zusammengesetzt  denken,  yon  denen  die  eine  in  die 
Normale  der  Platte  fällt  und  gleich  deren  Dicke  ist,  während' 
die  andere  in  der  Ehene  der  Platte  liegt.  Dreht  man  nun 
die  Platte  in  ihrer  eigenen  Ebene^  so  ändern  sich  die  Winkel, 
die  die  Elastizitätsachsen  im  Kristall  mit  dieser  letzten  Kom- 
ponentenrichtung bilden.  E^inerseits  muß  es  natürlich  günstig 
sein,  die  Platte  möglichst  schräg  gegen  die  Richtung  der 
Strahlen  zu  stellen.  Andererseits  ist  dem  jedoch  eine  Grenze 
dadurch  gesetzt,  daß  der  Weg  in  der  Platte  kleiner  als  die 
Reichweite  der  r^-Strahlen  in  dem  betreffenden  Material  bleiben 
muß.  Praktisch  empfahl  es  sich,  einen  Winkel  yon  4ö^  zwischen 
Plattennormale  und  Bahnrichtung  der  e^-Teilchen  nicht  zu  sehr 
zu  überschreiten. 

Die  vorher  erwähnte  Methode,  kleine  Reichweitenände- 
rungen zn  messen,  bestand  darin,  daß  der  an  der  Gfenze  der 
Reichweite  im  Gebiet  des  stärksten  Abfalls  der  Ionisation  er- 
zeugte lonisationstrom  durch  die  zeitliche  Entladung  eines 
Elektrometers  gemessen  wurde,  sodann  nach  Änderung  der 
Reichweite  (damals  durch  Anlegen  elektrischer  Potentiale  an 
das  Präparat)  der  Abstand  des  Präparates  so  geändert  wurde, 
daß  die  Entladegeschwindigkeit  wieder  dieselbe  wurde.  Bei 
meinen  jetzigen  Untersuchungen  wurden  die  Reichweiteände- 
rungen^  die  durch  Drehen  der  Platte  entstanden,  nicht  durch 
Änderung  des  Präparatabstandes  kompensiert,  sondern  ich  be- 
obachtete  nur  die  Änderungen  der  Entladungsgeschwindigkeiten 
bei  Drehung  der  Platte  in  ihrer  Ebene. 

VereuohBanordnung. 

Das  Elektrometer  war  das  von  Wulff  angegebene.  Die 
Entlad^zeiten  zwischen  bestimmten  Teilstrichen  wurden  nur  an 
einem  der  beiden  Fäden  abgelesen. 

Die  Ionisationskammer  war  in  folgender  Weise  hergestellt 
Durch  einen  etwas  konischen  Bemsteinpfropfen  von  einem 
mittleren  Durchmesser  von  4  mm  und  einer  Länge  von  15  mm 
war  eine  1 2  cm  lange  und  2  mm  dicke  Stahlnadel  so  durch- 
gesteckt, daß  ihr  eines  Ende  4  mm  über  das  spitzere  Ende 
des  Pfropfens  herausragte.     Das  andere  Ende  war  mit  dem 
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Elektrometer  verbunden.  Die  Nadel  lag  horizontal  und  war, 
soweit  sie  aus  dem  Elektrometer  herausragte,  statisch  geschützt 
Auf  den  Bernstein  war  ein  kleiner  Metallkonus  aus  SUberfoIie 
übergestülpt^  der  um  Bruchteile  eines  Millimeters  über  das 
etwas  dünner  gefeilte  Ende  der  Nadel  herausragte  und  dort 
einen  freien  Durchmesser  von  1,8  mm  hatte. 


\    K 


Em 


\     /B 


Fig.  2. 


Em  Elektrometer 
.V  Stahkiadel 
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Der  äußere  Metallkonus  war  geerdet,  das  Elektrometer 
samt  der  im  Konus  befindlichen  Stahlnadel  geladen.  Die  er- 
strahlen traten  parallel  der  Nadel  in  den  kleinen  Laftramn  ein 
und  riefen  hier  einen  lonisationsstrom  hervor.  Die  o^Strahlen* 
quelle  war  so  weit  entfernt,  daß  sich  die  Ionisationskammer 
ganz  am  Ende  der  Reichweite  befand.  Bei  einem  Teil  der 
Versuche  war  die  Ionisationskammer  yome  noch  durch  eine 
sehr  dünne,  auf  das  Eonusende  geklebte  Geldfolie  YerschlosseBf 
doch  erwies  sich  dieser  Schutz  als  unnötig  und  wurde  später 
wieder  fortgelassen. 

Die  zwischen  Ionisationskammer  imd  ^^Strahlenquelle 
befindliche  Kristallplatte  war  im  Zentrum  eines  bei  mineralo- 
gischen Untersuchungen  gebräuchlichen  Teilkreisstatiyes  be- 
festigt und  konnte  damit,  wie  erforderlich,  in  ihrer  eigenen 
Ebene  um  ablesbare*  Winkel  gedreht  werden.  Ebenso  konnte 
ihre  Neigung  gegen  die  Horizontale  an  einem  zweiten  TeilkreiB 
verändert  und  abgelesen  werden. 

Die  Strahlungsquelle  bestand  aus  einem  an  der  Stirnseite 
mit  Polonium  yersehenen  Kupferdraht  von  1  mm  Dicke.  Dieser 
Draht  war  an  der  Säule  eines  Funkenmikrometers  befestigt 
und  konnte  so  um  kleine  genau  meßbare  Strecken  horizontal 
yerschoben  werden. 

Für  feste  Aufstellung  aller  Teile  war  Sorge  getragen.  Alle 
Vorrichtungen  waren  innerhalb  eines  yome  ofiienen  Drahtk&figs 
aufgestellt 
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Qang  der  Versuche. 

Besondere  Sorgfalt  mußte  darauf  gelegt  werden,  daß  bei 
einer  Drehung  des  Teilkreises  die  Eristallplatte  nur  in  ihrer 
eigenen  Ebene  sich  drehte.  Mit  anderen  Worten,  es  muß  die 
Platte  der  Ebene  des  Drehkreises  genau  parallel  sein,  sonst 
bleibt  die  von  den  cjc-Teilchen  in  der  Platte  durchsetzte  Strecke 
nicht  konstant,  sondern  geht  bei  einer  Drehung  um  360^  durch 
ein  Maximum  und  ein  Minimum.  Eine  solche  Störung  konnte 
den  gesuchten  Effekt  überdecken. 

Die  Justierung  geschah  mit  Hilfe  eines  parallelen,  scharfen 
Lichtbündels,  das  von  der  Platte  nach  der  Decke  reflektiert 
wurde.  Die  das  Kristallplättchen  tragende  Glasplatte  wurde 
mit  Klebwachs  so  aufgekittet,  daß  der  Lichtfleck  bei  einer 
Drehung  des  Kreises  so  unbeweglich  blieb,  als  es  der  schon 
erwähnte  Mangel  absoluter  Planheit  der  dünnen  Plättchen 
erlaubte.  Das  Elektrometer  wurde  auf  65  Volt  geladen  und 
die  AbfaPszeiten  zwischen  den  bestimmten  Teilstrichen,  die 
meistens  einem  Abfall  von  ca.  60  Volt  auf  40  Volt  entsprachen, 
gemessen.  Befand  sich  das  Präparat  nahe  bei  der  Ionisations- 
kammer, so  fand  die  Entladung  in  wenigen  Sekunden  statt. 
Zu  den  Messungen  wurde  eine  Entfernung  gewählt,  die  eine 
Abfallzeit  zwischen  20 — 60  Sekunden  erzeugte,  also  an  der 
Grenze  der  Reichweite  lag.  Die  Platte  wurde  meist  von  30^ 
zu  30°  gedreht.  Daß  keine  Störungen  beim  Drehen  vorkamen, 
wurde  dadurch  kontrolliert,  daß  die  Ausgangsstellung  nachher 
wieder  dieselbe  Zeit  ergab. 

Resultate. 

Messungen  wurden  ausgeführt  mit  drei  Glimmerplättchen 
von  verschiedener  Dicke  und  dem  vorher  benutzten  Gipsplätt- 
chen  von  der  Dicke  10  ju. 

Ich  gebe  in  folgenden  2  Beobachtungsreihen  als  Beispiele. 

Die  erste  Horizontalreihe  enthält  die  Stellungen  der  Platte, 
darunter  stehen  die  in  diesen  Stellungen  gemessenen  Abfalls- 
zeiten. Die  in  einer  Vertikalen  stehenden  Zeiten  sind  direkt 
hintereinander  gemessen.  Die  letzte  Reihe  enthält  die  Mittel- 
werte der  Messungen,  a  ist  der  Winkel  der  Platte  gegen  die 
Bahn  der  c^-Strahlen. 

Annalen  der  Ptajiik.  IV.  Folg».    61.  1^ 
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Tabelle  1. 

Glimmerplatte,  o  =»  45**. 


f. 


0      SO^»    60<>    90^  r20<>  150°  180*'210^  240^  270**'300®  SSC^SBO* 


/j  88,1  34,4  32,5 
^  82,5;  85,0  35,0 
^         31,9' 85,0  88,6 


37,1  84,0 
38,0  38,0 
86,0  39,0 


84,0  36,5  85,0!  37,0  31,0  34,0  87,0  32,5 
35,0  34,2  38,0  36,0  83,0  35,0  38,0  32,0 
_  _  _  86,5  33^8  36,0!  85,0^ j-      —     38,0    — 

Mittel     82,5|  34,8l  33,7|  85,1 1  87,o|  35,2!  34,8|  34,7' 36.01  82,0|  84,5-  34,21  32.2 

Tabelle  2. 

Gipsplättchen,  »  =>  45^. 


0      80<*    60» 


29,9 
30,2 


30,2 

29,8 


31,8 
81,8 


90« 

31,2 
81,5 


120<^1150<»il80'' 210^1240«  270<>!800 <> 880«  360 «* 


30,1  29,3  29,9  31,6 
29,6  29,0,  30,0  31,4 


30,8  28,8 
80,0  29,0 


29,4 
29,7 


29,9;  29,9 
29,6!  30,1 


Mittel     30,0|30,0|  31,8!  31,3  29,8|  29,2|  30,0  81,5  30,4l  28,7|  29,5' 29,7;  30,0 


J 


0"  90°         180°        270"        360* 

->  Stellungen  der  Platte. 
Fig.  3. 
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Die  übrigen  Versuchsresultate  gebe  ich  in  Kurven  an. 
Ich  lasse  diejenigen  weg,  die  bei  einer  Drehung  um  360^ 
eine  besonders  stark  ausgeprägte,  einfache  Periode  zeigen. 
Elin  solches  Verhalten  ist,  wie  schon  vorher  erwähnt,  durch 
ungenügende  Parallelität  der  Kristallplatte  mit  dem  Teilkreis 
oder  durch  sonstige  Unsymmetrien  bedingt 

Es  beziehen  sich  die  Kurven  1 — 7  auf  Glimmer,  8 — 12 
auf  Gfips. 

I-  8. 


28 
25 


S  31 

0  28 
£  110 

1  35 
'S 

ja 

I  30 

<  31 


t 


27 


J 1 I I I L 


i       I 


a-70' 


i     t 


J ■  '  '  ■  ' I I I I L. 


a-45' 


*     I     I     I     I     I I '     '     ■     ■ 


90*         180°        270         360^ 
Stellangen  der  Platte. 
Fig.  4. 


Bei  allen  Kurven  zeigen  sich  außer  einer  manchmal  her- 
vortretenden einfachen  Sinuskurve  mehr  oder  weniger  deutlich 
noch  mehrere  Maxima  oder  Minima.  Daß  diese  Schwankungen 
außerhalb  der  Beobachtungsfehler  liegen ,  zeigt  der  Umstand, 
daß  die  Kurven  fast  durchweg  genau  in  dem  Punkte  enden ^ 
mit  dem  sie  beginnen. 

Die  Abstände  der  Maxima  und  Minima  betragen  häufig 
bei  Glimmer  90  ^  bei  Gips  60®  oder  ein  Vielfaches  davon. 

Die  verschiedene  absolute  Lage  der  einzelnen  Maxima 
und  Minima  in  den  einzelnen  Kurven  erklärt  sich  daraus,  daß 
die  Platte  meistens  neu  justiert  wurde,  und  dabei  ihre  Stellung 
zum  Teilkreis  verändert  wurde. 

14* 
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Im  Anschlaß  daran  wurde  an  den  gleichen  Spaltplättx^hen 
die  Änderung  der  Bremswirkung  mit  abnehmender  Neigimg 
der  Plättchen  gegen  die  Bahn  der  o;- Strahlen  untersncht 
Auch  hierbei  können  Einflüsse  der  Eristallstruktnr  zutage 
treten^  da  sich  die  Richtung,  in  der  die  Strahlen  den  Süristall 
durchsetzen,  ändert.  Es  wurde  die  Luftstrecke  gemessen,  deren 
Bremswirkung  der  Änderung  der  Bremswirkung  des  Kristall- 
plättchens  äquivalent  war.  Dabei  wurde  so  Terfahren,  daß 
bei  verändertem  Neigungswinkel  a  der  Abstand  des  Präparates 
von  der  lonisierungskammer  so  lange  verändert  wurde,  bis 
wieder  der  gleiche  lonisationsstrom  erhaUen  wurde. 

Ich  ging  bei  der  nachstehend  angeführten  Versuchsreihe 
von  einer  EIntfemung  Präparat-Ionisationskammer  von  7,3  mm 
aus,  der  bei  einer  Neigung  des  Glimmerplättchens  von  40® 
ein  Spannungsabfall  von  60  auf  40  Volt  innerhalb  25  Sek.  ent- 
sprach. Bei  einer  Entfemungsänderung  ist  nun  zu  berück- 
sichtigen, daB  nur  ein  Teil  der  ursprünglichen  Strahlen  auf 
die  Ionisationskammer  auftrifft,  der  im  umgekehrten  Veriiältms 
der  Quadrate  der  Entfernung  abnimmt  Ich  muß  demnach, 
um  vergleichbare  Werte  zu  erhalten,  bei  größerem  Abstand 
des  Präparates  in  der  größeren  Zeit 


h-h 


den  gleichen  Spannungsabfall  erhalten. 
Verschiebung  X  nötig,  so  muß  ich 


Ist  nun  nochmals  eine 


(1) 

nehmen. 


^,' 


^2-- 


(r.  +  il)* 


Weitere  Korrekturen  köhnen 
vernachlässigt  werden. 

Im  allgemeinen  ist  die 
Bremswirkung  von  der  Länge 
der  Strecke  abhängig,  die  das 
c^-Teilchen  im  Kristall  zu  durch- 
laufen hat.    In  Fig.  5  bedeutet 

M  N  0  P  einen  Querschnitt   durch  das  Plättchen,  der  Pfeil 

gibt  die  Richtung  der  o;- Strahlen  an. 


Fig.  5. 
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Nenne  ich  die  Dicke  d^s  Plättchens  BC  =  d  und  die  von  * 
den  Strahlen  durchsetzte  Strecke  AB  ^  B,  so  ist 


coB  ß         sin  a  ' 

folglich ' 

2>-rf=2>(l  -sina) 

^  rf(l  —  aina) 
"         sin  ff 

1)  —  d  ist  der  für  die  Änderung  der  Bremswirkung  in  Be- 
tracht kommende  Teil  der  Strecke  B,  Mit  ihm  ändert  sich 
gleichzeitig  die  Strecke  r^^  —  r^,  wobei  r^^  den  Abstand  der 
Strahlenquelle  bei  senkrecht  stehender^  r^  den  Abstand  bei 
um  a  Grad  gegen  die  Strahlenbahn  geneigter  Eristallplatte 
bezeichnet.  Beide  Strecken  müssen,  zeigen  sich  nicht  infolge 
der  Kristallstruktur  Sonderheiten,  in  konstantem  Verhältnis  zu- 
einander stehen. 

—  =  c 

'■90        ^a 

oder  B  -^  d  von  oben  eingesetzt: 

d  (1  —  sin  «) 


sin  o  (r^o  -  r^) 


=  c, 


1  —  sin  o        ^'   __    ' 

sin  a  (rgo  -  O    "    ^   ~ 

Nachstehende  Tabelle  gibt  eine  Versuchsreihe  mit  dem 
Glimmerplättchen  wieder.  Die  erste  Horizontalreihe  enthält 
die  Neigungswinkel  a,  die  zweite  die  nach  Formel  (1)  berech- 
neten und  dann  der  betreffenden  Messung  zugrunde  gelegten 
Zeiten^  die  dritte  den  Abstand  des  Präparates  von  der  Ioni- 
sationskammer^ bei  dem  in  der  Zeit  t  ein  Spannungsabfall  von 
60  auf  40  Volt  stattfand,  in  Millimetern  (die  Werte  stellen 
Mittelwerte  aus  mehreren  Beobachtungen  dar)  die  vierte  die 
einer  Neigungsänderung  von  10  zu  10^  entsprechende  Änderung 
der  Bremswirkung,  die  letzte  die  Werte  für  c\ 

Das  Glimmerplättchen  hatte  bei  senkrechtem  Durchgang 
eine  Bremswirkung  gleich  der  einer  Luftstrecke  von  28  mm, 
der  Abstand  des  Mittelpunktes  des  Plättchens  von  der  loni- 
sationkammer  blieb  immer  4  mm. 
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Tabelle  III. 


40^    !    50*» 


60^         W 


80®    '    90* 


25"        35"        65"        78"     '  86"     |  88" 
7,3         9,45     12,5       14,05;  14,86!  15,00 

2,15       3,05       1,55       0,81       0,14 
0,07       0,06'     0,06       0,07       0,11. 


Die  Konstante  c  bleibt  von  derselben  GröBenordnungy  die 
Änderung  der  Bremswirkung  nimmt  mit  wachsendem  Neignags- 
winkel  ungefähr  wie  die  reziproken  Werte  des  Sinns  ab, 
entsprechend  der  Formel.  Eine  Ausnahme  macht  der  Wert 
zwischen  e^  =  40  ^  und  50  ^,  die  aber  wahrscheinlich  auf  die 
schwierige  Beobachtung  bei  der  stark  geneigten  Platte  zurück- 
zuführen ist  Ein  Einfluß  der  Kristallstruktur  trat  bei  dieser 
Versuchsanordnung  nicht  hervor. 


2.  Einfluß  auf  die  Streuung. 

Durchsetzt  ein  durch  eine  runde  Blende  scharf  begrenztes 
Bündel  i^-Strahlen  eine  streuende  Materie,  so  wird  ein  senk- 
recht in  ihren  Weg  gestellter  Schirm  nicht  mehr  in  der  Größe 
eines  Fleckes  getroffen^  der  dem  geometrischen  Bilde  der 
Blende  entspricht,  sondern  ein  Teil  der  Strahlen  geht  über 
den  Band  des  Fleckes  hinaus,  da  er  gestreut,  d.  h.  aus  der 
ursprünglichen  Bahn  abgelenkt  worden  ist  Findet  dabei  in 
einer  Richtung  eine  besonders  starke  Streuung  statt,  so  macht 
sich  dies  an  dem  Fleck  durch  besondere  YergröBerung  in  dieser 
Richtung  bemerkbar. 

Ich  ließ  demnach  ein  ausgeblendetes  Bündel  a-Strahlen 
verschiedene  Kristallplättchen  senkrecht  durchdringen  und 
untersuchte  die  Streuungsbilder,  die  auf  einer  Sidotblende  oder 
einer  photographischen  Platte  entstanden.  Es  geschah  dies 
einerseits  durch  Zählen  der  Szintillationen  auf  der  Sidotblende, 
andererseits  durch  Ausmessen  des  Schwärzungsfleckes  auf  der 
photographischen  Platte.  Es  wurden  hierbei  Kristallplättchen 
benutzt,  die  in  gleicher  Weise  wie  vorher  erhalten  waren. 

VerBuohsanordnung. 

Eüue  11  cm  lange  und  6  cm  weite  Glasglocke  0  war  am 
einen  Ende  durch  einen  Glasstöpsel  zu  verschließen.   Am  an- 
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deren  Ende  war  sie  glatt  abgeschliffen,  so  daß  sie  hier  durch 
eine  Glasplatte  PI  luftdicht  abgeschlossen  werden  konnte.  Auf 
diese  Platte  war  ein  Messingrohr  R  von  4  cm  Länge  und  3  cm 
Weite  aufgekittet»  das  am  anderen  Ende  durch  eine  Messing- 
platte verschlossen  war.  In  der  Mitte  der  Messingplatte  be- 
iand  sich  eine  runde  Öffnung  von  1  cm  Durchmesser,  über  der 
das  Eristallplättchen  befestigt  wurde.  Auf  das  Messingrohr 
konnte  ein  Deckel  J)  aufgeschoben  werden,  der  ebenfalls  in 
der  Mitte  durchbohrt  war.  Auf  diese  Ofinung  wurde  die  Blende 
geklebt  Dia  Innenseite  der  Glasplatte  wurde  mit  Klebstoff 
bepinselt y  auf  den  eine  dünne  Schicht  Sidotblende  gestreut 
wurde.  Um  einen  gleichmäBigen^  feinkörnigen  Überzug  zu  er- 
halten, wurde  sie  durch  ein  Tuchbeutelchen  aufgestäubt.  Als 
Strahlenquelle  wnrde  ein  an  der  Stirnseite  mit  Polonium  über- 
zogener Eupferdraht  Po  von  1  mm  Durchmesser  benutzt^  der 
an  dem  Glasstöpsel  befestigt  wurde.  Fig.  6  gibt  einen  Längs- 
schnitt durch  den  Apparat 


zur  (\jmpe 

Po    B      D 
Fig.  6. 

Die  Entfernung  des  Präparates  yon  der  Blende  betrug 
3,5  cm^  der  Blende  von  dem  Eristallplättchen  Kp  0,5  cm  und 
des  Eristallpl&ttchens  von  der  Sidotblende  4  cm.  Auf  diese 
Weise  wurde  aus  dem  vom  Präparat  ausgehenden  Strahlen- 
kegel ein  kleines  Bündel  ausgeblendet,  das  das  Eristallplättchen 
durchsetzte  und  dann  die  Sidotblende  traf.  Um  die  Brems- 
wirkung und  Streuung  der  Luft  zu  beseitigen,  mußte  der  Apparat 
luftleer  gemacht  werden.  Zu  diesem  Zwecke  war  seitlich  an 
der  Glocke  ein  Fortsatz  angebracht,  der  zur  Gaedepumpe  und 
einem  Manometer  nach  Mc  Leod  führte.  Der  Apparat  wurde 
wagerecht  aufgestellt.  Vor  der  Glasplatte  befand  sich  ein  Mikro- 
skop mit  etwa  50  facher  Vergrößerung^  das  mittels  Schlitten- 
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führung  um  genau  ablesbare  Strecken  senkrecht  und  wagerecht 
verschoben  werden  konnte,  wodurch  jeder  Punkt  der  Platte 
ins  Gesichtsfeld  gebracht  werden  konnte.  Um  eine  Streuung 
durch  den  Band  der  Blende  zu  vermeiden,  mußte  diese  aus 
Material  von  niederem  Atomgewicht  bestehen.  Ich  verwendete 
bei  allen  Versuchen  Pergamentpapier,  das  mit  einer  runden 
Nadel  durchstochen  wurde.  Es  kam  darauf  an,  daß  die  Öff- 
nung möglichst  gleichmäßig  rund  war.  Ihr^  Form  wurde  unter 
dem  Mikroskop  nachgeprüft.  Der  Durchmesser  betrug  bei  den 
verschiedenen  Versuchen  0,7,  0,45  und  0,46  mm. 

Gang  der  Versuche. 

Alle  Versuche  mußten  bei  vollständiger  Dunkelheit  vor- 
genommen werden.  Das  Mikroskop  wurde  auf  die  Körnchen 
der  Sidotblende  eingestellt  und  so  justiert,  daß  bei  allen  Ver- 
schiebungen die  Einstellung  scharf  erhalten  blieb.  Um  dem 
Auge  in  der  Dunkelheit  einen  Anhaltspunkt  zu  geben,  wurde 
der  Band  des  Gesichtsfeldes  im  Okular  durch  einen  Bing  von 
schwach  leuchtender  B  almain  scher  Leuchtfarbe  bezeichnet. 
Die  Ablesungen  der  Noniusstellungen  des  Schlittens,  der  Stopp- 
uhr und  die  Aufzeichnungen  geschahen  im  roten  Lichte  einer 
Taschenlampe,  das  die  Empfindlichkeit  des  Auges  für  die 
Szintillationsblitze  nicht  beeinträchtigte. 

Ln  Apparat  wurde  ein  genügend  hohes  Vakuum  (schon 
bei  Yioo  ^^  Druck  ist  die  Streuung  durch  die  Lufkreste  un- 
merUich  geworden)  hergestellt,  dessen  Konstanz  von  Zeit  zu 
Zeit  am  Manometer  kontrolliert  wurde.  Während  der  Dauer 
eines  Versuches  blieb  die  Pumpe  immer  in  Tätigkeit. 

Nachem  sich  das  Auge  im  Dunkeln  ausgeruht  hatte,  wurde 
mit  den  Beobachtungen  begonnen.  Es  wurde  mit  der  Stopp- 
uhr die  Zeit  gemessen,  in  der  eine  bestimmte  Anzahl  Szintil- 
lationen  im  Gesichtsfelde  erfolgten.  Mit  der  ersten  wurde  die 
übr  in  Tätigkeit,  mit  der  letzten  gezählten  außer  Tätigkeit 
gesetzt  Solche  Beobachtungen  wurden  so  lange  wiederholt, 
bis  ein  genügend  sicherer  Mittelwert  festgestellt  werden  konnte- 

Dann  wurde  das  Mikroskop  um  eine  bestimmte  Strecke 
(meist  0,5 — 1  mm)  verschoben  und  dort  das  Verfahren  wiederholt. 

Auf  diese  Weise  erhielt  ich  ein  Bild  von  der  Verteilung 
der  Szintillationen  auf  der  ganzen  Fläche.     Die  Mittelwerte 
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der  Beobachtungsreihen  für  jeden  Punkt  wurden  in  einer  Ta- 
belle eingetragen,  deren  erste  Horizontalreihe  die  Stellungen 
des  wagerechten  Nonius  /  und  deren  erste  Vertikalreihe  die 
Stellungen  des  senkrechten  Nonius  A,  beide  in  Millimetern, 
enthSlt.  In  die  zwischenliegenden  Felder  wurden  die  Werte 
für  den  betreffenden  Ort  eingetragen. 

Resultate. 
Brauchbare  Beobachtungen  konnten  nur  mit  Glimmerplätt- 
chen  erhalten  werden,  da  nur  diese  genügend  dünn  gespaltet 
werden  konnten.  Ohne  streuendes  Kristallplätt'chen  erhielt  ich 
ein  ziemlich  scharf  begrenztes,  geometrisches  Bild  der  Blende, 
das  bei  einem  Blendendurchmesser  von  0,7  mm  ungefähr  3^6  mm 
Purchmesser  hatte.  Befindet  sich  ein  Eristallplättchen  hinter 
der  Blende  im  Wege  der  c^-Strahlen,  so  ist  der  Fleck  größer, 
die  Grenze  weniger  scharf.  Zugleich  weicht  seine  Gestalt  bei 
fast  allen  Versuchen  etwas  von  der  Ereisform  ab.  Tabelle  IV 
und  V  geben  zwei  Versuchsreihen  mit  Glimmerplättchen  wieder, 
aus  denen  dies  deutlich  wird.  Die  Werte  geben  die  Zahl  der 
Sekunden  an,  in  der  jedesmal  10  Szintillationen  erfolgten. 

Tabelle  IV. 

Blendendarchmesser  0,45  mm. 


1» 

129,0 

128,0 

127,5 

127,0 

126,5 

126,0 

125,6 

125,0' 

124,5 

124,0 

h  «  31,0 

1    _ 

__ 

—  ;  —  !l800 

___ 

^^ 

__ 

30,2 

— 

— 

1500 

— 

■ — 

— 

30,0 

— 

— 

— 

—  1  —  j  — 

— 

120Q 

— 

— 

29,6 

— 

— 

— 

—   —  1  — 

363 

— 

1200 

— 

29,0 

— 

1800 

— 

2001  —  !  — 

— 

132 

— 

1800 

28,5 

1 

— 

—  1   79:  — 

— 

— 

— 

— 

28,0 
27,6 
27,0 

1800   700 

— 

70 

f\Q 

1 

^ 

141 

900 

14001  700 

__- 

331 

Do 

—  .  158 

— . 

325 

__ 

. 

26,5 

1 

630 

— 

263  i  — 

— 

— 

1800 

26,0 

« 

1200 

— 

— 

— 

1800 

1 

— 

M^B^ 

— 

Tab 

eile  V. 

Blendendarchmesser  0,46  mm. 

/» 
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__ 

_ 

__ 
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— 
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20 

60 
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29 
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62 

34 

80 
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28 

— 
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— 
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A".  Heü. 


Trägt  man  die  Werte  in  eiü  rechtwinkliges  Koordinaten* 
System  ein,  dessen  X-Achse  dem  wagerechten  und  dessen  T- 
Achse  dem  veitikalen  Nönius  entspricht,  und  verbindet  die 
gleichen  Werte  miteinander,  so  erhält  man  die  Eurren  gleicher 
Häufigkeit,  die  uns  ein  Bild  von  der  Grestalt  des  Fleckes  und 
von  der  Verteilung  der  Streuung  geben.  Fig.  7  und  8  zeigen 
in  vergrößertem  Maßstab  solche  Kurven,  die  aus  den  Werten 
der  Tabellen  IV  und  V  hervorgegangen  sind.  Das  Kreuz  rechts 
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129    128.  127    126   125   124  mm 
->  /  in  Millimetern 

Fig.  7  (Tab.  IV). 

daneben  bedeutet  die  Lage  der  Elastizitätsachsen  in  dem  Kn- 
stallplättchen,  die  nach  dem  betreffenden  Versuch  festgestellt 
wurden.  Bei  Fig.  7  bildete  die  eine  mit  der  Vertikalen  einen 
Winkel  von  11^  bei  Fig.  8  einen  Winkel  von  40^. 

In  Fig.  7  sind  die  Kurven  für  die  Punkte  mit  80,  100, 
300  und  1800  Sek.,  in  Fig.  8  die  fttr  die  Punkte  mit  60,  100 
und  200  Sek.  eingezeichnet. 

Die  Blenden  erwiesen  sich  auch  bei  der  Kontrolle  nach 
den  Versuchen  als  gleichmäßig  rund.  Wie  aus  den  Kurven 
hervorgeht,  ist  der  Szintillationsfieck  nach  einer  Bichtung,  die 
jedesmal  einer  der  beiden  Achsen  im  Kristall  parallel  ist, 
stärker  verlängert.  Es  spricht  dies  für  eine  vorzugsweise 
Streuung  der  c^- Strahlen  in  Richtung  einer  Elastizit&tsachse. 

Schließlich  wurden  an  die  Stelle  der  Sidotblende  photo- 
mechanische Platten,  wie  sie  auch  bei  den  eingangs  beschrie- 
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benen  Versuchen  benutzt  wurden,  gebracht.  Nach  mehrstün- 
diger Exposition  wurden  sie  wie  oben  entwickelt,  und  der  Fleck 
mit  dem  Mikroskop  untersucht  und  ausgemessen.  Ohne  Kri- 
stallplatte gab  es  wieder  einen  kleinen  ziemlich  scharfbegrenzten 
Fleck  von  der  Größe  des  geometrischen  Blendenbildes.  Einige 
Aufiiahmen  mit  Glimmerplättchen  zeigten  Strichelung,  die  nach 
einer  Sichtung  besonders  ausgesprochen  war.  Eine  Drehung 
des  Kristalls  änderte  diese  Richtung  nicht,  dagegen  eine  Drehung 
des  Poloniumpräparates.     Vermutlich  war  also  die  Lage  yon 
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130    129   128    127    126   125    124  mm 
->  /  in  Millimetern 

Fig.  8  (Tab.  V). 

Präparat  und  Blenden  zueinander  die  Ursache.  Der  Eand  des 
Fleckes  ist  sehr  unscharf,  die  Qestalt  daher  schwer  zu  be- 
stimmen, wenigstens  ist  keine  besondere  Verlängerung  in  irgend 
einer  Richtung  zu  erkennen.  Aufnahmen  mit  Gipsplättchen 
gaben  nur  ganz  schwache  Flecke,  die  nicht  zu  verwenden 
waren ^  und  andere  Plättchen  aus  Quarz,  Topas  und  anderen 
Kristallen  konnten  nicht  dünn  genug  hergestellt  werden ,  um 
eine  solche  Anzahl  o;- Strahlen  durchzulassen,  daß  überhaupt 
eine  Schwärzung  der  photographischen  Platte  erreicht  wurde. 


8.  Zusammeufassung. 

Es  wurde  der  Einfluß  der  Kristallstruktur  von  Glimmer 
und  Gips  auf  die  Reichweite  und  die  Streuung  von  6f-Strahlen 
untersucht.  Die  Ergebnisse  der  photographischen  und  vor 
allem  der  elektrometrischen  Methode  weisen  auf  einen  Einfluß 
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auf  die  Eeichweite  in  dem  Sinne  hin,  daß  die  r^-Strahlen  in 
Richtung  der  Elastizitätsachsen  den  geringsten  Widerstand 
finden. 

Die  Streuungsversuche  ergeben,  daß  auch  für  die  Streuung 
mit  großer  Wahrscheinlichkeit  Vorzugsrichtungen,  existieren. 

Daß  der  Einfluß  der  Eristallstruktur  nur  sehr  schwach 
hervortritt,  liegt  wohl  u.  a.  daran,  daß  die  r^-Teilchen  bei  ihrer 
verhältnismäßig  großen  Masse  und  Geschwindigkeit  zum  Teil 
im  Kristall  Zerstörungen  ausüben. 

Aus  den  Resultaten  kann  man  entnehmen,  daß  die  a-TeiU 
chen^  die  parallel  mit  einer  Molekülschicht  einen  Kristall  durch- 
setzen, den  geringsten  Widerstand  finden,  und  daß  bei  der 
Streuung  die  Teilchen  die  größte  lebendige  Kraft  (also  auch 
Reichweite)  nach  Verlassen  des  Kristalls  haben,  deren  Bahn 
nach  der  Ablenkung  aus  der  ursprünglichen  Richtung  parallel 
mit  den  Schichten  der  Kristallmoleküle  läuft,  da  dann^  kein 
weiterer  Energieverlust  durch  neue  Zusammenstöße  'stattfindet. 

Es  war  meine  Absicht,  die  Versuche  noch  fortzusetzen« 
Durch  die  Einberufung  zum  Heeresdienst  während  des  Ejrieges 
und  meine,  nach  Absolvierung  des  Staatsexamens,  jetzt  erfolgte 
Verwendung  an  einer  höheren  Schule  ist  mir  das  leider  un- 
möglich gemacht  worden. 

Es  sei  mir  an  dieser  Stelle  gestattet,  in  dankbarer  Elr- 
inuerung  meines  allzu  früh  verstorbenen  Lehrers,  Hm.  Prof. 
Dr.  Max  Reinganum,  zu  gedenken.  In  liebenswürdigster 
Weise  förderte  er  die  Arbeit  jederzeit  durch  Rat  und  Tat.  Es 
war  ihm  nicht  vergönnt,  ihre  Vollendung  zu  erleben.  Bei  Aus- 
bruch des  Krieges  eilte  er  zu  den  WafiTen  und  fiel  im  Sep- 
tember 1914  auf  dem  Schlachtfelde  in  Lothringen. 

Hrn.  Geheimrat  Himstedt  bin  ich  für  Überlassung  von 
Apparaten  des  Instituts,  der  Freiburger  Wissenschafüichen 
Gesellschaft  für  ihre  Bereitstellung  von  Mitteln  zu  Dank  Ter- 
pflichtet. 

Physikalisches  Institut  zu  Freiburg  i.  Br.  und 
Offenbach  a.  M.,  im  Juni  1919. 

(EiDgegangen  25.  August  1919.) 
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I.   Der  Anlaß. 
Geschichtliches. 

§  1.  Die  Entladuiigserscheiuungeii  im  höchsten  erreich- 
baren Vakuum  sind  zum  ersten  Male  von  mir  unter  Benutzung 
von  Glühkathoden  hergestellt  und  untersucht  worden.  Meine 
ersten  Arbeiten  datieren  vom  Jahre  1907.  Daran  anschließend 
folgt  eine  Reüie  von  Untersuchungen,  über  die  in  zusammen- 
fassender Form  in  den  Annalen  der  Piiysik  im  Jahre  1910  (1) 
und  1914  (2)  berichtet  wurde.  Ein  ähnlicher  Bericht  über  die 
nach  dem  Jahre  1914  veröffentlichten  IMersuchungen  liegt 
noch  nicht  vor.  Sofern  diese  Untersuchungen  in  das  Gebiet 
der  Böntgenstralilenerzeugung  spielen,  werden  sie  demnächst 
im  „Jahrbuch  für  Radioaktivität  und  Elektronik**  zusammen- 
gefaßt erscheinen. 

Die  Erscheinung,  welche  den  Anlaß  bot,  mich  mit  dem 
Gebiete  der  Hochvakuumentladung  zu  befassen,  war  die  Tat- 
sache, daß  die  zur  Durchleitung  einer  gewissen  Stromstärke 
erforderliche  Klemmenspannung  mit  fortschreii^nder  Gas- 
verdünnung ansteigt,  wenn  erst  einmal  eine  bestimmte  Gas- 
dichte unterschritten  ist.  Schon  in  meinen  ersten  Arbeiten*) 
führte  ich   die   Zunahme  des   Spannungsabfalles  auf  die  Ab- 

1)  Es  erscheint  erforderlich  zu  betonen,  daß  ich  von-  aüem  Anfang 
an  diese  Auffauung  vertreten  habe  in  Anbetracht  einer  Anzahl  späterer 
vom  Jahre  1913  an  veröffentlichter  Arbeiten  anderer  Forscher,  in  denen 
diese  Deutung  der  Beobachtungen  als  etwas  überraschend  Neues  dar* 
gestellt  wird. 

ABDAlen  der  PhTtik.    IV.  Folge.    61.  15 


222  J.  E.  lAlienfeld. 

Wesenheit  hinreichender  lonenbildung  in  den  (Tasresten  und 
auf  das  infolgedessen  stattfindende  Auftreten  einer  von  den 
Elektronen  herrührenden  Raumladung  zurück.  Dieser  mein 
Standpunkt  befand  sich  im  Gegensatz  zu  einer  kurz  darauf 
von  Soddy  (3)  vertretenen  Auffassung,  derzufolge  die  gedachte 
Spannungszunahme  daher  rühren  sollte,  daß  die  Glühkathode 
im  höchsten  Vakuum  ihre  Wirksamkeit  verliert.  Nachdem 
meine  Entgegnung  (4)  auf  die  Soddy  sehe  Arbeit  veröffentlicht 
war,  gelang  es  mir,  nachzuweisen,  daß  bei  weiter  fortgesetzter 
Gasvordünnung  die  gesamten  Entladungsvorgänge  letzten  Endes 
vom  Gasdrücke  unabhängig  werden.  Damit  war  die  Erkenntnis 
gegeben,  auf  welcher  sich  die  Hochvakuumtechnik  (Eöptgen- 
röhren,  Ventilröhren  usw.)  in  den  darauf  folgenden  Jahren 
aufbaute.  Ich  persönlich  zog  die  Konsequenz  für  die  Röntgen- 
technik bereits  im  Herbst  1911  (5). 

Das  quadratische  und  dreihalbe  G-esetz. 
§  2.  Gleichzeitig  mit  der  J^eobachtung,  daß  bei  Unter- 
schreitung einer  bestimmten  Gasdichte  die  Klemmenspannung 
an  der  Eöhre  zu  wachsen  beginnt  und  schließlich  vom  Gas- 
drücke unabhängig  wird,  stellte  ich  fest,  daß  (lie  EniladvfngS' 
Charakteristik  im  Hochvakuum  einen  Anstieg  des  Gefälles  mit 
der  Stromzunahme  aufweist.  In  meinen  daran  anschließenden 
Arbeiten  wurde  dargetan,  daß  zwischen  dem  Strom  und  einer 
Potenz  des  Gefälles  in  der  Eegel  eine  lineare  Abhängigkeit 
testeht.  Für  den  Exponenten  dieser  Potenz  wurden  von 
mir  verschiedene  Werte  beobachtet;  als  interessante  Fälle 
erörterte  ich  ganz  besonders  in  ihrer  Beziehung  zur  Baum- 
ladung den  Wert  2  sowie  den  Wert  3/2.  Hauptsächlich  ge- 
fesselt wurde  meine  Aufmerksamkeit  durch  das  erstgenannte 
quadratische  Gesetz;  denn  die  Versuche,  insbesondere  Mes- 
sungen des  Potentialgefälles  längs  der  Entladungsachse  er- 
wiesen, daß  in  dem  Gültigkeitsbereiche  dieses  Gesetzes  eine 
Eaumladung  nicht  besteht.  Es  ist  einleuchtend,  daß  vom 
grundsätzlich  naturwissenschaftlichen  Standpunkte  die  Tat- 
sache, daß  die  Eaumladung  ohne  irgendwie  erheUiche  Ioni- 
sation der  Gasreste  zu  verschwinden  imstande"  ist,  sehr  viel 
wichtiger  erscheinen  mußte,  als  die  Untersuchung  desjenigen 
Gebietes,  in  welchem  die  von  vornl)erein  zu  erwartende,  keines- 
falls überraschende,  von  den  Elektronen  verursachte  Baum- 
ladung  vorhanden  ist. 
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Die  Arbeitsteilung. 

§  8.  Im  Gegensatz  zu  der  meinerseits  unternonmienen 
Doichforschung  des  ranmladungslosen  Entladungsgebildes  be- 
faßten sich  seit  dem  Jahre  1918  zahlreiche  andere  Forscher 
mit  denjenigen  Erscheinungen,  bei  denen  das  Bestehen  einer 
Raumladung  zu  beobachten  ist.  Es  trat  eine  Arbeitsteilung 
in  dem  Sinne  ein,  daß  außer  in  meinen  Arbeiten  das  raum- 
ladungslose  Gebilde  von  keiner  anderen  Seite  einer  Unter- 
suchung unterworfen  Wurde.  Die  Folge  davon  ist,  daß  zurzeit 
von  einer  Anzahl  Facbgenossen,  hauptsächlich  aber  in  der 
Industrie  und  in  der  Patentliteratur  die  Meinung  vertreten 
wird,  es  sei  die  Gültigkeit  des  Dreihalbegesetzes  geradezu 
das  notwendige,  aber  auch  das  hinreichende  Kriterium  für 
das  Bestehen  eines  Hochvakuums. 

Erster  Einwand:  Ungenügendes  Vakuum. 

§  4.  Die  Forscher,  welche  diese  Meinung  vertreten,  pflegen 
zweierlei  Argumente  meinen  Arbeiten  entgegen  zu  setzen. 
Das  erste  dieser  Argumente  wurde  von  Langmuir  in  seiner 
ursprünglichen  Publikation  (6)  gebracht,  sonderbarerweise  aber 
nicht  in  seiner  späteren  deutschen  (7)  Veröffentlichung  wieder- 
gegeben [vgl.  auch  meine  Erwiderungen  (8,  9)].  Langmuir 
meint,  meinen  Untersuchungen  hätte  überhaupt  kein  ge-. 
nügend  hohes  Vakuum  zugrunde  gelegen,  da  es  mir  sonst 
mit  keiner  technisch  herstellbaren  Spannung  hätte  gelingen 
können,  in  den  engen,  mit  mehreren  Knicken  versehenen  Ent- 
ladungsröhren eine  Entladung  zu  erzeugen.  Dieses  Argu- 
ment kann  nicht  anders  widerlegt  werden,  als  indem  man 
irgendeine  der  von  mir  beschriebenen  Bohren  oder  eine  der 
Formgebung  nach  gleichwertige  Modifikation  derselben  be- 
liebig lange  an  den  besten  heute  bekannten  Hochvakuumpumpen, 
gegebenenfalls  unter  Kühlung  der  Glaswände  in  flüssiger  Luft  ^), 
zu  betreiben  versucht.  Auf  diesem  und  nur  auf  diesem  Wege 
kann  sich  jedermann  mit  Leichtigkeit  überzeugen,  daß  der 
Langmuirsche  Einwand  gegenstandslos  ist  und  daß  Span- 
nungen von  der  Größenordnung  von  einigen  wenigen  Kilo- 
volt vollauf  genügen,  um  die  von  mir  beschriebene,  mit  einer 
weiteren  Abnahme  der  Gasdichte  sich  nicht  mehr  ändernde 
Charakteristik  aufzunehmen. 

1)  Biese  Kühlung  wurde  zum  Zwecke  des  Herabminderns  der  Gas- 
dichte im  Hoehyakaum  von  mir  zueist  noch  vor  1910  angewandt  (1). 

16* 
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Zweiter  Kiiiwaiid:  Uuzu verlässigkeit  der  Sondenmessang. 

§  5.  Die  zweite  der  mir  enigegengebrac*.hten  Einwendungen 
ist.  —  ßo\iel  ich  Jieute  sehen  kann  —  die  bei  weitem  häufigere. 
Wenn  sie  auch  in  der  Literatur  nur  bedingterweise  ausgespiX)chen 
sich  vorfindet,  so  habe  ich  persönlichen  Äußerungen  ent- 
nommen, daß  sie  doch  einen  gewissen  Kreis  von  Anh&ngem 
hat.  Es  ist  dies  die  Ansicht,  daß  meine  Meßresultate  durch 
die  Ifenuizung  der  Sondenmeßmethode  getrübt  sind.  Von 
Rechts  wegen  liegt  fivilic-h  ilie  Sache  so,  daß  die  Berechtigung 
der  Sondenmessung  in  einem  Eni  ladungsge bilde,  welches 
einen  linearen  Potential  verlauf  aufweist,  über  jeden  Zweifel 
erhaben  sein  müßte,  besonders  da  das  Vorhandensein  einer 
hochwertigen  Isolation  der  Sonden  von  mir  stets  besonders 
l)etont  wurde. 

Gegeustaud  vorliegender  Arbeit. 

§  6.  Ich  habe  mich  nichtsdestoweniger  entschlossen, 
meim^  Untersuchungen  nach  Jlöglichkeit  ohne  Benutzung 
einer  Sondenmessung  zu  wiederholen.  Nicht  etwa,  weil  ich 
mir  eine  größere  Genauigkeit  daAon  versprach  —  tatsächlich 
ist  eine  jede  andere  Messung  bedeutend  ungenauer  als  gerade 
die  Sondenmessung  —  sondern  um  der  gegen  diese  Methode 
nun  einmal  bestehen» len  Voreingenommen] leit  zu  begegnen. 

II.   Allgemeines  über  die  UnterBUchangsmethode, 
Beschränkung   der  Untersnchung   auf  zylindrische  Röhren. 

§  7.  Wenn  man  sich  flu*  die  Bestimmung  des  Potential- 
gefällos  nicht  einei*  Soiidenanordnung  bedienen  will,  so  liegt 
der  Gedanke  am  näclisten,  es  zu  versuclien.  mit  der  Messung 
der  gesamten  Spamiung  auszukommen,  indem  man  einfach 
an  die  Klemmen  der  Entladungsrohre  ein  passendes  Voltmieter 
anschließt.  Bekanntlich  sind  aber  die  Ersfheinungen  längs 
der  Entladungsbahn  nicht  so  einheii  lieber  Natur,  daß  eine 
solche  Messung  ohne  weiteres  die  gewi'mscliten  Aufschlüsse 
zu  bringen  geeignet  wäre. 

Zunäc^list  ist  es  bekannt,  daß  im  allgemeinen  an  den 
Elektroden  andere  Vorgänge  stattzufinden  pflegen  als  in  der 
eigentlichen  Entladungsbahn.  Diese  Vorgänge  machen  sich 
dadurch  bemerkbar ,  daß  sie  einen  besonderen  Anoden-  bzw. 
Kathodenfall  verursachen.  Wird  z.  B.  eine  Gluhkathode 
benutzt.,    dann,  köimen    Je    nach    ihrer    Beschaffenheit,   ihrer 
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Temperatur,  aber  auch  infolge  der  Eigenart,  in  welcher  Elek- 
tronen an  ilir  freigemacht  werden,  Komplikationen  auftreten. 
Es  ist  in  der  Tat  einfacher,  den  Einfluß  der  Elektroden  mit 
Hilfe  der  Sondenmessung  zu  eliminieren,  als  —  einen  besonders 
günstigen  Fall  vorausgesetzt  —  nachzuweisen  zu  versuchen, 
daß  kein  erheblicher  Fehler  begangen  wird,  wenn  das  Gefällü 
in  der  näheren  und  weiteren  Umgebung  der  Elektroden  mit- 
gemessen  wird. 

Die  Hauptursache  aber,  weshalb  ich  meine  bisherigen 
Arbeiten  nicht  auf  die  Messung  des  gesamten  Spannungs- 
abfalls in  der  Bohre  aufgebaut  habe,  ist  die  folgende.  Schon 
der  bloße  Anblick  einer  Hoch  Vakuumentladung  lehrt,  daü 
in  weiten  Eöhrenteilen  und  bei  geringen  Btromdichten  andere 
Vorgänge  sich  abspielen  als  in  engen  Eöhrenteilen  und  bei 
großen  Stromdichten.  Das  wird  von  der  Messung  bestätigt. 
Im  ersten  Falle  hat  man  es  mit  Gebilden  zu  tun,  welclie  einen 
größeren  oder  geringeren  Betrag  an  Baumladung  aufweisen 
und  häufig  (wenn  auch  nicht  immer)  cteni  Dreil  albegesetz 
folgen.  Im  zweiten  Falle  hat  man  es  mit  Baumladungsfreiheit 
und  mit  dem  quadratischen  Gesetz  zu  tun. 

Besonders  verwickelt  wird  das  Bild  durch  den  sich 
mit  der  BÖhrenform  von  Fall  zu  Fall  ändernden  Einfluß  der 
den  weiten  Böhrenteil  mit  dem  engen  zylmdriFchen  ver- 
bindenden Verjüngung.  Der  Erfahrung  gemäß  pflegen  sich 
die  Glaswände  dieser  Verjüngung  negativ  aufzuladen  und  nach 
Art  einer  eigenen  Kathode^)  einen  Kathodenstrahl  zu  bilden, 
ähnlich  wie  man  ihn  bei  der  gewöhnlichen  Gasentladung  als 
„Striktions''-Kathodenstrahl  zu  beobachten  Gelegenheit  hat. 
Die  geordnete  Bewegung  eines  solchen  Striktionskathoden- 
strahles  pflanzt  sich  längs  der  Achse  des  z>1indrischeii 
Böhrenteiles  fort  bis  zu  einer  Tiefe,  welche  durch  die 
FUiigkeit  des  hier  bestehenden  raumladungslosen  Gebildes, 
langsame  Kathodenstrahlen  zu  zerstreuen  (10)  begienzt  ist. 
Diese  Eindringungstiefe  beträgt  —  je  nach  der  Form  der 
Verjüngung  —  den  gelegentlich  vorliegender  Untersuchungen 
gewonnenen  Erfahrungen  zufolge  für  einen  zylindrischen  Quer- 
schnitt von  etwa  20  mm  Durchmesser   reiclJich  5  cm  bis   zu 


1)  Über  die  Größe  des  hier  stattfindenden,  von  der  Form  der 
Einengung  weitgehend  abhängigen  Spannnngeabf alles  wolle  man  Ab- 
sohnitt  VII,  {  29,  vergleichen. 
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10  cm  von  dem  Anfange  des  zylindrischen  Teiles  an  gemessen. 
Außer  dem  Striktionsstrahl  kommen  im  erweiterten  Eöhren- 
teil  noch  andere  Umstände  hinzu,  von  denen  einige  bereits 
angedeutet  wurden  und  welche  die  Sachlage  noch  verwickelter 
gestalten. 

Die  Sondeuinessuug  und  Möglichkeiten  sie  durch  Klemm- 

spannungsmessung  zu  ersetzen. 

§  8.  All  das  sind  neue  Gründe,  welche  sich  zu  dem  im 
Abschnitt  I  genannten  hinzugesellen  und  mich  veranlaßt 
haben,  meine  weiteren  Untersuchungen  auf  das  Gebiet  von 
Entladungen  bei  gleicher  Stromdichte,  also  in  ByUndriscken 
Bohren  zuzuspitzen.  Nach  der  vorausgegangenen  Auseinander- 
setzung wird  es  auch  erneut  verständlich  erscheinen,  weshalb 
ich  stets  darauf  hinwies,  daß  die  Messungen  in  einer  praktisch 
unendlichen  Entfernung  von  den  Elektroden  innerhalb  der 
zylindrischen  Bahn  auszuführen  sind,  und  weshalb  ich  dem- 
entsprechend den  kffrzen,  nur  30  mm  langen  Sondenmeßbereich 
in  der  Mitte  eines  zylindrischen  Eohres  anzuordnen  pflegte, 
welches  bis  zu  30  cm  lang  war  und  10 — 11  mm  lichte  Weite 
besaß.  Es  ist  schließlich  klar,  daß,  wenn  ohne  Sondenmessung« 
einfach  unter  Zugnmdelegung  der  Bestimmung  der  Klemmen- 
spaimung  gearbeitet  werden  soll,  der  IBeitrag.  den  der  an  den 
Elektroden  und  bis  zur  Verjüngung  stattfindende  Spannungs- 
abfall zur  Gesamt  Spannung  liefert,  irgendwie  ausgeschaltet 
werden  muß. 

Am  einfachsten  würde  —  falls  der  Abfall  an  den  Elektroden 
vernachlässigt  werden  könnte  — eine  Eöhre  mit  einer  von  Kathode 
zu  Anode  gleichbleibenden  lichten  Weite  es  ermöglichen,  mit 
einer  einzigen  Klemmspannungsmessung  auszukonmaen.  Solche 
Bohren  können  aber  aus  rein  technischen  Gründen  kanm 
hergestellt  werden,  besonders  aber  dann  nicht,  wenn  eine 
Glühkathode  angewandt  werden  soll.  Denn  die  Gluhkathode 
kann  nicht  den  vollen  Querschnitt  des  Eohres  ausfüllen.  Sie 
besteht  in  der  Regel  aus  Drahtwindungen  und  muß  in  einer 
kugelförmigen  Erweiterung  untergebracht  werden,  so  daß  die 
Bohren  die  charakteristische,  aus  den  Figg.  1,  2  und  8  er-« 
sichtliche  Form  erhalten. 

Ein   zweiter   naheliegender    Gedanke   ist   der,   den  zylin- 
drischen   Böhrenteil    außi*rordentlich    lang    und    nicht    allzu 
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weit  zu  gestalten,  so  daß  auf  ihn  ein  bei  weitem  überwie- 
gender Teü  des  gesamten  Spannungsabfalls  entfällt.  Wäre 
man  in  der  Lage,  die  Länge  dieses  Teiles  und  somit  den  ge- 
samten Spannungsabfall  an  den  Bohrklemmen  auf  jedes  er- 
forderliche Maß  zu  bringen,  dann  könnte  tatsächlich  der  Einfluß 
der  Vorgänge  an  den  Elektroden  und  in  der  Verjüngung  be- 
liebig heral^esetzt  werden.  La  der  Praxis  besteht  eine  solche 
Möglichkeit  aber  nicht,  und  zwar  allein  schon  deshalb  nicht, 
weil  die  im  Leipziger  Institut' verfügbare,  stehende  Gleich- 
spannung unserer  Hochspannungsdynamos  nicht  \iel  mehr 
als  10000  Volt  beträgt,  wobei  noch  ein  erheblicher  Teil  in 
einem  Vorschalt  widerstand  zum  Zwecke  der  Stabilisierung  der 
Vorgänge  verbraucht  wird.  Andererseits  ist  die  glastechnische 
Herstellung  und  die  HÄndhabung,  besonders  aber  die  Ent- 
gasung sehr  langer  Röhren  nicht  einfach.  Auch  begegnet 
das  Zünden  der  Entladung  in  sehr  engen  und  sehr  langen 
Röhren  Schwierigkeiten. 

Aus  allen  diesen  Gründen  ist  zurzeit  die  obere  Grenze 
<ler  Länge  bei  allerhöchstens  1  m  erreicht  für.  Eöhren  von 
ungefähr  20  mm  lichter  Weite.  Die  längste,  im  folgenden 
beschriebene,  zylindrische  Entladungsbahn  betrug  aber  63  cm. 
Bei  dieser  Entladungsbahn  findet  füi-  die  Stromstärke  von 
10  M.A.  ein  gesamter  Spannungsabfall  von  etwa  6500  Volt 
statt.  Davon  entfallen  auf  den  weiten  Teil  von  der  Glüh- 
lampe bis  25  mm  jenseits  der  Einengung  etwa  2600  Volt, 
also  rund  40  Eroz.  der  Gesamtspannung.  Man  sieht  aus  bliesen 
Angaben,  daß  es  unmöglich  sein  dürfte,  durch  Verlängerung 
des  Kohres  den  störenden  Spannungsabfall  unterhalb  einer 
erträglichen  Fehlergrenze  herabzudrücken.  Angesichts  dessen 
ist  es  sehr  beachtenswert,  daß  bereits  bei  den  hier  benutzten 
Längen  und  Querschnitten  die  an  den  Rohr  klemmen  auf- 
genommene Charakteristik  sich  um  so  mehr  dem  quadratischen 
Gesetze  nähert,  je  länger  und  enger  das  Eohr  ist.  So  betrug 
der  Exponent  bei  dem  genannten  63  cm  langen  Rohre  bereits 
2oo,  wie  aus  Diagramm  Fig.  6  ersichtlich. 

Aber  selbst  wenn  die  Benutzung  hinreichend  langer  Röhren 
sich  praktisch  Ermöglichen  ließe,  würde  man  nicht  alle  Fragen 
mit  ihrer  Hufe  beantworten  können.  So  würde  die  für  den 
Nachweis  der  Raumladungsfreiheit  unentbehrliche  Feststellung 
der  Verteilung  des»  Gefälles  längs  der  Entladungsachse  an 
einer  solchen  Röhre  nicht  ausgeführt  werden  können. 
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Die  Subtraktionsmethoden  —  VorausBetsangeii  ihrer  An- 
wendbarkeit und  ihre  Mfinge). 

§  9.  Aus  all  diesen  Gründen  ist  es  unumgänglich  nötige 
entweder  die  klassische  Methode  der  längs  der  Achse  ver- 
schiebbaren Elektroden  zu  benutzen,  also  eine  Bohre  von 
der  in  der  Fig.  1  (S.  231)  dargestellten  und  beschriebenen 
Form.  Oder  aber  Röhren  mit  mehreren  Anoden.  Entweder 
solche  mit  unbeweglichen  Anoden  und  mehreren,  voneinan- 
der verschiedenen  zylindrischen  Entladungsbahnen  nach  Fig.  2 
(S.  287}  oder  solche  mit  einer  einzigen  zylindrischen  Ebit- 
ladungsbahn  und  mindestens  zwei  Anoden,  von  denen  die 
eine  wMirend  der  Messung  je  nach  Bedarf  in  die  EnÜadnngs- 
bahn  hineingebracht  und  benutzt  oder  aus  ihr  entfernt  und 
beiseite  geschafft  werden  kann  (vgl.  Fig.  3,  B.  240). 

Die  Anordnungen  nach  Fig.  1,  2  und  8  seien  zusammen* 
fassend  „Subtraktionsmethoden*'  genannt.  Ind  zwar  deshalb, 
weil  die  Charakteristik  des  zylindrisc}:en  Entladungsteiles  durch 
Subtraktion  der  Spannungen  zweier  Mei?reihen  gewoimen  wird, 
von  denen  die  eine  mit  der  Anode  in  der  Nahlage,  die 
andere  mit  der  Anode  in  der  Femlage  gemacht  wird. 
Durch  die  Subtraktion  1  eben  sicli  die  Vorgänge  an  den  Elek- 
troden hieraus,  freilich  unter  verschiedenen  Voraussetziuigen, 
die  durchaus  nicht  in  selbstverständlicl  er  Weise  erfüllt  zii 
sein  brauclien. 

Erstens  müssen  die  beiden,  bei  verschiedenen  Lagen  der 
Anode  zeitlich  nacheinander  vorgenommenen  Mefreihen  sich 
auf  den  nämlichen  Zustand  beziehen.  Das  ist  der  größte 
Nachteil  der  Subtraktionsmethoden  gegenüber  der  Sonden- 
messang,  die  in  einer  einzigen  Me£reihe  die  Gharakterifitik 
wiedergibt.  Das  Wort  „Zustand"  ist  (^abei  im  weitesten  Bimie 
zu  verstehen.  Es  bezieht  sich  auf  den  Abfall  an  den  Elek- 
troden, die  Aufladung  der  Bohrwand  in  dem  sich  verjüngen- 
den Teile,  auf  den  Gasdmck,  und  für  den  Fall,  dafi  ver- 
schiedene Entladungsäste  koexistieren,  auch  darauf,  daß  in 
beiden  Fällen  auf  dem  nämlichen  Aste  der  Charakterutik  ge* 
messen  wird. 

Ztceüens  ist  für  den  Fall,  daß  Meßreihen  an  verschieden 
langen  Bobransätzen  des  nämlichen  Bohres,  wie  in  Fig.  2, 
miteinander  verglichen  werden,  unumgängliche  Voranssetsüng, 
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daß  die  Formgebucg  sämtlicher  Yerjüsgucgsstellen  genau  die 
gleiche  sei,  und  auch  ihre  Oberflächenbesckaffenheit  die  gleiche 
(§  29),  damit  die  onter  „Erstens"  genannten  Bedingungen  er- 
füllt werden  können. 

Drittens  muß  aber  die  Anode  bereits  in  der  Nahlage  so 
weit  von  der  Einschnürung  entfernt  sein,  daß  die  wenig  über- 
sichtliehen Vorgänge  in  den  erweiterten  Böh renteilen  keinerlei 
Störungen  der  eigentlichen,  zylindrischen  Meßbahn  mitteilen 
können. 

Es  ist  einleuchtend,  daß,  wenn  irgendeine  dieser  Be- 
dingungen nicht  erfüllt  ist,  —  was  sehr  wchl  eintreten  kann  — 
durch  die  Subtraktion  der  in  beiden  Anodenlagen  gemessenen 
Spannurgen  keinesfalls  der  Einfluß  c'er  Elektroden  heraus- 
gehoben wird,  so  daß  der  Spannungsabfall  im  zylindrischen 
Teile  als  Differenz  übrigbleibt,  sondern  es  geht  dann  aus  der 
Becbnurg  etwas  phjsikalisch  Undefiniertes  hervor. 

Einer  der  größten  Mängel  der  Subtraktionsmethoden  ist 
aber,  daß  durch  ihre  Anwendung  die  Fehlergrenzen  nicht 
nur  absolut,  sondern  erst  recht  prozentuell  erweitert  werden. 
Deshalb  ist  es  erwünscht,  den  Spannungsabfall  in  der  Nah- 
lage möglichst  gering,  den  in  der  Femlage  möglichst  groß 
zu  halten.  Es  ist  daher  verständlich,  daß  ich  bestrebt  war 
die  Nahlage  der  Anode  nicht  weiter  als  unbedingt  erforderlich 
in  den  zylindrischen  Teil  hereinzurücken. 

Die  Erwägurgen  dieses  Baragraphee  lassen  es  jedenfalls 
wiederholt  klar  hervortreten,  wie  £ehr  eine  Eondenmessung 
allen  anderen  Metboden  überlegen  i^t,  so  daß  für  genaue  Bf- 
stimmungen  nichts  anderes  als  eine  Scndenar Ordnung  in  Frage 
kommen  kann. 

Gemeinsame  Fehler  der  benutzten  Röhrenezemplare. 

§  10.  Eine  richtige  Vorstellung  von  der  Ausdehnung 
des  Fereiches  der  bereits  in  großen  Zügen  besprochenen,  vom 
erweiterten  Teile  in  die  zylindrische  Meßbahn  hineingreifenden 
Unregelni&ßigkeiten  habe  ich  erst  im  Laufe  der  vorliegenden 
Messungien  gewoimen..  Am  einwandfreiesten  in  dieser  Hin- 
sicht war  die  Anordnung  gemäß  Fig.  2,  wenn  auch  hier  die 
naheliegende  Anode  mit  ihrer  Entfernung  von  6  cm  gegen- 
über «der  Erweiterung  noch  nicht  weit  genug  in  den  zylin» 
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(Irischen  Teil  zurückgezogen  war.  Ich  schätze  den  erfordere 
liehen  Mindestabstand  bei  der  lichten  Weite  von  18—20  mm 
auf  8 — 10  cm. 

Hingegen  ist  die  Bohre  mit  der  verschiebbaren  Anode 
nach  Fig.  1  aus  dem  gleichen  Grunde  zwar  genügend,  um 
die  Linearität  des  Potentialgefälles  längs  der  Achse  inner- 
halb erträglicher  Fehlergrenzen  nachzuweisen;  für  die  Be- 
stimmung der  Entladungscharakteristik  im  zylindrischen  Teile 
ist  das  zurzeit  vorliegende  Böhrenexemplar  aber  wenig  brauch- 
bar. Zu  dem  letzteren  Zwecke  müßte  das  Bohr  sehr  viel  länger 
gemacht  werden,  was  jedoch  aus  den  weiter  unten  auseinander- 
gesetzten technischen  Gründen  nicht  —  wenigstens  nicht  ohne 
große  Kosten  —  ausführbar  ist. 

Auch  das  vorhandene  Exemplar  der  Bohre  nach  Fig.  8 
besitzt  eine  viel  zu  nahe  an  der  Erweiterung  sitzende  Anode. 
Die  an  der  Bohre  angestellten  Messungen  sind  hauptsächlich 
deshalb  interessant,  weil  bereits  die  einfache  Messung  der 
Klemmenspannung  mit  großer  Annäherutig  das  quadratische 
Gesetz  ergab.  Eine  Bestimmung  der  Charakteristik  durch 
Subtraktion  der  Spannungen  ist  jedoch  an  Hand  der  vorliegen- 
«len  Versuchsreihen  noch  nicht  angängig. 

Da  sich  aber  bereits  aus  den  gegenwärtig  vorliegenden 
Messungen  vollkommen  sichiTgestellte  Folgerungen  allgemeiner 
Tragweite  —  Linearität  des  Gefälles  läcgs  der  Achse,  Unab- 
hängigkeit der  Anodeutemperatur  von  der  Länge  der  zylin- 
drischen Bahn  —  ergeben,  berichte  ich  hierüber  im  folgenden. 
Gleichzeitig  wird  die  Herstellung  ergänzender  Meßreihen  ange- 
strebt. So  sind  Arbeiten,  um  die  Bohren  nach  Figg.  2u.  8  durch 
tieferes  Einrücken  der  Nahlage  der  Anode  in  den  zylindrischen 
Teil  von  dem  Einfluß  der  Vorgänge  im  weiten  Bohrenteil  zu 
befreien,  im  Gange.  Ich  hoffe,  in  einer  zweiten  Mitteilung 
demnächst  darüber  berichten  zu  können. 


m.   Die  lineare  Verteilung  des  FotentialgefSUea  längs  der  Atibne. 

Wichtigkeit  des  Nachweises. 

§  11.  An  dieser  Stelle  interessiert  in  allererster  Linie  der 
Nachweis,  daß  in  den  zylindrischen  Teilen  der  EntladungB- 
bahn  selbst  im  höchsten  Vakuum  das  Gefälle  längs  der  Achse 
linear  verteilt  ist.     Denn  ein  solcher  Nachweis  genügt,  um 
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die  Zuläßsigkeit  der  Sondenmessung  aufs  Neue  einwandfrei 
zu  beweisen  und  somit  meinen  früheren  Arbeiten  eine  neue 
Stütze  zu  geben.  Außerdem  ist  der  lineare  Verlauf  die  Haupt - 
gnmdlage,  aus  der  auf  die  naturwissenschaftlich  wichtigste 
Folgerung  meiner  Untersuchungen,  nämlich  auf  die  Baum- 
ladungsfreiheit, geschlossen  wird. 

Die  Röhre, 

§  12.  Für  die  Messung  des  Potential  Verlaufes  wurde  die 
klassische  Methode  einer  verschiebbaren  Anode  benutzt.  Die 
Anordnung  ist   in  Kg.  1   dargestellt.     Die   Anode  Ä   ist   mit 


Fig  1. 

zwei  parallel  verlaufenden  Drähten  B  und  C  fest  verbunden. 
Diese  Drähte  gleiten  längs  einem  aus  ebensolchen  Drähten  D 
und  E  bestehenden  Schlitten,  welcher  an  einem  Quarzstabe  F 
befestigt  ist.  Die  Drähte  D  und  E  sind  an  den  Stellen  G  und  H 
mit  Hilfe  der  üblichen  Platinkontakte  nach  außen  geführt, 
so  daß  sie  leitend  an  die  Meßanordnung  angeschlossen  werden 
können.  Hinter  der  Anode  A,  welche  mit  einem  Spielraum 
von  1  mm  in  dem  zylindrischen  Teile  des  Entladungsrohres 
angeordnet  ist,  befindet  sich  ein  Quarzteller  J,  welcher  die 
ganze  lichte  Weite  des  Bohres  ausfällt  und  zu  einer  genau 
zentriscben  Führung  der  Anode  A  dient.  Die  lichte  Weite 
des  zylindrischen  Bohrteiles  beträgt  etwa  23  mm»  seine  Ge- 
samtlänge 280  mm.    Die  Messungen  werden  in  drei  Stellungen 
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der  Anode -4  ausgefüllt.  Diejenige  Stellung  von  A,  welche 
der  schematiscb  angedeuteten  Glülilampe  H  am  nficbsten  liegt/ 
ist  um  25 — 80  mm^)  gegen  die  Erweiterung  K  in  das  zylin* 
(Irische  Eohr  zurückgezogen.  Eine  zweite,  am  weitesten  von  H  - 
entfernte  gtelhmg  von  A  ist  von  der  genannten  vordersten 
Stellung  von  A  um  157  mm  entfernt.  Schließlich  wird  eine 
dritte  Lage  der  Anode  tunlich  genau  in  der  Mitte  zwischen 
ihrer  vorderen  und  hinteren  Lage  eingestellt,  also  in  einem  Ab- 
stand von  je  77 — 78  mm  von  den  erstgenannten  Lagen.  Die 
Verschiebung  der  Anode  erfolgt  einfach  durch  Sohüttdn 
der  Röhre. 

Lediglich  zur  Evakuierung  dient  der  Tantaldraht  L,  von 
welchem  aus  die  Drähte  B,  C,  D  und  E  mit  Elektronen  be- 
worfen und  so  zum  Glühen  gebracht  werden.  Das  Pumpen 
der  Bohre  geschieht  deshalb  in  vertikaler  Lage,  so  dafi  die 
ebenfalls  aus  Tantal  bestehende  Glühlampe  J  oben,  das  mit 
G  und  H  bezeichnete  Ende  unten  sich  befindet.  Die.  Anode 
liegt  also  beim  Pumpen  in  der  mit  A^  bezeichneten  Stellung 
und  wird  durch  eine  von  der  Glühlampe  J  aus  eingeleitete 
Entladung  bis  nahe  an  den  Schmelzpunkt  des  Kupfers,  ans 
welchem  sie  besteht,  erhitzt.  So  gelingt  es,  zum  Teile  von  J, 
zum  Teile  von  L  aus  das  gesamte  in  der  Eöhre  enthaltene 
Metall  während  des  Pumpprozesses  auf  eine  lohe  Temperatur 
zu  erhitzen. 

Die  Betriebs-  v^d  Meßanordnung. 

§  18.T  Die  elektrisclie  Anordnucg  ist  ebenfalls  aus  der 
Zeichnung  ersichtlich.  Die  Glühlampe  J  wird  von  der  Ak- 
kumulatorenbatterie B  geheizt.  Die  Entladung  wird  von 
zwei  hintereinander  geschalteten  Gleichstromhochspannnngs* 
dynamos  S  der  Siemeos-Schu^kert-Werke  aufrechterhalten, 
welche  insgesamt  bis  zu  10000  ^'olt  liefern.  Der  Strom  wird 
durch  Änderung  der  Erregung  geregelt,  er  geht  über  einen 
bis  zu  0,5Megohm  betragenden  variablen  Vorschaitwiderstand  T 
und  über  das  Milliamperemeter  MA  (ein  in  Spitzen  gelagertes 
Zeigerinstrument  von  Siemens  &  Halske)  durch  d^  Bfihre. 
Die  Spannungsmessiing  erfolgt  ebenfalls  mit  Hilfe  eines  Gal- 
vanometers y.    Es  ist  dies  ein  Millivoltmeter  mit  au^iehftngtem 

1)  Diese  Entfernung  ist  sehr  wahrscheinlich  vie]  zu  gering,  vgL 
AbBobnitt  II,  f  10. 
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System  von  Siemens  &  Halske,  wie  es  für  thermoelektrische 
Messungen  benutzt  zu  werden  pflegt.  Dieses  Instrument 
wird  in  Beibe  mit  einem  Hochspannungswiderstand  17  benutzt, 
der  bis  zu  200  Megobm  beträgt  und  aus  Widerstandselementen 
besteht,  welche  ich  an  einer  anderen  Stelle  demnächst  zu 
beschreiben  gedenke. 

Die  Messung.  —  Beschränkang  ihres  Bereiches. 

§  14.  Vor  der  Ausführung  der  Messung  wurde  das  Eohr 
durch  einen  mehrstündigen  Betrieb  auf  eine  befriedigende 
Konstanz  gebracht;  ^ie  Messung  selbst  wurde  so  gemacht,  daß 
in  jeder  Stellung  der  Anode  die  Meßroihe  solange  hin-  und 
zurück  wiederholt  wurde,  bis  eine  Übereinstimmung  vorlag. 
Aus  der  wiedergegebenen  Tabelle  la,  S.  258,  ist  ersichtlich, 
daß  das  in  einem  befriedigenden  Maße  erreicht  werden  konnte. 
Die  Tabelle  enthält  die  einzelnen  Ablesungen  in  derjenigen 
Beilienfolge,  in  welcher  sie  tatsächlich  angestellt  waren.  Ich 
fing  mit  der  hinteren  Stellung  der  Anode  A  an,  nahm  daraufhin 
iler  Beihe  nach  die  vordere  imd  mittlere  Stellang  vor  und 
kehrte  dann  wieder  zu  der  hinteren  Stellung  zurück.  Auch 
das  wurde  so  laiige  wiederholt,  bis  die  erste  Beobaclitungs- 
reihe  befriedigend  mit  der  letzten  übereinstimmte.  Die  vier 
in  der  Tabelle  wiedergegebenen  Meßreihen  konnten,  nachdem 
das  Bohr  sich  eingelaufen  hatte,  glatt  ohne  Fehlmessung 
etwa  im  Laufe  einer  Stunle  erledigt  werden. 

Die  Stiombelastung  der  Eöhre,  welche  in  der  ersten 
Kolonne  Tabelle  Ib  auf  Milliamperes  umgerechnet  ist,  ist 
sowohl  nach  den  großen  wie  auch  nach  den  geringen  Strom- 
stärken zu  begrenzt.  Nach  den  großen  Stromstärken  zu 
infolge  der  durch  die  Erhitzung  verursachton  Gasabgabe, 
welche  sich  datiin  äußert,  daß  das  Gefälle  abzunehmen  beginnt. 
Fin  Beispiel  dafür  sieht  man  in  der  zweiten  Beihe;  nachdem 
eine  Stromstärke  von  21,6  M.-A.  durch  das  Eohr  gegangen 
war,  stellt  sich  für  18,0  M.-A.  nicht  mehr  die  sonstige  kon- 
stante AUesung  102,  sondern  nur  der  Wert  100  ein. 

Nach  den  geringen  Stromstärken  zu  ist  aber  die  Messung 
begrenzt  infolge  des  Auftretens  von  labilen  Kurvenästen, 
wie  ich  sie  schon  vor  Jahren  beschrieben  habe.  Und  zwar 
tritt  im  vorliegenden  Falle  die  Labilität  am  ehesten  —  bereits 
bei  einer  Stromstärke  von  10,8  M.-A.  —  bei  der  vor<leren 
Anodenlage  auf. 
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Das  Meßergebuis. 

§  15.  Zwischen  den  beiden  genannten  —  sämtlichen  in  / 
vorliegender  Arbeit  beschriebenen  Versuchen  gemeinsamen  — 
Grenzen  findet  sich  aber  die  hneare  Verteihmg  des  GefäUei 
längs  der  Achse  so  genau  bestätigt,  wie  das  bei  dieser  "ver- 
hältnismäßig ungenauen  Anordnung  überhaupt  erwartet  werden 
kann.  Tab.  2  entJ^.ält  in  der  ersten  Kolonne  die  Stromstärken, 
in  der  zweiten  Kolonne  die  für  die  mittlere  Anodenlage  be- 
rechnete Spannung.  Dabei  ist  die  Berechnung  so  ausgeführt,- 
daß  die  Spannung  der  vorderen  Ano(U*nstellung  jedesmal  von 
derjenigen  der  hinteren  Anodenstellung  abgezogen,  dann  hal- 
biert imd  zu  der  Spannung  der  vorderen  Anodensteilnng 
addiert  ist.  Die  dritte  Kolonne  enthält  die  tatsächlich  beob- 
achtete Spannung  in  der  mittleren  Stellung.  Die  Überein- 
stimmung zwischen  den  beiden  letztgenannten  Kolonnen  ist 
befriedigend. 

Ist  die  Anordnung  verbesserungsfähig? 

§  16.  Der  Anwendung  verschiebbarer  Anoden  im  Hoch- 
vakuum sind  leider  infolge  mehrerer  Umstände  ziemlich 
enge  Grenzen  gezogen.  Zur  Erzielung  größerer  Genauigkeit 
wäre  vor  allem  die  Vergrößerung  der  äußersten  Anoden- 
abstände erforderlich.  Das  begegnet  aber  erheblich.en  Schwierig- 
keiten, da  dann  die  Röhre  nicht  nur  glasblfiserisch  schwer 
herstellbar,  sondern  auch  unl'ancllich  werden  würde.  Bereits 
bei  der  von  mir  verwirklichten  Länge  läßt  es  sich  nicht  ver- 
meiden, daß  die  Anode  sich  gelegentlicli  festklemmt  und  ihre 
Fortbewegung  die  größte  Anforderung  an  die    Geduld  stellt. 

Die  Messung  mit  der  verschiebbaren  Anode  ist  selbstver- 
ständlich den  in  Abschnitt  II,  §  9,  erörterten,  sämtlichen  Sub- 
traktionsmethoden geir.eiJisauKn  Fehlern  ausgesetzt.  Eine  be- 
sondere, nur  der  verschiebbaren  Anode  eigene  Fehlerquelle 
ist  aber  die,  daß  bei  dem  zur  Verschiebung  der  Anode  er- 
forderlichen Schütteln  und  Klopfen  der  Röhre  unvermeidliche 
Staubteilchen  in  die  Entladungsbahn  geraten  und  eine  zwar 
geringe,  aber  doch  die  Messung  störende  Gasabgabe  ver- 
ursachen. Aus  allen  diesen  Gründen  reichen  <lie  hier  wieder- 
gegebenen Meßreihen  zwar  hin,  um  den  linearen  Spannungs* 
verlauf  innerhalb  erträglicher  Fehlergrenzen  nachzuweisen; 
für  weitergehende  Ansprüche  an  Genauigkeit  dürfte  man 
ohne  die  Anwendung  von  Sonden  kaum  auskommen. 
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IV.  TemperaturmesBung  an  der  Anode. 

Das  Problem. 

§  17.  Die'  iVage  nach  der  Temperatur  der  Anode,  be- 
sonders der  Vergleich  derjenigen  Temperaturen,  welche  einer 
bestünrnten  gegebenen  Strombelastung  des  Eohres,  aber  ver- 
schiedenen Stellungen  der  verschiebbaren  Anode  entsprechen, 
ist  von  einem  grundsätzlichen  Interesse.  Ist  nämlich  ein- 
mal —  beispielsweise  an  Hand  der  vorausgegangenen  Mes- 
sungen —  erwiesen,  daß  das  Gefälle  linear  längs  der  Ent- 
ladungsacbse  verteilt  ist,  und  hat  man  dann  daraus  sowie 
aus  den  früher  von  mir  publizierten  Messungen  den  Schluß 
gezogen  (1,2),  daß  m  dem  Entladungsgebilde  eine  Eaumladung 
nicht  besteht,  so  ist  der  weitere  Schluß  unvermeidlich,  daß 
man  es  hier  mit  einer  Elektrizitätsleitung  zu  tun  hat  wie  sie 
in  einem  jeden  raumladungsfreien  dissoziierten  Medium  oder 
no^h  besser  —  angesichts  der  Abwesenlieit  einer  elektro- 
lytischen^  Abscheidung  an  den  Elektroden  —  im  Metall  vor- 
liegt. Ich  habe  schon  im  Jahre  1914  darauf  hingewiesen  (1), 
daß  die  gesamte,  hier  sehr  erhebliche,  in  einem  Querschnitt 
frei  werdende  Energie  in  Form  von  Wärme  an  die  Gefäßwand 
im  nämlichen  Querschnitte  abgegeben  wird  ähnlich  wie  die 
Joulesche  in  einem  stromdurchflossenen  Drahte  erzeugte 
Wärme  sich  an  der  Drahtoberfläche  clor  uirgebenden,Luft  mit- 
teilt .  Schon  die  oberflächliche  Betrachtung  einer  möglichst  langen 
Entladungsröhre  (es  sind  solche  bis  zu  1  m  Länge  hergestellt 
worden)  lehrt  in  der  Tat,  daß  eine  durcliaus  gleichmäßige  Er- 
wärmung der  Glaswand  auf  der  ganzen  Länge  des  Eohres 
auftritt.  Die  in  dem  Entladungsgebilde  Ijestehende  Bewegung 
ist  also  als  eine  durchaus  ungeordnete  aufzufassen,  der  sich 
die  den  Elektrizitätstransport  besorgende  Bewegung  über- 
lagert. Schneidet  man  einen  beliebigen  Teil  der  Entladungs- 
bahn aus,  indem  man  zwei  beliebige  Schnitte  quer  zur 
Böhrenachse  legt,  so  wird  dem  herausgegriffenen  Volumen 
an  dem  einen  Querschnitte  der  gleiche  Energiebetrag  zu- 
geführt, der  an  dem  anderen  Querschnitte  abgeführt  wird. 
Mit  anderen  Worten:  es  iet  —  ungeachtet  des  zwischen  den 
genannten  Querschnitten  bestehenden  recht  erheblichen  Ge- 
fälles —  die  durch  den  einen  Querschnitt  dem  Volumen  zu- 
gehende Energie  der  geordneten  stromtransportierenden  Be- 
wegung gleich  der  am  anderen    Querschnitte  in  der  gleichen 
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Form  abgegibenoij  Energie.  Diose  Überlegung  zeigt,  daß 
<lie  Erhitzung  der  jVnoie  Ix^i  gleicher  Strombelastung  des 
Rohres  vollständig  unabhängig  soin  muß  von. der  Länge  der 
Rntladungsbahn,  und  von  der  gesamten  an  der  Bohre  an- 
hegcnden  Spamuing,  also  ))oispielsweise  von  der  Stelluxig, 
welche  von  einer  verschiebbaren  Anode  in  einer  beliebig  langen 
zylindrischen  Bahn  eingenommen  wird. 

D<r  exporimenlC'Ue  Nachweis,  daß  diese  Schlußfolgerang 
zutrifft,  würde  aber  auch  umgekehrt  einen  hinreichenden  ^ 
l:>eweis  für  die  Richtigkeit  der  Voraussetzungen  bieten,  ans 
welchem  die  Schlußfolgerung  abgeleitet  wurde.  Also  u.a. 
einen  indirekten  IV'Weis  für  den  linearen  Verlauf  des  Fotential- 
gefälles.  für  die  Eauiriladungsfreiheit.  für  die  ungeordnete  Bewe- 
gung im  l'^ntJadungsge  bilde   uml   eine  metallähnliche  Leitung. 

*Die  Anordnung. 

§  18.  Das  in  Kg.l  (S.2B1)  ubgobildete  Bohr  enthält  eine  —im 
vorausgegangenen  Abschnitt  noch  nicht  erörterte  —  Anordnung 
zur  Messung  der  Anodentemperatur.  Der  eine  der  bieden 
2  mm  starken  zur  Anode  führenden  Drähte  B  besteht  ebenso 
wie  derjenige  Draht,  auf  welchem  B  gleitet,  nämlich  D,  au£ 
Konstant»n.  die  entsprechenden  Drälite  C  und  E  sind  aus 
Kupfer.  Die  mit  den  Zahlen  1 — 6  Ixjzeichnete  Wippe  er- 
möglicht es,  die  Anode  entweder  mit  der  Hochspannungs- 
quelle  S  o<ler  mit  einem  Voltmeter  T  von  der  für  thenno- 
elektrische  Messungen  übli(-hen  Art  zu  verbinden,  80  daß 
jeden  Augenblick  die  l'jitladun^  unterbrochen  und  die  jeweils 
erreichte  Anodentemj^ratur  abjü^t^Iesen  werden  kann. 

Am  Bohre  der  Fig.  1  konnte  ein  solcher  Nachweis  nicht 
erbracht  werden.  Es  stellte  sich  nändidi  heraus,  daß  die 
Wärmeleitung  längs  der  Drähte  B,  C,  D,  E  von  der  Anode  Ä 
nach  außc?n  \\iA  gröljcr  ist,  wenn  die  Anoile  sich  in  einer  größeren 
Entfernung  \o\\  der  Linni)e  befindet,  als  wenn  sie  näher  daran 
liegt.  Das  war  ^erursachl  durch  <len  in  der  erstgenannten 
Stellung  Ix'deutend  Ijesser  wärmeleitenden  Kontakt  snidschen 
den  längs  des  S-hlittens  gleitenden  Drähten  mid  dem  Sohlitten 
selbst.  So  konntr  beobachtet  werdt^n,  «laß  <lie  AbklingungB- 
zeit,  welche  z\\'iscl:en  zwei  gegelx^nen  Temperaturen  verlief, 
in  der  hinteren  Anodciilage  z^v^'i-  l>is  dreimal  kürzer  wax,  als 
bei  der  vorderen  Anod(nlaj:;:e.  Demgemäß  war  auch  die  bei 
einer  gewissen  Stromstärke  rintretende  Eiwärmung  der  Anode 
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in  der  der  Lampe  näheren  Lage,  also  bei  einer  kürzeren  Ent- 
iadungsbabn,  ganz  erheblich  größer  als  bei  einer  längeren 
Entladnngsbahn.  Nebenbei  sei  bemerkt,  daß  die  Wärme- 
strahlung der  Glühlampe  auf  die  Anode  zu  vernachlässigen 
war,  da  die  Glühlampe  ebenso  wie  in  Fig.  2  gezeichnet  aus- 
geführt und  so  gestellt  war,  daß  die  Anode  vom  breiten  Kupfer- 
rahmen der  liampe  vollständig  abgeschattet  wurde. 

Nachdem  es  sich  erwiesen  hatte,  daß  eine  verschiebbare 
Anode  für  die  Temperaturmessung  nicht  geeignet  ist,  wurde 
eine  andere  Yersucbsanordnung  zu  diesem  Zwecke  ausgeführt. 
Die  Eöhre  ist  in  der  Fig.  2  dargestellt,  während  die  elektrische 


Fig.  2. 


Anordnung  genau  dieselbe  wie  in  Fig.  1  blieb.  Die  Röhre 
besteht  aus  einer  Glaskugel,  in  deren  Mitte  die  aus  der  Figur 
ohne  weiteres  ersichtliche  Tantallampe  T  angeordnet  ist.  Die 
Glaskugel  besitzt  außerdem  drei  Verjüngungen,  die  mit  giößter 
Sorgfalt  schlank  verlaufend  und  so  ausgeführt  sind,  daß  ihre 
(Gestalt  möglichst  gleich  ist.  An  diese  Verjüngungen  sind 
drei  zylindrische  Glasröhren  von  gleicher  Weite  (18  mm)  an- 
geschlossen. Diese  Bohren  besitzen  verschiedene  Längen 
und  tragen  an  ihren  entgegengesetzten  Enden  je  eine  Anode. 
Die  drei  Anoden  haben  absolut  gleiche  Form.  Ihre  Stiele 
stecken  in  Quarzzwischenstücken  Q,  damit  die  Befestigungs- 
stelleü  im  Glas  beim  Ausglühen  der  Platten  nicht  gefährdet 

AanMl9ü  d«r  Phjtik.    IV.  Folge.    61.  16 
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werden.  An  den  Anodenplatten  sind  in  der  aus  der  Figor 
ohne  weiterp»  ersichtliclien  Weise  die  für  die  Temperator- 
ineseuiig  bestimmten  Kupfer-  und  Konst'antandrähte  be- 
festigt-. 

Am  kürzesten  Ansatz  ist  die  Anodenplatte  um  SO  mm 
\oii  der  KugelerR'eiterimg  entfernt,  so  daß  also  der  xy]in> 
driwdie  Teil  iles  Rohres  zwisclien  Platte  und  Kiigelkörper 
die  genannte  Ijänge  liat.  Am  zweiten  Ansatz  beträgt  diese 
Länge  255  mm.     Am  dritten,  längsten  Teil  aber  680  mm. 

Es  war  nrsprünglioli  geplant,  mit  Hilfe  der  drei  ver- 
3<'hiedenen  Längen  die  Verteilung  des  Potent  ialgef alles  längs 
der  Achse  auch  mit  dieser  ^tetbode  nachzuprüfen.  Doch 
konnte  wegen  einer  l)ei  der  Hemtellung  des  Eohres  unter- 
gelaufenen \'ersehenE  der  längste  Köhrenteil  nicht  in  Betrieb 
genommen  werden.  Ich  hoffe,  in  einer  zweiten  FuUikation 
über  derartige  Messungen  berichten  zu  können.  Vor  der 
Hand  wurde  nur  an  den  zwfi  ersten  kürzeren  BöhroD  ge- 
messen. Tab,  3a  enthält  die  an  diesen  zwei  Teilen  vorgenom- 
menen Ablesungen,  während  Tab.  3b  die  umgerechneten  Vierte 
sowie  die  mit  Hilfe  der  Subtraktion  der  Spannungen  be- 
stimmte Charakteristik  des  zylint Irischen  Teiles  bringt.  Über 
ilio  Zidässigkeit  der  Subtraktion  in  diesem  Spezialfälle  ver- 
gleiche  man  Abschnitt  VL 

I>ie  MeBergebnisBe. 
§  19.  Die  Messungen  der  Temperatur  der  beiden  Platten 
wurden  bei  drei  ^'erschieilenen  Milliamperebelastungen  des 
Itohres  vorgenommen ;  nachstehende  Tabelle  A  enthält  die  Er- 
gebnisse. In  der  ersten  Kolonne  ist  die  Stromstärke  in  Milli- 
amperes, in  der  zweiten  die  gesamte  ^■oltzahl,  in  der  dritten 
dif  nach  erreichtem  stationären  Temperaturzustand  am  Uilli- 
voltmeter  gemessenen  Millivolts  des  ThermoelementeB  an- 
gegeben. 

Tabelle  A, 

Milliampere  KUraereB  Rohr  I'  Längere.  Rohr 

__      Volt        !     Millivolt     ;         Volt        I    HilliTOlt 

10.0  j  2070  I  20,0  I  3000  '  18^ 
13,4  3500  23.6  4620  22,0 
15.0        2600       S5.4       4970       2M 


99 
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Zur  Orienti^ruDg  über  die  Temperaturen  selbst  diene  die 
Angabe,  daß 

13«  Millivolt  300»  C 
194        »»         400 
25b        »         500 
31»        „         600 

entsprechen. 

Aus  der  Tabelle  ist  zu  entnehmen,  daß  die  Erwärmung 
bei  gleichen  Milliamperezahlen  mit  Rücksicht  auf  die  Fehler- 
quellen in  beiden  Fällen  sehr  nahe  gleicli  genannt  werden 
kann.  Da  das  lange  Bohr  Ijeinahe  den  doppelten  Enorgie- 
Ix^trag  bei  der  Entladung  verbraucht  wie  das  kurze  Rohr, 
so  unterliegt  es  gar  keinem  Zweifel,  daß  das  Plus  an  Energie 
im  langen  Rohre  einfach  in  Form  ungeordneter  Ijewegung 
an  die  Glaswand  abgegeben  wird. 

Die  vorhandene  Abweichung  der  'bei  gleichen  Strom- 
belastungen beobachteten  Temperaturen  liegt,  insofern  im 
umgekehrten  Sinne,  als  die  Anode  im  kürzeren,  woniger 
Energie  verbrauchenden  Rohre  sich  etwas  mehr  orliitzt  als 
in  dem  längeren,  mehr  Energie  verbrauchenden.  Dus  kann  zum 
Teil  an  der  Abschnitt  II,  §  10  erörterten,  noch  immer  niclit 
genügend  in  den  zylindrischen  Teil  zurückgezogenen  SteHung 
der  Anode  liegen,  wodurch  sie  dem  Striklionskathodenstrahl 
oder  der  Wärmeübertragung  seitens  der  besonders  hoch  er- 
hitzten Glaswand  fler  A'erjüngung  ausgesetzt  ist.  Zum  Teil 
kann  die  geringe  Differenz  aber  auch  von  einer  kleinen,  un- 
vermeidlichen indivitluellen  Abweichung  in  der  Anor«lnung 
beider  Anoden  herriUiren.  Daß  ein  solcher  Unterschied  vor- 
handen war,  ist  aus  der  Bestimmung  der  Abklnigimgszeilen 
zu  ersehen.  Während  die  5ieit,  welclie  erforderlich  war,  um 
einen  Bückgang  der  Spannung  des  ThermoeU^mentes  von 
28,6  auf  19,6  Millivolt  zu  verursachen,  beim  längeren  Rohre 
45  Sekunden  betnig,  dauerte  die  Abklingung  zwischen  den 
nämlichen  Temperaturgrenzen  beim  kürzeren  Roiire  49  S(^- 
kunden.  Dieser  kleine  Untersc^hied  ist  jedenfalls  für  einen  Teil 
der  in  der  Tabelle  A  enthaltenen  Abweichungen  verantwortlich. 

y.   Hohr  mit  swei  Anoden  im  n&mliohen  aylindrischen  Teil. 

Die  Anordnung. 

§  20.  Diese  Möglichkeit,  die  Subtraktionsmethode  zu 
verwirklichen,  ist  in  Fig.  3  dargestellt.     Das   Rohr   besteht, 
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wie  immer,  aus  einem  weitou,  kiigeiföriäiggu,  die  Tantal - 
lampe  T  enthaltenden  Teile  K  und  einem  zylindrischen  Teile  Z, 
der  in  diesem  Falle  22  mm  weit  ist  und  an  seinem  Ende  die 
ein  für  allenml  festgemachte,  plattenförmige  Nickelanode  A 
enthält,  die  so  befestigt  ist,  daß  sie  beim  Entgasen  auf  helle 
Kotglut  erhitzt  werden  kann. 

? 
J 


\ 


€ 


.N 


/ 


Fig.  3. 

Das  l^jigenartige  an  diesem  Bolire  ist,  daß  unweit  der 
Stelle,  an  welcher  die  Kugel  in  den  zylindrischen  Teil  übei- 
geht,  in  dem  mit  SS  bezeichneten  Querschnitt  durch  i)a8- 
sendes  Bewegen  des  Eohres  eine  lose  Hilfsanode  je  nach 
Bedarf  angeordnet  oder  entfernt  werden  kami.  Diese  Hilfe- 
anode H  ist  während  des  Pumpprozesses  an  einem  für  diesen 
Zweck  besonders  vorges(4ienen  Haken  I  so  aufgehängt ,  daß 
sie  in  die  Lampen kuj2[el  hineinragt,  also  bei  der  Entladung 
mit  Elektronen  Ix^woifon  und  so  ausgeglüht  werden  kann. 
Nachdem  die  Bohre  von  der  Bumjx^  abgeschmolzen  ist,  wird 
die  lose  Anode  durch  Neigen  der  Bohre  vom  Haken  abgehäugt, 
und  kann  nun  nach  Belielx^ii  entweder,  weim  die  feste  Anödet 
benutzt  wird,  irgendwo  in  der  Lami)enkugel  liegen  bleiben. 
Oder  aber  sie  kann  durch  passendes  Bewegen  der  Bohre  so 
in  ihren  zylindrischen  Teil  Z  hineingesenkt  werden,  daß  die 
aus  dünnem  Platindraht  bestehenden  15  nun  von  der  Elfwei-  s 
teruiig  zur  Kugel  angebrachten  Häkchen  S  in  die  kreisförmige 
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Kille  B  der  Hilfsaiiode  hineingreifen.  Diese  Bille  und  der 
überstehende  Band  der  (Jiiarzplatte  Q  gewährleisten  eine  gut 
zentrierte  Stellung  der  Hilfsanode  im  Rohre  Z.  Die  Bntf<*rnung 
<ler  Ip'den  Anoden  beträgt  dabei  595  mm. 

Vorzüge  und  Mängel  der  Anordnung. 

§  21.  Diese  Art,  die  Subtraktionsmethode  zu  vei*^irklichen, 
teilt  mit  <ler  Methode  der  verschiebbaren  Anode  nach  Fig.  1 
ilen  Vorteil,  daß  nur  eine  einzige,  allen  Btrombahnei^  gemein- 
same Verjüngung  vorhanden  ist  (§  29),  besitzt  aber  nicht 
manche  ihrer  Nachteile.  Denn  man  ist  hier  durch  keinerlei 
technische  Schwierigkeiten  darin  beschränkt,  <leni  zylindrischen 
Rohrteil  eine  beliebige  Länge  zu  geben.  Auch  leidet  man  in 
tliesem  Falle  nicht  unter  den  Ötäubchen,  die  l)ei  der  umständ- 
lichen Anordnung  der  Fig.  1  besonders  dann  in  die  Entladungs- 
bahn geraten,  wenn  die  Anode  sich  festklennnt  und  das  Rohr 
geschüttelt  wenlen  muß,  um  sie  fortzubewegen.  Freilich  ge- 
stattet es  diese  Methode  nicht,  die  Messung  iimerhalb  eines 
einzigen  zylindrischen  Teiles  in  drei  verschiedenen  Anoden- 
stellungen auszuführen  und  somit  die  Verteilung  des  Gc^fälles 
zu  messen.  Für  diesen  Zweck  müßte  die  M(»thode  noch  weiter 
ausgebaut  werden,  oder  aber  man  müßte  si(»  durch  Messungen 
an  zwei  verschiedenen  Ansätzen  ähnlich  der  Fig.  2,  S.  287, 
ergänzen. 

Als  Pelllerquelle  der  Anordnung  nach  Fig.  8  ist  hingegen 
der  Umstand  hervorzuheben,  daß  das  aus  dr(»i  Platindrähten 
bestehende  Gerüst  SS  in  der  Strom  bahn  liegt  und  möglicher- 
weise als  Einengung  oder  dmch  seine  Aufladung  dahin  wirkt, 
daß  der  Spannungsabfall  sich  erhöht.  Irgendwelche  Anzeichen 
in  Form  von  Fhioreszenz  oder  Erhitzung,  daß  an  dieser  Stelle 
tatsächlich  ein  bedeutender  Abfall  stattfindet,  fehlen  aber. 

Die  Meßergebnisse. 

§  22.  An  dem  ersten  gegenwärtig  vorliegenden  Exemplar 
der  Röbre  nach  Kg.  8  war  die  Subtraktionsmetliode  nicht 
anwendbar,  w<»il  die  P^inengung  E  zu  eckig  verläuft.  Ferner, 
weil  die  vordere,  durch  die  Platinhäkchen  S  gegebene  Lage  der 
Hilfsanode  —  wie  in  Abschnitt  II  erörteit  —  zu  nahe  an  der 
Einengung  liegt.  Dessen  ungeachtet  sind  die  mit  diesem  Rohr 
vorgenommenen  Messungen  von  Interesse.  Denn  die  einfache 
Klemmspannungsmessung  an  der  festen  Anode   in   der  Fern- 
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läge,  wie  sie  in  Tab.  4  wiedergegeben  ist,  lic-fert  bei  dem 
zurzeit  benutzten  Kohrexeniplar  das  quadratische  Gesetz.  Eg 
werden  liier  die  an  beiden  Anoden  gewonnenen  Meßreihen  mit- 
geteilt;  sie  sollen  demnächst  durch  Beobachtungen  an  ei^r  ver- 
besserten Form  des  Eohrcs  ergänzt  werden. 

VI.   Die  Charakteristiken. 
DarstelluDgsweise  der  Diagramme. 

§  23.  In  den  Diagrammen  der  Figg.  4,  5,  6  und  8  sind 
die  an  den  verschiedenen  Aor beschriebenen  Bohren  beob- 
achteten Funktionen  so  ilargestellt,  daß  auf  der  Abszissen- 
achse die  Logarithmen  der  abgelesenen  (nicht  der  in  Milli- 
ampere umgerechneten!)  Stromstärke,  auf  der  Ordinateu- 
achse  (iie  Logarithmen  der  Spannung  aufgetragen  sind.  Die 
Werte  auf  <ler  Abszissenachse  sind  für  alle  Kurven  des  näm- 
lichen Diagramms  dieselben.  Hingegen  sind  die  Kurven  um 
willkürliche  Beträge  parallel  zur  Ordinatenachse  verschoben. 
Es  kommt  hier  ausschließlich  auf  die  Kurvenform  und  nicht 
auf  die  Lage  der  Kurve  im  Koordinatensystem  an;  die  gewählte 
Anordnung  war  erforderlich,  um  zueinandergehörende  Kurven 
in  einer  gemeinsamen  Figur  so  unterbringen  zu  können,  daß 
ihr  Vergleich  auf  den  ersten  Blick  möglich  ist. 

Das  Gesetz. 

§  24.  Die  Logaritlmüenuig  der  beiden  Variablen  wurde 
in  der  Voraussetzung  ausgeführt,  daß  —  gemäß  meinen  älteren 
Erfahrungen  —  die  Stromstärke  im  allgemeinen  eine  lineare 
Funktion  einer  Potenz  der  Spannung  ist 

wobei  b  bei  einigermaßen  bedeutenden  Werten  der  Variablen 
vernachlässigt  werden  kann.  Manchmal  besitzt  die  Charak- 
teristik verschiedene  Zweige,  die  mit  einem  scharfen  Knick 
ineinander  übergehen,  so  daß  einem  jeden  der  Zweige  ein 
anderer  Wert  des  n  entspricht. 

Aus  verschiedenen,  bereits  erwähnten  Gründen  ist  der 
mit  Hilfe  der  Subtraktionsmethode  sich  erforschen  lassende 
Bereich  erheblich  beschränkter  als  der  der  Sondenmessung 
zugängliche.  Es  ist  aber  bemerkenswert,  daß,  soweit,  der 
enge  Meßbereich  es  zu  beurteilen  gestattet,  die  Kurven  tat- 
sächlich  sich   der  angegebenen    Gesetzmäßigkeit   fügen.     Der 
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Exponent  n  jeder  einzelnen  Kurve  ist  auf  zwei  Dezimalen 
genau  neben  der  Kurvennummer  direkt  über  jedem  einzelnen 
Linienzuge  angegeben. 

Aus  meinen  gesamten  Erfahrungen  folgt,  daiS  dieser  Ex- 
ponent sich  um  so  mehr  dem  Wert  2  nähert,  je  sorgfältiger 
das  Vakuum  hergestellt  wird.  Ferner,  je  einwandfreier  die 
Röbrenform  ist.  Das  heißt,  für  direkt  gemessene,  nicht  durch 
Subtraktion  korrigierte  Cliarakteristiken  wird  der  Wert  2  mit 
einer  um  so  größeren  Annäherung  erreicht,  einen  je  größeren 
Teil  der  Gesamtspannung  die  zylindrische  Entladungsbahn 
aufnimmt,  also  —  gleichen  Querschnitt  vorausgesetzt  — 
je  länger  der  zylindrische  Eöhrenteil  ist.  unter  Anwendung 
der  Subtraktionsmetl  ode  aber  ist  eine  um  so  größere  An- 
näherung an  den  Wert  2  zu  erwarten,  je  tiefer  die  Nahlage 
der  Anode  in  dem  zylindrischen  Teile  angeordnet  ist  und 
selbstverständlich  wieder  je  länger  dieser  zylindrische  Teil  ist. 

Diskassion  der  Diagramme. 
Rohr  Fig.  U 

§  25.    In  der  Fig.  4  sind  die  Cliarakteristiken  des  Bohres 
mit  verschiebbarem  Anode  nach  Fig.  1  dargestellt.    Die  Kurve  I 
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entspricht  der  Nahlage,.  II  der  Fernlage,  III  der  mittleren 
Lage  der  Anode.  III  und  II  verlaufen  durchweg  geradlinig, 
während  bei  I  entsprechend  der  unmittelbaren  Nachbarschaft 
der  Einengung  die  Punkte  geringerer  Stromstärken  von  der 
Geraden  abweichen.  Der  Exponent  n  ist  in  allen  drei  Fällen 
I72— 173.  Wegen  der  verhältnismäßig  geringen  Länge  des  Hol  res 
dürfte  eine  größere,  Ausfährung  der  Subtraktion  ermöglichende 
Genauigkeit  nicht  gefordert  werden. 
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Rohr  Fig.  2. 

Fig.  5  bringt  die  Cbarakferistiken  des  Bohres  mit  mekireren 
zylindrischen  Ansätzen  nach  Kg.  2.  Es  entspricht  hier  Kurve  I 
der  weiter  entfernten,  Kurve  II  der  näher  gelegenen  Anode. 
An  diesem  Bohre  habe  ich  die  Subtraktion  ausgeführt.  Die 
naheliegende  Anode  steckt  ziemlich  weit  im  zylindrischen  Teile 
und  insoweit  erscheint  die  Subtraktion  berechtigt.  Freilich 
weiß  man  nicht,  ob  die  einzelne^  VerjüngungssteUen  nicht 
doch   —  ungeachtet   tunlich  gleicher  Formgebung  —  Unter- 
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schiede  im  Spannungsabfall  bedingen,  welche  die  Subtraktion  un- 
zulässig machen  (vgl.  hierüber  Abschnitt  VII,  §  29).  Läßt  map 
das  zunächst  dahingestellt  sein,  so  sieht  man,  daß  die  durch 
die  Subtraktionsmethode  gewonnene,  mit  III  bezeichnete 
Charakteristik  des  zylindrischen  Teiles  mit  ihrem  Exponenten 
von  1,86  sich  erheblich  mehr  der  zu  erwartenden  quadratischen 
Punktion  nähert,  als  die  Kurven  der  Fig.  4.  Es  sei  hier  wieder- 
holt darauf  hingewiesen,  daß  dieses  Bohr  schon  unter  Berück- 
sichtigung neuerer  Erfahrungen  gebaut  wurde  und  besonders 
die  Verjüngung  eine  möglichst  schlank  verlaufende  Form  in 
der  in  Fig.  2  angedeuteten  Weise  erhalten  hat.  Das  prägt 
sich  hauptsächlich  in  einem  verhältnismäßig  geringen  Spannungs- 
abfall bei  der  Nahlage  (vgl.  §  29)  aus. 

Rohr  Fig.  8. 

In  Fig.  6  ist  die  Charakteristik  des  Bohres  mit  einer  festen 
und  einer  frei   bewegten   Anode   nach   Fig.  8  wiedergegeben. 
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I  gibt  die  Üharakt^ristik  der  vollen  Rohrlänge,  welche  in 
diesem  Falle  genau  eine  quadratische  Funktiott  ist.  Die  Nah- 
lage  der  Anode  ist  bei  diesem  Modell,  wie  bereits  hervor- 
gdaoben,  zu  wenig  in  den  zylindrischen  Röhrenteil  zarück- 
ge zogen;   außerdem   ist    die    Form   der    Einengung   eine    sehr 
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eckige.  Diese  beiden  Umstände  verhintlern  die  Gewinnung 
glatt  reprocbizier barer  Messungen  bei  der  Nahlage  der  Anode, 
während  im  Gegenteil  in  der  Fernlage  Ix^friedigende  tJberein- 
btimmungen  erzielt  werden.  In  der  Tab.  4  sind  die  Grenzen 
angegeben,  zwischen  denen  die  Meßreihen  der  Spannung  sich  zu 
fje wegen  pflegen.  Von  den  Aufzeichnungen  einer  logarithmischen 
Cliarakteristik  für  die  Nahlage  ist  naturgemäß  abgesehen 
worden,  folglich  auch  von  der  Anwendung  der  Subtraktions- 
methode  zwecks  Gewinnung  der  Charakteristik  des  zylin- 
drischen Teiles.  Ich  bin  al)er  der  Meinung,  daß  —  geeignete 
Ausführung  \X)rausgesetzt  —  diese  Konstruktion  eine  be- 
sonders vorteilhafte  Anwendung  der  Subtraktionsmethode  er- 
möglichen wird. 

YII.    Der  Orenawert  des  Qefälles. 
Vergleichende  Zusammenstellung  der  Zahlen. 

§26.  Ich  habe  im  Jahre  1910  (1)  sowie  1914  (2)  ein  umfang- 
reiches Beobachtungsmaterial  zusammengestellt,  ans  welchem 
herv^orging,  daß  die  für  die  Aufrechterhaltung  einer  bestimmten 
Stromdt<?Äte  erforderliche  Spannung  von  der  Gestalt  und  Weite 
der  Bohren  unabhängig  ist  und  sich  mit  fortschreitender  Luft- 
leere einem  Grenzwerte  zustrebt,  welcher  in  dem  mit  technisch 
zugänglichen  Mitteln  herstellbaren  Hochvakuum  bereits  mit 
großer  Annäherung  erreicht  ist.    Ans  den  damals  angegebenen 
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Zahlen  läßt  sich  das  Gefälle  berechnen,  welches  in  dem  ge- 
dachten (irenzfalle  für  eine  bestimmte  Stromstärke  in  den  hier 
beschriebenen  Eöhren  stattzufinden  hätte.  Es  wurde  seiner- 
zeit gefunden,  daß  für  10  M.-A.  in  einem  Rohre,  dessen  ]icht<e 
Weite  etwa  10.5  mm  war,  zwischen  zwei  um  80  mm  voneinander 
entfernten  Sonden  ein  Spaimungsabfall  von  405  Volt  bestand. 
Beachtet  man  die  lineare  Wrteilung  des  Potentialgefälles  längs 
der  Achse  und  die  von  mir  1910  angegebene  und  exix^rimenteU 
bestätigte  i^ziehung^),  daß  bei  gleicher  Stromstärke  das  Ge- 
fälle umgekehrt  proportional  der  lichten  Weite  ist,  so  ergibt 
sich  zunächst,  daß  bta  einer  Stromstärke  von  10  M.-A.  das 
Cxefälle  in  einem  Eohre  von  10  mm  lichter  Weite  auf  die  Länge 
von  10  mm  405  Volt  beträgt.  Die  Rechnung  liefert  femer 
für  die  in  vorliegender  Arbeit  benutzten  lichten  Weiten  die  in 
der  dritten  Kolonne  der  folgenden  Tabelle  B  angeführten 
Werte  des  Spannungsabfalles  für  je  10  mm  Rohrläuge.  Me 
\derte  und  fünfte  Kolonne  enthält  die  entsprechenden,  tat- 
sächlich beobachteten  Werte  des  Gefälles,  wobei  unter  „oü" 
die  zur  Zeit  der  Fertigstellung  vorliegender  Veröffentlichung 
beobachteten  Werte,  unter  ,.neu''  die  an  verbesserten  Röhren- 
formen in  der  Zeitspanne  zwischen  der  Abfassung  der  Publika- 
tion und  ihrer  Korrektur  gefundenen  Zahlen  aufgeführt  sind. 

Tabelle  B. 


Bohrtype 


Fig.  2 
3 
1 


Lichte  Weite    Volt_  ^^^^^j^^^^ 


9t 


it 


mm 

18 

22—23 

28 


cm 


Volt 
cm 
alt 


beobachtet 
I         neu 


78 

64—60 

60 


94* 
69—70 
51,5 


55^ 


Bemerkungen  zu  der  Tabelle  B. 

§  27,  Es  ist  vor  allem  zu  beachten,  daß  die  Bestimmung 
der  lichten  Weite  langer,  von  freier  Hand  gezogener  Glasröhren 
von  vornherein  einem  Fehler  von  etwa  5  Proz.  —  in  ungünstigen 
Fällen  mehr  —  imterworfen  ist.      Ferner,  daß  die  früheren 

1)  Diese  Beziehung  ist  eine  einfache  Folgerung  aus  der  Tataache, 
dafi  die  Charakteriatik  lediglich  durch  die  StromdichU  bestimmt  ist  und 
der  anderen  Tatsache,  daß  die  Strom^^t&rke  dem  Quadrat  der  Spannung 
pioportional  ist  (§  24). 
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Messungen,  aus  welchen  die  in  der  zweiten  Kolonne  ange- 
gebenen Werte  berechnet  wurden,  vermutlich  bei  einem  höheren 
Vakuum  als  die  Messungen  dieser  Arbeit  ausgeführt  waren. 
Während  ich  gegenwärtig  an  von  der  Pumpe  abgetrennten, 
in  Luft  frei  aufgehängten  Eöhren  arbeitete,  sind  die  Werte  der 
friiheren  Publikationen  in  Verbindung  mit  Luftpumpe  und  mit 
in  flössiger  Luft  beziehungsweise  flüssigem  oder  festem  Wasser- 
stoff tauchendem  Absorptionskohlegefäß  gemacht  worden,  \'iel- 
fach,  indem  die  Wände  der  Entladungsbahn  ebenfalls  in  flüs- 
siger Luft  gekühlt  waren.  Demgemäß  wäre  zu  erwarten  gewesen, 
daß  die  Spannungswerte  vorliegender  Arbeit  bedeutend  geringer 
ausfallen  würden  als  diejenigen  der  früheren  [Jntersuchiingen. 
Wenn  das  zum  Teil  nicht  zutrifft,  so  liegt  es  wohl  an  den  bereits 
erwähnten  Mängeln  der  ersten  hier  benutzten  Röhrenexemplare. 

Es  ist  beispielsweise  in  dem  Eohr  nach  Fig.  2  eine  Fehler- 
quelle darin  enthalten,  daß  die  zu  den  verschiedenen  Anoden 
führenden  Verjüngungsstellen  nicht  in  genau  der  gleichen  Form 
geblasen  werden  können  und  auch  darin,  daß  man  keine  Ge- 
währ dafür  hat,  daß  die  Aufladung  der  Glasoberfläche  an  jeder 
Verjüngungsstelle  sich  in  der  gleichen  Weise  ausbildet. 

Femer  ist  am  Rohre  Fig.  3  beim  alten  Exemplar  die 
Anode  in  der  Nahlage  dicht  an  der  sehr  ungünstig  geformten, 
weil  steil  verlaufenden  Verjüngungsstelle  angebracht  gewesen 
(vgl.  §§  20  und  22),  was  den  in  §  10  erörterten  Mangel  beditigt. 
In  der  Tat  ist  an  einem  neuen  Rohre xemplar  dieser  Tyj)e, 
bei  welchem  die  Nahlage  der  Anode  erheblich  weiter  (um 
10  cm)  von  der  diesmal  sehr  allmählich  verlaufenden  Fs- 
Weiterung  der  Kugel  entfernt  war  und  die  Entfernung  der 
beiden  Anoden  60  cm  betrug,  der  unter  „neu**  wiedergegebene 
Wert  beobachtet  worden.  Die  an  diesem  neuen  Rohr  gefundenen 
Beobachtungsreihen  selbst  sind  der  bei  der  Korrektur  nach- 
gefügten  Tab.  6  zu  entnehmen.  Man  sieht»  daß  an  dieser 
Röhrentype  tatsächlich  —  wie  erwartet  —  niedrigere  GefälUi 
gemessen  würden.  Diese  Röhrentype  verkörpert  wohl  die  beste 
Art  und  Weise,  die  Subtraktionsmethode  zu   verwirklichen. 

Vergleich  der  Werte  der  Tabelle  B. 

§  28.  Obwohl  von  einer  Übereinstimmung  der  Ijeobachteten 

Werte  mit  den  berechneten  im  eigentlichen  Siime  des  Wortes 

nicht  gesprochen  werden   kann,  so  ist   doch   bemerkenswert, 

daß  alle  beobachteten  Werte  in  naher  Umgebung  um  die  Ix^- 


248  J.  E.  lAlienfeld . 

)echneten  herumliegen.  Vergegenwärtigt  man  sich  ferner,  daB 
die  Versuchs bedingungen  —  besonders  diejenigen  der  Her- 
stellung des  Vakuums  —  die  im  vorigen  Paragraphen  ange- 
führten Unterschiede  aufwiesen,  daß  die  Meßmethoden  gmnd- 
verschieden  waren  und  daß  man  einen  Teil  der  in  vorliegender 
Arbeit  beobachteten  Werte  als  durch  nebensächliche  Um- 
stände (§  10)  zu  hoch  gegriffen  bezeichnen  kann,  so  ist  mit 
großer  Wahrscheinlichkeit  zu  erwarten,  daß  die  Subtraktions- 
methoden in  ihrem  weiteren  Ausbau  das  Vorhandensein  des 
mit  der  Sondenmessung  im  Jahre  1910  und  1914  ermittelten 
Grenzwertes  und  auch  die  quadratische  Charakteristik  mit 
einer  größeren  als  der  bei  diesen  ersten  Versuchen  erreichten 
Genauigkeit  zu  bestätigen  imstande  sein  werden.  Die  kur» 
vor  der  Korrektur  vorgenommene,  unter  „neu*-  angeführte 
Messung  sowie  Tab.  6  lassen  diese  Vermutung  gerechtfertigt 
erscheinen.  Es  wird  also  voraussichtlich  auch  mit  Hilfe  der 
Subtraktionsmethoden  möglich  sein,  die  durch  den  Grenzwert 
des  Gefälles  gegebene  Naturkonstante  als  vorhanden  nach- 
zuweisen und  wenigstens  in  erster  Annäherung  zu  bestimmen. 
Insofern  ist  es  wünschenswert,  daß  diese  Methoden  weiter  aus- 
gebaut werden,  wemi  ich  auch  nach  wie  vor  der  Ansicht  bin, 
daß  die  genaue  und  vollständig  befriedigende  Bestimmung  des 
Grenzwertes  des  Gefälles  nicht  anders  als  mit  Hilfe  der  Sonden- 
messung in  der  in  meinen  früheren  Publikationen  beschriebenen 
Weise  ausgeführt  werden  kann. 

Spannungsabfa^U  an  Verjüngungen  verBchiedener  Form; 

§  29.  l^esonders  für  die  Beurteilung,  inwiefern  die  Aus- 
fährung  der  Subtraktionsmethode  an  einem  Bohr  gemäß  Fig.  8 
zulässig  ist,  aber  auch,  um  sich  ein  Urteil  über  die  Subtraktions- 
methoden überhaupt  zu  bilden,  ist  es  von  Interesse,  auf  den 
an  Verjüngungen  verschiedener  Form  auftretenden,  von  Fall 
zu  Fall  recht  verschiedenen  Spannungsabfall  näher  einzugehen. 

Im  allgemeinen  ist  der  Spannungsabfall  um  so  größer, 
je  steiler  die  Übergangsstelle  geformt  ist.  Diese  Formgebung 
war  in  ausgeprägtestem  Maße  bei  dem  Bohre  nach  Fig.  8  in 
seiner  ersten  Ausführung  verwirklicht ;  hier  war  der  Spannungs- 
abfall bis  zur  Nahlage  der  Anode  bei  10  M.-A.  2970—8100  Volt, 
.  Im  Gegensatze  dazu  war  bei  dem  Bohre  nach  Fig.  2  die  Ge- 
stalt der  Verjüngung  eine  besonders  günstige  schlanke.  Ent- 
sprechend betrug  der  Abfall  bei  10  M.-A.  nur  1980  Volt,  trotz- 
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dem  bei  diesem  Bohre  die  lichte  Weite  von  18  mm  ge- 
ringer war  als  diejenige  des  Bohres  nach  Fig.  3  ^  (22 — ^23  mm) 
und  ferner  trotzdem  im  Bohre  nach  Fig.  2  die  Anode  in  der 
Nahlage  erheblich  weiter  von  der  Verjüngungsstelle  entfernt 
war  (50  mm)  als  im  Bohre  nach  Fig.  8  (25  mm).  Der  EinfliiU 
der  Formgebung  ist  eben  sehr  viel  größer  als  derjenige  der 
anderen,  immerhin  schon  recht  nennenswerten  Abweichungen. 
Schließlieh  ist  beim  Bohr  nach  Fig.  1,  das  seiner  Gestalt  nach 
die  Mitte  zwischen  den  beiden  vorgenannten  Bohren  hält,  der 
Abfall  bis  zur  Nahlage  der  Anode  bei  10  M.-A.  1920  Volt, 
wobei  noch  zu  berücksichtigen  ist,  daß  die  lichte  Weite  größer 
und  die  Entfernung  der  Anode  in  der* Nahlage  l)edeutend 
geringer  war  als   bei  dem  Bohre  nach  Fig.  2. 

VilL   Charakteiistlken  einer  Hochvakuum- Ventilröhre. 

Die  FragestelluDg. 

§  30.\  Im  Gegensatz  zu  meinen,  die  Erkenntnis  der  Vor- 
gänge in  unendlicher  Entfernung  von  der  Anode  innerliall) 
der  zylindrischen  Bahn  anstrebenden  Versuchen  füliren  zahl- 
reiche Arbeiten  anderer  Forscher  Messungen  z^^ischen  (llüh- 
draht  und  einer  nahe  ihm  gegenüber  gelegenen  Anode  aus. 
Pi  ist  von  Interesse,  darauf  einzugehen,  wie  die  Frage  der 
Charakteristik  und  der  Konstanz  bei  solchen  Anordnungen 
liegt,  denn  erst  ein  derartiger  Einblick  macht  es  möglich, 
sieh  ein  Urteil  über  die  hier  mitgeteilten  Besultate  zu  ])ilden. 

Gegenwärtig  scheint  von  \ielen  Seiten  die  Physik  der 
Hochvakuumladung  kurz  und  bündig  dahin  verstanlen  zu 
werden,  daß  das  Dreihalbegesetz  ein  notwendiges  und  hin- 
reichendes Kriterium  für  das  Vorhandensein  höchsten  Ent- 
lüftungBgrades  sei.  Und  zwar  gemäß  den  ersten  Arbeiten 
\x>n  Langmuir  unabhängig  von  jeder  besonderen  Böhren- 
und  fUektrodenfoim. 

Demgegenüber  ist  zunächst  einmal  —  ohne  auf  die  theo- 
retische Berechtigung  der  Langmuirschen  Behauptung  ein- 
zugehen —  an  Hand  der  vorliegenden  Literatur  folgendes 
zu  betonen.  Nur  in  den  ersten  Langmuirschen  Veröffent- 
lichungen (6)  sind  Messungen  zu  finden,  die  an  einer  anderen 
Anordnung  angestellt  worden  sind  als  an  dem  aus  theoretischen 
Gründen  klassischen  Falle,  bei  welchem  die  Anode  ein  Zylinder 
ist,  in-dessen  Achse  der  Glühdraht  ausgespannt  ist.    Während 
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nun  aber  in  diesem  klassischen  Falle  tatsächlich  auch  meiner 
Erfnlining  nach  das  Dreihalbegesetz  sich  meistens  bestätigt 
findet,  und  zwar  bereits  bei  Entlüftungsgraden,  die  noch  bei 
weitem  nicht  dem  höchsten  erreichbaren  Vakuum  entsprechen, 
hat  Langmuir  bei  einer  wesentlich  von  der  klassischen  ab- 
weichenden Anordnung  ein  Ergebnis  eriialten,  welches  niekt 
als  Bestätigung  des  Dreihalbegesetzes  angesprochen  werden 
kann.  Langmuir  führt  seine  abweichende  Beobachtung  auf 
den  zufälligen  Mangel  an  genügendem  Vakuum  zurück.  Er 
und  seine  Mitarbeiter  haben  aber  seit  jener  Zeit  meines 
Wissens  andere  Ergebnisse  als  die  mit  der  konaxialen  Anord- 
nung erlangten  nicht  veröffentlicht. 

Nun  liegen  aber  die  Dinge  meiner  Erfahrung  nach  so. 
daß,  wenn  man  die  Elektronen  von  der  Glühkathode  aus 
niclit  entweder  divergieren  oder  pi^rallel  verlaufen  läßt,  das 
Dreihai Ijegesetz  durchaus  nicht  immer  erfüllt  ist.  Es  erscheint 
uiir  «leshalb  sicher  unzulässig,  einen  jeden  Mißerfolg  das  Drei- 
lialbegosetz  bei  anderen  als  Ix^i  den  Langmuirschen  Anord- 
nungen bestätigt  zu  finden,  einfach  damit  abzutun,  daß 
sekundäre  Umstände  (z.  J3.  ungenügendes  Vakuum)  daran 
schuld  seiin. 

Im  folgenden  werden  Messungen  mitgeteilt ,  aus  denen 
sich  klar  ergibt,  daß  das  Dreihalbegesetz  und  extremes  Hoch- 
vakuum keinesfalls  unbedingt  miteinander  verkettet  sind.  Es 
gelingt  in  ein  und  derselben  Anordnung,  das  Dreihalbegesetz 
zu  beobachten  bei  einem  nicht  sehr  weit  vorgeschrittenen 
Vakimm,  dann  aber  nach  Erreichung  des  höchsten  Ent- 
1  üf <  ungsgrades  eine  davon  recht  abweichende  Charakteristik. 
Während  das  quadratische  Gesetz  mit  einer  um  so  größeren 
Annäherung  erfüllt  ist,  je  höher  das  Vakimm,  trifft  das  für 
das  Dreihalbegesetz  durchaus  nicht  bei  jeder  beliebigen  An- 
ordnung zu. 

Die  Röhre. 

§  31.  Die  Messungen,  die  ich  zum  Nachweis  dieses  Sach-* 
Verhaltens  hier  anführen  will,  sind  an  einem  Bohre  gemäß 
Fig.  7  N'orgenommen.^)  Es  ist  dies  ein  Ventilrohr,  wie  es 
für  die  Verriegelung  höchster  Spannungen  von  mir  in  mehreren' 

1)  Die  Messungen  wurden  nicht  heeonders  für  den  Zweck  der 
vorliegenden  Publikation  ausgeführt,  sondern  sie  geben  Beobachtongen 
wieder,  die  ich  im  Laufe  der  Zeit  für  mehr  technische  Studiensweoke 
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Exemplaren  hergestellt  wurde.  Der  ursprüngliclie  Anwendungs- 
zweek  des  Bohres  war,  die  Glühlampentemperatiir  auf  einen 
derartigen  Wert  einzustellen,  daß  unabhängig  von  der  Spannung 
stets  ein  vorgegebener  Sättigungsstrom  durch  ilie  Eölire  floß. 
Dementsprechend  mußten  die  Anoden  in  der  aus  der  Figur 
ohne  weiteres  verständlichen  Weise  mit  dicken,  wärmeab- 
leitenden Kupferstäben  und  Eadiatoren  ausgestattet  werden, 
um  die  beträchtlichen  freiwerdenden  Wärmemengen  abführen 


Fig.  7. 

zu  können.  Die  Anodenplatlen  haben  einen  Durchmesser 
von  50  nmi.  Die  Glühdraht  Windungen  liegen  in  der  Sym- 
metrieebene zwischen  den  Anoden,  damit  der  Draht  Aon 
einer  statischen  Beeinflussung  nicht  zerrissen  wenlen  kann, 
Deshalb  ist  die  Glühlam]ie  hi  Fig.  7  nur  im  Profil  zu  sehen. 
Uire  Ausfühnmg  ist  aber  geiuiu  dieselbe  wie  die  aus  der  Auf- 
sicht Fig.  2  ersichtliche.  Der  Glühlami)enlials  ist  entsprechen<l 
<len  hohen,  zu  verriegelnden  Spannungen  400  mm  lang.  Das  Bohr 
arbeitet  vollständig  befriedigend  und  verriegelt  efi(^kti  ve  Wechsel- 
Spannungen  von  80 — 100  Kilovolt  auf  die  Dauer  vollständig. 
Es  ist  1500  Stunden  in  Betrieb  gewesen,  olme  daß  die  g(^ring8te 

ausgeführt  habe«  Daraus  erklärt  sich,  daß  nicht  immer  in  denselben 
Stzomstärkegebieten  gearbeitet  wurde,  sondern  daß  die  Meßgebieto 
HUT  zum  Teil  ineinandergreifen.  Für  die  Beurteilung  der  Gesetze 
ist  das  aber  ohne  jeden  Belang. 


2ö2 
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ÄudeniDg  (Zerstäubung!)  aufgeiretoii  >väie.    Daraus  ist  zu  er- 
gehen, daß  das  Vakuum  als  ein  sehr  hohes  ^zeichnet  werden  kann. 

Die  Charakteristiken. 
§  32.  Bei  ^1^'^^  Versuchen  wurde  der  Glühdraht  so  hoch 
geheizt,  daß  der  Rättigungsstrom  weit  über  100  Milliampere 
lag.  Die  mit  dem  Eohr  an  stehender  Gleichspannung  anf- 
genommenen  Charakteristiken  sind  aus  den  Tabellen  5a  und  5b 
zu  ersehen.  Sie  sind  in  der  iiändiohen  Weise  wie  die  in  Ab- 
schnitt VI  behandelten  Charakteristiken  logarithmiert  in  Pig.  8 
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wiedergegeben.  Diagranmi  I  ist  nach  der  ersten  Evakuierun«:^ 
der  Eöhre  aufgenommen,  nach  welcher  die  Eöhre  bereits 
vollständig  befriedigend  als  Ventil  arbeitete,  also  vom  Ge- 
sichtspunkte des  Kriteriums  der  Undurchlässigkeit  des  Vakuums 
für  die  Hochspannung  als  hochevakuiert  bezeichnet  werden 
konnte.  Man  sieht,  daß  das  Dreihalbegesetz  mit  großer  An- 
näherung (n  =  1,48)  erfüllt  ist.  Die  absoluten  Wert*  der 
Spannungen  sind  aber,  wie  aus  der  Tabelle  entnommen  werden 
kann,  im  Vergleich  mit  den  späteren  Messungen,  niedrig. 

Das  nämliche  Eohr  >viirdo  nun  zum  zweiten  Male  evakuiert , 
da  erfahrungsgemäß  nach  einer  wiederliolten  Evakuierung  ein 
höheres  Vakuum  sich  einzustellen  pflegt.  Alle  übrigen  Dia- 
gramme sind  mit  der  Eöhre  in  diesem  Zustande  aufgenommen. 
Zuerst  das  Diagramm  II,  welches  ungeachtet  des  bedeutend 
besseren    Vakuums    mit    seinem    Exponenten    n  =  1,66    weit 
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mehr  vom  quadratischen  Gesetz  abweicht,  als  das  Diagramm  1. 
Das  im  Vergleich  mit  I  höhere  Vakuum  ist  hauptsächlich 
daran  zu  erkennen,  daß  bei  II  die  der  nämlichen  Stromstärke 
entsprechenden  Spannungen  ungefähr  das  Doppelte  betragen. 
Diagramm  III  enthält  die  mehrere  Wochen  später  auf- 
genommene Charakteristik  bei  hölieren  Stromwerten,  der 
Exponent  n  =  1,46. 

Mehrere  Tage  später  wurde  das  Diagiiunm  IV  aufgenommen. 
Die  absoluten  Werte  der  Sp»innung  sind  niorklieh  größer  als  im 
Diagramm  III,  wenn  auch  der  Unterschied  bedeuten«!  geringer 
ist  als  zwischen  I  und  III.  Demnach  ist  das  Vakuum  auf 
keinen  Fall  schlechter  geworden,  sondern  wahrscheinlich  besser. 
Der  Exponent  n  ist  in  diesem  Falle  aber  1,67,  weicht  also 
vom  Dreihalbegesetze  bedeutend  mehr  ab  aJs  der  von  dem  sicher 
bei  viel  schlechterem  Vakuum  aufgenommenen  Diagramm  I 
und  auch  mehr  als  der  des  Diagramms  III,  obwold  auch  bei 
letzterem  das  Vakuum  eher  schlechter  als  besser  war. 

Aufiallenderweise  war  die  unter  IV  gegebene  Cliarak- 
teristik  nicht  die  einzige,  welche  beobachtet  werden  konnte. 
Es  stellte  sich  ebenso  Läufig  in  Zeitabständen  von  wenigen 
Sekunden  beim  Aus-  un<l  Einschalten  des  Eohres  eine  andere 
Charakteristik  ein,  die  durch  die  Grade  \'  mit  dem  Exponenten 
1,81  wiedergegeben  ist.  War  eine  der  beiden  Charakteristiken 
aber  einmal  eingestellt,  dann  konnten  in  beiden  Fällen  gleich 
gut  ü bereinst inmiende  Meßreihen  erzielt  werden.  Ich  nehme 
mit  großer  Wahrscheinlichkeit  an,  daß  der  Unterschied  der 
beiden  Charakteristiken  dadurch  bedingt  war.  daß  es  bei 
dem  Bohr  Fig.  7  der  Entladung  freigestellt  ist,  verschieden»? 
Bahnen  zu  wählen.  Vermutlich  liegt  die  Saclie  so,  daJ'» 
bei  der  einen  der  Cliarakteristiken  die  Entla(hmg  ziemlich 
direkt  von  der  Grlühlampe  nach  den  Anoden  übergeht  und 
gar  nicht  oder  verhältnismäßig  wenig  die  Glaswände  be- 
rührt. Bei  der  anderen  Cliarakteristik  ninmit  die  Entla- 
dung aber  einen  größeren  Querschnitt  ein,  so  <!aß  sie  aus- 
giebig die  Glagw&nde  bespült.  Je  nachdem,  wie  die  Auf- 
ladung der  Glaswand  zufällig  stattfindet,  wird  die  eine  oder  die 
andere  Gharaktoristik  von  der  Entladung  befolgt.  Gestützt 
wird  diese  Auffassung  durch  einen  durch  die  Gerade  VI  dar- 
gestellten Yersach,  bei  welchem  die  eine  Anodenplatte  ent- 
weder vollst&ndig  ohne  Zuleitung  gelassen  oder  mit  der  Glüh- 

Anniil€n  der  Phyilk.   IV.  Folgt-.    61.  17 
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lampe  verbunden  wurde,  so  daß  nur  eine  Platte  als  Anode 
wirksam  war.  Bei  einer  solchen  Arbeitsweise  ist  es  unver- 
meidlich, daß  die  Entladung  ausgiebig  mit  der  Glaswand  in 
Berührung  kommt.  Es  stellt  sich  hier  tatsächlich  für  den  Ex- 
ponenten genau  der  nämliche  Wert  ein  wie  bei  V,  nämlioh  1,81. 

Allgemeine  Folgerung. 

§  33.  Daraus  ergibt  sich  in  absolut  einwandfreier  Weise, 
daß  im  nämlichen,  wenn  auch  extrem  hohen  Vakuum  je  nach 
der  Beschaff enlieit  der  Entladungsbahn  ganz  verschiedene 
Gesetzmäßigkeiten  bestehen  können.  Man  erkennt  auch 
hieraus,  wie  berechtigt  das  in  meinen  Arbeiten  verfolgte  Be- 
streben ist,  nur  in  ,,uni?ndlicher  Entfernung  von  den  Elektroden*' 
und  nur  in  einer  definierten  zylindrischen  Bahn  zu  beobachten. 
Es  ist  in  der  Tat  nicht  möglich,  den  Gegenstand  der  Unter- 
suchung anders  als  in  dieser  Weise  eindeutig  zu  definieren. 

Bedenkt  man  ferner,  daß  das  Dreüialbegesetz  mit  größter 
Annäherung  im  Falle  I,  also  bei  verhältnismäßig  schlechtestem 
Vakuum  erfüllt  war,  so  sieht  man  ein:  Das  Dreihalbegesete 
ist  keineswegs  ein  notwendiges  und  hinreichendes  Kriterium 
für  das  Bestehen  höchster  Entlüftungsgrade,  Es  gibt  eine  ganze 
Anzahl  von  Werten  für  den  Exix)nenten  der  Spannung,  die 
sich  in  Wirklichkeit  zum  mindesten  nicht  weniger  häufig  als 
das  Dreihai begosetz  einzustellen  pflegen.  Nur  ein  besonderer 
Fall,  in  welchem  meine  Erfahrungen  aber  nicht  weit  genug 
reichen,  könnte  hiervon  ausgenommen  sein.  Nämlich  die  Lang- 
muirsche  konaxiale  Anordnung,  als  deren  Spezialausführung 
vielleicht  der  Versuch  von  Germershausen  (11)  angesehen 
werden  kann,  bei  welchem  die  Elektronenbahnen  parallel  ver- 
laufen. Für  derartige  Anordnungen  geht  meine  Kenntnis  nur 
so  weit,  daß  ich  mit  Bestimmtheit  angeben  kaim,  daß  hier 
das  Dreihalbegesetz  schon  bei  verhältnismäßig  hohem  Gas- 
drucke in  großer  Annäherung  besteht. 

IX.   Isolatoren  und  Hoohvakuumentladanff.^) 
Bekannte  Beobachtungen. 
§  34.    Dom  Verhalten  von  Isolatoren  unt^r  dem  Aufprall 
von  Elektronen  im  Hochvakuum  ist  bisher  wenig  Beachtung 

1)  Es  JHt  für  alle  geschilderten  Beobachtungen  unerläßliche  Bedin- 
gung, daß  die  Entladungsbahn  von  Isolatoren  umgeben  sei»  Metallbelege  — 
beispielsweise  solche,  die  sich  durch  Zerstäubungen  zu  bilden  pflegen  — 
bringen  außerordentliche  Fehlerquellen  mit  sich  und  stören  die  Beob- 
achtungen aufs  empfindlichste. 
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geschenkt  worddu.  Tatsächlich  kann  in  jedem,  noch  so  hoch 
evakuierten  Glöhkathodeniobr,  wenn  es  die  geometriscte  Aii-. 
Ordnung  nur  irgendwie  zuläßt,  die  Glaswand  durch  Elektronen- 
aufprall  nicht  nnr  zur  intensiven  grünen  Fluoreszenz  erregt . 
soodem  auch  bis  auf  Schmelatemperatar  erhitzt  werden.  Die 
nimltche  Glaswand  fluoresziert  rot  (1),  nach  ErDiudoug  blau- 
violett, wenn  sie  mit  dem  raumladungslosen  Entladungsgebild«' 
in  Berübrung  getracht  wird.  Es  tritt  auch  dabei  eine  inten- 
sive ErbitzuDg  des  Glases  ein.  Das  Hochvakuum  verbindert 
ee  also  keinesfalls,  daß  der  Isolator  die  ihm  zugefiihrte  Ladi>i;g 
irgendwie  al^bt,  ganz  ohne  daß  eine  Ionisation  sich  U-i 
dem  Ausgleich  der  Ladungen  beteiligen  würde.  Icli  babe  seit 
Anfang  1914  des  öfteren  (12,  13,  14)  auf  diesen  Umstand 
hingewiesen  und  darauf  aufmerksam  gemacht,  daß  eine  Auf- 
ladong  der  Glaswand  keinesfalls  an  der  Abwesenheit  <?er 
grünen  Fluoreszenz  gegenüber  dem  Breimfleok  der  Hocl- 
vaknnm-BöntgenrÖhren  verantwortlich  gemacht  werden  kann, 
wie  das  wiedetbolt   von  Goo-  j 

tidge  und  seines  Mitarbeitern 
mit  einer  gewissen  Selbstver- 
ständlichkeit betauptet  wird.') 

Ein  noaer  Veraoch. 
§  3ö.  Einbübecber  Versuch, 
der  es  beweist,  daß  selbst  der 
beste,  hitzebeständige  Isolator, 
nämlich  Quarz,  sich  nicht  au- 
oähernd  auf  ein  Potential  auf- 
laden läßt,  welches  den  weiteren 
Aufprall  der  Elektronen  Verbin- 
dern würde,  ist  in  Fig.  9  dar- 
gestellt. Es  ist  dies  nichts 
anderes  als  eine  Böntgeoröl  re 
meiner  Konstruktion,  bei  wel- 
cher au  Stelle  der  Antikathode 
eine  auf  langem  Qnarzstiel  iso- 
liert befestigte  Quarzplatte  an- 
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1)  Auf  diesem  Wege  ist  von  mit  AnfaDg  ISU  zum  ersten  Mal« 
Mif  du  yoHuuideiiaein  einer  Doppelschioht  im  Brenafleck  tdh  R^tg^n- 
rShren  geachlosseu  worden. 


2:>(;  J.  E.  TMimfeM. 

geordnet  is< .  Vs  ist  selbst  im  liöchßteii  Iiersiell baren  Vakuum 
möglicli,  diese  Quarzplatle  auf  jede  Ix^liebige  Temperatur  m 
erhitzen,  wenn  zwischen  Glühlami)e  G  und  Locbkathode  K 
(ine  Entladung  eingeleitet  wird.  Dem  Ix^stehenden  Sprach* 
g(^ brauch  nach  würde  man  die  Erecheinung  so  beschreiben, 
daß  in  der  Öffnung  der  Lochkatliode  ein  Striktionskatkoden- 
strahl  entsteht,  welcher  auf  den  Quarz 'aufprallt.  Daß  aber 
die  Quarzplatte  sich  nicht  im  ersten  Moment  d.er  Entladung 
auflädt  und  dann  die  nachfolgenden  Elektronen  abstößt,  das  ist 
eine  Talsache,  die  nur  durch  die  Annahme  einer  ix)sitiven,  die 
negative  Aufladung  ausgleich.enden  Jjadung  erklärt  werden  kann. 

Die  Beziehung  zum  Haupttlieina. 

§  36.  JeiV'nfalls  verdi(^nen  die  in  der  vorliegenden  Arbeil 
behandelten  Erscheinungen  im  zylindrischen  Teile  von  Glas- 
röhren auch  von  dem  Gesicht sjnuiWe  des  Verhaltens  ('er  Iso- 
latoren im  Hochvakuum  aus  lx*l  nudelt  zu  werden.  Tatsäclilich 
Ijringt  der  Versuch  mit  der  (Juarzplatte  den  Beobachter  auf 
den  Gedankengang  (§4),  demzufolge  Langmuir  meinen  Ver- 
suchen ein  hinreichendes  Vakuum  ahsprechen  wollte.  Und  es 
sind  sicherlich  nicht  die  Gasreste  dafür  verantwcrtlidi,  wemi 
die  von  nfur  verwendeten  engen  Glasröhren  sich  selbst  im  Bade 
flüssiger  Luft,  l)ei  d^ren  Tempeiaiur  sie  lyesonders  gut  iso- 
lieren, nicht  aufladen  und  <'inen  ftTueren  Entladungsdurchgang 
nicht  versperren,  wenn  feiner  in  der  Ilochvakuunu*öntgenröhre 
eine  Aufladung  der  Glaskugel  und  in  dem  Versuch  mit  der 
(^uarzplatte  eine  Aufladurg  der  letzteren  niclit  stattfindet. 

X.    ZuaammenfasBnng. 

A.  Es  wird  für  die  Untersuchung  der  Hochvakuum- 
entladung  in  zylindrischen  Entladungs bahnen  an  Stelle  der 
früher  von  mir  Ix'uutzten  Sondenmessung  die  Subtraktions- 
methode in  drei  verschiedenen  konstruktiven  Ausfüliningen  an 
von  der  Pumpe  abgeschmolzenen  Bohren  angewandt.  Nach 
gegenwärtigem  Stande  der  Ergebnisse  kann  das  Gesetz  der 
linearen  Verteilung  des  Potent ialgef alles  Ifings  der  Entladungs- 
ncLso  als  durch  die  Subtraktionsmethode  neu  erwiesen  an- 
gesehen werden. 

B.  Die  neuen  Versuche  ( rgelxTi  eine  erhebliche  Annäherung 
nn  das  quadratische  Gesetz,  obwohl  die  Apparate  für  die  Auf- 
nahme ganz  genauer  Cliarakteristiken  na<^h  der  Snbtraktions* 
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inethode  noch  verbessert  werden  müssen,  iiei  einer  der  Ver- 
sachsröhren liefert  aber  bereits  die  direkt  an  defi  Röhren- 
klemmen  vorgenommene  Messung  der  Spannung  das  quadra- 
tische Gesetz, 

C.  Durch  Temperaturmessungen  an  den  Anoden  wird 
<las  Vorhandensein  einer  absolut  ungeordneten  Bewegung 
und  einer  Elektrizitätsleitung  nach  Art  der  metallischen 
innerhalb  des  Entladungsgebildes  erneut  nachgewiesen.  Außer- 
dem folgt  aus  diesen  Messungen  in  unabhängiger  Weise  ein 
Bückschluß  auf  die  Baumladungsfreihoit  und  somit  auf 
die  lineare  Verteilung  des  Potentialgefälles  im  Entladungb- 
ge  bilde.  ^) 

D.  Durch  Versuche  an  einem  besonderen  Hochvakuum- 
Ventil  wird  erwiesen,  daß  dem  Dreilialbegesetz  nur  eine  b«>- 
schränkte  Gültigkeit  zukommt  und  es  keinesfalls  im  all- 
gemeinen Falle  ein  notwendiges,  um  so  weniger  ein  hin- 
reichendes Kriterium  für  das  Bestehen  höchster  Vakua  ist. 
Es  werden  Versuche  mitgeteilt,  bei  denen  in  einem  verhältnis- 
mäßig schlechten  Vakuum  das  Dreilialbegesetz  gilt,  bei  einer 
vollkommeneren  Entlüftung  des  nämliclien  Rohres  abi^r  sich 
eine  erhebliche  Abweichung  von  ihm  einstellt. 

F.  Um  die  Tatsache,  daß  durch  enge,  lange  Bohre  selbst 
im  höchsten  Vakimm  mit  Spannungen,  von  der  Größen- 
ordnung von  nur  1000  Volt  erhebliche  Stromstärken  durch- 
gestdiickt  werden  können,  verständlich  zu  machen,  wird  auf 
anderweitige  Erfahrungen  und  einen  neuen,  besonderen  Versucli 
hingewiesen,  denen  zufolge  selbst  die  besten  Isolatoren  (Quarz, 
in  flüssiger  Luft  gekühltes  Glas)  imter  dem  Anprall  der  Elek- 
tronen im  Hochvakuum  sich  nicht  annähernd  auf  das  der 
Klektronengesch windigkeit   ent sprechende    Potential    aufladen. 

G.  Die  Versuche  verdienen  es,  an  den  Erfahrungen  gemäß 
umkonstruierten  Röhren  hauptsächlich  in  der  Richtung  fort- 
gesetzt zu  werden,  ob  mit  Hilfe  der  Subtraktionsniethoden 
das  quadratische  Gesetz  mit  voller  Genauigkeit  zuverlässig 
reproduzierbar  gezeigt  werden  kann.  Besonders  aber,  ob  in 
von  der  Pumpe  abgeschniolzenen   freihängenden  Röhren   ein 

.  1)  Diese  Tatsachen  habe  ich  in  meinen  fiübeien  Arbeiten  mit  den 
Werten  ztt£ammengefaß^,  daß  selbst  im  höc^hsten  Vakuum  ein  Entladungs- 
gebilde  bevtehen  kann,  das  alle  Merkmale  der  bei  höherer  Gasdichte  be. 
kannten  positivtn  Lichts&ule  tragt. 
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genügendes  Vakuum  verwirklicht  werden  kann,  um  dieses  Gesetx 
sowie  den  in  meinen  früheren  Arbeiten  mit  Hilfe  von  8onden- 
niessungen  ermittelten  Grenzwert  des  Gefälles  mit  noch  größerer 
Annäherung  wiederzufinden. 

XL  Tabellen.  ^^^^ 

In  den  folgenden  Tabellen  werden  die  Yersuchsergebnisse 
des  öfteren  doppelt  wiedergegeben,  wobei  die  zusammen- 
gehörenden Eeihen  mit  der  gleichen  Zahl,  aber  entsprechend 
mit  dem  Buchstaben  a  oder  b  bezeichnet  sind.  Die  mit  a 
bezeichneten  Eeihen  enthalten  die  Ablesungen  genau  in  der- 
selben Reihenfolge,  in  welcher  sie  gewonnen  wurden,  damit 
man  Einblick  habe  in  die  jedesmal  erzielte  Übereinstimmung. 
Die  Reihen  imter  b  geben  aber  die  in  Milliamperes  und  Volts 
umgerechneten  Ablesungen  in  der  Reihenfolge  der  wachsenden 
Zahlen. 

Abgewichen  von  diesem  System  wurde  nur  in  wenigen 
Fällen,  so  im  Falle  von  Tab.  4  a  imd  4  b,  welche  die  Werte 
enthält,  zwischen  denen  die  hier  wenig  konstanten  Beobach- 
tungsreihen zu  schwanken  pflegten. 

Tabelle  la. 

Rohr  mit  verschiebbarer  Anode. 


Hint.  Stellung 
Anfangsmsssiing 

1 
Vordere  Stellung  i 

Mittlere 

Stellung 

Hintere  Stellung 
SchluBmeasung 

• 

• 

V 

• 

t 

V             1 

• 

V 

• 

V 

100 

149 

100 

102 

60 

93 

60 

J10,5 

60 

110 

60 

78 

70 

101,5 

!        70 

120,5 

70 

121 

1         70 

84 

80 

109,5 

80 

130^ 

80 

130 

80 

90 

90 

118 

i        90 

140,5 

90 

140 

i        90 

96,5 

100 

125,5 

100 

149,5 

100 

149 

100 

102 

60 

93.5 

60 

110,5 

60 

110 

60 

'    78 

70 

101 

70 

120,5 

70 

120 

70 

84 

80 

109 

80 

130,8 

80 

130 

80 

90 

90 

118 

90 

140,5 

90 

140 

1         90 

96 

100 

125,5 

100 

149.5 

100 

149 

100 

102 

110 

133 

110 

158 

110 

157 

110 

108,5 

120 

140 

120 

166,5 

120 

165,5 

120 

113,5 

!       100 

125 

20 

86 

100 

147 

100 

100 

i         20 

80 

30 

96 

20 

73 

i         30 

88.5 

40 

102 

30 

82,5 

40 

91 

50 

100 

40 

65 

1         50 

103 

60 

110 

50 

83 

60 

93 

70 

121 

60 

93,5 

70 

102 

100 

149,5 

70 

84 

100 

126 

100 

102 
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Tabelle  Ib. 


Milliampere 


Vordere  SteUtiig 
Volt   . 


103 
12^ 
14,4 
16^ 
ISfi 
19,8 
21,6 


Mittlere  Stellung  >  Hintere  Stellui% 
Volt  Volt 


2070 
2250 
2370 
2550 
2700 
2870 
3000 


2460 
2680 
2900 
3150 
3320 
3520 
3710 


2920 
3210 
3450 
3700 
3950 
4160 
4370 


Diese  Tabelle  enthält  die  Umrechnung  der  unter  1  a-  ver- 
zeichneten Werte  außer  denjenigen,  welche  der  Stromablesung 
50  sowie  kleineren  Stromstärken  entsprechen,  weil  bei  diesen 
geringeren  Stromstärken  andere  labile,  hier  nicht  interessierende 
Kurvenfiste  bestehen. 


Tabelle  2. 

Rohr  mit  Terschiebbarer  Anode, 

Naohweis  der  linearen  Verteilung  des  Potentialgefälles 

aus  der  Tabelle  la. 


• 

B  - 

A 

A 

+ 

C 

B  -  A 

^       2 

(  = 

0  berechnet) 

(beobachtet) 

^    »     - 

V 

47 

1 

t; 
125,3 

t^ 

100 

125 

60 

32,5 

1 

94,0 

93 

70 

36,5 

1 

102,2 

101,5 

80 

40,5 

110,3 

109,5 

90 

44 

118,7 

118 

110 

48,5 

157,3 

158 

120 

53 

166,5 

166,5 

Die  eraU  Kolonne  enthält  die  Stromableeung ;  die  zweüe  die  Differenz 

B  •-  A  der  der  betreffenden   Stromstärke  entsprechenden   Spannnngs- 

ablesongen  in  der  hinteren  und  vorderen  Lage;  die  driUe  die  Spannung 

in  der  yorderen  Lage,  vermehrt  um  die  Hälfte  der  gedachten  Differenz, 

B  —  A 
also  A  H ^~^-  >  die  vierte  schließlich  die  Spannung  C,  welche  in  der 

mittleren  Lage  der  Anode  beobachtet  wurde. 


'•. 
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Tabelle  3a. 
Rohr  mit  Tersohiedeneii  Anodenansätzen  gemäß  Fig.  2. 


Kürzerer  Ansatz 

Längerer 

Ansatz 

• 

V 

• 

V 

30 

30 

'      80 

106 

40 

36 

90 

113 

60 

40 

100 

118 

60 

46 

110 

.     124 

70 

49,6 

80 

106 

80 

64 

70 

97 

90 

68 

60 

88,6 

100 

62 

60 

80 

HO 

66 

40 

70 

120 

69 

30 

60- 

80 

54 

20 

49 

30 

30 

80 

106 

40 

35 

100 

il8 

50 

40 

20 

49 

60 

46 

30 

60 

70 

49,5 

40 

70 

80 

54 

50 

80 

30 

30 

60 

90 

20 

25 

70 

97,6 

80 

54 

80 

106,5 

90 

113 

100 

118 

110 

127 

120 

130 

80 

106 

90 

112,5 

80 

105 

Tabelle  3b. 

Umrechnung  von  3  a. 


Milliampere 


Kürzerer  Ansatz  ,  Längerer  Ansatz 
Volt  Volt 


3,3 

5,0 
6,7 
8,3 
10,0 
11.7 
13,4 
16,0 
16,7 
18,4 
20,0 


1060 
1320 
1640 
1760 
1980 
2180 
2380 
2560 
2720 
2900 
3040 


2150 
2640 
3080 
3510 
3910 
4270 
4640 
4960 
5200 
5590 
5710 


Differenz 
Volt 

1Ö9¥ 

1320 

1540 

1760 

1930 

2090 

2260 

2410 


Die  Differenzen  der  drei  letzten  Zahlen  sind  infolge  der 
jedenfalls  durch  die  große  Stromstärke  verursachten  großen 
Erhitzung  nicht  mehr  gut  brauchbar. 
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Tabelle  4a. 
Rohr  mit  zwei  Anoden  gemäß  Fig.  3. 


Gesamtlänge 

Entfembare  Anode 

mit  fester  Anode 

(in  Nahlage) 

• 

t 

V 

i                V 

70 

112 

30            labü 

80 

119 

40          40-43 

90 

126,5 

60          43—45 

70 

112 

70          47-49 

60 

104 

80          48-51 

50 

95 

00          51-53 

40 

85 

30 

77,5 

50 

96 

(K> 

104 

70 

113 

80 

119 

90 

127 

80 

119 

40 

85.5 

80 

119 

70 

112 

«0 

104 

50 

96 

40 

86 

80 

119 

90 

127 

80 

119,5 

Tabelle  4b. 

(Entspricht  Tab.  4  a  umgerechnet.) 


BülUampere 

Cfesamtlänge 
mit  fester  Anode 

£>itfembare  Anode 
in  Nahlage 

Differenimi 

Volt 

Volt 

Volt 

5,0 

5350 

labil 

— 

6,7 

5900 

2790-2820 

3080-3110 

8^ 

6600 

2790-2970 

3630-3810 

10,0 

7190 

2970-3100 

4090-4220 

11,7 

7800 

3270-3380 

4420—4530 

13,3 

8150 

3350-3520 

4630-4800 

15,0 

8750 

:J520-3680 

5070—5230 
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Tabelle  5a. 

Die  Beobachtungsreihen  dieser  Tabelle  sind  übereinetimmend  mit  den 

Kurven  des  Diagramms  Fig.  8  numeriert. 


I 

1 

II 

III   i 

'   IV 

r 

I 

V 

VI 

• 

• 

V 

• 

V 

V 

• 

V 

• 

V        ■ 

• 

t; 

90 

64 

90 

130 

130 

155 

60 

89  ■' 

80 

47 

80 

92 

100 

68 

50 

91 

110 

139 

50 

80 

60 

38 

70 

83 

• 

70 

111 

90 

123 

40 

69 

70 

42,5 

60 

74 

110 

73 

90 

129 

70 

105 

'80 

107 

80 

47 

30 

43,5 

■ 

110 

144 

50 

85  i 

90 

115  ; 

90 

51 

40 

56 

120 

77 

130 

159 

130 

165 

70 

98 

100 

56 

50 

65 

130 

81 

30 

67 

120 

148  i 

60 

89 

110 

•60 

60 

74 

140 

84  i 

50 

90 

100 

132 

90 

115 ; 

120 

64,6 

70 

83 

80 

labil  ! 

110 

145 

60 

95 

70 

98 

130 

68   , 

80 

92 

100 

68 

100 

137 

70 

105 

40 

69 

110 

60   ' 

30 

44 

80 

labil 

90 

115 

100 

55,5 

40 

55 

140 

84 

100 

122 

60 

38   ; 

50 

64,5 

130 

80 

90 

116 

70 

42,5 

60 

74 

120 

76 

\ 

70 

98 

80 

47 

70 

84 

110 

72 

40 

69 

90 

51    ; 

80 

92 

100 

67 

1 

30 

57 

110 

60  i 

90  101 

90 

63 

1 

20 

45 

100 

56,5  ! 

80 

92 

• 

I 

60 

89 

120 

64,5  1 

50 

64 

80 

107 

130 

68 

30 

44 

90 

115 

60 

38 

20 

33 

100 

121 

50 

33 

1 

1 

Nach 

41 

29 

1 

läng 

erer 

60 

38 

1 

Belastung 

120 

64.6  : 

mit 

100: 

1 

90 

130 

Tabelle  ob. 
(Umrechnung  von  5  a.) 


M.A.    V. 


n 

M.A.    V. 


15,0 
16,7 
18,4 
20,1 
21,7 
23,4 


845 

898 

963 

1020 

1070 

1110 


8,3 
11,7 
16,0 
16,7 
18,4 


1200 
1460 
1700 
1810 
1900 


III 


IV 


VI 


M.A.    V.      M.A.     V.    :M.A.     V.      M.A.     V. 


20,9 
26,0 
29,2 
37,5 
'41,7 
45,9 
50,0 
54,2 


1740 
1960 
2150 
2520 
2710 
2850 
3060 
3180 


11,3 
17,0 
22,7 
28,3 
34,0 
39,7 
45,3 
61,0 
56,7 


1420 
1790 
2170 
2620 
2800 
3090 
3370 
3630 
3850 


28,3 
34,0 
39,7 
46,3 
61,0 
66,7 
62,3 
68,0 
73,7 


1040 
1200 
1340 
1480 
1610 
1760 
1890 
2040 
2140 


17,0 
22,7 
28,8 
34,0 
39,7 
45,3 
61,0 


1380 
1730 
2040 
2330 
2660 
2900 
3180 


Zur  HochvakuumentIadu7ig. 
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Tabelle  6., 

(Bei  den  Korrekturen  nachgetragen,  vgl.  §  26 
Rohr  mit  zwei  Anoden  gemäß  Fig.  3,  verbeaserte 


und  27.) 
Ausführung. 


lfi]liamx>eie 

mit  fester  I 

Volt 

5,00 

4820 

6,67 

4640 

8,35 

5220 

10,00 

•             Ö740 

11,70 

6250 

13,38 

1             6760 

15,00 

I              7260 

16,70 

7710 

18,40 

1             8160 

20,00 

8620 

21,70 

8980 

Gesamtlange      i  Entfembare  Anode 
ode  in  Nahlage 

Volt 


Differenzen 
Volt 


3000 
2030 
2260 
2410 
2590 
2790 
3000 
3200 
3370 
3660 
3700 


1820 
2610 
2960 
3330 
3660 
3960 
4250 
4510 
4780 
5070 
5280 
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2.  Die  Dampfspannung  des  festen  Broma^); 

von  Teöfilo  Isnardi. 

(Obersetst  und  mitgeteilt  von  B.  Gans.) 


§  1.  Im  Laufe  einer  Untersuchung  über  die  Dissoziation 
des  Broms  bekam  ich  den  Verdacht,  daß  die  von  Bamsay 
und  Young  gemessenen  Werte  der  Dampfspannung  des  festen 
Broms  nicht  richtig  seien,  sondern  daß  die  wahren  Werte 
größer  sein  müßten. 

Deshalb  beschloß  idi,  in  einer  besonderen  Arbeit  diese 
Frage  zu  studieren.- 

Über  die  Dampfspannung  des  Broms  bestehen,  soviel  ich 
weiß,  drei  experimentelle  Arbeiten. 

"*  Roozeboom^)  hat  ISS-i  die  Dampfspannung  des  flüssigen 
Broms  zwischen  0®  und  60®,  d.  h.  also  bis  zum  Siedepunkt 
gemessen.  Die  von  ihm  gefundenen  Werte  finden  sich  in  der 
weiter  unten  gezeichneten  Kurve  (Pig.  3);  sie  wurde  1886  von 
Ramsay  und  Young*)  genauer  bestimmt,  deren  Angaben 
bis  lieute  als  richtig  gelten. 

Aus  ihren  Beobachtungen,  die  sich  nur  bis  auf  einige  Grade 
unter  den  Schmelzpunkt  des  Broms  erstrecken,  hat  Tsuruta*) 
thermodynamisch  die  Tem^ieratur  des  Tripelpunktes  (  —  7,1®) 
und  die  Sublimationswärme  berechnet.  Die  nach  seinen  Daten 
(d.  h.  also  nach  den  Beobachtungen  von  Ramsay  und  Young) 
ermittelte  Dampfs pannungskurve  ist  auch  in  unsere  Pig.  3 
aufgenommen  und  bis  —21®  verlängert  worden  unter  der  An- 
nahme, daß  sie  einer  Beziehung  der  Form 

(1)  lüg/?  =  -jÄlogy+c 

1)  Vgl.    auch  Contribucion    al    eBtudio    de    las    cienoias.       Univ. 
Nacional  de  La  Plata,  1.  S.  419.  1916. 

2)  C.  W.  B.  Roozeboom,  Rec.  Trat.  Chim.  Pays  Bas,  8.  S.  29, 
59,  73,  84.   1884. 

3)  W.  Bamsay  u.    S.   Young,   Journ.   Chem.    Soc.   40«    S.  453. 
1886.   Die  Beschreibung  der  Methode  befindet  sich  ibid.  47.  S.  48.  1886. 

4)  K.  Tsuruta,  Phys.  ZeitBchr.  1.   S.  417.  1900. 
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genügt,  die  sich  aus  der  Clan  sin  suchen  Gleicliinig  uutor  dtr 
Voraußsetzurg  korsi anter  spezifischer  Wärmen  ableitet. 

Die  neueste  experimentelle  Arbeit  über  die  Dampf - 
spannnDg  des  Froms  stammt  von  CI.  und  M.  Cuthbertson^); 
sie  gingen  bei  ihren  Pcobachturgen  bis   —80.0®  hinunter. 

Ihre  Methode  war  eine  optische.  Mittels  des  Jaminscht-n 
Differentialrefraktometers  wxirde  der  ],r(Hhurgsex]onent  n  des 
Dampfes  bestimmt  und  die  Diclite  i  nach  der  Formel 

#•-  1 

j      =  const 

a 

berechnet.  Sie  bestimmten  die  Koustante  dieser  fieziehuug, 
indem  sie  die  Dampfspannung  für  den  Schmelzpunkt  des 
Broms    (p  =  44,5  mm 

Hg)  gemäß   den   Mes-  \    \      i^rTyrtp^^'^fH 

.«;ungen  von  Bamsay 
und  Young  als  richtig 
annahmen.  Sie  haben 
in  Wahrheit  also  nur 
relative  Messungen  ge- 
macht. Diese  sind,  wie 
wir  sehen  werden,  sehi- 
gut,  fallen  aber  alle  zu 
klein  aus,  weil  der 
Dampfdruck  bei  der 
Schmelztemperatur  von 

Bamsay  und  Young  '^"^^         ^J^^ 

zu     niedrig    gemessen  Fig.  i. 

worden  ist. 

Die  Werte  dieser  Eeobachturgen  finden  sich  auch  in 
unserer  Fig.  3  eingezeichnet  und  zeigen,  daß  dieselben  in  dem 
Intervalle,  in  welchem  Bamsay  und  Young  gemessen  liab^i, 
größer  sind  als  die  Zahlen  dieser  Forscher. 

Wegen  der  erwähnten  ALweichurgen  schien  es  mir  von 
Interesse,  die  Dampfspannurg  des  L'roirs  von  Neuem  zu  messen, 
und  zwar  tat  ich  das  nach  zwei  verschiedenen  Methoden. 

§  2.  Erste  Methode,  I?er  eine  Schenkel  eines  ölmano- 
meters  M  (Fig.  1)  befand  sich  in  Verbindung  mit  dem  Glas- 
rohr T,  welches  mit  Erom  der  Firma  Poulenc  beschickt  war. 


1)  CI.  u.  M.  Cuthbert8on,  Proo.  Roy.  Soc.  (A)  86.  S.  .306.  1911. 
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Von  dort  gelangt  man  zu  dem  mit  konzentrierter  Schwefel- 
säure gefüllten  Gefäß  B,  das  zur  Absorption  von  Wasserdampf 
diente,  und  weiter  zur  Luftpumpe.  Zwischen  dem  Manometer  M 
und  dem  Rohre  T  war  ein  gut  schließender  Hahn  L  ein- 
geschaltet . 

Der  andere  Manometerschenkel  von  über  1  m  Höhe  war 
in  Verbindung  mit  einem  Bohre  C  aus  schwer  schmelzbarem 
Glase,  in  dem  sich  Kokusnußkohie  befand;  dieses  Rohr  konnte 
zur  Absorption  der  letzten  Luftreste  mittels  flüssiger  Luft  ab- 
gekühlt werden. 

Bei  det  Konstruktion  des  Manometers  Wurde  die  im  öl 
befindliche  Luft  durch  vorsichtiges  Erwärmen  unter  gleich- 
zeitigem Pumpen  entfernt.  Die  letzten  Reste  wurden  von  der 
Kohle  absorbiert. 

Zur  Messung  wurde  das  mit  Brom  beschickte  Rohr  in  eine 
Kältemischung  getaucht  und  im  Gleichgewichtszustand  das 
Manometer  mittels  des  Maßstabes  M  abgelesen. 

Vorher  war  der  ganze  Apparat  evakuiert  worden,  während 
das  Rohr  T  sich  in  flüssiger  Luft  befand. 

Während  der  ganzen  Dauer  der  Messungen  blieb  das  Rohr 
mit  Kokusnußkohie  in  flüssiger  Luft. 

Nach  jeder  Messung  überzeugte  ich  mich  durch  Konden- 
sation des  Broms  mit  flüssiger  Luft,  daß  sich  im  Apparat 
keine  Luft  befand. 

Nachträglich  wurde  das  spezifische  Gewicht  des  Öls  durch 
Wägung  mit  dem  Pyknometer  bestimmt,  und  zwar  wurden 
aus  beiden  Manometerschenkeln  Proben  entnommen,  weil  auf 
der  linken  Seite  das  öl  ein  wenig  Brom  absorbiert  hatte ;  jedoch 
gaben  beide  Bestimmungen  merklich  dasselbe  Resultat. 

Die  benutzten  eutektischen  Kältemischungen  waren  die 
folgenden:  1.  Eis  und  NaCl,  2.  Eis  und  NH4CI,  3.  Eis  und 
KCl,  4.  Eis  und  Wasser;  sie  wurden  in  wärmeisoliertem  Gefäß 
angesetzt  und  zwar  in  so  großer  Menge,  daß  die  Temperatur 
eine  Stunde  lang  konstant  blieb. 

Die  Temperaturen  dieser  Mischungen  wurden  mit  einem 
von  der  physikalisch-technischen  Reichsanstalt  geeichten  I4atin- 
widerstandsthermometer  gemessen,  welches  vorher  bei  0**  und 
100®  kontrolliert  worden  war. 
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Man  erhielt  so  die  Temperaturen: 

1.  Eis  und  NaCl       -21,1® 

2.  Eis  und  NH4CI     -  15,5« 

3.  Eis  und  KCl         -  10,9« 

4.  Eis  und  HjO  0,0« 

Die  Temperaturen  der  Mischungen  2.  und  3.  weichen  ein 
wenig  von  den  Angaben  in  den  Tabellen  von  Landolt-Börn- 
stein  (-15,80  ^zw.   -11,1<>)  ab. 

Zweite  Methode,  Die  zweite,  mir  von  Hrn.  Prof.  Gails 
vorgeschlagene  Meßmethode  war  die  folgende.  Ein  Ballon  B 
(Hg.  2)  von  mehr  als  1  Liter  Inhalt  befand  sich  unter  Zwischen- 
schaltung eines  mit  CaCIg  gefüllten  Trockenrohres  8  in  Ver- 
bindung mit  dem  Bohre  T,  welches  1 — ^2g  Brom  enthielt. 
Auf  der  anderen  Seite  kommu- 
nizierte der  Ballon  mit  einem 
kleinen  Kondensationsrohr  C 
von  .3 — 4  cm'  Inhalt  und  mit 
der  Pumpe. 

Zuerst  wurde  der  Apparat 
vollkommen  evakuiert,  während 
das  Bohr  T  mit  dem  Brom  sich 
in  flüssiger  Luft  befand,  und 
dann  die  Verbindung  mit  der 
Pum][)e  an  der  Lampe  zuge- 
schmolzen. Darauf  tauchte  man 
das  Bohr  T  in  eine  der  oben 
erwähnten  Kältemischungen  und  wartete  eine  Stunde. 

Nach  Ablauf  dieser  Zeit  wurde  die  Verbindung  zwischen 
dem  Ballon  und  dem  Trockenrohr  zugeschmolzen  und  die 
Temperatur  der  Umgebung  gemessen. 

Dahn  kondensierte  man  mittels  flüssiger  Luft  alles  Brom 
im  Kondensationsrohr  C  und  schmolz  dieses  ab. 

Die  Brommenge  inC  bestimmte  man  schließlich  durch  Wä- 
gong,  das  Volumen  des  Ballons  durch  Auswägen  mit  Wasser. 

Kennt  man  die  Masse  des  Broms  sowie  sein  Molekular- 
gewicht, also  auch  die  Anzahl  Mole  n,  die  im  Volumen  V  des 
Ballons  bei  der  absoluten  Temperatur  T  der  Umgebung  ent- 
haltenwaren, so  berechnet  man  den  Druck  (die  Dampfspannung) 
nach  dem  Gasgesetz  pF  =  n  B  T  mit  B  ==  0,08207.^)     Dazu 

1)  W.  Nernßt,  Theor.  Chemie,  7.  Aufl.  S.  42. 


Fig.  2. 
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ist  man   lx*rechtigt   nach   den    Untersuchungtai   von   Perman 

und  Atkinson^),  welche   die   Dichte  des   Broms   bis  300®  C 

normal  fanden. 

Das  Atomgewicht  wurde  zu  79,92  angenommen.*) 

§  3.    Resultate,    Die  Ergebnisse  der  Messungen  sind  in  der 

folgenden  Tabelle  zusammengestellt. 

Tabelle  1. 


rp  '  Damp&pannuug  in  mmHg    Augenommener  Wert 

°'^'    1     1.  Meth.     '      2.  Meth.  »^  mm  Hg 


-  21,1 


15,5 

10,9 

0 


18,06 


24,93 
35,49 
65,82 


15,867 

15,682 

15,716 

24,97 

35,29 

65,84 


15,76») 

24,95 
35,37*) 

65,83 


Die  ersten  drei  Werte  sind  Dampfspannungen  des  fest-en 
Broms.  Aus  ihnen  berechnen  sich  die  Konstanten  der  Formel  (1) 


(1) 

zu 


log/?  =  Y+^logr+c 


a=  -  7109,142:  b=  -  48,3319^);  c  =  133,46929, 

wenn  man  p  in  mmHg  annimmt  und  log  den  Logarithmus 
zur  Basis  10  bedeutet. 


1)  Perman  u.  Atkinson,  Proc.  Roy.  Soc.  48.  S.  45;  66.  S.  10. 
1900. 

2)  Abegg,  Handb.  d.  anorg.  Chemie,  4,2.  S.  215. 

3)  Der  nach  der  ersten  Methode  erhaltene  Wert  war  sicherlich 
falsch  und  wurde  deshalb  beim  Mittel  nicht  berücksichtigt. 

4)  Der  angenommene  Wert  wurde  näher  an  der  nach  der  zweiten 
Methode  erhaltenen  Zahl  gewählt. 

5)  Der  Koeffizient  h  müßte  eigentlich  gleich  der  Differenz  der 
Molekularwärmen' des  festen  und  dampfförmigen  Broms,  dividiert  durch 
die  Gaskonstante  ß  =  1,986  cal  sein.  Der  gefundene  Wert  weicht 
sehr  vom  theoretischen  ab,  aber  das  hat  nur  äußerst  geringen  Einfhifi 
auf  die  Kurvenform,  weil  der  Term  mit  h  nur  eine  kleine  Korrektion 
bedeutet  (Änderung  der  Sublimationswärmo  mit  der  Temperatur). 
Nimmt  man  6  =  0  an,  und  berechnet  man  a  und  c  so,  daß  sie  den  Beob- 
achtungen bei  -  21,1«  und  bei  -  10,9®  genügen,  so  wäre  der  für 
t  «  —  16,6*^  berechnete  p-Wert  nur  um  0,1  mm  kleiner  als  der  ge. 
messene,  und  der  für  t  =  -  41,3®  wäre  nur  um  0,05  mm  größer  als  der, 
welcher  sich  mit  den  im  Text  angegebenen  Konstanten  a,  5,  e  ergibt. 
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Formel  (1)  ist  auch  mit  den  obigen  houstaiiteii  in  die  Fig  B 
eingezuicbnet ,  und  zwar  sind  die  beobachteten  Punkte  diu-ch 
ein  Kreuz  markiert.  Wie  man  sieht,  stimmt  die  bis  —41.3" 
extrapolierte  Kurve  in  ihrem  öxtrapolierten  Teil  gut  mit  den 
Beobachtungen  von  Cuthbertson,  aber  nicht  mit  der  Kam- 
say-Youngschen  Kurve  iiberein. 


.  ^BSUDgeo  von  BooKebooni. 
0           ,.             „    Cuthbertson. 
«    Berechnuagen  von  TaaraU  nach  den  Beobach 

/. 

t 

A 

'/ 

langen  von  RaoiBay  und  Young, 
X  Ueaaungen  von  Tsnardi. 

/f 

ßA'' 

■ 

1 

|sd 

'^^ 

-^ 

<-^^ 

-■« 

0       -  J 

5      -i 

D        -2 

5       -i 

-1 

5       -1 

- 

U           15 

Fig.  8.  Te 

Tsuruta  berechnete  nach  den  Kamsay-Youngschen 
Werten  die  Dampfspannung  des  Broms  bei  0»  und  fand 
p  =  66.4  mm,  während  der  von  mir  gemeaßene  Wert  um 
1  Proz.  niedriger  ist. 

Mittels  der  oben  angegebenen  Konstanten  a,  h.  c  balwn 
wir  folgende  Tabelle  der  Dampfspannung  des  festen  Broiiia 
berechnet  (vgl,  auch  Fig.  3). 


T»b 

ellf  2. 

p  in 

<nmHg 

P  i 

i.  ma  Hg 

Isnardi 

BamMy  u. 
Yonag 

(  iD  «  C. 

[«Dardi 

Yonng 

-    7,82 

16,2 

— 

-16,8 

'»,1>6 



<»,5 

«,0 

-  16.0 

23,8 

20,8 

35,5 

-  18,0 

20,4 

-1«,» 

36,8! 

-20,0 

17,4 



-  1J,0 

sa,« 

29,8 

-41,1 

16,76 

12,9(eitrapol.) 

24,«      - 

-  25,0 

11.2 

- 

ABMlm  dar  Pbpik    IV  Falg*     til. 
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§  4.  Der  TripeApnnkf.  Tsiiruta  iHTcchnctc  mittels  {u  r 
Kii  nina  y -Youiigsclifii  Werte  die  Sclnrielztciiiperiitin  .  H.  h.  «.lio 
T(*m}M'ra1ur  des  Tri[>eliMiiikt('.s  zu  -  7.P.  Für  dioRe  Teiu]»«^- 
ratur  ist  nach  der  von  ilmi  f^eziächnclcn  i\ur>e  die  Dani]»!- 
spannung 

L  —  —  7,P:  p  =  45,5  nun. 

llanisay  und  Young^)  haben  für  den  Schmelzpunkt 
p  =  44,6  mm  gefunden. 

Die  direkt  gemessenen  Werte  der  Schmelztem})er»tnr  des 
Uroms  sind  aber  im  allgemeinen  etwas  niedriger  gefunden 
worden,  als  der  Wert  von  Tsuruta.     So  fand  TJegnault*) 

-  7,320;  Philipps)^  van  der  Plaats*)  und  Terwogt»)  -  7.8«. 
(Schon    vorher   hatte    Pierre    Zahlen    z^^isclien     -  7,5®    und 

—  8^  gefunden.) 

Wir  können  also  als  Temperatur  des  TrijH^lpiinktefl  den 
Wert 

/  =  -  7.3« 

annehmen   und   mit   ihm   aus   unserer   P^ormel    die   ü^m    ent- 
sprechende Dampfspannung  berechnen.     So  finden  wir 

p  =  46,4  mm  Hg, 

ein  Wert,  der  um  etwas  mehr  als  1,5  Proz.  von  dem  von  Tsu- 
ruta berechneten  abweicht. 

Unsere  Formel  gibt  für  t  ^  -  7.3®  den  Wert 


(2) 


(^)-:..=  '^'202mmHg, 


während  Tsuruta  3.7mm  findet. 
Für  andere  Temperaturen  gilt 


(3) 


dp  Ih  a  \ 

äY"^  ^  [Y         (UH42Ö  T^l  ' 


wo  a  und  b  die  oben  angegebenen   Konstanten   liedeuten. 


1)  Ramsay  u.    Young,   Journ.   Chom.   Soc.  49.    8.453.   1886. 

2)  Rognault,  Ann.  de  Chim.  et  de  Phy».  22.  S.  268.  1849;  Tgl. 
auch  Abogg,  Handbuch  der  anorganisohon  C'hemio  4,2.   S.  222. 

3)  J.  Philipp,  Bor.   Deutsch,  ehem.    Ges.  12.  S.  1424.  1879. 

4)  J.  D.  van  der  Plaats,  Rec.  Trav.  Cliim.  Pays  Ba«.  5.  S.  34. 
1888;  vgl.  auch  Abegg,  a.  a.  O. 

ö)  P.  C.  E.  Meerum  Terwogt,  Z.  anorg.  Chem.  47.  S.  203.  1905. 
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§  5.      Stiblimation^wärvve.      Mittt'ls   des   WVrtos   (2)   kann 
man   die    Sublimat ionswänuc  (»incs   Mols  nach   dfr  FormeP) 

S  =  1,985  r  i-  ^- 

U-rechnen.  I)i\idiert  man  dann  durch  diis  ilolekulargewicht 
(2-79.9  =  159.8).  so  erhält  man  die  Sublimationswärme  eines 
(Tfamms. 

Für  den  Tri|)eli)unkt   /  =--  —  7.8®  ergibt   sich  so 

(4)  .s=-(H)Jcai. 

Diesen  Wert  kann  man  mit  d(»r  Sunmie  der  Wrdampfungs- 
und   Schmelzwärme  für  di(*s(»lb(*  Temjx^ratur  v(»rgleichen. 
Regnault*)  fand  für  di(^  Öchmelz^'ärme  dos  Broms 

•     /  =  H).186cal. 

Die  Verdami)fungswärme  r  läßt  sich  auch  aus  seinen 
Messungen  ableiten.  Kr  fand  für  die  Wärme,  die  nötig  ist, 
um  1  g  Flüssigkeit  von  0®  bis  zur  Sied(»1emp(»ratur  zu  er\^'ärmen 
und  dami  zu  verdampfen,  50,95  cal. 

Mittels  des  Wertes  für  die  si)ezifischo  Wäinu'  des  flüssigen 
liromß  (0,108  cal  zwischen  -  f>.8<>  und  +  58<>  nach  Regnault) 
und  der  spezifischen  Wärme  des  Dam})fes  Ix^i  konstantem 
I>njck  (c   =0,0555:  vgl.  Ai)egg,  a.  a.  0.,  S.  236)  findet  man 

r  =  40.8  cal, 
K<»  daU 

s  =  I  +r  =(>3,0cal. 

Dies<»r  auf  s»*lu-  indirektem  Wegt^  bestimmte  Wert  weicht 
nicht  stark  von  dem  in  (4)   Umrechneten  ab. 

Die  von  Tsuruta  aus  den  Kamsay-Youngschen  Zahlen 
berechnete  DamJ)fspannungskur^e  würde  5  =  78.1  cal  geben, 
d.h.  einen  WVrt,  der  von  dem  expc^rimentell  bestinmiten  über 
viermal  so  \iel  abweicht,  wie  (l(»r  aus  unserer  Kurv(»  berechnete. 

§  6.  Zusammmfassung.  1.  Die  Dampfspannung  des  festen 
liroms  wurde  gemessf^n,  und  es  ergaljen  sich  merklich  höhere 
W<'rte  als  die  von  Kamsay  und  Young  Ix^stimmten. 

2.  Die  Extrapolation  dor  Kurve  bis  —41.3®  stimmt  in 
dem  extrapolierten  Teile  innerhalb  der  Meßgenauigkeit  mit 
den  optisch  ermittelten  Werten  von  Cuthbertson  überein. 

1)  W.  Kernst.  Th«»on»tisoho  Chemie.  S.  «1. 

2)  Regnault,  a.  a.  O. 

18' 
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3.  Aus  der  gemessenen  Dampfs paimiings kurve  laßsen  sich 
die  Koordinaten  des  Tripelpunktes  und  die  Su Wim ations wärme 
berechnen;  die  Resultate  stimmen  befriedigend  mit  den  ex- 
perimentellen Werten  überein. 

4.  Es  wurde  für  verschiedene  Temperaturen  die  Dampf- 
spannung des  festen  Broms  berechnet  (vgl.  §8,  Tab.  2). 

5.  Der  von  uns  für  0®  gemessene  Dampfdruck  liegt  dem 
von  Ramsay  und  Yt)ung  bestimmten  sehr  nahe,  so  daß  die 
Armahme  berechtigt  ist,  daß  die  von  diesen  Forschem  für 
flüssiges  Brom  ermittelten  Werte  richtig  sind. 

La  Plata,  26.  August  1916,  Instituto  de  Fisiea. 
(Eingegangen  23.  September  1919.) 
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3.    IHe  Dicke  der  KapillarscMcht  zmischen   den 

homogeneti  Phasen  der  Flüssigkeit  und  des 

JDampfeSj  insbesondere  van  Kohlensäure; 

von  G.  Bakker. 


^  1. 

In  meiner  Arbeit  vom   5.  Nov.  1917  fand  ich  mit  Hilfe 

der  klassischen  Theorie  des  stetigen  Agens  für  die  Dicke  der 

Kapillarscfaicht   in   Berührung   mit  ihrem   gesättigten   Dampf 

die  folgende  Formel  (wenigstens  ftir  niedrige  Temperaturen): 

Hierin  ist  y  eine  Zahl  zwischen  15  und  17.  U  bedeutet 
die  Oberflächenspannung,  a  ist  der  Koeffizient  in  dem  Aus- 
druck der  Eohäsion  oder  des  sogenannten  Molekulardruckes, 
^  ist  die  Dicke  der  Eapillarschicht  und  q^j  q^  stellen  die 
Densiläten  der  Flüssigkeit  bzw.  des  Dampfes  dar.  Mit  HUfe 
dieser  Formel  findet  man  für  die  Dicke  ^  der  Eapillarschicht 
in  der  Nähe  des  Schmelzpunktes  ^=1,5  bis  2  ^  Milliinikron. 
Ist  92  die  Zahl  der  Molekelschichten  in  der  Eapillarschicht, 
«o  gehört  zu  diesem  Wert  von  ^  ein  Wert  von  SR  =  3  bis  4. 

Die  rein  thermodynamisch  abgeleitete  Relation: 

wo  6  die  Energie  der  Eapillarschicht,  £^  und  e,  die  Energien 
der  Flüssigkeit  bzw.  deä  Dampfes,  S  die  Oberfläche  und  v  das 
spez.  Volumen  der  Eapillarschicht  darstellen  (alles  pro  Einheit 
der  Maße),  während  v^  und  v^  die  spez.  Volumina  der  Flüssig- 
keit bzw.  des  Dampfes,  u  ^  v^  —  v^  und  r.  die  innere  Ver- 
dampfungswärme bedeuten,  gab  nun  weiter  im  Anschluß  des 
Wertes  9i  =  3  bis  4,  gefunden  für  Temperaturen  in  der  Nähe 

1)  G.  Bakker,  Ann.  d.  Phys.  54.  S.  254.  1918.    Vgl.  Ztscbr.  f.  phys. 
Chemie  Se.  8.  145.  1913. 

2)  Ebenda  S.  258. 
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des  Schmelzpunktes,  daß  die  Zahl  9{  der  Molekelschichten  in 
der  Kapillarschicht  mit  zunehmender  Temperatur  nur  sehr 
langsam  wächst  Bei  Temperaturen  von  0,7  T^  his  0,8  Tj^  wird 
diese  Zahl  von  der  Ordnung  5  bis  6.  Nur  in  der  Nähe  der 
kritischen  Temperatur  berechneten  wir  für  die  Zahl  .der  Molekel- 
schichten in  der  Eapillarschicht  größere  Werte;  fQr  7' »  0,97  2^ 
bis  T  =  0,99  Tj^  haben  wir  nämlich  12  bis  15  erhalten.  AUem 
in  der  unmittelbaren  Nähe  der  kritischen  Temperatur  fanden 
wir  beträchtlich  größere  Werte.  Bei  Äther  z.  B.  kann  fftr 
T  =  0,997-7;  die  Zahl  SR  zwischen  27  und  92  liegen  und  für 
Kohlensäure  bei  T  —  0,999  y^  liegt  der  Wert  von  91  zwischen 
300  und  1800. 

In  der  besagten  Arbeit  gab  ich  eine  zweite  Methode,  die 
sich  auf  die  folgende  Eigenschaft  des  Druckes  in  der  Längs- 
richtung der  Kapillarschicht  gründet. 

Wenn  für  eine  homogene  Phase  t  die  Energie,  t}  die  En- 
tropie, T  die  absolute  Temperatur,  v  das  spez.  Volumen  und 
p  den  Druck  darstellen,  so  nennt  man  bekanntlich  den  Ausdruck: 

t  ^  T  n  +  p  V 
das   thermodynauiische  Potential  dieser  Phase.      Wir  setzen: 

f.  —  Tu  -\-  pv  =  iu. 

In  Fig.  1  ist  ein  Teil  der  Isotherme  dargestellt.  Gliben 
die  Punkte  H  und   K  durch  ihre  Lage  den  Zustand  (Druck 

und  spez.  Volumen)  einer  flüssigen 
bzw.    einer   dampfförmigen   Phase 
für    einen   Körper    bei    einer   be- 
stimmten Temperatur  an  und  sind 
diese  Phasen  miteinander  im  Gleich- 
gewicht, 80  ist   für  diese  Phasen 
der  Wert  des  thermodynamischen 
Potentials    gleich   groß.      Nennen 
wir  die  Werte  dieses  Potentials  in 
den  Punkten  H  und  A'  bzw.  jiifl  und 
jUdf,  so  ist  also:   jUti  =  A^df • 
Es  gibt  nun  aber  noch  einen  dritten  Punkt  F  auf  dem 
labilen  Teil  der  Isotherme,  wo  wieder  das  thermodynamische 
Potential  denselben  Wert  hat  wie  H  und  Ä^,  und  wofür  man 

also  hat  r 

Fläche  NHOM N  =  Fläche  LFG  M  L . 


v-Axe 


Fig.  1. 
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Die  beiden  homogenen  Phasen  der  Flüssigkeit  und  des 
Dampfes  (Punkte  i/^  und  K)  berühren  einander  nicht  unmittel- 
bar,  sind  aber  getrennt  durch  eine  äußerst  dünne  Ubergangs- 
schicht^  die  Kapillarschicht.  Die  Größe  des  Druckes  in  dieser 
Kapillarschicht  in  einer  Richtung  parallel  ihrer  Oberfläche^  und 
die  wir  durch  px^)  darstellen  wollen ,  kann  nun  angegeben 
werden  durch  die  Ordinate  des  Punktes  F^  also  durch  BF.^) 
Der  Druck  in  der  Kapillarschicht  senkrecht  zu  ihrer  Oberfläche 
ist  dagegen  dem  Damptdruck  pjf^  gleich  und  wird  also  an- 
gegeben durch  die  Ordinate  von  B  oder  K,  Da  nun  weiter 
die  Oberflächenspannung  II  als  die  Abweichung  von  dem  Gesetz 
yon  Pascal  betrachtet  werden  kann^),  so  erhält  man  für  H: 

(3)  Ji^{PN-PT)C, 

wo  ^  die  Dicke  der  Kapillarschicht  darstellt    Man  kann  auch 

wie  folgt  reden. ^)     Bedeutet  pt  den  mittleren  Druck  in  der 

Richtung  parallel  der  Oberfläche  der  Kapillarschicht,  und  ist  ^ 

ihre  Dicke,  so  ist  die  Zunahme  der  freien  Energie  bei  der 

Vergrößerung  der  Oberfläche  um  eine  Einheit  gegeben  durch 

den  Ausdruck:  ^    ^ 

-PtC'  ^ 

Bei  der  Bildung  der  Kapillarschicht  aus  den  homogenen 

Phasen  (Flüssigkeit  und  Dampf)  ohne  Volumänderung  ist  aber 

andererseits  eine  Quantität  freie  Energie: 

—  PnC 
Terloreu  gegangen.     Es  findet  also  im  ganzen  eine  Zunahme 
der  freien  Emergie  statt,  die  gegeben  ist  durch  den  Ausdruck: 

(Py  —Pt)^' 
Stellen  wir  deshalb  die  Kapillarenergie  (numerisch  =:  Ober- 
flächenspannung) durch  H  dar,  so  ist  also: 

H^iPif  —  Pt)^' 


1)  Da  p^  selbatverständlich  ein  Mittelwert  ist,  schrieb  ich  in  vor- 
hergehenden Arbeiten  Pj, . 

2)  G.  Bakker,  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  48.  8.  36.  1904  und  Ann. 
d.  Phys.  20.  S.  52.  1906. 

3)  G.  Bakker,  Ann.  d.  Phys.  20.  S.  40.  1906  und  Ztschr.  f.  physik. 
Chemie  :^  8.  4S3.  1900. 

4)  Kbenda,  S.  41  bxw.  S.  483. 

5)  Statt  der  Betrachtungen  a.  a.  0. 

6)  Pro  Einheit  der  Oberfläche  ist  nftmlich  ^  numerisch  das  Volumen. 
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Die  Dicke  der  Eapillarscbicht  wird  deshalb  gegeben  durc)i 

(Fig.  1):  -  ( 

...  .  _        H        _  __Ji -.  A 

Auf  diese  Weise  kann  man  mit  Hilfe  der  Zustandsgieichung 
die  Dicke  der  Eapillarscbicht  berechnen.  Für  Kohlensäure 
findet  man  mit  HiÜe  der  Zustandsgleichung  von  Kamerlingh 
Onnes^): 

^  =       0  10  20  25 

^  =      1 ,6  jii/u         1  j5  fjifjL        2,5  fjLfjL         7,06  fifA . 

Da  Kamerlingh  Onnes  die  Gleichung  für  25^  nicht  un- 
mittelbar  gibt  und  die  Berechnung  der  Virialkoeffizienten  sehr 
mühsam  ist,  habe  ich  für  die  Berechnung  von  ^  bei  25^  die 
Gleichung  von  Sarrau  benutzt  Für  die  Oberflächenspannung 
benutzte  ich  die  Daten  von  Verschaffelt. 

Eine  dritte  Methode  war  rein  thermodynamisch,  also^anz 
ohne  Hilfe  des  klassischen  Agens  und  stützte  sich  allein  auf  die 
thermodjnamische  Relation  (2)  oben.  Auf  diese  Weise  fand 
ich  wieder,  daß  die  Dicke  ^  der  Kapillarschicht  für  Tem- 
peraturen unterhalb  &  =  0,9  (reduzierte  Temperatur)  von  der 
Ordnung  l^bfifi  ist  Allein  in  der  Nähe  der  kritischen  Tem- 
peratur wird  die  Dicke  größer.  So  berechnete  ich  z.  B.  für 
Kohlensäure: 

Tabelle  1. 
/« 

T,  " 
9?  zwischen 

s  zwischen 

Indessen  ist  bei  dieser  Methode  zur  Vereinfachung  eine 
Vernachlässigung  begangen,  die  wir  unten  betrachten  wollen; 
die  obigen  Zahlen  für  die  Dicke  der  Kapillarschicht  und  für 
die  Zahl  ihrer  Molekelschichten  sind  dadurch  ein  wenig  zu 
klein.2)    Wir  wollen  darum  trotz  der  Mühseligkeit  der  Methode 

1)  G.  Bakker,  Ann.  d.  Phys.  54.  S.  293. 

2)  Wenn  wir  also  in  der  Tahelle  für  ^  bei  -  25<>  einen  Wert  finden 
zwischen  1,07  und  1,97  ff /i,  so  müssen  wir  uns  diese  beiden  Zahlen  ein 
wenig  gröfier  denken. 


-  25* 

-  W 

0« 

10« 

20^ 

28« 

30« 

81,12« 

0,815 

0,864 

0,897 

0,920 

0,963 

0,989 

0,995 

0,999 

3,2 
3,8 

3,4 
3,9 

3,6 
4 

4,9 
5,3 

7,07 
7,4 

13,5 
13,77 

27 
27,2 

348 
348 

1,07 
1,97 

1,107 
1,91 

1,23 
2,03 

1,63 
2;64 

2,39 
3,83 

4,6 
7,13 

10,8 
16,52 

lUfifi 

211  fMfi 
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die  Berechnung  aufs  neue  durchführen,  aber  nun  ohne  Ver- 
nachlässigung. 

Wie  schon  oben  bemerkt,  habe  ich  die  Gleichung  (2)  rein 
thermodynamisch  abgeleitet.  In  dieser  Relation  wird  also  keine 
einzige  Annahme  über  das  IVesen  der  Kapillar  schief ä  gemacht, 
Sie  hat  weiter  ebensogut  Geltung  für  eine  gekrümmte  wie  für 
eine  ebene  Kapillarschicht  Immer  stellen  e,  IS  und  v  die 
Energie,  Oberfläche  bzw.  das  Volumen  der  Kapillarschicht  pro 
Einheit  der  Maße  .dar;  a^  und  €3  sind  die  Energien  der  Flüssig- 
keit bzw.  des  Dampfes,  r^  ist  die  innere  Verdampfungswärme 
und  M  =  r,  —  ü^  ist  die  DiflFerenz  der  spez.  Volumina  von 
Dampf  und  Flüssigkeit,  während  H  die  Oberflächenspannung 
darstellt  Hierbei  denken  wir  uns  die  Flüssigkeit  in  Berührung 
mit  ihrem  gesättigtem  Dampf,  oder  genauer  ausgedrückt:  wir 
denken  uns  die  Flüssigkeit  und  Dampf  getrennt  durch  die 
KlapiUarschicht  Wii;  konstruierten  nun  in  der  Kapillarschicht 
eine  Fläche  konstanter  Dichte;  eine  Fläche  also,  die  durch 
Punkte  geht,  wo  die  mittlere  Dichte  denselben  Wert  hat. 
Weiter  wurde  diese  Fläche  so  gelegt,  daß,  wenn  die  Kapillar- 
schicht weggenommen  würde  und  die  homogenen  Phasen  (Flüssig- 
keit und  Dampf)  bis  zu  der  besagten  Fläche  fortgesetzt  würden, 
die  Gesamtmaße  der  Materie  sich  nicht  änderte.  Ich  habe  die 
hier  definierte  Fläche  Teilfläche  genannt  Wir  können  das  zum 
Ausdruck  bringen,  indem  wir  sagen:  Die  Kapillarschicht  hat 
sich  aus  den  homogenen  Phasen  von  Flüssigkeit  und  Dampf 
ohne  Änderung  der  Gesamtmaße  und  das  Gesamtvolumen  der 
Materie  gebildet  Ist  die  Kapillarschicht  eben  bzw.  kugelförmig, 
so  ist  die  Teilfläche  ebenso  eben  bzw.  kugelförmig.  Wir  wollen 
uns  in  dieser  Arbeit  auf  eine  ebene  Kapillarschicht  beschränken. 
Durch  zwei  Ebenen  in  der  homogenen  Phase  (Flüssigkeit  und 
Dampf)  parallel  der  Teilfläche  haben  wir  endlich  die  Kapillar- 
schicht begrenzt. 

Die  Relation  (2)  hat  nun  immer  Geltung;  wir  legen  aber  selbst- 
verständlich die  Grenzflächen  derart,  daß  keine  Molekeln,  die  sich 
durch  ihre  Lage  von  denen  der  homogenen  Phasen  unterschei- 
den, vernachlässigt  werden.  Wählen  wir  die  Grenzflächen  der 
Kapillarsehicht  auf  gleiche  Abstände  von  der  Teilfläche,  so 
wird  die  mittlere  Dichte  der  Kapillarsehicht  die  halbe  Summe 
der  Dichte  von  Flüssigkeit  und  Dampf.     Ist  q  diese  mittlere 
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Dichte  und  stellen  o,  und  o^  die  Dichten  von  Flüssigkeit  bzw 

Dampf  dar,  so  wird  also: 

o,  4-  o* 

2        ' 

und  für  das  spez.  Volumen  erhalten  wir: 

ü  =  • 

^1  -H  P, 

Wir  betrachten  also  die  Sache,  als  ob  die  Kapillarschicht 
geformt  wird  aus  zwei  gleich  dicken  Molekelschichten  der 
Flüssigkeit  bzw.  des  Dampfes,  so  daß  diese  Schichten  gerade 
die  Kapillarschicht  ausfüllen  können.^)  Wir  nennen  die  Materie 
dieser  Schichten  die  Materie,  durch  welche  die  Kapillarschicht 
gebildet  ist.  Stellt  cT  die  Dicke  der  Kapillarschicht  dar>  so  ist 
selbstverständlich  o  ^  ^I,S  -)  oder: 


2 


^        (Vi  +  Vt)  '^' 

und  die  Relation  (2)  erhält  die  Form: 

(5)       _l___aj1  ^  - 1  _  ^1  +i.  4. 1  <?i  -  V* ,. 

i>i  +  i}^  .    ""  -*  '^    Vi  +  Vi    *  * 

In  dieser  Relation  sind  JI  (Oberflächenspannung)  ()^,  (j^ 
und  r^  durch  das  Experiment  zu  finden.  Kennen  wir  aber  die 
Zustandsgieichung  des  betrachteten  Körpers,  so  können  wir 
weiter  e^  und  t^  berechnen.  Wäre  z.  B.  die  Zustandsgleichung 
von  der  allgemeinen  Form: 

(I)  i>-'^t>^-,X% 

mit  /?  =  Konstante,  so  wird : 

(II)  ^.  =  'K')-,.t^     und     ^  =  .."W-,^^^-, 

wobei  nun   (/i;(^)  und  A  .Temperaturfunktionen  sind.    Es  bleibt 
also  noch  übrig  die  Bestimmung  von  e. 
Die  Differentiation  von  (2)  gibt: 

1 )  Diese  AuffasBUug  bleibt  möglieb,  selbst  wenn  die  Kapillarschicht 
aus  einer  eiuzeUien  Doppelschicht  besteht. 

2)  ^'  ==  Oberfläche  der  Kapillarechicht  pro  Einheit  der  MaBe.    Vgl. 
oben! 

H)  G.  Bakker,  Ann.  d.  Phvd.  4h.  8.  778.  1915. 
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wo  pt  den  mittleren  Drack  in  der  KapiUarschicbt  parallel 
ihrer  Oberfläche  darstellt,  während  B  der  Radius  der  Eapillar- 
achicht  ist.^)     Weiter  ist 

2f»,  r,  r,  +  r, 

U  -  »l  «"j  -  ''l 

For  die  ebene  Kapillarschicht  ist  aber  H  =co  und  ^S  ^  v; 
deshalb  in  diesem  Falle: 

(6)  Tdii^de+pTdv-  Uv-^^  {"4''^' 

Für  den  Druck  p^  in  der  Längsrichtung  der  Kapillarschicht 
haben  wir  oben  schon  bemerkt,  daß  er  durch  die  Ordinate  R  F 
des  Punktes  F  in  der  Fig.  1  dargestellt  werden  kann.  Wenn 
die  Zustandsgieichung  für  einen  bestimmten  Körper  theoretisch 
Tollkommen  streng  abgeleitet  wäre,  so  könnten  wir  für  solch 
einen  Körper  die  yerschiedeuen  thermodynamischen  Orößen, 
wie  Energie,  Entropie^  thermodynamisches  Potential  usw.,  be- 
rechnen. So  tinden  wir  z.  B.  unter  Annahme  der  Zustands- 
gieichung (I),  wovon  die  van  der  W aal s sehe  Gleichung  und 
die  Ton  Clausius  und  Sarrau  besondere  Fälle  sind,  für  die 
Ekiergie  den  Ausdruck  (II)  oben: 

-I,  i£\  _     ^  { -^  =  Temperaturfunktion, 

«-'VW      ^  +  pf  /?  =  Konstante  1 . 

Substituieren  wir  nun  in  diesem  Ausdruck  für  v  einen 
Wert  zwischen  den  Abszissen  von  G  und  F  in  Fig.  1,  so  wollen 
wir,  obgleich  die  Phasen  zwischen  G  und  P  labil  sind,  dennoch 
Yon  €  sprechen  als  von  der  Energie  dieser  Phasen.  Jedem 
Punkt  des  labilen  Teiles  der  theoretischen  Isotherme  ist  also 
in  diesem  Sinne  ein  Wert  von  €,  ri  usw.  zugeordnet  Markieren 
wir  insbesondere  die  Größen  für  den  Punkt  F'^)  durch  den 
Index  3,  so  hat  man  die  bekannte  Relation: 

(7)  d^^  ^-  'is^^+^s'^P^j 

wo  /tf,  das  thermodynamische  Potential  für  den  Punkt  F  bedeutet. 
Ist  fA  das  thermodynamische  Potential  für  die  Kapillar- 
schicht» so  findet  man  mit  Hilfe  von  (6): 

(8)  dfA^-'Tjdt  +  vdpr+Bv-^^^^^dt; 

■ 

1)  R  stellt  den  Radius  der  Teilfläcbe  dar  und  ist  in  meinen  Arbeiten 
über  die  kugelschalenförmige  Kapillarschicht  scharf  definiert. 

2)  Auf  jeder  Isotherme  unterhalb  der  kritischen  Temperatur  denken 
wir  uns  den  Punkt  F  angegeben.    Fig.  1  zeigt  also  nur  eine. 
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denn: 

Nun  ist  ^  e=r  jtig  ^);  deshalb: 

(9)  (^3  '"'})dt^  r,  (/;>3  ^vdpT-  liv  ^^  (^jj  dt. 

Obgleich  für  keinen  einzigen  Körper  eine  ZustandsgleichuDg 
hinreichend  genau  theoretisch  abgeleitet  ist,  kennen  wir  jedoch 

» 

empirische  Formeln,  welche  die  Daten  des  Experiments  ge- 
nügend befriedigen.  An  erster  Stelle  nennen  wir  die  Zustande- 
gleichung  von  Eamerlingh  Onnes.*) 

Für  COg  sind  selbst  für  vier  Temperaturen  in  dem  Sätügungs^ 
gebiet  die  Koeffizienten  dieser  Gleichung  berechnet  Berechnet 
man  nun  die  Abszisse  des  Punktes  F,  so  findet  man,  daß  inner« 
halb  der  Fehler  des  Experiments,  der  reziproke  Wert  dieser 
Abszisse,  also  „die  Dichte  des  Punktes  F^^y  die  halbe  Summe 
der  Dichten  von  Flüssigkeit  bzw.  Dampf  ist.^)  In  diesem  Falle 
aber  ist  gleichzeitig:  px  ^  p^  und  v  ^  v^  und  die  Relation  (9)  gibt: 

(10)  (,;,  -ri)dt  =  -Hv  ^^  (1) dt  oder  ,,  -  n  =  -  Ar  ^  (1)  • 

Nun  war:  fjL  =  /Ug  oder  e  —  Trj  +  pj>v  =  €3  —  Tt]^  +  Ps^ 
und  weiter  ist  Pr^  ==  Ps^^y  also : 

und  aus  (10)  erhält  man  deshalb: 

Substituieren  wir  diesen  Ausdruck  für  die  Energie  der 
Kapillarschicht  in  (5),  so  finden  wir  fiir  die  Dicke  ^  der 
Kapillarschicht  die  Differentialgleichung: 

I  ±-  ^ .  1 . 

(5  a)  i         ^i  +  ^t  ^ 


2 


+  ^^^Ä(t)' 


1)  6.  Bakker,  Ann.  d.  Phys.  48.  S.  780.  1915  und  54.  S.  288.  1918. 

2)  H.  Kamerling-Onnes  und  W.  U.  Keesom,  Enzyklopädie  der 
mathematischen  Wissenschaften,  Art.  V,  10.  S.  728  usw. 

3)  G.  Bakker,  Ann.  d.  Phys.  54.  S.  287.  1918. 
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1  2 

oder  da  t7  «  —  = (vgl.  oben !) : 

9  9i  +  Vt 


(11) 


—  a. 


(^1  +  ^s)  n  ^"  2     ^j  +  ^, 


«i  +  e 


t 


oder  kürzer: 

(12)        _  _2^P     ^IttI    ^  L  ^.  -<?.,..,  _ 

Stellen  wir  die  Densität  der  Energie  bjv  durch  ^  dar, 
und  markieren  wir  die  flüssige^  die  dampfförmige  Phase  und 
die  des  Punktes  ^(Fig.  1)  wieder  durch  die  Indizes  1,  2  bzw.  3, 
so  l&ßt  sich  (12)  schreiben:  \ 

(12a)  ya     'v^J    ^  -fe»  +  ^»       js; 

Hierin  ist  nun,  um  es  noch  einmal  zu  wiederholen,  U  die 
Oberflächenspannung,  ^  die  Dicke  der  Eapillarschicht,  T  die 
absolute  Temperatur  und  sind  E^^  E^  und  E^  die  Energie- 
densitäten  der  flüssigen,  dampfförmigen  Phase,  bzw.  die  der 
Phase  F  (Fig.  1). 

Wie  schon  oben  bemerkt,  habe  ich  nun  in  einer  vorherigen 
Arbeit  die  Dicke  ^  der  Eapillarschicht  berechnet  unter  Ver- 
nachlässigung  des   letzten   Gliedes  in  (11).^)     Da  nun  d^jdt 

dir 

positiv  ist,  und  also:      , '    negativ,  sind  daher  die  früher  be- 
rechneten zu  klein.     Setzen  wir: 

ÜL.Z?,_±Lll!l=^   und   -UiIL^4-il-]^-ß, 
2     ei  +^1  ^i  (9i  +^t)n  dt  \l)  ' 

SO   müssen   wir   die   früher  berechneten  Werte  durch:  -.      ^ 

multiplizieren. 

A.  a.  0.  habe  ich  meine  Berechnungen  für  CO^,  Äther 
und  Benzol  gemacht  unter  Benutzung  von  zwei  Formeln  für 


1)  Ann.  d.  Phys.  54.  S.  289—293.  1918. 
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die  Energie.   Erstens  benutzte  ich  die  Gauss-  van  der  Waals- 
sche  Formel: 

(I)  ,  =  -,,^ +  /•(/) 

und  zweitens  die  Formel  von  Mills: 

(II)  B^^A\Q  +  F{t). 

* 

In  (I)  ist  a  eine  Temperaturfunktion ,  in  (II)  ist  Ä  eine 
Eonstante;  f[t)  und  F{t)  sind  Temperaturfunktionen.  Auf 
diese  Weise  fand  ich  fQr  Kohlensäure,  wie  schon  oben  in  einer 
Tabelle  für  COg  angegeben  ist: 

Tabelle  2. 


t  ^-2f}^      -  10® 

o<» 

10<» 

20« 

28  • 

30  • 

81,12» 

r,  =       1,07      1,107 

1,26 ') 

1,63 

2,89 

4,6 

10,8 

11%  IHM 

r„  =       1,97      1,91 

2,48 ») 

2,64 

8,83 

7,13 

16,52 

211  fifä^ 

Im  Mittel  also: 

C  =      1,5^     1,51 

1,87 

2,13 

8,11 

5,86 

13,66 

199  ftfi 

Wäre  die  Zustandsgieichung 

von  der  Form: 

/'  = 

Tf{v)  - 

» 

wovon  die  van  der  Waalssche  Gleichung  und  dievonClausius 
und  Sarrau  besondere  Fälle  sind,  so  wird  aber  (vgL  oben): 

e  ^  yj{t) -z    { J  =  Temperaturfanktion  } 

und  der  Ausdruck 


«1  +  «t 


-    8m 


wird-    i/? ^^-    ^*  dft      n    —  -^i^-?*    .  «\ 

Wird.   iP  2  +  ßi^,^^,y    da     (>,  -       2        .    ) 


Unter  Vernachlässigung  des  letzten  Gliedes  von  (il)  er- 
halten wir  also: 

2  ■¥  ff(Qi  ■¥  et) 


4    H-T 


(13) 


C  = 


f) 


Entnimmt  man  nun  der  Gleichung  von  Sarrau  für  CO, 
die  Eonstante  ß  =  0,357,  so  findet  man: 

t=^2b^         -10®         0®         10«        20<>        25  <»        2d<>        SO*»        81,12» 
:  =      1,27  1,30         1,49       1,91       2,79      3,21       5,33      12,53       200,64 


1;  In  meiner  vorherigen  Arbeit  war  C^  ~  1,23  und  tu  •-  2,03.  Infolge 
des  verbesserten  Wertes  für  die  Oberflächen  Spannung  H  fallen  sie  hier 
^öüer  ans. 

2)  6.  Bakker,  Ann.  d.  Phys.  54.  S.  288.  1918. 
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Diese  Zahlen  schließen  sich  deshalb  sehr  gut  den  Werten 
von  ^  und  ^  an«  denn  sie  liegen  gerade  zwischen  ihnen.  Wir 
wollen  danuB  diese  Zahlen  als  erste  angenäherte  Werte  der 
EKcke  der  E[apillar8diicht  betrachten  und  mit  ihnen  die  Term  —  B 


Zwischen  —  25*  und   -  Kr*  findet  man: 

«md  zwiadben   —  10*  und  0*: 

-— f     *^^     *'*^   =tUK)9bl.lO' =  9S100(cm-M. 
Ffir  —  10*  nehmen  wir  deshalb: 

—       '  =  4^450  «cm-'v. 

ii  r  ' 

Benatsen  wir  för  die  Oberflächenspannung  (7/).  die  Ver- 
dampftmgswiime  (r^)  und  die  Densittten  der  Flüssigkeit  und 
des  Dampfes  wieder  ebenso  wie  in  Torhergehoiden  Arbeiten 
die  Daten  nach  Verschaffelt,  Reg^nault-Zeuner«  Kuenen, 
Amagat  und  Mathias,  so  berechnen  wir  fär  B: 

Für  J  kitainen  wir  schreiben: 

2ft-^et       i '^  2 +"tffft +ei»       lei  ^et»;2 +  ^iei  ^-eis;  * 

Mit  Hilfe  des  schon  firuher  berechneten  Wertes  Ton  ^  ~^  *) 
tinden  wir: 

A  »  0,382  und  also: 
*^=  A^-B'''^-i>.^'r^^^  •  1.3=  1.26.  l.a  =  1.64. 

Indessen  haben  wir  bei  der  Berechnung  Ton  ~    — ^  C  zu 
klein    genommoi.     Der   berechnete   Wert   dieses   Differential- 


1)  G.  Bakker.  Ans.  d.  Pbj».  M.  S.  276.  1918. 
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quotienten  ist  deshalb  zu  groß   und  ebenso  B.     Korrigieren 

1  30 

wir  nun  B  durch  Multiplikation  durch  -^ ,  so  erhalten  wir: 

1.64 
0,362 


s  — 


X  1,3  =  1,2.  1,30  =  1,56  ^i». 


0,362  -  0,0604 

Da  bei  der  letzten  Berechnung  B  nun  wieder  ein  wenig 
zu  klein  genommen  ist,  liegt  der  wirkliche  Wert  zwischen  1,64 
und    1,56.      Wir   nehmen    deshalb   als   Wert   der   Dicke    der 

Kapillarschicht  von  COgi    J=  — ^ —     '^     =  1,6  ju/u. 

Auch  für  0,  10,  20,  25,  28  und  30 <^  habe  ich  die  Be- 
rechnung durchgeflihrt.     Stellt  B  den  erst  berechneten  Wert 

und  B'  die  korrigierten,  sind  c'  und  ^"  der  erste  und  zweite 
berechnete    Wert    der    Dicke    der    Kapillarschicht    und    ist 

t  =  *   ^    =  Dicke  der  Kapillarsöhicht,  so  finde  ich  folgende 

Tabelle: 


t 

* 

dt 

A 

B 

B' 

's 

^=         2    ~ 

-  10<> 

494,5.10« 

0,362 

0,07606 

1,64 

0,0604 

1,56 

1,6 

0° 

123,05.10« 

0,343 

0,1457 

2,59 

0,084 

1,98 

1,78 

10<> 

144,10=^ 

0,3104 

0,130 

3,28 

0.076 

2,54 

2,91 

20* 

108,10» 

0,256 

0,0602 

3,63 

0,046 

8,40 

3,51 

Die  Werte  oberhalb  20®  für  J'  und  l,"  haben  eine  zu  große 
Differenz,  um  die  halbe  Summe  als  Wert  für  die  Dicke  cT  der 
Kapillarschicht  betrachten  zu  können,  und  ich  habe  sie  deshalb 
nicht  in  die  Tabelle  aufgenommen.     Es  war  eine  Folge  des 

großen   Wertes   von  —j~1-,  daß  B  und  B'  oberhalb  20®  eine 

zu  große  Differenz  zeigten. 

Es  gibt  aber  noch  eine  andere  Weise,  um  ^  zu  berechnen, 
wenigstens  wenn  die  Formel  für  die  Energie  bekannt  ist.  Be- 
nutzen wir  für  die  Energie  die  Formel: 

*  =  V'W  -  ^ 

als  Folge  der  Zustandsgieichung  von  Clausius  oder  Sarrau, 
und  setzen  wir  der  Kürze  halber  -^  =  z ,  so  wird  die  Diffe- 
rentialgleichung (12)  oben: 
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[\±\  1.-^  =  _  1         üi  -  üi  _^ 

^       '  dt  1     ;->  -r  f-^i^,  -r  o«)  '    :/-    ' 

Berechnet  man  mit  Hilfe  der  schon  früher  benutzten 
Daten  mit  ß  =  0,357  nach  Sarrau  fiir  Kohlensäure  den  ab- 
soluten Wert  des  rechten  Gliedes,  so  findet  man: 

/  =  0*         IC»        20®        30*»        31,12» 
-  ':j4  «=  4787,7    3299,7      1792,7      261,9        7,786 

Mit  Hilfe  der  bekannten  Interpolationsformel  von  Lagrange 
finden  wir  folgendes  Polynom,  das  diesen  Werten  genügt: 

—  li  «4787,1 -97,752 ^-9,2812 <24-0,50242^'-0,0084132/^ 

a  f 

Für  t  =  31,1 15  wird  der  Ausdruck  Null.  Die  Integration  gibt: 

r  =  -  4787,1 1  +  48,876  r-  +  3,0937  i'  -  0,125605  /* 

+  0,0016826  t^  +  Konstante. 

Nun  ist: 

_    // 

und  können  wir  weiter  die  Oberflächenspannung  ü  auffassen 
als  die  totale  Abweichung  von  dem  Gesetz  von  Pascal, 
d.  h.:  Ä«  [Pn  —  Pt)^j  wenn  p^  den  Dampfdruck  und  px  den 
Druck   in   der   Längsrichtung   der   Kapillarschicht   darstellt.^) 

Wir  haben  also: 

Py  -  Vi 

y 

und 

</?  ^     1    ,r//;^.  d l^^.  l's~  i*i 

dt  ~  t\   dl    ~     dt  ]  "        r- 

Nun  wird  bei  der  kritischen  Temperatur:  pif  =  />/  al»er  auch: 

dp^.  ^  dprj  -i) 
dt  dt 

deshalb : 

^;  =0,  für  ^  =  /^. 


1)  G.  Bakker,  Zeitschr.  f.  physik.  Chemie  3H.  S.  483.     Vgl.  auch 
obeo!    (Formel  3). 

2)  Ebenda  51.  8.  862.  1905:  prj  ist  a.  a.  0.  durch  p\  aDgegebeii. 

~    Aonalen  der  PhjBlk.    IV.  Folge.    Ol.  19 
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dx 


Für  diese  Temperatur,  wobei  also  -—  =  0  ,    fanden    wir 
nach  obiger  Formel  für  --r-r  :  ^  «  31,115.      (Nach   Amagat 


di 


t^  B  31,35).    Hieraus  finden  wir  für  die  Eonstante  der  Formel 
für  z:  Konstante  «77172.     Also: 


(15) 


z  = 


H 


11 172  -  4787,1 1  +  48,876 1^  +  3,0937  t^ 

-  0,125685  <*  +  0,0016826 1^ 


Für  t  =  0  wird  deshalb: 


T^  =77172. 
Mit  H  =  4,5  ^)  (dyne,  cm)  erhalten  wir  also: 


C  = 


4,5 


77172-273 


Für  /=  10  wird: 

1,712 


H 


=  2,1.10-^  =  21  |U|U. 

=  36198,7  .  283  =  1,0243  -  10'  oder 


?  =  T75^  •  10-^  =  1,67  pL^.    Auf  derselben  Weise  habe  ich  f 
für  ^=20**  und  30®  berechnet  und  finde  ich  resümierend: 


^=-0« 

lO« 

20  *» 

30« 

;-  =  2,1 

1,67 

3,55 

26,1  ^|u. 

Da  die  Formel  (15)  durch  Integration  einer  empirischen 
Relation  entstanden  ist,  können  wir  nicht  erwarten,  daß  die 
Werte  für  f  völlig  genau  sind.  Der  Größenordnung  nach 
schließen  sich  aber  die  Werte  von  ^  gut  an  die  Werte  mit  Hilfe 
der  Yorletzten  Methode  gefundenen,  näiplich: 

/  =  -10<>         0«         10°         20« 
C=      1,6         1,78       2,91        3,51  jUju. 

um  auch  für  tiefere  Temperaturen  den  Wert  von  C  zu 
finden,  habe  ich  den  Wert  von -j-   auch   für    —  30®   und 

a  t 

—  10®  berechnet     Für  /  =  -  30®  findet  man: 


_  flU^         gi  +g. 


2,0744      59,98.4,2.10^ 


dt        2  +  /?(gi  +  g,)     2  r*         2,8j^727  4-243« 


=  9229,1  . 


\)  H ^  4,5  ist  genauer  als  der  früher  durch  mich  benatite  Wert; 
R  -  4,41. 


i 
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Für  ^  =  -  10*^  findet  man:    -  ^,  =  6417,94.    Für  0,  10, 

20  und  80^  ist  der  Differentialquotient  schon  oben  berechnet. 
Statt  251,9  bei  30 ^^  muß  es  aber  heißen:  254,9.  Ich  fand  es 
aber  nicht  nötig,  die  obige  Rechnung  zu  wiederholen,  da  l|57o 

in   dem  Wert  für  —  ^  bei  30®  keine  nennenswerte  Änderung 

in   dem  Wert  von  ^  veranlaßt^)     Wir  erhalten  also: 


/»  -  80«    IQO      IQO      200      30 


0 


—  -^  =  9229,1  6417,94   3299,7    1792,7    254,9 

Die  Interpolationsformel  von  Lagrange  gibt: 
_  ^1  -  4843,97 -1 56,678  <+ 0,1 793*«+ 0,00782  <3_  0,00033  <♦. 

Integration  gibt: 

~  =  -  4843,97  t  +  78,339 1^  -  0,0598 1^  -  0,001955 1* 

+  0,000065  <«  +  Konstante. 

Nehmen  wir  als  kritische  Temperatur  t^=  31,35  (A mag at), 
so   wird  die  Konstante:  76626,75,  und  wir  erhalten: 

~  ^  76626,75  -  4843,97  t  +  78,330  t^  -  0,0598  t^ 

-0,001955^*  + 0,000065  i^   ») 

Hieraus  tiuden  wir  für  die  Dicke   ^  der  Kapillarschicht 
Ton  Kohlensäure  die  folgende  Berechnung: 


1^-300        -10°       0*>       IC»       20 


0 


^rj,   =  290902,5     132934,1    76626,75    35985,1     10500 
:  «  1,46  1,85       2,15       2,66       3,97 

Die  Berechnung  von  f  bei  30®  gibt: 

^  =  76626,7  -  145319,1  +  70505,1  -  1614,6  -  1583,55 
[         '  +  1579,5  =  194.1 . 

Die  Zahl  194,1  kommt  also  gegenüber  den  Gliedern  76626,7, 
145319,1  und  70505,1  nicht  in  Betracht  und  die  Berechnung 
wird  unzuverlässig. 

1 )  Überdies  Bind  die  experimentellen  Daten  über  die  Verdampfungs- 
wärme nur  bis  auf  einzelne  Prozente  genan  bekannt. 

2)  Oben  fanden  wir  für  die  Konstante  in  Formel  (15):  77172.  Die 
Differenz  ist  deshalb  noch  kein  Prozent. 

19* 


I 


Gebea  wir  nun  die  gefundenen  Werte  für  die  Dicke  (£) 
der  Kapülarachicht  durch  die  Indizes  l,  II,  111  bzw.  IV  an. 
derart,  daß  ^  der  Wert  ist  nach  Formel  (13),  korrigiert  mit 

Hilfe  der  Werte  für  ~  ,  C„  der  Wert  erhalteu  durch  lu- 
tegratioD  von  (14)  zwischen  0°  und  30**,  ^,„  der  Wert  erhalten 
durch  dieselbe  Integration  zwischen  —  30"  und  +  30".  während 

Civ  den  Wert  darstellt  nach  Formel:   ^=  — —.so haben 

Px  -  Pl 
wir  resümierend'): 


2.60 
11,5  K.  Onue^ 
1 1,B   Sarrau 


2,5 


7, Ol)  flu 


Die  DiS'erenzen,  die  wir  hier  zwischen  den  Werten  von  t 
bei  derselben  Temperatur  finden,  beweisen  nichts  gegen  die 
Richtigkeit  meiner  Theorie,  sind  aber  eine  Folge  der  Ver- 
schiedenheit der  gefolgten  Methoden  und  benutzten  Formeln. 

DaB  die  Berechnang  mit  Hilfe  der  Integration  von  (14)  auf 

dasselbe  hinausläuft  als  die  Benutzune  der  Formel :  C=  - 

Ps-  Pt 
sehen  wir  sofort.     Markieren  wir  wieder  die  Srößen  der  Ü^b- 
sigen,  dampfförmigen  Phasen  und  die  der  Phase  F  (Fig.  1)  mit 
den  Indizes   1,  2  bzw.  3,  so  hat  man: 

—  */,  rf/  +  Wj  rf/',  =  dfij,      —  l|^  tlt  +  i\  <i Pf,-  =  dfi^      und: 

WO  nun  pj,-  den  Dampfdruck  darstellt;  pn  ist  deshalb  der  Druck 
in  der  Kapillarschicht,  in  einer  Richtung  senkrecht  zu  ihrer 
Oberfläche. 

Also: 

'h  +'/,  ''/'s  r,  +r,     d,,^. 

'"-         -i         ='"W/    ~         ■■  dt     ' 

I)  Hierbei  isl  fi^,  die  ürdinat«  HF  dea  Punktes  /'  in  der  Fig;  1, 
und  iBt  bei  der  Berechnung  von  B  F  die  ZuBtaudigleicIinng  vo* 
KamerliDgh  Onnes  benutet.  Für  10*  iit  sucb  Sarrau  s  Gleiclraag 
benntat. 
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Weiter  ist: 

t,—  1*1^3  + P3  »3  =  iU3=  t,  -  ^''/i  +  A  ",  =  /^i  =  ^2  -  '^''/2  +/'2  «^2  =  ^ 
uud  deshalb: 

oder: 

Wir  können  diese  Gleichung  auch  in  der  folgenden  Form 
schreiben: 

Nun  fanden  wir,  wenigstens  für  Kohlensäure,  für  die  Dichte 
in  dem  Pnnkt  F:  (/  =  ^*  \"^  ^'  ,  und  das  ist  in  unserer  Theorie 
der  Eapillarschicht  auch  der  Wert  ihrer  mittleren  Uichte ;  also 
«7,  =■  r  ■=  -  AI»   .    Die  Relation  (16)  können  wir  also  schreiben: 

^  Pi  -r  r, 

'*•»■+  r,'  i^    ^  /         ^  V  "    2     i.,  -  r,     »  "^    -^        "    ü 

Schreiben  wir  die  Cla])eyron-Clausiussche  Formel  in 
der  Gestalt: 

i'i  -r  *',  \       dl    ■"  ^''"^j   "    r^  +  1;,  *   r,  -  r,  ' 

und   ziehen  wir  die  letzten  (rleichungen  voneinander  ab,    so 
finden  wir: 


Setzen  wir  deshalb  /;,  =  //-y  -)  und  bedenken  wir,  daß: 

oder     />  V  —  Pr 


^  • 


80  finden  wir  in  (17)  wieder  Gleichung  (14)  zurück. 

Nehmen  wir  für  die  Temperaturen,  wo  verschiedene  Werte 
von  f  berechnet  sind,  ihre  Mittelwerte,   so  erhalten  wir  nach 


1)  Diese  Relation  ist  das  6egeu»tüek  von  der  Gleichung  Clapeyron- 
CiauaiuB,  denn  sie  leistet  für  den  Funkt  F  in  der  V\g.  1  dasselbe  wie 
die  Clap.eyroD-Clausiussche  Gleichung  für  die  Punkte  //  und  A'. 

2)  Zeitschr.  f.  phys.  Chemie  4S.  S.  H6.   194.     Vgl.  oben!  ' 
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obiger  Tabelle  fUr  die  Dicke  der  Eapillarscbiclit  tod  Kohleo- 
s&ure: 

/^       _  30»    -10»     0°       10"      aO"      25°      30° 

1,4a        1,72     1,91     2,21     3,51     7,06     26,1^^ 

während  wir  in  einer  vorfaergehendea  Arbeit  (vgl.  oben)  fanden : 

(  =.  -  25*  -  10*     O»  10°  30°  28°  SO"  31,12 

.    ,  11,07  1,12     1,26  1,83  1!,39  4,6  10.9  nöfiju      (») 

i  zwwcDen  ^jg^  j,,^     2,48  2,64  3,83  7,13  16,52  211  ^fi      (b) 

Mittelwerte:  1,52  1,51      1,87  2,18  3,11  5,86  1S,66  19S/i>i 

Wie  schon  oben  bemerkt,  sind  alle  diese  Zahlen  sab  (a) 
und  Bub  (b)  zu  klein  zufolge  der  VemachläBeigung  der  Andernng 
Ton  ^  mit  der  Temperatur;  in  der  N&be  der  kritischen  Tem< 
peratur  muß  dieser  KioflnS  am   größten  werden,  und  das  ist 

,  was  wir  sehen. 


Ich  möchte  hier  nun  eine  dritte  Methode  angehen  niid 
verwerten,  die  zwar  nicht  so  genau  ist  als  die,  welche  in  §  1 
durch  mich  auf  Kohlensäure  angewendet  wurde,  welche  aber 
den  Gegenstand  von  einer  ganz  anderen  Seite  beleuchtet  und 
wenigstens  der  Größenordnung  nach  die  Dicke  der  Eapillar- 
Bchicht  richtig  angibt 

Wenn  nämlich  0  in  einem  Punkte  der  Kapillarscbicht  den 

kinetischen  Druck']  darstellt  und  Sj^  und  Sj.  sind  die  Eohäsioneu 

in  einer  fiichtung  senkrecht  bzw.  parallel  zu  der  Oberfläche 

der  Kapillarscbicht,  so  ist,  da  0  unabhängig  von  der  Richtong  ist: 

py-PT-r--  0~  St,-(d~  .SV)  =  Sr  -  St/. 

Wenn  wir  also  der  KUrze  halber  die  Mittelwerte  von  St 
und  S„  ohne  Striche  schreiben,  so  ist  deshalb  nach  (8)  §  1: 

Nehmen  wir  vorläuäg  an,  daß  die  Kohäsionen  in  der 
Flilssigkeit  bzw.  in  dem  Dampf  durch  die  Laplacescfaen 
Formeln  apj*  und  ap^*  gegeben  werden,  so  würde  in  dem 
Falle,  daß  der  Übergang  zwischen  Flüssigkeit  und  Dampf  völlig 
diskontinuierlich  wäre,  die  Kohäsion  S^,  durch  den  Ausdruck 

1)  Druck  =  kiaetiachei  Druck  —  Kohfitioa. 
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aQ^Q^  dargestellt- werden.^)     Auf  diese  Weise  würden  wir  für 
die  Oberflächenspannung  nach  (18)  erhalten: 

Ist  der  Übergang  aber  nickt  Yöliig  diskontinuierlich,  so 
gibt  eine  analoge  Betrachtung  wie  a.  ä.  0.,  jedesmal  auf  zwei 
aufeinanderfolgende  Molekularschichten  angewandt,  als  Ausdruck 
für  die  Oberflächenspannung  H  statt  ein  einzipes  Glied,  eine 
Summe  ?on  Gliedern  wie  \a^{Q^  —  q^)\  Wir  wollen  nun  an- 
nehmen, daß  die  mittlere  Dichte  in  einer  Molekelschicht  die 
halbe  Summe  ist  der  mittleren  Dichten  in  den  anliegenden 
Schichten,  so  daß  die  Diff^erenz  der  Dichten  Yon  zwei  auf- 
einanderfolgenden Schichten  gegeben  ist  durch: 

Qi  -  Qi 

wo  9{   die  Zahl  der  Molekelschichten  in  der  Kapillarschicht 
darstellt 

Für  die  Oberflächenspannung  erhält  man  also: 

n 

oder,  da  2  C»  *=  ^  =  totale  Dicke  der  Kapillarschichf : 

1    '^ 

(19)  i^=ia?{?'--^)*. 

Ist  N  die  Zahl  der  Molekeln  in  einem  g-Molekel  (Avo- 
ga drosche  Eonstante)  und  M  das  Molekulargewicht,  so  ist  der 
mittlere  Abstand  zwischen  zwei  Molekeln  der  Flüssigkeit  bzw. 
des  Dampfes: 


y-Ji:  "°^  1/^ 


Wenn  also  die  Flüssigkeit  und  der  Dampf,  bzw.  n^  und  n^ 
Molekelschichten  zur  Bildung  der  Eapillarschicht  ,^beigetragen'< 
haben  ^,  so  wird  die  Dicke  der  Eapillarschicht  gegeben  durch 
den  Ausdruck: 

1)  G.  Bakker,  Zeitschr.  f.  phjs.  Chemie  93.  S.  167.  1918. 

2)  Vgl.  oben!  (§  1). 


Da  wir,   wie  gewöbnlich,  die  GreuzÜächeu   der  Eapilltir- 
schiebt   auf  gleiche  Abstände  der  'reiläacbe  legen  wollen,  ist: 


Stellen  wir  die  GeBamtzabl  n,  +  7t,  der  MolekelBchichten, 
welche  die  Eapillarsehicht  hilden  solleu,  durch  n  dar,  so  er- 
halten wir  (Kraft  der  Lage  der  Teilfläcbe)  alBO  fDr  ihre  Dicke  ^: 


(20) 


tfi,  y.tf  _  2...  y.w  _  üi",  +  .1.)  -yii 
•  ■  '  -v  ~  '  -  T  .V  ^  '  -  "  —  K  A 
Ic,  Vvi  le. +  le, 


l  U,  +  Vf. 

Die  Zahlen  9i  und  n  sind  selbstverständlicb  von  derselben 
Größenordnung.  (Wie  immer  denken  wir  uns,  daß  die  Teil- 
Hache  so  gelegt  wird,  daß,  wenn  die  Kapillarscbicht  weg- 
genommen würde  und  die  homogenen  Phasen  (Flüssigkeit  und 
Dampf)  bis  zu  der  besagten  Fläche  fortgesetzt  würden,  die 
Gesamtmaße  und  das  Gesamtvolumen  der  Materie  sich  nicht 
änderte.  Wir  haben  das  oben  in  §  1  zum  Ausdruck  gebracht, 
indem  wir  sagten:  Die  Kapillarschicht  hat  sich  aus  den  homo- 
genen Phasen  von  Flüssigkeit  und  Dampf  ohne  Änderung  der 
Gesamtmaße   und   des  Gesamtvolumens  der  Materie  gebildet 

Bei   der   Bildung   der  Kapillarschicht    schicken   sich    die 
n-Molekelschichteu  zu  '^  neue  Schichten.     Wir  setzen: 
(21)  9t  ^y« 

und  wollen  zeigen,  daß  für  Teuiperaturen  in  der  Nähe  des 
Schmelzpunktes  q  für  Kohleuaäure  zwischen  1  und  1,5  liegt; 
bei  höheren  Temperaturen  kommt  q  immer  höher  an  1.  Denken 
wir  uns  nämlich  erstens  eine  homoyene  Phase,  welche  dieselbe 
Dichte  hat  als  die  mittlere  Dichte  (»  =  --^  '''  der  Kapillar- 
schicht Der  mittlere  Abstand  zwischen  zwei  Molekeln  ist  in 
diesem  Falle  gegeben  durch: 
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Wir  würden  also  als  Zahl  der  Molekelschichten  in   der 
Kapillarschicht  erhalten:  ^ 

n  =  -■     ■.  _      • 

M 


1/: 


Im  Zusammenhang  mit  (20)  erhalten  wir  also: 


1^'-":^'^ 


V  Qi  +  1  *« 

Wir  setzen :    n  =  7'  //. 

In  einer  vorhergehenden  Arbeit  habe  ich  schon  die  Zahl 
f/  nicht  allein  für  Kohlensäure,  sondern  auch  für  Benzol  und 
Äther  berechnet  und  ]>enutzt.     Ich  fand*): 


Tabelle  4. 

1 

Benzol. 

/ 

= 

5,4  <» 

20  <> 

50 

80           100 

150 

200 

250 

275 

'/ 

■* 

1,59 

1,48 

1,43 

1,8S        1,H5 

•  • 

A  t  h  0  r. 

1,26 

1,17 

1,09 

1,04 

/ 

Ä 

0« 

20* 

50 

öO         12(» 

150 

170 

190 

198 

= 

1,440 

l.:-^98 

l,8H 

1,27        1,18 

1,12 

1,07 

1,02 

1,01 

Kohlensäure. 

f 

Ä 

-  25 

0        _ 

10«» 

0            10 

20 

28 

:^o 

31,12 

q' 

» 

1,2 

1 

,14 

1,11        1,0«       1,05 

1,02 

1,009 

1,001 

oder  resümierend,  wenn   wir  7'   in  ihrer  Abhängigkeit  zu  der 
reduzierten  Temperatur  iV   angilben: 


C«Ho 

CeH, 

Afher 

Athi'r 

CeHjj 

O.Ho 

Atlier 

CftHe 

it  = 

0,498 

0,575 

0,584 

0,027 

0,629 

0,664 

0,69  r 

0,753 

7  = 

1  ,:)9 

1,48 

1,44 

1,398 

1,38 

1,35 

1,33 

1,26 

Äther 

CO, 

Äther 

Cell. 

CO, 

CO, 

Äther 

CO, 

ff  - 

0,755 

0,815 

0,841 

0,842 

0,864 

0,897 

0,905 

0,929 

7  = 

1,27 

1,2 

1,18 

1,17 

1,14 

1,11 

1,12 

1,09 

CeH^  Äther  CO^  C^H«  CO,  Äther  CO^  Äther  CO, 
ff  =  0,981  0,948  0,963  0,976  0,989  0,990  0,995  0,997  0,i»99 
q*  =    1,09       1,07        1,05        1,01        1,02       1,02        1,009     1,01        1,001 


1)  G.  Bakker,   Zeitsehr.  f.  physik.  Chemie  91.  S.  582—585.  1916. 
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Da  nun  der  wirkliche  Wert  91  der  Molekelscbichten  der 
Eapillarschicht  zwischen  n  und  n'  liegt,  nehmeü  wir  q  =  — ^ 
and  finden: 

C.H,       C.H,      Äther     Äther     C,H,      CH,     Äther  C,H, 

»  ^   0,493  0,5TS       0,584       0,627       0,629       0,664       0,691  0,753 

q  -    1,8  1,21         1,3a         1,2  1,19         1,11         1,16  1,13 

Äther      CO,       Äther      C.H,       CO,       CO,       Äther  CO, 

»  =   0,755  0,815       0,841       0ßt2       0,B64       0,897       0,905  0,939 

q  <=    1,13  1,1  1,09         l,0S         1,07         1,05         1,06  1,04 

C,H,  Äther  CO,     C,H.     CO,     Äther     CO,     Äther  CO, 

It  -   0,931  0,048  0,969     0,976     0,D89     0,990     0,995     0,997  Q,ft9» 

q  =    1,04  1,03  1,02       1,01        1,01       l,öl       1,104     1,005  1,005 

iba  nun  *  ~  0,493  für  Benzol  den  Schmelzpunkt  (5,4!^ 
angibt,  sehen  wir  also,  daß  der  Koeftizient  g  in  (21)  vom 
Schmelzpunkt  bis  zu  der  kritischen  Temperatur  TOn  1,3  bis  I 
abnimmt. 

Elimination  von  ^  und  n  zwischen  (19),  (20]  und  (21)  gibt 
für  91: 

(22)  9t  =  ^^^^'-^^--i/:^,.. 

Indessen  haben  wir  bei  dieser  Betrachtung  als  Formel  für 
den  Molekulardruck  den  Laplaceschen  Ausdruck:  a(i*  gewählt. 
Wollen  wir  aber  unsere  Ergebnisse  vergleichen  mit  denen  in 
§  1  oben,  so  müssen  wir  in  Formel  (22)  p^  ~  (>^  ersetzen  durch 

~—s ä  I  da  wir  oben  für  die  homotfene  Phase  ?on  CO, 

die  Zastandagleichung: 

benatzt  haben.     Da  aas  der  letzten  Gleichung  für  die  innere 
Verdampfunpw&rme  r.  folgt: 


so  erhalten  wir  für  91: 


,+(< 


*Yii,)'  1--^-^  (i+i»,,)(i+fejjr 
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Nach  Sarrau  ist  für  Kohlensäure 

ß  =  0,357  und  a  =  4317,7  .  10«.  1,00285"  ^' . 
Hit -Hilfe  dieser  Werte  berechnen  wir^): 

Kohlensfture. 
/   =     _25<>     -10°         0  10  20  28  30 

1 ^  ^.  ^     1  71         1  749      1  778     1,806     1,835     1,858     1,863 

a    dt 

(1  +  f^Vi)U  +  l^ei)   =*    1»382       1,385      1,072     1,367     1,360     1,367     1,361 

Weiter  wird: 

l7f='^-'V/ä  =  0.414. 10-' 
und  deshalb  nach  ^20): 

;•        0,828-10-^7/ 

^        '    *     —  • 

1  A   

Benutzen  wir  für  r^  die  Werte  nach  Regnault-Zeuner 
(bei  30^  nach  Mo  Hier),  während  die  Werte  für  die  Ober- 
flächenspannung nach  den  Angaben  Ton  Verschaffelt  be- 
rechnet sind,  80  finden  wir  nach  (23),  (21)  und  (20): 


I  '== 

I  9J  = 


3 


-100 

0 

10 

20 

28 

80 

3,6 

f  2 

5,1 

7 

11,4 

26 

3,4 

4 

4,9 

0,9 

11,3 

26 

2 

2.3 

2,8 

6,1 

lAflfA 

\    n  =      2.7 

I   :=     1,6 

Unter  Vernachlässigung  der  Änderung  der  Dicke  ^  der 
Eapillarschicht  mit  der  Temperatur,  d.  h.  wenn  wir  die  Term 

in  (5a)^)  weglassen,  wodurch  die  IVerte  von  ^  zu  klein  ausfallen, 
fanden  wir  nach  (13),  §  1: 

y,  U=-250    _iQo         0  IQ  20  28  30 

U=    1,27         1,3         1,49         1,91         2,79         5,33         12,53  ^a 

Wenn  wir  Reihe  I  mit  Reihe  II  yergleichen,  sehen  wir, 
daß  auch  wirklich  die  Zahlen  sub  I  größer  sind,  wie  die 
Zahlen  sub  IL 

Tabelle  3,  §  1,  gibt  eine  Zusammenfassung  der  Werte  für 
die  Dicke  der  Kapillarschicht,  nach  yerschiedenen  Methoden  ge- 
funden. Bei  der  Berechnung  von  f,,  ^^^  und  f^,,  ist  zur  Bestimmung 

1)  Die  Werte  von  ^i  und  q^  sind  nach  Amagat. 

2)  Diese  Relation  befindet  sich  zwischen  (10)  und  (11). 


III  {!:;. 
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der  Energie  die  Grieichung  von  Sarrau  benutzt,  ebenso  wie 
hier.  Allein  bei  30^^  haben  wir  dort  einen  anderen  Wert  für 
r.  adoptiert.  (Nach  Mathias  statt  nach  Mo  liier.)  Die  Mittel- 
werte von  ^,,  ^^^  und  f,„  von  Tabelle  3,  §  1,  sind  deshalb  bis 
20^  vergleichbar  mit  denen ,  berechnet  in  diesem  Paragraph 
nach  I.     Wir  erhalten  als  Mittelwerte  von  f,,  ^„  und  f,„: 

/  =  -30®     -  1(»"      0  10  20 

46         1,7         2         2,6         3,6 

Wie  wir  sehen,  sind  die  Werte  von  C  nach  II  und  III 
genügend  im  Einklang  miteinander^  wenigstens  wenn  wir  den 
großen  Unterschied  in  den  gefolgten  Methoden  beachten. 
Weiter  bemerken  wir,  daß  in  der  hier  befolgten  Methode  die 
Dicke  i^  der  Kapillarschicht  berechnet  ist  durch  Formeln,  wo 
die  innere  Verdampfungswärme  r.  in  dem  Zähler  steht,  während 
die  Oberflächenspannung  II  sich  in  dem  Nenner  befindet,  im 
Gegensatz  zu  den  Formeln^  benutzt  in  §  1,  wo  gerade  die  innere 
Verdampfungswärme  (r^  in  dem  Nenner,  bzw.  die  Oberflächen- 
energie   {H~T        I  in  dem  Zähler  steht. 

Außerhalb  Kohlensäure  gibt  es  leider  wenige  Körper, 
wofür  die  Daten,  nötig  für  die  obigen  Berechnungen,  über  ein 
genügend  ausgedehntes  Temperaturgebiet  gegeben  sind.  Wir 
müssen  uns  auf  Benzol  und  Äther  beschränken.  Für  den 
ersten  Körper  kennen  wir  die  Oberflächenspannung  [H)  und 
die  Densitäten  {t^  und  q^  vom  Schmelzpunkt  bis  280^*,  also 
bis  einzelne  Grade  unterhalb  der  kritischen  Temperaturen 
(288,5®  nach  Young),  während  die  innere  Verdampfungs wärme 
über  demselben  Temperaturgebiet  durch  mich  berechnet  ist^) 
Eine  genügend  exakte  Zustandsgieichung  gibt  es  aber  für  diesen 
Körper  nicht;  ebensowenig  für  Äther,  wofür  wir  die  übrigen 
nötigen  Daten  zwischen  0®  und  193*^  (krit. Temp.  nach  Amagat: 
194,4®)  kennen.  Aus  Mangel  an  einer  besseren  Zustauds- 
gleichung  wollen  wir  für  Benzol  und  Äther  die  van  der  Waals- 
sche  Zustandsgieichung  benutzten.  Weiter  können  wir  dann 
nach  unserer  Theorie  die  Zahl  der  Molekelschichten  der  Kapillar- 
schicht und  ihre  Dicke  f  berechnen. 


1)  G.  Bakker,   Zeitschr.   f.   phjsik.   Chemie  90.  S.  99—104.  1905. 
und  Ann.  d.  Phye.  »4.  S.  275.  1918. 
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Benzol.*) 
Für   Benzol  ist  bei   5,4^  (Schmelzpunkt)  die  innere  Ver- 

dampfangsw&rme  r.  =  846,6- 10^ erg.,  Oj  =  0,894,  j  q^  =  0,9638, 
während 'o,  gegen  o^  vemachläBsigt  werden  kann.  Weiter  ist 
M  (Moleknlargewicht)  =  78  und* für  N  (Avogadrosche  Kon- 
stante oder  Zahl  der  Molekeln   in  einem  g-Molekel)  nehmen 

wir:  6,2.10".  Das  gibt  l/^  =  0,50107.10"'.  Bei  Benutzung 
der  Formel  von  Clausius  für  a  wird  1  —       j.  =  2  und  des- 

a    dt 

halb  hat  man  für  die  Zahl  9{  der  Molekelschichten  nach 
Formel  (23)  (ri  =  0»: 


=      '      .(),50lü7  =**f  "•'*'=-'•  ^^ 
Nach  der  van   der  W  aal  sehen   Formel  von  n  (in  seiner 

Zustandsgieichung)    wird   1  —       77  =      r  ~  "^  ^^"^^   '^^^    ^*® 

würde    geben   91  «  2,7.      Im   Mittel   wird   also:    9J  =  2,4   bei 
t  =  5,4  (Schmelzpunkt.) 

Nach  Ramsav  und  Shields  ist  die  Oberflächenspannung 
H  gegeben  durch: 

II  =  2,104H [t^-t-  G,5) (>,' •  M -• : . 

Bei   50^   können    wir   o^   gegen    o^    vernachlässigen    und 
erhalten  mit  7  =  1,21    Tabelle  IV)»): 

1,21  i^.    ^     ^^'      '        2,104:^(^-/-ti.5)v;'^ 


«.' 


=      ^      .0.5017  r-^^-^'^-''-»  8. 

1,21  2.2,104:^.232 


1)  Wir  benutzen   im  folgenden  die  Daten  derselben  Forscher  wie 
in  den  vorhergehenden  Arbeiten. 

2)  q  =        -'     und  nacli  Tabelle  IV  ist  ^'  =  1,59. 
8)  /  =r  50^  =  {f-  =  0,nT:>. 
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Mit  der  van  der  Waalsschen  Formel  für  a  wird 
1  -  - ^  =  1,57     und  hieraus     K  =  S-  -^r  =  ^,8 . 

aal  1,57  ' 

Im  Mittel  ist  also  SR  ==  3,4. 

Auch  für  80,  100,  150,  200,  250,  275  und  280«  habe  ich 
die  Berechnung  durchgeführt  und  im  Mittel  (halbe  Summe  der 
beiden  Werte]  gefunden  (resümierend): 

^=5,4»    50    80    100    150    200    250    275    280*) 
9J  =  2,4     8     3,2    3,4     3,5     4     6,4    10,8    16 

Indessen  haben  wir  bei  der  Ableitung  von  Formel  (19) 
als  Ausdruck  für  die  Differenz  der  Dichten  von  zwei  auf- 
einanderfolgenden Schichten  den  Ausdruck  ^*  ^  ^*  benutzt, 
während  man  doch  oberflächlich  meinen  könnte,  daß  es  heißen 
muß:    ^  ]]  ^*  .     Da  9i  die  Zahl   der  Molekelschichten  in  der 

Kapillarschicht  darstellt,  so  gibt  es  allerdings  9^—1  Abstände 
zwischen  den  äußersten  Schichten;  es  ist  aber  nicht  rational, 
als  Dicke  der  Eapillarschicht  einfach  den  Abstand  zwischen 
den  äußersten  Molekelschichten  zu  nehmen,  denn  exakter  ist 
es  bei  diesem  Abstand  noch  hinzuzufügen  einen  halben  Molekel- 
abstand, sowohl  der  flüssigen  als  der  dampfförmigen  Phase. 
Der  richtige  Ausdruck  für  die  Differenz  der  Dichten  von  zwei 

aufeinanderfolgenden  Schichten  ist  deshalb:   ^^  "  ^*  • 

In  einer  Arbeit  von  1915*)  fand  ich  schon  für  die  Zahl 
der  Molekelschichten,  die  „die  Eapillarschicht  geformt  haben '<: 

^  =  20°    50      80      100      150      200      250     275 
w  =  3,7   8—4    3—5    3,5—5    3,5—5    4—6     6—8    9—12 

Äther. 

Öanz  auf  dieselbe  Weise  wie  oben  habe  ich  die  Berechnung 
zwischen  0  und  193  <»  (krit.  Temp.  194.5^  für  Äther  durch- 
geführt und  berechnet: 


t  «  0» 

20 

50 

80 

120 

170 

190 

193 

92  =  2,3 

3,3 

3,3 

*,2 

5 

7,8 

16,5 

21,5 

1)  Für  ^  -  280<>  ist  q'  in  Tabelle  IV  nicht  berechnet.     Wir  finden 
q'  s  1,014  und  deshalb  q  =  1,007. 

2)  G.  Bakker,  Zeitschr.  f.  phys.  Chemie  90.  105.  1915;  vgl.  Ann. 
d.  Phys.  54.  S.  277.  1918. 
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Mit  Hilfe  der  Theorie  des  klassischen  Agens  fand  ich 
firüher*): 

n  =  3,7         4,7         3—5         4—6         6,5         10,6         10—16         27 

Zusamme  n  faasun  g. 

In  §  1  ist  auf  zwei  Weisen  die  folgende  thermodynamische 
Gleiohong  abgeleitet: 

dt         ^2  '  * 

Hierin  ist  H  die  Oberflächenspannung,  ^  die  Dicke  der 
Kapillarschicht,  T  die  absolute  Temperatur  und  sind  E^,  E^ 
und  E^  die  Energiedensitäten  der  flüssigen,  dampfförmigen 
Phase  bzw.  die  der  Phase  F  (Fig.  l).^) 

In  F  hat  das  thermodynamische  Potential  denselben  Wert 
wie  fiir  die  homogene  Phase  der  Flüssigkeit  und  des  Dampfes. 

Durch   Entwicklung  von  (I)  entsteht  links  ein  Glied,  das 

den  Differentialquotient  -^  enthält.    Vernachlässigt  man  dieses 

Glied,  so  erhält  man  eine  vereinfachte  Relation,  welche  die 
Dicke  1^  der  Kapillarschicht  ein  wenig  zu  klein  angibt.  Die 
Größenordnung  ist  aber  richtig.  Diese  Berechnung  habe  ich 
in  einer  vorhergehenden  Arbeit  für  Kohlensäure,  Äther  und 
Benzol  durchgeführt. 

Für  die  Energie  e  der  homogenen  Phase  benutzte  ich 
erstens  die  Gauss-  van  der  Waalssche  Formel: 

(II)  ,^^aQ+f[t) 

und  zweitens  die  Formel  von  Mills: 

iii)  *  =  -  ^  y^>  +  F[t) . 

In  (II)  ist  a  eine  Temperaturfunktion  und  in  (III]  ist  A 
eine  Konstante;  f\t)  und  F{t)  sind  Temperaturfunktionen.  Als 
Mittel  der  zwei  Berechnungen  fand  ich: 

^     f  /=-25<'  -10  0  10         20         28         30         31,12 

^    I  :  =  1,52  1,51  1,87      2,13      3,11      5,86     13,66     193  ;/fi 

1)  <T.  liakker,  Zeitschr.  f.  phys.  Chemie  90.  S.  118.  1915;  vgl.  Add. 
d.  Phys.  54.  S.  279.  1918. 

2)  Energiedensität  =  Energie  der  Volumeinheit.  Ist  für  eine  Phase 
^'die  Energie  pro  Einheit  der  MaBe  und  v  das  spez.  Volumen,  so  ist  also: 

p 


Id  düser  Arbeit  habe  ich  nun  für  die  Energie  c  die  Forme, 
benutzt,  wie  sie  aus  der  Zastandsgleicbnng  TonOlausius*)  folgt. 
nämlich : 

wo  fi  eine  Konstante  und  A  eine  uubekaunte  Temperatur^ 
funktion  darstellt.  Ebenso  ist  i''  <J]  eine  unbekannte  Temperatur- 
fuuktion. 

Mit  ,:/  =  0.367   nach   Sarrau   ünde   ich  für  CO,   in  §  1 : 
y  I  (  =  -  •i:>"         -  10         0         10         •><!         25         28         30     31,12 
'    'lC-l,a'    ■         1.30       1,4!)     l,',il      2.79      :i,21      5,3S      li,b  WOS fif- 

Diese  Zahlen  schließen  sich  deshalb  sehr  gut  den  Werten 
nach  (IV)  an.  In  dieser  Arbeit  habe  ich  darum  diese  Zahlen 
als  erste  augenäherte  Werte  für  die  Dicke  der  Kapillarschicht 
von  COj  betrachtet.  Durch  ein  Annäbernngsverfabren  wurde 
nuu  weiter  mit  Hilfe  der  voUstäniiigen  Relation  (I)  ftlr  ^ 
berechnet: 
(VIl  ['=-10^         ..         10        20 

'     ■  .        U"  =1,«         ',"»    ü.in    3.,ii  ,1«. 

Auch  durch  Integration  von  (I),  sowohl  zwischen  O''  und 
.S(l"  als  zwischen   —  30  und   +  ÜÜ  wird  !l,  berechnet 

Die  Mittelwerte  von  j:,  die  nach  dieser  verschiedenen  Weise 
hier  für  Kohlensäure  gefunden  sind: 
,T,,.^  1/^-30°       -  10         0         10         20 

^        ■  l;=  1,46  1.7  2         2.<;       3.6 

Wie  es  sein  muß,  sind  die  Werte  nach  ;V)  kleiner  wie 
die  nach  (VII). 

In  §  2  wurde  auf  ganz  tmdere  ft'eise  die  Dicke  ^  der 
Kapillarachich t  bestimmt.  Stellen  wir  nämlich  wieder  die 
Kapillarenergie')  (numerisch  =  Oberflächenspannnng)  durch  // 
dar  und  sind  p:/  und  pT  die  I  >rucke  in  einer  Richtung  senk- 
recht, bzw.  parallel  der  Oherfiäche  der  Kapillarscbicht,  so  ist: 
(VIII;  //  =  (/'.v -/',);     oder     ;=         "--■ 


!  In  ihrer  vernllgeineiiierten  Form:  p  =  Tfip)  - 


(-  +  (*)'■ 

2)  Exakter:   Die   Anitenivti  der  Frfitn   Energie   bm   der  Blldnng 
der  Kapillarscbicht. 
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Wenn  Sjj  und  8t  die  Kobäsionen  in  den  besagten  Rieb- 
langen  darstellen,  so  ist  also,  da  der  kinetische  Druck  unab- 
hängig Ton  der  Richtung  ist: 

Wenn  wir  deshalb  der  Kürze  halber  die  Mittelwerte  Ton 
St  ohne  Strich  schreiben,  so  ist  nach  (VI  11]: 

(rx)  :  =  V%--  • 

Ist  91  die  Zahl  der  Molekeischichten  in  der  Kapiilarschiolit, 
so  finden  wir  mit  Hilfe  von  (IX): 

wobei  wir  Torläufig  angenommen  haben,  daB  die  Kobäsionen 
in  der  Flüssigkeit  bzw.  in  den  Dampf  durch  die  Laplac eschen 
Formeln  oq^^  und  a(j^-  gegeben  werden. 

Setzt  man  weiter: 


l7' 


2  ,  1        V'  +  1 

i'ir+y?. 


«> 


■o  findet  man  für  die  Zahl  9i  der  Molekelschichten  in  der 
Kapillarschicht: 

(X)  gi  =  .     «^.:i_£i^-  |)f , 

7i)?i  +  yc>j// 

wo  A  die  Zahl  der  Molekeln  in  einem  Grammoleki^l  (Avo- 
gadroBche  Konstante)  und  M  das  Molekulargewicht  darstellt. 

Wollen  wir  aber  unsere  Ergebnisse  für  Kohlensäure  in  §  2 
vergleichen  mit  denen  in  §  1,  so  müssen  wir  den  Ausdruck  a()^  oder 

nlv*  ersetzen  durch  den  Ausdruck  -, — -—^^   von  Clausius  und 

Sarrau.  Mit  Hilfe  der  Werte  von  (i  und  a  nach  Sarrau 
finde  ich  für  CO^  mit  Hilfe  der  auf  diese  Weise  korrigierten 
Formel  (X): 


(XI) 


/»  -26<»     -  10 

0 

10 

20 

28 

\\ 

9?  =      3            8,6 

4,2 

r>,i 

7 

11,4 

^} 

n  «     2,7        3,4 

4 

4,1» 

6,1> 

11,3 

y  c»  1,6    2 

2,3 

-',8 

1  «1 

6,1  fifi. 

AaBAlen  di 

ir  PhTiik.    IV.  Folg«.   61. 
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ffü  wir  sehen,  sind  die  inerte  nach  [XI)  seht-  gut  im  Ein- 
hlang  mit  den  Werten  {VII)  i«  j)  1,  nach  einer  ganz  anderen 
Methode  gefunden. 

Außerhalb  Kohlensäure  gibt  es  nur  zwei  Körper,  wofQr 
di«  D&ten,  nOtig  für  meine  Berechnungen,  gegeben  sind.  Wir 
mfissen  ans  anf  Benzol  und  JUher 'beschränken.  Aus  Mangel 
-  an  einer  besseren  Zustandsgleichnng  haben  wir  weiter  fftr 
diesen  Körper  die  van  der  Waalseche  ZuBtandsgleichnng 
benutzt.  Auf  diese  Weise  fand  ich  nach  meiner  llieorie  für 
die  Zahl  der  Holetcelechichten  in  der  KapUlarschicht  von 

Ben.ol') 


Auf  ähnliche  Weise  habe  ich  fUr  Äther  berechnet: 


1)  Schmelxpankt:  5,4 
S}  tjchinclcpuokt;  - 


Kritische  Tempemtar:  2BB,6<'. 
7,5*.     Rritischo  Temperatur:  104,5° 


(Eiugegflng«ii  3.  September  19lä|. 
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4/  Beweywng   und   Ladung  kleiner    Teilchen  int 

ionisierten  elektrischen  Feld; 

von  F.  V.  Hauer. 


Gelegentlich  von  Versuchen^)  über  den  Einfluß  von  a- 
Strahlung  auf  die  Bewegung  ultramikroskopischer,  in  einem 
loftgefbllten  Kondensator  schwebender  Teilchen  (Zigaretten- 
rauch, Öltröpfchen  usw.)  wurde  beobachtet,  daß  diese  Teilchen 
völlig  andere  Bewegungserscheinungen  zeigen,  wenn  der  Kon- 
(lensatorraum  mit  c^-Strahlung  erfüllt  ist,  als  ohne  diese. 

Normalerweise  (d.  h.  ohne  e^-Strahlung)  zeigen  solche 
Teilchen,  wie  bei  den  bekannten  Versuchen  von  Ehrenhaft, 
Millikan  u.  a.,  ohne  elektrisches  Feld  neben  starker  Brown- 
scher  Bewegung  eine  mehr  oder  weniger  ausgeprägte  Fall- 
bewegung. Bei  Einschalten  eines  elektrischen  Feldes  wird  der 
Bewegungszustand  eines  Teiles  der  Teilchen  nicht  geändert 
(angeladene),  während  ein  anderer  Teil,  je  nach  dem  Sinne  der 
elektrischen  Ladung  der  Teilchen,  einen  Oeschwindigkeitszu- 
wachs  in  der  Richtung  des  elektrischen  Feldes  oder  gegen 
diese  erfährt.  Man  sieht  dabei  deutlich^  wie  die  offenbar  teils 
positiv,  teils  negativ  geladenen  Teilchen  mit  konstanter  Oe- 
schwindigkeit  aneinander  vorbeischwebend  der  negativen  bzw. 
positiven  Kondensatorplatte  zueilen. 

Ist  der  Raum  zwischen  den  Kondensatorplatten  jedoch 
stark  ionisiert,  so  ändert  sich  das  Bild  völlig.  Beim  Einschalten 
des  elektrischen  Feldes  wandern  die  Teilchen  nicht  aneinander 
vorbei,  sondern  es  bildet  sich  ungefähr  in  der  Mitte  des  Kon- 
densators eine  Grenzfläche  aus  und  alles,  was  ober  dieser 
Grenzfläche  ist,  wandert  gegen  die  obere  Kondensatorplatte, 


1)  Die  ursprÜDglicbe  Absicht  war,  den  Stoß  und  die  UmladuDg 
durch  das  a-Teilchen  zu  beobachten  und  so  zu  Ehrenhafts  „elektrischer 
Wage''  mit  Hilfe  der  bekannten  Ladung  des  a-Teilchens  gleicbsam 
„elektrische  Gewichte"  zu  schaffen. 

20* 
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alles,  was  nnterhalb  iet,  gegen  die  untere  Platte.  Die  Ge- 
schwindigkeit eines  einzelnen  Teilchens  bleibt  längs  seines 
Weges  nicht  konstant,  sondern  wird  mit  abnehmender  E^t- 
feiDung  lon  der  Platte,  auf  welche  das  Teilchen  zueilt,  stets 
größer.  Da  die  gleiche  Erscheinung,  wie  ich  annehme,  anch 
hei  dem  von  Przibram')  angegebenen  Versnch  znr  Demon- 
stration der  Reichweite  der  (^-Strahlen  auftritt  und  möglicher- 
weise aucb  den  Wanderungssion  kolloider  Teilchen  bei  der 
Elektrolyse  beeioiluBt,  sei  es  mir  gestattet,  hierauf  etwas  näher 
einzugehen. 

Als  Ursache  ftU'  das  erwähnte  Verhalten  mUsseu  wir  die 
durch  das  Anlegen  des  elektrischen  Feldes  gestörte  lonen- 
verteilung  ansehen,  die  einerseits  durch  Ausbildung  einer  ent- 
gegengesetzt geladenen  loncnechicht  an  jeder  Elektrode  die 
Feldstärke  ändert,  andererseits  die  in  dieser  Schicht  befind- 
lichen ultramikroskopischen  Teilchen  durch  lonenadsorption 
aufladet 

Um  lonenverteilnng  und  Verlauf  der  Feldst&rke  im  Kon- 
densator zu  berechnen,  schreiben  wir'): 


Dabei  bedeuten  »^  und  »,  die  loneudichten  (Anzahl  in 
einem  bestimmten  Volun;en,  dividiert  durch  dieses  Volnmeu] 
der  |)0S)tiven  b/.w.  negativen  Ionen,  e  die  Ladung  des  Elementar- 
quantums  (- -4,7  -  IQ-'"  eist.  K.),  X  die  eUktiische  Kraft  in 
der  j;-Richtung,  d.  h.  senkrecht  zu  den  Kondensatorplatten;  c, 
und  c,  die  Beweglichkeiten  der  positiven  bzw.  negativen  Ionen, 
i  die  Stromdichte  im  Kondensator,  q  die  Zahl  der  im  cm* 
pro  Sekunde  erzeugten  Ionen  jedes  Vor/;eicliens  und  u  den 
Wiederrcreinigungskoeftizienten. 

1)  Karl  Przibram,  Wien.  Her,  1-21.  II  A.  8.  221.  1912  uod 
Elater-Geitel-Festschrift. 

■i)  V't;l.  J.  J.  Tlioitieoii,  Ek'ktrititüladiiruhgang  iu  Gutn,  8.«. 
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Setzen  wir  näherangsweise  (\  =  c^  =  c  und  «  »  0  (Sätti- 
gODgestrom);  so  ergeben  die  obigen  Oleichungen 

1  /  i     i  1      dX\ 

"1*2  [e'e    X  "^   ine     dij 

uud 

^'^^  dx\e'c  "*"  Tti«  *^  rfa:  )  ""   ine    dx\^    rfr /' 

daraus  erhalten  wir»  durch  Integration 


(index  0  für  die  entsprechenden  Werte  au  der  in  ar  —  0  botiiid- 
lichen    Kondensatorplatte]   und   durch   nochmalige  Integration 

oder  da 

1'  2  ^    V  2 

(Index  d  fttr  die  entsprechendeu  Werte  an  der  zweiten  in  x  »  </ 
befindlichen  Platte)  ergibt  sich 

und  daher  schließlich 

(A)'  .Y»--*-"A?.(.r«_.rrf)+  V. 

Setzen  wir  den  hieraus  abzuleitenden  Ausdruck  für  X-^ — 

dx 

in  die  Oleichung  für  i/j  ein^  so  erhalten  wir 


(B)  «,  =    ' 


^  +  |(''i--'/) 


2A' 

und  aus  den  Ausgangsgleichungen 

(C)  n,^n,^±^[2r-.d). 

Die  Gleichungen  (A)  bis  (C)  geben  uns  den  Verlauf  der 
elektrischen  Feldstärke,  der  lonendichte  und  des  aus  der  un- 
gleichen lonenverteilung  resultierenden  Ladungsüberschusses 
als  Funktion  der  Entfernnug  you  der  einen  Platte.  Die  elek- 
trische Feldstärke  hat  ihren  maximalen  Wert  A'^  an  den 
Kondensatorplatten  (.r  =  i)  und  x  ^  d)  und  nimmt  gegen  die 
Mitte  zu  ab  bis  zum  kleinsten  Wert  (A'^in)  in  .r  =  ^/2,  wo 

\'  2  _    V  :I         —    r  3         "'  *  V   ./u 
-»      —    -^    null  —    ^n     "~        "       "    • 
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Die  positiven  Ionen  sind  vor  der  negativen  Kondensator- 
platte und  die  negativen  Ionen  vor  der  anderen  Platte  stark 
verdichtet,  so  daß  sich  vor  jeder  Kondensatorplatte  eine  lonen- 
atmosphäre  mit  einer  Ranmladung  von  entgegengesetztem  Vor- 
zeichen befindet  Die  Dichte  dieser  Eanmladang  ist  darch 
Gleichung  (C)  gegeben. 

Denken  wir  ans  nnn  in  diesen  Kondensatorraum  ein  kleines 
Teilchen  (etwa  Zigarettenranch)  eingeführt,  so  kann  dieses  ans 
verschiedenen  Ursachen  einen  Bewegungsantrieh  erfahren.  Die 
Influenz  kann,  da  das  elektrische  Feld  jetzt  nicht  homogen  - 
ist,  eine  Bewegung  znr  näherstehenden  Kondensatorplatte  ver< 
anlassen  oder  es  kann  das  Teilchen  infolge  einer  wahren 
elektrischen  Ladung  gezwungen  sein,  dem  Felde  zu  folgen. 
Diese  wahren  elektrischen  Ladungen  müssen  (abgesehen  von 
den  schon  bei  der  Erzeugung  der  Teilchen  entstandenen 
Ladungen,  die  ja  zu  andern  schon  eingangs  beBcbriebenen 
Bewegungen  fahren)  der  das  Teilchen  umgebenden  lonenatmo- 
sphftre  entstammen.  Es  werden  aus  diesen  Ionen  beiderlei 
Vorzeichens  gegen  das  Teilchen  durch  das  elektrische  Feld  des 
Kondensators  geftthrt,  und  zwar,  wenn  das  Teilchen  näher  der 
positiven  Platte  ist,  mehr  negative  Ionen  als  positive,  da.  der 
Baum  zwischen  dem  Teilchen  und  der  negativen  Platte,  aus 
dem  alle  negativen  Ionen  zum  Teilchen  wandern,  größer  ist, 
^  als  der  zwischen  der  positiven  Platte  und  dem  Teilchen,  aus 
dem  alle  positiven  Ionen  gegen  das  Teilchen  geführt  werden. 
Es  resultiert  somit  aus  diesem  lonenstrome  eine  elektrische 
Aufladung  des  Teilchens,  die  das  entgegengesetzte  Vorzeichen 
hat,  wie  die  näherstehende  Kondensatorplatte  und  somit  eine 
Anziehung  gegen  diese.  Endlich  können  die  molekularen  Stöße 
der  Wärmebewegung  oder,  wenn  man  so  sagen  will,  der  Gas- 
druck Ionen  gegen  das  Teilchen  treiben,  wobei  dann  das 
Teilchen  natftrlich  eine  Ladung  des  gletclien  Vorzeichens  wie  die 
umgebende  lonenatmosph&re  erhalten  muU,  woraas  ebenfalls 
eine  Anziehung  gegen  die  näherstehende  Platte  resultiert 

Um  nun  diese  verschiedenen  Ursachen  quantitativ  zu  über- 
blicken, betrachten  wir  einen  speziellen  Fall,  der  ungeßLhr  den 
von  mir  realisierten  Versuchsbedinguugen  entspricht  Wir  setzen 

nämlich  „„    ,  Vnit 

c  -  1,4  '^^  n^,    ,y  =  6,10' ,    (/  =  0,1  cm 
'     MC  /    cm  '     ' 
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und  die  an  den  Kondensator  augelegte  Potentialditferenz  gleich 
100  Volt  (='^  der  absoluten  Einheit).  Es  wäre  demnach  die 
elektrische  Feldstärke  im  nichtionisierten  Kondensator 

X  =  1^  abs.  E. 
und  es  wird 

Xo»  -  A'^'„,in  =  -f^-  (P  =  2,10-«. 
(Alles  in  abs.  st.  Einh.  ausgedrückt.) 

Die  Differenz  zwischen  maximalem  und  minimalem  Wert  der 
Feldstärke  ist  also  so  klein,  daß  dus  Feld  praktisch  doch  als 
homogen  aogesehen  werden  kann.  Die  Wirkung  dieser  geringen 
Inhomogenität  auf  die  Influenzladungen  kleinerer  Teilchen 
(Radius  r  =  10""*  bis  lO"'*  cm)  ist  zu  vernachlässigen;  denn 
man  sieht  leicht,  daß  diese  Influenzladungen  von  der  Größen- 
ordnung r^ X  sind  und,  da  ihr  Abstand  ungeiUhr  gleich  r  und 
sehr  klein,  ist  die  auf  das  Teilchen  wegen  der  Influenz  aus- 
geübte   Kraft    von    der   Größenordnung    r^A"— y^— ,  was  nach 

Gleichung  (A)  zu  Kräften  von  10""^"  Dyn  führt,  die  gegen  die 
Scliwerkraft  schon  zu  vernachlässigen  sind,  die  beobachteten 
Kräfte  aber  sind  wesentlich  größer  als  die  auf  die  Teilchen 
wirkende  Schwerkraft. 

Wir  haben  es  demnach  mit  einer  wahren  Ladung  des 
Teilchens  zu  tun,  wie  dies  auch  durch  einen  weiter  unten  an- 
gegebenen Versuch  mit  einem  größeren  Probekörper  bestätigt 
wird.  Wir  haben  nun  zu  untersuchen,  inwieweit  diese  Ladung 
durch  den  oben  erwähnten  lonenstrom  hervorgerufen  sein  kann. 
Auf  das  ungeladene  Teilchen  (mit  dem  Radius  r)  in  der  Ent- 
fernung X  müssen  durch  das  Feld  alle  Tonen  eines  Vorzeichens, 
die  in  dem  Zylinder  mit  der  Grundfläche  r^n  und  der  Höhe  .r 
erzeugt  werden,  getrieben  werden,  also  in  der  Sekunde  r^  ;r  .r  y 
Ionen.  Vom  entgegengesetzten  Vorzeichen  werden  in  der 
Sekunde  r^  n  [d  —  x)  q  Ionen  gegen  des  Teilchen  getrieben,  also 
erhält  es  pro  Sekunde  eine  Ladung  von  r*;r(r/—  2x)q  Ionen, 
d.  h.  mit  unseren  Zahlenwerten  höclislens  0,2  Ionen  pro  Sekunde. 
Dies  reicht  nicht  hin,  um  die  beobachteten  Bewegungs- 
erscheinungen zu  erklären,  denn  innerhalb  einiger  Sekunden  wird 
ein  Teilchen  dabei  unter  wachsender  Geschwindigkeit  an  die 


HUS 


!.  Haner. 


Platte  bewegt;  es  muB  aisu  in  dieser  Zeit  eine  ganze  Anzahl 
Ton  lonenladnogen  Ubemommen  haben,  was  darch  diesen  lonett- 
strom  um  bo  weniger  bewirkt  werden  kann,  als  eine  auf  dem 
Teikbeii  Torbandene  geringe  Ladung  bereits  das  Feld  in  der 
Dächiiteu  Umgebung  bo  defontiiert,  daß  weitere  Aufladung 
durch  Ausweichen  des  lonenstromes  verhindert  wird  (vgl.  Fig.  I , 
wubei  jedoch  der  Dichte  der  Kraftlinien  keine  Bedeutung 
zukommt.) 


Slürmi);  Ast  cicktrischeu  Feldes 

(1  Sekt.  -  10 


Ah  weiterer  Grund  zur  Ausbildung  einer  elektrischen 
Ladung  wurde  der  Zusammenstoß  mit  Ionen  infolge  der 
Wärniobewegung  derselben  genannt.  Gleichung  (G)  ergibt 
unmittelbar  an  der  Platte  einen  Überschuß  von  5,10^  Ionen 
(]>ro  cm")  eines  Vorzeichens  nach  Einsetzen  der  angegebenen 
Zablenwerte.  Behandeln  wir  nun  die  Ionen  wie  gewöhnliche 
Gasmolekel,  so  wird  durch  den  StoB  dieser  Ionen  gegen  das 
Teilchen,  wenn  3'  die  Zahl  der  Gasmolekel  im  cm",  v  die  Zahl 
der  SUiße  gegen  ein  cm'  der  Wand  bedeutet,  in  der  Sekunde 
die  Ladung  vun  4  7-';iii-^  Ionen  dem  Teilchen  mitgeteilt^  das 
ist  mit  *=  1,6'10",  ^'=2,10'"  die  Ladung  von  einem  Ion 
pro  Sekunde.  Dabei  ist  noch  zu  bedenke»,  daä  eine  bereits 
vorhandene  Ladung  des  Teilchens  abstoßend  wirkt,  w&hrend 
andererseits  die  durch  das  Ion  selbst  auf  dem  Teilchen  herror- 
gerufcue   lußuenz   es  gegen   das  Teilchen  treibt.     Dor  erste 
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Umstand  kann  aber  die  Aufladuug  nur  wenig  behindern,  da 
die  gesamte  Arbeit,  die  nötig  ist,  um  ein  Ion  (Ladung  e)  auf 
ein  Teilchen  mit  der  Ladung  von  etwa  10«  zu  bringen,  nur 

Erg  beträgt,   also  mit  r  r=  10""*  cm   gleich  2,10"'*  ist, 

während  die  mittlere  lebendige  Kraft  eines  Gasmolekels  bei 
Zimmertemperatur  etwa  dreimal  so  groB  ist.  Dieser  letzt- 
genannte Grund  kann  demnach  im  Verein  mit  dem  vorher 
genannten  die  Ladung  mehrerer  Ionen  auf  ein  kleines  Teilchen 
bringen,  und  damit  eine  Bewegung  desselben  zur  näherstehenden 
Kondensatorplatte  verursachen. 

Die  experimentelle  Beobachtung  der  erwähnten  Erscheinung 
wurde  in  folgender  Weise  durchgeführt.  Auf  einen  Objekt- 
trftger  wurden  zwei  etwa  1  mm  dicke  und  H  mm  breite  Mensing- 


I 


I'  »11 


a 


Fig.  2. 

streifen  [Ä  A")  im  Abstand  von  1  mm  aufgeklebt,  rechts  davon 
ein  ebenso  dickes  Glasplättchen  {G)  und  links  eine  Schicht 
Pizein,  in  der  ein  feines  Kapillarröhrchen  einen  Luftzugang  in 
den  so  gebildeten  Hohlraum  gcs-attete.  Der  Hohhaum  wurde 
Loch  durch  ein  darüber  gelegtes  eingefettetes  Deckgläschen 
geschlossen.  Diese  Kammer  wurde  nun  vor  das  horizontal 
stehende  Mikroskop  gebracht  und  von  rechts  durch  das  Glas- 
plättchen [G)  mit  dem  konzentrierten  Lichtkegel  einer  Bogen- 
lampe beleuchtet.  Bläst  mau  durch  die  Kapillare  Tabaks- 
rauch usw.  ein,  so  beobachtet  man  in  diesem  Dunkelfeld  die 
Brownsche  Bewegung  der  Teilchen  und  schaltet  man  an  .7  //' 
eine  Potentialdifferenz,  so  sieht  man  die  Trennung  der  Teilchen 
in  positiv  und  negativ  geladene,  wie  sie  von  P^hrenhaft  und 
anderen  beschrieben  wurde.  Nun  v^urden  die  durch  die  Messing- 
plättchen  gebildeten  l'eile  der  Kammerwände  mit  zwei  Platin- 
blechen (1x3  mm)  überdeckt,  auf  denen  ca.  14,10~*^  g  Po 
niedergeschlagen  war.  Um  ungefähr  die  Stärke  der  durch  die 
Po-Strahlung  hervorgerufenen  louisierung  angeben  zu  können, 
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wurde  angenommen,  daß  in  dem  Volumen  der  Kammer  [v]  der 
Bruchteil  ^  /  Ionen  erzeugt  werde,  wobei  /  die  gesamte  von 
(lieser  Po-Menge  pro  Sekunde  erzeugte  lonenmenge  und  V  das 
Volumen  einer  Kugel  bedeutet,  deren  Radius  gleich  ist  der 
Keicbweite  der  Po-Strahlung.  (Der  Fehler,  der  in  dem  Um- 
stände liegt,  daß  die  Dichte  der  cc-Strahlnng  mit  dem  Quadrate 
der  Entfernung  abnimmt,  wird  teilweise  dadurch  korrigiert,  dafi 
die  Zahl  der  erzeugten  Ionen  längs  des  Strahles  mit  d«r  Ent- 
fernung zunimmt)  So  wurde  die  oben  verwendete  Zahl  q  be- 
rechnet Durch  das  (nach  unten  weitere)  KapUlarrÖhrchen 
konnte  leicht'  Tabaksqualm  eingeblasen  werden.  Da  man  es 
dabei  aber  mit  einer  schlecht  definierten  Substanz  zu  tun  hat, 
nahm  ich  auch  Na-,  Hg-  und  Oldampf;  von  diesen  wurde  ein 
Tröpfchen  in  einem  in  der  Mitte  erweiterten  Glasröhrchen 
kr&i'tig  erwärmt  und  ihr  Dampf  durch  die  ausgezogene  Spitze 
des  GlasröhrcheuB  in  die  Kapillare  geblasen.  Ohne  a-Strahlung 
waren  die  Oltröpfchen  fast  alle  ungeladen,  bei  Anwesenheit 
der  Strahlung  aber  zeigten  alle  genannten  Substanzen  das 
gleiche  Verhalten:  Beim  Einschalten  des  elektrischen  Feldes 
wurden  alle  Teilchen  mit  wachsender  Geschwindigkeit  gegen  die 
näherstehende  Eondensatorplatte  befordert  [gegen  A  und  A'). 

Um  auch  noch  den  experimentellen  Beweis  zu  führen,  daß 
in  einem  ionisierten  elektrischen  Feld  suspendierte  Teilchen 
eine  wahre  elektrische  Ladung  erhalten,  bediente  ich  mich 
folgender  Anordnung:  In  einem  Glasröhrchen  von  20  cm  Länge 
war  an  einem  Kokonfaden  ein  KlUmpchen  Klebwachs  auf- 
gehängt; zu  beiden  Seiten  desselben  waren  innerhalb  des 
Röhrchens  zwei  Blechstreifen,  die  mit  den  Polen  einer  Akkumu- 
latorenbatterie (130  Volt)  verbunden  werden  konnten.  Unter> 
halb  des  QlasrÖhrcbeus  wurde  ein  Ra-Präparat  gelegt  (dasselbe 
war  mit  einem  Deckgläschen  zugedeckt,  so  daß  hier  keine  a- 
Strahlen,  sondern  nur  j9-  und7'-Strahlenwirkten);auf  der  Vorder- 
seite des  Söhrohens  war  ein  Fensterchen  (ein  Deckgläschen] 
augebracht,  durch  welches  mit  einem  schwach  vergrößerndem 
Mikroskop  die  Ablenkungen  des  Kokonfadens,  d.  h.  des  Wacbs- 
klUmpchens  beobachtet  werden  konnten.  Durch  Ein-  und  Aus- 
schalten des  elektrischen  Feldes  bzw.  der  Strahlung  war  es 
leicht  möglich,  sich  zu  überzeugen,  daß  dieses  grobe  Teilchen 
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wAk  qualitatiT  gleich  verhält^  wie  die  kleinen  und  daß  die 
ünMU^e  hiervon  eine  wahre  Ladung  ist,  die  auch  nach  Enir 
femong  des  Ra  auf  dem  Teilchen  bleibt,  aber  rasch  Ver- 
schwindet, wenn  die  Ba-Strahlung  ohne  Gegenwart  des  elek- 
trisohen  Feldes  ionisiert.  Die  Aufladung  des  Teilchens  ging 
hier  ganz  allmählich  vor  sich,  die  positive  langsamer  als  diä 
negative.  In  dieser  Weise  sollen  die  Versuche  noch  weiter  fbfi^ 
gesetzt  werden. 

Zum  Schlüsse  sei  noch  darauf  hingewiesen,  daß  die  be- 
schriebene Erscheinung  eine  Fehlerquelle  bei  Potentialmessungen 
in  ionisierten  Gasräumen  mit  Hilfe  von  Sonden  darstellt.  Die 
Voraussetzung  bei  diesen  Messungen  ist,  daß  die  eingeführte 
Sonde,  abfeseben  von  der  durch  ihre  Ausdehnung  hervor- 
gerufenen Störung,  das  Potential  der  Stelle  ^  an  der  sie  sich 
befindet,  annimmt,  so  wie  es  vöFlEnführung  der  Sonde  war. 
Eine  isolierte  Sonde  müßte  dies  natürlich  ohne  Ladungsauf- 
nahme tun,  die  Elektrizitätsaufnahme  ist  nur  nötig,  wenn  mit 
der  Sonde  noch  andere  Körper  (Elektrometerblättchen,  Zu- 
leitung) verbunden  sind  und  daher  ebenfalls  auf  das  Potential 
der  Sonde  gebracht  werden  müssen.  Nimmt  aber,  wie  aus 
obigem  hervorgeht,  auch  eine  isolierte  Sonde  Ladung  auf,  so 
hat  sie  nicht  das  Potential,  das  an  der  betreffenden  Stelle  vor 
ihrer  Einführung  herrschte,  und  ein  mit  ihr  verbundener 
EHektrometer  ebensowenig. 

Zusammenfaasung.  ^ 

In  einem  ionisierten  elektrischen  Feld  suspendierte  Teil- 
chen nehmen  aus  der  sie  umgebenden  lonenatmosphäre  eine 
elektrische  Ladung  auf,  deren  Vorzeichen  durch  die  Lage  des 
Teilchens  im  Feld  bestimmt  ist.  Die  Ursache  hiervon  dürfte 
in  der  Hauptsache  in  der  Ausbildung  von  einseitig  geladenen 
lonenschichten  durch  die  Wirkung  des  Feldes  und  der  Ad- 
sorption bzw.  Entladung  dieser  Ionen  an  dem  suspendierten 
Teilchen  bestehen.  Um  neben  der  Wärmebewegung  und  der 
elektrostatischen  Anziehung  der  Ionen  gegen  das  durch  die 
Ladung  des  Ions  influenzierte  Teilchen  noch  andere  besondere 
Adsorptionskräfte  anzunehmen,  liegt  hierbei  keine  Notwendig- 
keit vor.  ■-  '■  ;:  1  .    v 
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Die  gleiche  Erscheinung  liegt  dem  Przibramschen  Eon- 
denBfttor  zur  Demonstratioo  der  Reichweite  der  «c-Strahleu 
2i]grand&  Sie  muß  ferner  die  Ladung  suspendierter  Teilchen 
in  BlüBsigkeiten  beeinflussen  itnd  ist  wohl  die  Ursache,  daB 
manche  Eolloide  bei  der  Elektrolyse  nach  beiden  Elektroden 
wandern;  sie  muß  bei  der  Ladung  sehr  großer  Ionen  in  Luft 
mitspielen  und  Potentialmeesangen  in  ionisierten  Feldern  stOren. 

Freiburg  im  Uechtlaod,  September  1916. 
(Eingegugen  9.  September  191>.) 
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1.   über 

die  Gestalt  des  sichtbaren  Himmelsgewölbes; 

van  H.  J)ember  und  M.  Vibe. 

(Abdruck   ans   den  Berichten    der  Mathemat-Pbys.  Klasse  der  Rönigl. 
SSchfl.  Gksellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig,  Bd.  69,  31.  Juli  1917.) 

Sechster  Bericht  über  die  Ergebnisse  der  auf  Teneriffa 

ausgefQhrtcu  Arbeiten. 

>^  1. 

Der  unbedeckte  Taghimmel  und  der  sternenklare  Nacht- 
himmel werden  als  mehr  oder  weniger  flaches  Gewölbe  und 
nicht  als  vollkommene  Halbkugel  gesehen.  Im  allgemeinen  ist 
die  Form  des  Gewölbes  mit  großer  Annäherung  eine  Kugel- 
kalotte. ^)  Die  Mehrzahl  der  Wege,  diese  Erscheinung  zu  er- 
klären, welche  nach  Ptolemäus  für  uns  ,,eine  feste,  stetige 
und  unveränderbare  Vorstellung"  bildet^,  ist  von  alters  her 
psychologischer  Art  gewesen.  Aristoteles  und  Ptolemäus 
haben  die  Theorie  der  Luftperspektive  geschaffen,  die  in  den 
dichteren  lichtabsorbierenden  Luftschichten  des  Horizonts  die 
Ursache  sieht,  welche  uns  die  Objekte  lichtschwach  und  da- 
durch fem  erscheinen  läßt.  Malebranche  und  Wallis  er- 
klären die  weitere  Entfernung  des  Horizonts  gegenüber  dem 
Zenit  dadurch,  daß  in  der  horizontalen  Blickrichtung  eine  große 
Anzahl  von  Objekten  gesehen  wird,  deren  Distanzen  bekannt 
sind  und  daß,  mit  Hilfe  der  Kenntnis  dieser,  unbewußt  Ent- 
femungsschätzungen  vorgenommen  werden,  die  wegen  des  Vor- 
handenseins der  Merkmale  in  der  Horizontalen  größer  aus- 
fallen als  in  der  Richtung  zum  Zenit,  wo  die  Zwischenzeicheu 
fehlen.  Mit  dieser  Theorie  verwandt  ist  diejenige  Alhazens. 
Er  setzt  an   die  Stelle  des   unbewußten  Vergleichs   von  Ent- 


1)  H.  Dember  und  M.  Uibe,  Ber.  d.  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss. 
S.  139—148.  1917.     Ann.  d.  Phys.  55.  S.  387.  1918. 

2)  Pernter- Exner,    Meteorolog.   Optik,    1910,    Abschnitt   l    von 
J.  M.  Pernter. 
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femungen  den  Vergleich  der  Größe  von  Gegenständen:  Zwischen 
uns  und  dem  Horizont  sehen  wir  eine  große  Anzahl  von  Gegen- 
ständen, die  uns  der  Größe  nach  hekannt  sind.  Am  Horizont, 
wo  der  Himmel  die  Erde  scheinbar  berührt,  erscheinen  sie  ans 
Behr  klein  und  wir  schätzen  daher  die  Entfernung  sehr  groß 
ein,  während  wir  in  der  vertikalen  Blickrichtang  darch  daR 
Fehleu  von  vergleichbaren  Objekten  getäuscht  werden  und  den 
Zenit  (Ü.T  nahe  halten.  In  neuerer  Zeit  hat  Helmholtz'^)  diese 
Theorie  in  Verbindung  mit  der  Lnftperspektive  vertreten. 

Alle  diese  Vorstellungen  ^)  haben  den  großen  Mangel,  daß 
sie  wohl  erklären  können,  warum  der  Horizont  weiter  erscheint 
als  der  Zenit  oder  der  Himmel  in  einer  anderen  Richtung,  aber 
daß  sie  versagen  bei  einem  Vergleich  zweier  Entfernungen  in 
Richtungen,  die  beide  zwischen  Horizont  und  Zenit  liegen,  wo 
nun  bei  beiden  die  vergleichbaren  Distanzen  oder  Gegenstände 
fehlen.  Von  diesem  Mangel  frei  ist  die  Gaussscbe  Blickrich- 
tungstheorie,  die  behauptet,  daß  infolge  physiologischer  Be- 
dingungen des  menschlichen  Sehapparates,  Winkel,  mit  stirn- 
wärts  gedrehten  Augen  bei  normaler  Kopfhaltung  beobachtet, 
kleiner  erscheinen  als  in  horizontaler  Blickrichtung.  Ein  eifriger 
Verfechter  dieser  Theorie  ist  J.  M.  Pernter.  In  einem  voran- 
gehenden Bericht  konnte  gezeigt  werden,  daß  sich  die  Blick- 
richtungstheorie mit  den  Beobachtungen  schwerlich  vereinbaren 
läßt  Die  Hauptgründe,  die  gegen  ihre  Grundlagen  nnd  An- 
wendbarkeit sprechen,  sind  die  große  Verschiedenheit  der  Höhe 
von  Tag-  nnd  Nachthimmel,  der  Einfluß  der  Himmelshelligkeit 
und  meteorologischer  Faktoren,  sowie  die  Tatsache,  daß  man 
bei  sternenklarer  Nacht  Himmelsgewölbe  beobachten  kann  mit 
einem  geschätzten  Halbierungswert  von  42,9",  also  nur  wenig 
verschieden  vom  Halbierungswert  einer  Halbkugel  (45**). 

Den  psychologisch-physiologischen  Theorien,  von  denen  die 
Blickrichtungstheorie  beute  das  größte  Ansehen  genießt,  stehen 

1)  H.  voD  Hulmholtz,   Physiologie  che  Optik,   2.  Auflage.     189«. 

2)  Uie  drei  vornngeheodea  Theorien  sind  von  ihren  Schöpfern  ge- 
mde  eo  wie  die  Blickrichtungatheorie,  uraprÜDglich  ausgedacht  worden, 
um  die  scheinhare  VergrüBeruug  von  Sonne  und  Mond  in  der  NIhe  de« 
HoriEOutes  zu  erklären.  Man  hat  dieses  Problem  mit  dem  von  der  Ge- 
stalt des  HimmelegewülbuB  schon  frühzeitig  verquickt,  obgleich  die  ex- 
perimsuleliea  Grundlagen  dazu  so  gut  wie  vollBtflndig  fehlen. 
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zwei  gegenüber,  welche  das  Gewölbe  als  nicht  scheinbar  oder 
durch  „Täuschung"  hervorgerufen  ansehen,  sondern  es,  durch 
physikidische  Umstände  bedingt,  als  reell  vorhanden  erklären. 

Die  Atmosphäre  bildet  um  die  Erde  eine  konzentrische 
Hülle,  deren  Höhe  man,  soweit  es  sich  um  optische  Vorgänge 
handelt,  nach  den  neuesten  photogrammetrischen  Aufnahmen  ^] 
der  Nordlichtstrahlen  zu  250  km  ansetzen  kann.  Nimmt  man 
mit  Hob b es  an,  daß  die  wirkliche  Grenze  der  Atmosphäre 
auch  die  uns  sichtbare  ist,  so  errechnet  sich,  bei  Zugrunde- 
legung der  Form  einer  Kugelkalotte,  ein  Gewölbe  mit  einem 
zu  schätzenden  Halbierungswert  des  Bogens  Horizont-Zenit  von 
rund  12®;-  ein  W«rt,  der  weit  unterhalb  aller  beobachteten  liegt. 
Das  klare  Himmelsgewölbe  Hobbes  müßte  viel  flacher  gesehen 
werden,  als  es  bisher  beobachtet  worden  ist. 

Eine  zweite  physikalische  Anschauung,  die  von  Reim  an  n 
geäußert  worden  ist,  sieht  die  Luft  als  feinen  Nebel  an  und 
faßt  das  Himmelsgewölbe  auf  als  die  „sichtbare  Grenze  im 
nicht  absolut  durchsichtigen  Medium^'  Luft.  Wir  entnehmen 
über  die  Reim ann sehe  Vorstellung  der  Meteorologischen  Optik 
von  Pernter-Exner  folgende  Sätze,  da  uns  die  Arbeit  selbst 
nicht  zugänglich  ist:  Reimanu  „fahrt  die  Erscheinung,  daß 
uns  im  Nebel  in  einer  gewissen  Entfernung  eine  weiße  Wand 
erscheint,  die  jeden  weiteren  Blick  abschneidet,  auf  die  Luft 
über,  die  eben  nur  wie  ein  sehr  dünner  Nebel  wirke.  Es  ist 
wohl  nur  ein  quid  pro  quo^  wenn  diese  Auffassung  nicht  zu 
einem  im  Zenit  vertieften  statt  gedrückten  Gewölbe  führen 
soll  —  abgesehen  von  allen  sonstigen  dagegensprechenden 
Momenten .'' 

Die  Hauptfolgerung  Pernters  ist  richtig,  aber  trotzdem 
hat  die  Ansicht  Reimanns  einen  tauglichen  Kern.  Sieht  man 
nämlich  die  Luft  nicht  nur  als  feinen  Nebel  an,  sondern  be- 
achtet man  außerdem,  daß  im  Sinne  der  Rayleighschen 
Theorie  vom  Blau  des  Himmels  jede  einzelne  Luftmolekel 
tagsüber  ein  Lichtzentrum  ist  und  jeder  anderen  Luftmolekel 
sowie  dem  Beobachter  Licht  zusendet,  d.  h.  also,  berücksichtigt 
man  die  Helligkeit  des  Himmels,  so  gelangt  man  zu  einer  ein- 
fachen geometrischen  Darstellung  der  Himmelsform  aus  Zahlen, 


1)  L.  Vegard  u.  0.  Krogness,  Ann.  d.  Phys.  51.  S.  4 

21* 
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die  mit  Hilfe  ganz  uDabhängig  von  diesen  Betrachtungen  aus- 
geführter photometrischer  MesBongea  der  HimmelsheUigkeit 
erhalten  worden  sind. 

§2. 

Die  Entfernung  eines  Punktes  in  der  Atmosphäre,  von 
dem  aus  eine  leuchtende  Luftmolekel  gerade  so  viel  Energie  ine 
Auge  des  Beobachters  schickt,  daß  eine  Lichtempfindnng  zu- 
stande kommt,  sei  die  maximale  Sichtweite.  Die  maximale 
Sichtweite  mißt  daher  die  Entfernung,  bis  zu  welcher  sich 
die  für  uns  sichtbare  Atmusphöre  erstreckt  Außer  ?ou  der 
optischen  Beschaffenheit  der  Luft  ist  die  maximale  Siebt- 
weite noch  ?on  der  Empfindlichkeit  des  einzelnen  Auges  ab- 
hängig und  sie  ist  beim  Tageshimmel  für  das  Auge  mit  der- 
jenigen Entfernung  ideutisch,  in  welcher  sich  eine  Lichtquelle 
(leuchtende  Molekel)  nicht  mehr  von  der  hellen  Umgebung  ab- 
hebt. Die  letztere  Distanz,  die  „kritische"  Sichtweite  könnte 
man  sie  nennen,  bewirkt,  daß  wir  in  dem  ihr  gleichen  Ab- 
stand in  der  Atmosphäre  eine  unterschiedslose  Grenze  er- 
blicken, die  von  der  leuchtenden  Luft,  des  Tageshimmels  ge- 
bildet wird. 

Besitzt  eine  leuchtende  Luftmolekel  m  im  Innem  einer 
großen  Luftmassc  die  Lichtintensität  J^,  so  ist  die  Inteneitftt 
in  einem  Abstände  n  davon  unter  Berücksichtigung  der  Bay- 
leighachen  Extinktion  durch  die  auf  der  Strecke  »  liegenden 
Molekeln  und  der  unendlich  vielfachen  Zurückstrahlung,  welche 
diese  Molekeln  durch  die  Umgebung  erleiden 

Hierin  bedeutet  h  den  Extinktionskoeftizienteu  und  Ä  den 
durch  Zustrahlung  auf  der  Strecke  x  gewonnenen  Bruchteil  In 
einer  gleichmäßig  hellen  Luftmasse,  deren  OesamtiDtensität 
sich  in  einem  endlichen  Intervall  nicht  ändert,  ist  der  durch 
Extinktion  auf  der  Strecke  ji  verlorene  Bruchteil  [l  —  «"*•)  von 
-/,  gleich  dem  Bruchteil  A. 

1  —  IT-''-  =  A,  woraus,  in  (1)  eingesetzt,  die  geometriache 
Beziehung  folgt 


<'>- 


•'i 


Die  Gestalt  de»  sichtbaren   Ilimmelsffetvolbea.  317 

Für  ^eine  zweite  Luftmasse,  in  welcher  jede  einzelne 
Molekel  die  Lichtintensitüt  e/^  besitzt,  bekommen  wir  gleicher- 
weise im  Abstände  r  die  Intensität  /  «=  -|- .    Sind  nun  Js  =  Jr 

gerade  diejenigen  Minimalintensitäten  in  den  Abständen  S  und 
R  TOD  der  Molekel  m,  welche  im  Auge  gerade  eine  Licht- 
empiindnng  hervorrufen  können,  so  ist  J^.S-rs,  J^-.B-  und 

wo  8  und  B  die  maximalen  Sichtweiten  in  den  beiden  ver- 
schiedenen Luftmassen  bedeuten. 

Die  mit  den  Photometcr  meßbaren  Helligkeiten  //^  und 
If^j  der  leuchtenden  Luftmassen  sind  den  Intensitäten  /,  und 
/,  direkt  proportional,  so  daß  gilt 

(2)  S:R^fn;:]/H~, 

Die  Beziehung  (2)  erlaubt,  mit  Hilfe  von  Messungen  der 
Himmelshelligkeiten  das  zur  Zeit  der  Messung  sichtbare  Him- 
melsgewölbe zu  konstruieren  und  zu  berechnen. 

Tabelle  1  gibt  eine  Meßreihe  von  Himmelshelligkeiten 
wieder,  die,  wie  die  folgenden  auf  Teneriffa  ausgeführten,  zum 
TeiP)  einer  systematischen  Untersuchung  der  Himmelshellig- 
keiten entnommen  werden,  die  der  eine  von  uns  (Uibe)  auf 
AoregUDg  von  Hrn.  Prof.  Ü.  Wiener  ausgeführt  hat  und  die 
später  als  Dissertation  veröffentlicht  werden  soll,  (p  bedeutet 
die  mittlere  Höhe  der  Sonne  über  dem  Horizont  während  der 
photometrischen  Messung,  zu  deren  Ausführung  ein  Wiener- 
sches  Himmelsphotometer  diente.     ^  ist  die  Zenitdistanz  des 

Tabelle  1. 

Datum  :  fl  beob.       1  //  beob.       1  //  berech. 

1,00  1,00 

0,9«  1,02 

l,Ot<  1,09 

1,19  ,          1,22 

1,42  1,42 

1,79  1,78 

1)  Es  sind  die  vom  22.  Juni  1916.  Martin  Uibe,  Über  die  Hellig- 
keitsverteiluDg  des  diffusen  Sonnenlichts  am  klaren  Himmel.  Math.-Pbys. 
Kl.  d.  Sachs.  Ges.  d.  Wies.  Abhandlungen:  Bd.  85.  Nr.  6.  1918. 


22.  Juni  1916 

o-» 

1,00 

if  =  20,0'  vormittags 

15 

0,96 

30 

1,18 

45 

1,42 

«0 

2,03 

1 

75 

3,20 
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beobachteten  FLächenstUcks  am  Himmel  und  H  die  gefundeae 
Himmelshelligkeit,  unter  der  Festeetzung,  da£  im  Zenit  die 
Helligkeit  B  =  l  herrscht.  Die  Messangeci  sind  in  einem 
Azimat  von  90**,  vom  Sonnenvertikal  aus  gezählt,  vorgenommen 
worden.  Dieses  Azimut  wurde  aus  weiter  unten  ersichtlichen 
Gründen  fiir  die  Darstellung  hevornagt. 

In  der  Fig.  1  sind  von  0  aus,  dem  Standpunkte  des  Beob- 
achters, unter  dem  zugehörigen  Zenitabstand  ^  die  Strecken 


^H,  welche  den  maximalen  Sichtweiten  entsprechen,  als  Vek- 
toren aulgetragen  und  ihre  Endpunkte  miteinander  verbunden. 
E^n  Ansetzen  des  Zirkels  lehrt,  daß  die  so  erhaltene  Kurve 
mit  sehr  großer  G-enauigkeit  ein  Stück  eines  Kreises  ist 

In  einem  vorangehenden  Bericht  konnten 
wir  zeigen,  daß  die  Kugelkalotte  eine  gute 
Darstellung  des  Hauptverlaufs  der  Himmels- 
form gibt.  Diese  geometrische  Eigenschaft 
gestattet  eine  Prüfung  unserer  Annahme,  in- 
dem sich  die  nach  der  Kugelkalottentheorie 
errechneten  Radiivektüren  direkt  gleich  den 
photometriach  gefundenen  yif  in  einer  be- 
stimmten Richtung  ergeben  müssen,  wwn 
der  Radiusvektor  der  Kalotte  im  Zenit  gleich  1 
und  die  Helligkeit  in  dieser  Richtung  eben- 
falls gleich  l  gesetzt  wird. 

In  der  vorstehenden  Zeichnung  (Fig.  la]  bedeutet  BZ 
die  Hälfte  des  kalottenförmigen  Bogens  des  vom  Beobachter 
in  0  gesehenes  Himmels.     Ist  .A~  am  Himmel    ein   beliebiger 


Flg.  1». 
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Punkt,  der  nnter  dem  wahren  Winkel  qp^  über  dem  Horizont 
liegt,  80  ist  es  unsere  Aufgabe,  das  Verhältnis  der  Strecken 
NOiOZ  zu  berechnen,  wenn  cp^  und  die  gemessene  Höhe  <f 
des  geschätzten  Halbierungspunktes  P  bekannt  sind.  Statt  ff 
ftkhren  wir  den  zugehörigen  Zentriwinkel  xp  ein.  Beide  sind 
dorcli  die  Gleichung 

cos«  H'  -  »/^(l  -  V'3tg»C0S  V;  =  7,(1  -  tg>7j) 

miteinander  yerbunden.     Aus  Dreieck  NOC  folgt 

iVO  =  sin  w^ :  cos  (fj^ . 

Weiter  ist  0^=  1  —  OC  und  da  0  6'=  1  .  cos2i//,  so  wird 
OZ  ^  2sin*t/;  und 

NO  ^  ainrpk 

O  Z         cos  qr»  •  2  sin*  yf 

Hierin  bestimmt  sich  der  Winkel  i/;^  aus 

cos  {(pf^  +  V^k)  ^  ^  ^'  •  ^^^  ^fk  =  ^^^  2  y^ '  ^^^  Tjk  • 

Unser  ']/B:'^l  muß,  falls  die  oben  gegebene  Darstellung  richtig 
ist,  für  jeden  Punkt  am  Himmel  dem  Ausdruck  flir  N 0:0 Z 

gleich  sein.  Mit  seiner  Hilfe  haben  wir  die  Werte  für  j/Ä  in 
den  Tabellen  berechnet.  Die  Übereinstimmung  der  berechneten 
Werte  mit  den  gemessenen  ist^  unter  Berücksichtigung  der 
Fehler  himmelsphotometrischer  Messungen  und  mitspielender 
Zufälliger  Umstände  in  der  Atmosphäre  besonders  bei  den  in 
OOimar  ausgeführten  Beobachtungen  (1 — 12)  eine  recht  gute. 

Daß  die  Möglichkeit  der  Konstruktion  der  Form  des  sicht- 
baren Himmelsgewölbes  mit  Hilfe  der  durch  Himmelshellig- 
keiten gemessenen  Sichtweiten  keinem  rechnerischen  Zufall  zu 
Terdanken  ist,  darin  bestärkt  die  Tatsache,  daß  der  geschätzte 
Halbierungspunkt  des  Bogens  Horizont-Zenit  in  der  Figur  32^ 
über  dem  Horizont  liegt.  Aus  204  in  den  Monaten  Februar 
bis  Juni  1916  ausgeführten  Schätzungen  des  Halbierungswertes 
am  klaren  Taghimmel  hatte  sich  ein  mittlerer  Wert  dieses 
Winkels  von  82,08®  ergeben. 

In  den  Tabellen  2—10  und  den  dazugehörigen  Figuren  2 
bis  10  folgen  eine  Anzahl  weiterer  Himmelshelligkeitsmessungen. 
Berechnungen  und  Formkonstruktionen  für  verschiedene  Sonnen- 
höhen.    Es  sind  jedesmal  die  Halbierungswerte  der  Gewölbe- 


n.  Demhtr  «.  .»/.  Uibe 
Tabelle  2. 


h  beob.      yH  beob.    :  VH  berrch. 


22.  Juni  1916 
—  3,5"  vormittagB 


//  beob-       V'H  beob.      VH  berecb. 


22.  Ji 
=  22,7"  nachmittags 


Di«  Gestalt  des  ftchtharen  JUmviehgetcölhet. 
Tabelle  4. 


DAtnm 

U  bpob. 

\'ti  beob. 

V'B  bereeh. 

28.  Jnoi  1916 

0° 

1,00 

1.00 

1,00 

^  -  80,0»  TOrmittagB 

15 

1,08 

1,04 

1,01 

80 

1.21 

1,10 

1,08 

4S 

1,M 

1,24 

1,» 

«0 

2.04 

1,4S 

).48 

75 

3,02 

1.T4 

1,78 

4.22 

2,05 

1,86 

//  beob.      VH  beob.    |  yi"  beneh. 


I.  Juli  1916  ! 

tf  =  22,0°  nftcbmittags  ' 
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Tabelle  6. 


H  beob.       )/H  beob,      Vfl  berech. 


1.  Juli   1916 

1,0'  DaohmitUgs 

16 

0,92 

0,96 

30 

0,92 

0,96 

15 

1      1.54 

1,24 

60 

2,08 

1,44 

,  H  beob.  t    Vff  beob.    \  VB  berech. 
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Tabelle  8 

Dktnm 

//  beob 

1    VJ/beob. 

1  \B  berech. 

2.  JdH  LS  16 

0« 

1,00 

1,00 

1,00 

15 

1,07 

1,03 

1,03 

M 

1,1* 

1,07 

1,11 

45 

1,68 

1,29 

1,36 

60 

2,10 

1,45 

1,51 

15 

9,55 

1,88 

1,90 

SO 

5,40 

2,3! 

2,07 

bögen  aDgegeben,  so  wie  sie  graphisch  gefonden  wurden. 
Alle  diese  Winkel  liegen  innerhalb  des  Unsicherheitabereiches 
anarer  Mher  ausgeführten  Schätzungen.  Den  zugehörigen  Be- 
reclmongen  von  y/V  ist  jedesmal  der  in  der  Figur  angegebene 
Halbierungswert  /.u  grün  de  gelegt. 


Die  Betrachtung  der  Figuren  und  der  berechneten  Zahlen 
zeigt,  daB  die  Punkt«,  welche  den  dicht  über  dem  Horizont 
gemessenen  entsprechen,  nicht  auf  der  Kugelkalotte  liegen.  Sie 
liegen  so,  daß  sie  einem  flacheren  Gewölbe  zuzugehören  scheinen 
als  die  übrigen  Punkte.  Diese  Abweichung  hat  uns  den  Schlüssel 
für  das  Verständnis  von  Beobachtungen  gegeben,  die  wir  oft 
in  unserem  Beobachtungsjournal  bemerkt  haben,  für  welche  wir 
aber  bis  dahin  trotz  mancherlei  BemDbungen  keine  Deutung 
hatten  finden  können.     An  vielen  klaren  Tagen  mit   mittlerer 


//.  Vtmber  «.  M. 
Tabelle  9. 

Uibe. 

Dalnte 

H  beob 

■    yn  beob. 

Vh  berech. 

2.  Juli  1916 
V  =  1,5»  nachmittags 

0"              i,00 
15               0,88 
30               1,28 
46               1,SS 
60               2,24 
76               3,45 
80               5,40 

1,00 
0,99 

1,13 
1,26 
1,49 
1,86 
2,32 

1,00 
1,02 
1,1U 
1,24 

1,46 

1,84 
2,00 

Fig.  9, 

Weitsicht  war  es  bei  den  SchätzuiigeD  der  Halbiernngsweite 
des  Bogens  Horizont-Zenit  aufgefallen,  daß  der  Himmel  oft  die 
Oestalt  zeigte,  wie  sie  besonders  in  den  Figg.  4,  8  nnd  9  zu 
erkennen  ist  und  die  man  mit  Helmform  bezeichnen  kann. 
Einmal  darauf  aufmerksam  geworden '],  siebt  man  diese  Oestalt 
ia»t  tAglicl^mehr  oder  weniger  ausgeprägt,  indem  der  in  der 
Fig.  4  mit  £  bezeichnete  Ansatz  seine  Höbe  ändert.  An  wenig 
sichtigen  Tagen  and  an  ganz  hervorragend  klaren  Tagen  ist  er 
unr  schwach  oder  gar  nicht  zu  erkennen. 

Das  Auftreten  der  Helmform  erklärt  sieb  jetzt  luige- 
zwungen  aus  einem  starken  Anwachsen  der  Himmelshelligkeit 
nach  dem  Horizont  hin,  von  etwa  75"  Zenitdistanz  an.  Die 
pbotometriscben  Messungen    zeigen  deutlicb   ein   starkes  An- 

I)  Um  die  UelmfoTm  zu  erkeDDeo,  braacht  man  nnr  eine  Hiromela- 
atelle  in  etwa  45°  Qber  dem  Horizont  za  betrachten  und  dann  langsam 
tum  Horizont  und  wieder  zurück  eu  blicken. 


IHe  Geifalf  des  »ichtbaren    Himmehfiewöihtii. 
Tabelle  10. 


Datum 

li  beul>- 

yU  beob. 

Vü  bereth 

l.  Juli  1«16 

0" 

1,0U 

1,06 

1,00 

2,0*  nachmittifra 

(i,^-i 

l],96 

1,02 

:io 

1,18 

1,09 

1,10 

43 

1,53 

1,24 

l,B3 

HO 

2,11 

1,47 

1,46 

75 

8.20 

1,7» 

1,1H 

Fig.  10. 


wachsen  der  Helligkeit  des  Himmels  au  dieser  Stelle,  aber  auch 
das  bloße  Auge  erkennt  hier  in  den  Subtropen  an  vielen  Tagen 
die  rerhältnis mäßig  große  Helle  der  dem  Horizont  unmittelbar 
anliegenden  Luftschichten,  bis  zur  Höhe  von  etwa  15**  Über 
dem  Horizont.  In  der  gleichen  Weise  wie  die  Helmform  er- 
klärt Bich  eine  andere  Abweichung  von  der  normalen  Himmels- 
foTm,  die  wohl  auch  schon  oft  bemerkt  worden  ist.  Im  Sonnen- 
vertikal  und  in  der  Nähe  der  Sonne  erscheint  das  Gtewölbe 
nach  oben  hin  ausgebogen,  oft  so  stark,  daß  es  die  konvexe 
Seite  nach  der  Erde  zeigt.  Solche  Fälle  sind  in  den  Figg.  1 1 
und  12  dargestellt  und  /.VAt  nach  in  GUimar  ausgeführten 
MessungeD. 

Öaß  sich  diese  Erscheinuug  für  das  Auge,  bei  dem  mäch- 
tigen Anwachsen  der  Helligkeit  nach  der  Sonne  zu,  nicht 
stärker  ausprägt,  liegt  daran,  daß  die  Lichtemptindung  im 
Ange  bei  großen  einfallenden  Lichtintensitäten  nur  noch  aehr 
Isngsam  ansteigt,  d.  h.  daran,  daß  eine  Blendung  eintritt.  Mit 
Hilfe. der  hier  in  Betracht  kommenden  psycho-pbysischen  Ge- 
setze wird  es  nicht  schwer  sein,  die  entsprechenden  Korrektionen 
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an  der  Gleichung  (2)  anzubringen,  doch  müBsen  wir  aus  Mangel 
an  der  einschlägigen  Literatur  davon  abBeben. 


Um  auch  einen  Vergleich  mit  an  anderen  Orten  aus- 
gefOhrten  Beobachtnngen  zu  ermöglichen,  haben  wir  nach  (2) 
die  Quadratwurzeln  der  Himmelahelligkeiten  aufgetragen  nach 
Messungen,  die  Schramm')  in  Kiel  angestellt  hat.  Tab.  13 
und  Fig.  13  gibt  die  Zahlen  und  die  Form  des  erhaltenen 
Gtewölbee  wieder. 

Tabelle  l;^. 


ü  beob.      yil  beofa. 


Fig.  13. 


Die  konstruierten  Punkte  liegen  auch  hier  nahe  auf  einem 
Kreisbogen,  dessen  Halbierungswert  rund  24  °  ist,  in  Überein- 
Btimmong  damit,  daß  die  Reimannschen  Werte  der  Höhe  des 
geschätzten  Halbierungspunktes  für  Deutschland  niedriger  (22**) 
Bind  als  die  unsrigen  für  TenerifTa  (82'*). 

Eine  weitere  Bestätigung  unserer  Anschauung  liefert 
die   Chr.    Wienersche    Theorie     der    Helligkeit   des    klaren 

1)  W.  Schramm,  Kieler  UisBertatJOD  1901. 


H.  Dember  u.  M.  Uxbe. 
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flimmels.^)  Unter  Berücksichtigung  der  direkten  Sounenstrali- 
longy  der  Zerstreuung  des  Lichts  durch  Beugung,  Brechung  und 
Reflexion^  an  Wassertröpfchen,  Eiskristallen  und  Staubteilchen, 
ReÜexion  durch  den  Erdboden  und  der  Rayleighschen  Dif- 
fusion durch  die  Luftmolekeln  gelangt  Wiener  für  die  Hellig- 
keit des  Himmels  an  einer  bestimmten  Stelle  für  beliebige 
Sonnenstände  zu  exakten  Zahlen.  In  der  vorstehenden  Tabelle 
und  Fig.  14  haben  wir  aus  Wieners  Zahlen  mit  Hilfe  von 
Gleichung  (2)  das  Gewölbe  konstruiert.  Es  ist  mit  grober 
Annäherung  eine  Kugelkalotte  mit  einem  Halbierungswert  des 
Bogens  HZ  von  etwa  :W\ 

Für  einen  höheren  Sonnenstand  [ff  —  ^h'^  i^')  folgt  aus 
den  Wiener  sehen  Zahlen  (siehe  Tab.  und  Fig.  15)  die  Helm- 
form des  Himmelsgewölbes,  gerade  so  wie  sie  die  nach  den 
pbotometrischen  Messungen  konstruierten  Gewölbe  und  viel- 
fache Skizzen  unsres  Beobachtungsjournals  zeigen. 

Nach  dem  Obigen  genügt,  besonders  bei  niederen  Sonnen- 
ständen eine  einzige  Schätzung  des  Halbierungswertes  des 
Bogens  Horizont-Zenit,  um  die  Verteilung  der  Himmelshellig- 
keit in  größerem  Azimut  vom  Sonnen  vertikal  darzustellen. 
Für  höhere  Sonnenstände  würde  die  im  :^.  Bericht  geübte 
Unterteilung  in  Drittel  und  Viertel  des  Bogens  Horizont-Zenit 
bei  der  Schätzung  weiterhelfen. 

Mit  Hilfe  der  gleichzeitigen  Verfolgung  einer  großen  An- 
zahl gleichartiger  Pilotballons  mit  dem  Auge  ließe  sich  in 
direkter  Weise  die  Form  des  Himmels  festlegen  unter  der 
Voraussetzung,  daß  die  Entfernung  Auge-Ballon  im  Augenblick 
des  Verschwindens  mit  der  kritischen  Sichtweite  identisch  ist. 
Vom  meteorologischen  Observatorium  auf  TeneriflFa  wird  seit 
einer  Reihe  von  Jahren  regelmäßig  der  Flug  von  Pilotballons 
beobachtet.  Die  im  Jahre  1912  erreichten  größten  Höhen  der- 
selben waren  am  IH.  Juni  2  1000  m  und  am  10.  Juli  28400  m.-; 

1)  Chr.  Wiener,  Abhandlungen  d.  K.  Leopold.-Carol.  Akad.  d. 
Naturf.  Nova  Acta  73.  Nr.  1.  189G:  91,  Nr.  2.  1909 

2)  Diese  Zahlen  sind  dem  Auuario  del  Observatorio  Central  Me- 
teoTol6gico  zu  Madrid  (Supl.  zum  1.  Bd.  191«)  entnommen,  das  wir  der 
Freundlichkeit  seines  Direktors  Sr.  D.  Joso  Galbis  Rodriguez  ver- 
danken. 
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Im  ersten  Falle  war  der  Ballon  vom  Auge  in  direkter  Ver- 
bindungslinie B9,5  km  entfernt  nod  verschwand  in  ein^  Höhe 
von  37**  23,5'  über  dem  Horizont  Im  zweiten  Falle  war  die 
Entfernung  36,7  km  bei  einer  Höhe  von  50 ''45,3'. 

Die  Entfernungen  39,5  km  und  36,7  km  entsprechen  der  ' 
Strecke  0  N  (Fig.  1  a).  Ist  das  sichtbare  Himmelsgewölbe  eine 
Engelkalott«  und  läSt  es  sich  auf  diese  Weise  mit  Pilotballons 
abtasten,  so  muß  die  aus  diesen  Zahlen  berechnete  horizontale 
Sichtweite  0  M  mit  der  auf  Teneriffa  im  Sommer  herrschenden 
übereinstimmen.  Die  horizontale  Sichtweite  schwankt  hier 
zwischen  50  und  100  km;  für  einen  Sommertag  mit  mittlerer 
Sichtigkeit  ist  sie  rund  70  km.  Aus  den  Entwicklungen  des 
$  ii  sieht  man  leicht,  daß 

0//  =  OJV.-'^°"^'."''°^^'  . 

Hieraus  rechnet  sich  unter  Zugrundelegung  eines  Halbierungs- 
wertes fOr  das  Himmelsgewölbe  von  rp  =  ^2"  (i/;  =  25*^3,5') 
für  ON^  39,5  km  eine  horizontale  Sichtweite  Oh  -•  64,4  km 
und  ftlr  OiV=  36,7  km  eine  solche  von  67,5  km;  in  gnter 
Übereinstimmung  mit  der  horizontalen  Sichtweite  eines  mittle- 
ren Sommertagea. 


S  7. 

Für  eine  gleichmäßig  helle,  den  Beobachter  vollständig 
umgebende  Lufthülle  folgt  aus  (jleichung  (2],  daß  die  maxi- 
male Scbichtweite  nach  allen  Bichtungen  darin  gleich  groB  ist. 
d.  h.  daß  ein  Gewölbe  gesehen  wird  mit  einem  HalbiemngB- 
wert  von  45°.  Ist  die  Helligkeit  am  Horizont  größer  ala  in 
den  übrigen  Teilen,  so  ergibt  sich  ein  Halbierungswert  <45'', 
ist  der  Horizont  dunkler  als  das  Übrige,  so  ist  der  Halbierungs- 
wert >  45*. 

Wir  haben  diese  Folgerungen  einer  direkten  Prüfung 
innerhalb  einer  homogenen,  hellen  Nebelschicht  unterzogen.  Iq 
der  folgenden  Tab.  16  sind  die  Resultate  chronologisch  auf- 
geführt so  wie  sie  sich  bei  einer  Wanderung  in  einer  Wolken- 
schicht ergeben  haben. 

Aus  den  Zahlen  dieser  Tabelle  ist  deutlich  zu  erkennen, 
wie   sich   das   flache   Gewölbe    —   mit  kleinem   Balbiemngs* 
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Tabelle  16. 
BeobftchtuDgen  im  hflllen  Nebel. 
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wert  —  unterhalb  des  Nebels,  wo  noch  der  helle  klare  Himmel 
den  Horizont  bildet,  in  das  höhere  im  Innern  des  Nebels  um- 
wandett.  Bei  dem  Augenschein  nach  gleichmäßiger  Helligkeit 
des  Nebels  (Nr.  5  der  Tabelle)  ist  der  Halbierungswert  nahezu 
4!»''.  In  den  Fftllen,  wo  der  obere  Teil  heller  war  als  der 
untere  (Nr.  6  und  9)  ist  die  Sichtweite  nach  oben  größer  als 
in  der  horizontalen  oder  einer  dieser  Richtung  nahen  gewesen. 
Der  unter  Nr.  10  angeführte  Wert  für  die  Höhe  dos  als  ''/^ 
des  Bogens  geschätzten  Punktes  liegt,  der  oberen  Helligkeit 
entsprechend,  zu  hoch,  statt  bei  67,5"  der  Halbkugel  bei  70". 

Da  selbst  der  sternenklare  Nachthimrael  am  Horizont  eine 
etwas  größere  Helligkeit  als  im  Zenit  besitzt,  so  folgt  auch 
fftr  ihn  eine  entsprechende  geringe  Abweichung  von  der  Halb- 
kugelform und  es  erklärt  sich  so  der  von  uns  in  dem  voran- 
gehenden  Bericht  angegebene  Halbierungsaert  von  42,9"  statt 
45"  ftir  den  klaren  Nachthimmel. 

Welchen  Einfluß  die  horizontale  und  Senitale  Helligkeit 
auf  die  Wölbung  des  Himmels  haben,  davon  haben  wir  uns 
durch  die  folgenden  Versuche  Überzeugt,  die  gleichzeitig  einen 
Beweis  bringen,  daß  die  Besultate  der  im  hellen  Nebel  aus- 
geführten  Beobachtungen  auf  die  Atmosphäre  übertragen  wer- 
den dürfen. 

Blickt  man  den  Himmel  durch  eine  dunkelblaue  G-las- 
acheibe  genügender  Größe  an  —  wir  benutzten  zu  dem  Zwecke 
eine  kobaltblaue  Scheibe  von  45x52  cm^  — ,  so  werden  die 
großen  Helligkeitsunterschiede  ausgeglichen.  Die  unteren  atmo- 
sphärischen Schichten,  welche  überwiegend  langwellige  Strahlen 
aussenden,  die  teilweise  von  dem  blauen  Olase  absorbiert  wer- 
den, erscheinen  dunkler  als  vorher  und  in  ihrem  Helligkeits- 
grade  von  der  zenitalen  Helligkeit  wenig  verschieden.  Wie  es 
nach  dem  Vorangehenden  zu  erwarten  war,  ergaben  die  durch 
die  blaue  Glasscheibe  hindurch  ausgeführten  Versuche  daher 
erhöhte  Halbierungswerte.  In  Tab.  17  sind  zwei  Beobachtungs< 
reiben  angeführt. 

Ein  genügend  großes,  rotes  Glas  stand  uns  leider  nicht 
zur  Verlllgung,  doch  zeigten  schon  durch  eine  kleine  (9x12  cm*) 
Scheibe  ansgefllhrte  Schätzungen,  daß  der  Himmel  infolge  der 
großen  Dunkelheit  im  Zenit  und  dagegen  aufTallender  Helle 
der  Horizontschichten  eine  sehr  flachgewölbte  Gestalt  besaß. 
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Tabelle  17. 

üalbieruDgshöheu  durch  eine  blaue  Scheibe  hindurch. 


Blaues  Glas 

Mittel 

Ohne  Glas 

!        Mittel 

Beobachter 
und  Datum 

4ö,0<' 
41,5 

m 

30,0« 
31,0 

D. 

19.  G.   1917 

36,3 

38,8 

33,0 
32,8 

_ 

40,6 

39,3  " 

31,7" 

38,0* 

42,0 

33,5f 

39,5'^ 

30,0« 

30,5 

32,0 

30,8» 

ü. 

22.  (J.   1917 

Es    ergaben    sich  Halbierungswerte    von    24,3^;  25,0^  ;  25,0^; 
24,0  \ 

^  8.    Resultate. 

1.  Die  sichtbare  B'orm  des  Himmelsgewölbes  wird  bedingt 
durch  die  in  verschiedenen  Richtungen  verschiedene  kritische 
oder  maximale  Sichtw^eite  und  nicht  durch  physiologische  oder 
psychologische  Ursachen. 

2.  Zwischen  den  Sichtweiten  und  den  Himmelshellig- 
keiten besteht  eine  einfache  Beziehung,  die  es  ermöglicht,  die 
Himmelsform  mit  Hilfe  photometrischer  Helligkeitsmessungen 
geometrisch  darzustellen. 

Die  Möglichkeit  der  Durchführung  dieser  Untersuchung 
verdanken  wir  Mitteln,  welche  die  kartellierten  Deutschen 
Akademien,  sowie  die  Solvaystiftung  zur  Verfügung  gestellt 
haben. 

G^üimar  auf  Teneriffa,  Juni  1917. 

(EiDgogangen  23.  Febi*uar  1919.) 


2.    Versuch  xu  einer  Erwetterung  der  Planckschen 

Ttieorie  der  verdünnten  Lösungen; 

von  P.   Boedke, 

Planck  weist  in  seinen  „Vorlesungen  über  Thermo- 
dynamik"*) darauf  hin,  daß  die  weitere  Awswertiing  der  von 
ilim  für  die  fundamentalen  therniodynamischen  Funktionen 
aagegebenen  Beiheiientwicklungen  ein  gangbarer  Weg  Bein 
dörft-o,  um  zu  einer  rationollen  tlicrmodynamischen  Theorie 
von  Lösungen  beliebiger  Konzeiitralioii  zn  gelangen.  Seit 
(las  Problem  von  Planck  gestellt  wurde,  hat  wohl  zuerst 
und  auch  allein  H.  Jahn  versucht,  die  matheraatiscbe  Theorie 
der  Lösungen  in  der  angedeuteten  Eichiung  auszubauen.') 
Während  die  Plane  ksche  Theorie  der  ideal  verdünnten 
Lösungen  in  den  erwähnten  Beilionent Wicklungen  nur  die 
(ilieder  der  ersten  Ordnung  berücksichtigt-,  untersuchte  Jahn 
den  Einfluß  der  Glieder  der  s^weiten  Ordnung.  Wenn  nun  auch 
durch  die  so  erhaltenen  erweiterten  Acüätze  ein  näherer  An- 
Rcliluß  der  Theorie  an  die  vorliegenden  Yei-suchsdaten  erreicht 
wird,  80  bleiben  die  Jahnschen  Ergebnisse  doch  insofern 
unbefriedigend,  als  gewisse  charnkieristiEthe  Erscheinungen 
in  höher  konzentrierten  Lösungen  audi  diircli  sie  immer 
noch  nicht  und  zwar  nicht  einmal  andeuhnigsweise  dargestellt 
werden.  Wie  nun  die  Hauptbedeutung  der  Van  der  Waals- 
schen  Gleichung  einer  einheitlichen  Flüssigkeit  nicht  etwa  in 
der  damit  erzielton  zahlenmäßigen  Übereinstimmung  von 
Theorie  und  Versuch  liegt  —  diese  isf  Ijekanntlich  sogar  vet- 
h&ltnisniäßig  wenig  befriedigend  — .  sondern  vielmehr  darin 
zu  suchen  ist,  daß  die  VerdampfungserHcheinungen  und  der 
kritische  Zustand  in  ihr  eine  qualitativ  z\i{reffende  Darstellung 
finden,  so  erscheinl  auch  in  der  Theorie  der  Lösungen  ein 
AnsafK  als   das   zunächst   crsfrelienFrwerle   Ziel,  aus  dem  sieh 

1)  ».  Auflage,  Leipzig  191),  g  252. 

•2\  Zcitfclir.  f.  phyp.  Chemie  4J.   S.2Ü1.   IflOE. 
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das  charakteristische  Verhalten  ho(h  koiiztntrierter  ].ö8ungt  n. 
wenn  auch  vorläufig  roin  qualitativ  ableiten  ^ä^üii. 

Da  die  Jahnschen  Rechnurg«'ii  nicht  zu  dem  gewünschten 
Ergebnis  führten,  so  müßte  man  in  konseqiienter  Fortsetzung 
des  einmal  eingeschlagenen  Weges  nnnmc^hr  den  Einfluß  der 
Reihenglieder  von  der  dritten  Ordnung  untersuchen.  I^ie 
tie treffenden  Eechnurgen  gestalten  sifli  .;<'do<h  überaus  lang- 
i^ierig  und  schrinen  jedenfalls  nicht  in  einfa(her  Weise  über- 
sichtliche Resultate  zu  ergelien.  Jm  folgenden  wird  deshalb 
versucht,  in  anderer  Weise  an  die  Plane kschen  Oeset/p  ideal 
verdünnter  Lösungen  anziiknü})fen. 

h\  der  Tat  läßt  sich  eine  l<\inktion  ans  ihrer  Reiht^n- 
entwicklurg  zMS^ar  einerseits  na<  um  so  größerer  Genauigkt»it 
Ijestimmen,  je  mein*  Reiliergliedrr  man  berücksichtigt.  Anderer- 
seits kann  man  alxr  aiidi  durch  passt^nde  Wahl  des  Arguments. 
nach  dem  man  die  Funktion  enfwickt^lt,  bäufig  ein(^  stärkere 
Konvergenz  der  Reibe  erzielen  und  dadurch  unter  Perück- 
sichtigung  einer  gleichen  Anzahl  von  Reihengliedern  wie  vorher 
♦-inen  Ix'sseren  Anschluß  an  die  wahren  Eunktionswert«»  er- 
reichen. Im  folgenden  wird  deslialb  versucht,  die  Reiben- 
entvicklungen  der  tbern.odvnaniischen  Funktionen  nach  einem 
anderen  Argimient  als  dcni  Aon  Jahn  g<  wählten  vorzunebnf-n 
und  auf  diese  Weise  infolge  gegeh-reiifaüs  besseno*  Kon- 
vergenz der  Reib('n  inin»er  i  (k  b  allein  mit  d(*n  (lliedern  der 
zweiten  Ordnung  auszukonm-en. 

Ein  Urteil  daiüler,  ob  ein  Arguncnt  zwecknäßiger  als 
ein  anderes  ist,  kann  n^ni  in  dem  liier  \orliogenden  l'alle 
naturgemäß  imr  ans  dem  T'mfarge  gtwiniM'n.  in  welchem  die 
erhaltenen  Ansätze  die  rbarakteristis<  Icn  Eigei  scbaften  der 
Lösungen  darstellen.  Zur  Prüfung  dieses  (Jelturgslx^reicbes 
wählen  wir  zunächst  ein  ganz  siiezielles.  niöglicbst  leicht  zu 
übersehendes  Ifeispiel:  es  wird  im  folgenden  allein  versucht. 
an  der  Hand  der  vorgeronmienen  Reibenentwickluugen  die 
Elrscheinungen  der  Sättigung  und  der  lü^itischen  Pöslichkeit 
in  binären  flüssigen  (lemiscbf'ii.  wie  sie  vor  allem  von  Rotb- 
mutid^)  systematisch  beobachtet  worden  sind,  abzuleiten.  In 
der  Tat  sind  diese  Ersdieinui^gen  für  unseren  Zweck  Ix^sonders 
geeignet;   denn   sie   spieleii   sidi   wesentlich    nur   in    Gebieten 


1)  Zeitschr.  f.  phys.  Choiniv  2«.  S.  483.   1898. 
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hölirifr  Konzi'iitrjitiüii  ab  uihI  mvi.  witi  im  folgi-nden  gezeigt 
wiril.  weder  luit  Hilfe  der  Plane ksflieii  Glcicliniigen  für  ideal 
verdünnte  IjÖsuiigcii,  iiocli  auch  niit  Hilfe  der  erweiterten 
Jiihnscheii  Gleiehnngen  tlarB(elll>nr.  J>ie  Pluiick-JalinKclien 
( iU'ichuiigeii  ergeben  zwar  eine  FormuHenmg  der  Zustands- 
finderinigen  in  den  beiderseits  liochverdüniiten  Gebieten  solcher 
(icniische,  gestatten  aber  nicht,  an  der  Hand  einer  und  der- 
selben rdeicliiing  die  ErM-heinungen,  wie  sie  sich  bei  allmäh- 
licher Änderimg  der  Konzentrittion  zwisthen  den  beiden 
(irenzge  biet  eil  .il)s]iie!e]i.  stetig  zu  verfolgen.  JJies  scheint 
nnn  niit  Hilfe  der  im  folgenden  jingegcbenen  Kutwicklungen 
möglich  zn  sein.  Ob  danach  den  neuen  Aiusätzen  eine  tiefer 
.  liegende  Jiedeutung  Ix' ige  messen  werden  kann,  niüssen  aller- 
dings erst  noch  weilergehende  Unlersuchiingen  entscheiden, 
iiiif  die  in  diesei'  Mitteilung  iiwh  nicht  eingegangen  wird. 

I.   Über  die  Reihen eotwiekluagea  der  FlaackBohen  ^Fuaktion. 

lletra-chten  wir  eine  /iinHchst  als  verdünn!  anzusehende 
Ixisung.  deren  /ustanil  diirtb  den  Druck  p,  die  Temperatur  T 
und  die  Maswen  mo-  ""h-  "'a-  ■  ■  ■  '^^'''  «'inwlnen  Beetandtt^ile 
bzw.  durch  deren  Alolekiilznltlen  «„■  "!■  '"■•■  ■  ■  ■  lifstimmt  isl. 
1"^  sei  R  die  absolute  (iaskonstanle,  fJ^.  fij.  ft^.  -  .  .  seien  die 
l)ezHgUelien  Mo!ekularge^wble,  m  nei  die  (Jesamtmasse.  n  die 
Summe  der  Mole kiilza bleu,  r„.  Cj .  c^.  .  .  ■  seien  die  molek\ilaren . 
Cg.  r     c,.  .  .  .  tue  TUdiaren   Konzentrationen,  also  ■/..  B,  sei 


i' Lierbiiu jjl  seien  diircbgängig  <lie  bei  Henutzung  der  Massen 
tm  Stelle  der  Molekülzahlen  -einzufübrenden  (iröEen  über- 
strichen. Bezieht  sicli  der  Index  0  auf  das  Lösungsmitte!. 
sei  find  die  Grölien  m,,  m^.  «,.  i'a-  t, .  c.^.  <■[ .  c,  usw.  sämtlich 
klein  gegen  die  bezüglichen  (.iröL'en  mit  dem  Index  0. 

Wir  vergleichen  unter  diesen  Voraus-setzungen  die  vier  Ent- 
wicklungen der  Planckschen  (/'-TMinktion 

(1)  0^-Ä^-»„logc„  +  »„-;i('^-i,     -.-•■). 

[2]  0=-  ff^'»„l0Bc„   :   hC[c,,     c,...). 


(3)  0  =  -  :i^r^,m^logd^  +  » 
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l>Hriii  bedouieii  ro.  r, .  i^.  .  .  .  Konstante,  $  und  jQ  .^ind  Potonz- 
iviheii  der  angeg«*lx^n(^n  Argiinicnto,  deren  Koeffiziontefi  diucli  (f 
mit  gehöriger  Indizieriing  Ix'zeichnet  seien. 

Die  Entwicklung  (1)  ist  von  Planck  angegeben  worden, 
liiter  Berücksichtigung  von  (iliedern  nur  der  ersten  Ordnung 
erhält  man  den  Ansatz 

0  =  n^  (ifn  -  li 'og  Co)  f  '' j  (ff  1  -  ^•*  !og  t^i )  -!  ^'2  (V  2  -  '^  'og  fa) . .  •  > 

auf  dem  sich  die  Plancksche  Theorie  der  ideal  verdünnten 
Ix>sungen  aufbaut.  Nimmt  man  noch  di(*  (Glieder  zweiter 
Ordnung  mit  hinzu,  >o  erhält  man  die  Aiisgangsgleichung  liir 
die  Ja  huschen  Reclnmngen.  (\\v  z.  J^  für  eine  binäre  Ijösung 
tHe  Form  hat 

Die  Entwicklungen  (li),  (H).  (4)  folgen  am  einfachsten  durch 
Linformung  von   (]).     Fjsetzt   num  mit    Hilfe  der  Ik^zielunig 

Uff  --^--  n  ri    --  iTj  -^  i\y  -^  ('3  -j-  .  .  .)"! 

die  ilolekülzahl  des  Lösungsniittels  durchweg  durdi  die  (Gesamt- 
zahl n  der  iloleküle  und  entwickelt  danach  alle   (ilieder  nadi 

Potenzen  von  Ci.  c^ so  erliält  man  (2).     I)ii»  dritte  Fonii 

dj*r  Entwicklung  ergibt  sich  aus  (1).  wenn  man  üb<^rall  statt 
der  molekularen  (iröl.-eii  die  luolareii  einführt  und  danach 
nach  den  Potenzen  von  c, ,  <:,,  .  .  .  entwickc^lt.  Aus  (3)  folgt 
schheßlieh  (4)  auf  di<-  gleicbe  Weise  wie  (2)  aus  (1).  Zwischen 
den  Ko(^ffizienten  der  Knt Wicklungen  l)estehen  mitiu'lich  Pi^- 
•ziehnngen:  so  ist   \(u  alleui 

(5)  7'        r,  //.        /-..//o        ...     usw. 

Vlx'r  (he  Konvergenz  dei  lieilien  läßt  sieb  von  vorn- 
liereiii  nichts  aussagen.  10s  ist  möglich,  daß  sie  in  allen  Kon- 
zentrat ionsgidjieten  (iidtigkeit  IuiIm^u  oder  nur  in  gewissen 
Jjeschränkten  Pereicben  anwendbar  sind.  Im  letzt (»n  Palle 
würde  es  unmöglich  sein,  die  Erscheinungen,  wie  sie  sich  Ini 
fortgesetzter  lOrböhung  der  Konzentration  irgendeines  Hestand- 
teils  in  einer  zunächst  verdünnten  l^ösung  zeigen,  stetig  an 
der  Hand  eim^r  di(  ser  Potenzentwicklungen  zu  verfolgen.  Vür 
unsere  ]5etrachtungen  ini  folgenden  miLssen  wir  dc^slialb  aus- 
drücklich z^veierlei  voraussetzen:  l^jnerseits  soM  sich  der  Kon- 
vergen zl>ereicli  dei  l)enutzten  Heiben  bis  in  das  Gelnet  höherer 
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KoDzeutialioneri  hineinfrKticcken,  j.weiteiis  miI!  die  l'-oiivtigenz 
eine  deiaTtig  scbnellf  sfiii,  daß  «nt  wenigstoiis  qualitativ  zu- 
treffende J'eurteilung  der  Krschoinurgen  schon  bei  Ferück- 
siehtigurg  der  Glieder  bis  zur  zweiten  Ordmirg  iröglich  ist. 
Ob  diese  Voraissetzurgen  zulässig  sind,  kfinn  nalörlich  nur 
der  Vergleicb  nut  der  Erfalming  entstheiden. 

Jedenfalls  scheinen  die  Enlwieklurgen  (2).  (4)  diesen 
Annahmen  mehr  /ii  entsprechen  a's  (1).  (3).  Wird  »&mlich 
z.  B.  in  einem  binären  (ieniisoh  durch  ständig  verstärkt!.' 
Konzentration  des  gelösten  Stoffes  alln  äblich  die  anderei- 
seits  verdünnte  Lösung  hergestellt,  so  Meigt  gleichzeitig  das 
Argument  nj»„  bzw.  ftijvi^  der  Kntwic klingen  (1),  ^)  zu 
unendlich  an.  Gesetzt  selbst  den  Fall,  daß  die  EntTiickIurg»>n 
in  diesem  Grenzgebiet  roch  konvergierten,  so  kann  man  dann 
doch  nicht  mehr  die  Funktion  durch  die  ln-iden  ersten  Beihen- 
glieder  iipproximieren.  Souach  ist  es  /.  H.  ausgeRchlossen, 
an  der  Hand  des  Jahnschen  An-sat/rs  Uns  Gisanifgebiet  aller 
Konzentrationen  zu  überblicken.  Fei  den  J^ilwickhirgen  (2), 
(4)  werden  die  Argumente  in  dorn  Ix-trachfeten  Grenzfall 
nahezu  gleich  1 :  die  Verbältnisse  liegen  hier  für  das  Vor- 
dringen der  Theorie  in  Geliicte  höherer  ]'oiiz>-nlratioron  alpo 
ungleich  günstiger. 

Die  Entwicklungen  (3).  (4)  sind  überall  da  »nn  Fedeuiung. 
wo  es  sich  um  Anwendung  der  Theorie  auf  IVobachtungen 
mit  molaren  Konzentrationen  har.delt.  Allerdings  kann  man 
auch  in  solchen  Füllen  von  den  n^olekularen  Ansätzen  aus- 
gehen und  die  ars  diesen  enfwitkelten  ErgehuLisSe  da>m  auf 
die  molare  Form  brirgen.  Ha  die  ViTnachlägsiguEgen.  die 
man  auf  dein  einen  und  dem  an<leren  Wege  begeht,  vei-schiedeii 
sind,  so  fallen  auch  die  Ergidmisso  verschieden  ave.  Welcher 
von  beiden  Wegen  einen  liesseren  Anschluß  an  die  vorliegenden 
Versuchsdaten  ergibt,  das  kann  ualürlith  uuth  erst  wieder 
hinterher  entschieden  werden.  JedenfallB  mi-ssen  wir  ui's  für 
Anwendungen  auf  solche  molaren  i'eobaditurgen  zurächst 
beide  Möglichkeiten  offen  luilfe«. 

Der  ursprüngliche  Plane tsche  Ansät;;  d)  wird  bekannt- 
lich durch  \'ergleichiing  mit  Entwickluipen  gewoimen.  die 
für  die  in  den  idealen  Gaszustand  üliergeführte  Lösung  gelten. 
Dieser  Vergleich  ist  bei  den  Entwicklungen  (3).  f4)  nicht  mehr 
unmittelbar  durchführbar,  da  Ix'i  der  Einführung  der  molaren 
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Konzentrationen  das  logaiithmiselie  Glied  zum  Teil  in  die 
Pot^nzreihen  eingeht.  Das  kann  alx^r  natiirlidi  nicht  als 
ein  Grund  gegen  den  Gebrauch  dieser  beiden  Arsätze  geltend 
gemacht  werden;  denn  b(4  passender  T'n^ordnuLg  der  Glieder 
in  diesen  Entwicklirgen  oder  der  bezüglichen  Glieder  in  den 
Gesetzen  für  den  idealen  Gaszi:ßtard  laßt  sich  der  Vergleirli 
wieder  vornehmen. 

Für  den  weiteren  Gebraiuli  steHen  wii*  die  vier  auf  Glieder 
zweiter  OrdnuDg  abgekürzten  Entwickh.ngen  für  binäre  Ge- 
mische zusammen. 

(6)  <P  =  n^  (y^  -  ;i'  log  Co)  +  »,  (y ,  -  /i  log  c, )  +  ^-(fu, 

(7)  <P  =  »^  {(f.^  -  li  log  c„)  +  w,  (y,  -  /.'  log  r,)  +  ^  y., j  ,    . 

(8)  0  =  w„  (y ,  -  r„  log  c.,)  -^  '",  (Y  ,  -  r,  log  ?, )  +  ^  ()P,  „ 

(9)  <P  =  Wo  f^^  -  r^  log  Cq)  +  m^  {rp^  -  r^  log  c,)  +  ''^  9^„  , 

Der  geringfügige  Unterschied  in  den  (jiuidratischen  Ziisalz- 
gliedem  von  (7),  (9)  gegenüber  denen  in  (6),  (8)  bewirkt,  daß 
diese  Ansätze,  wie  im  folgenden  gezeigt  werden  soll,  für  höher<^ 
Konzentrationen  branchbar  werden. 

2.  Die  aUgemeinen  Gleiobgewiohtsbedingungen  für  ein 

binäres  Gemisch.* 

4 

Die  Bedingungen  für  das  stabile  (ileichge wicht  eines  ans 
«  unabhängigen  Pestandteilen  k'stelienden  Svstems  gegen 
Znßtandsänderungen,  bei  denen  Druck.  Tenipi^ratur  und  die 
(jesamtmassen  aller  c^  IN^standteile  ungeändert  bleiben,  lauten 
nach  Planck 

6  0  =  0,        6^0  <0  . 

Hierin  führen  wir  die  spezifis(  lien  Werte  9',  9/"  usw.  der 
Potentialfunktion  0  in  den  einzelnen  Phasen  und  die  Kon- 
zentrationen c  ein.  l'in  nur  mit  unabhängigen  Variablen  zu 
operieren,  denken  wir  uns  einej^  der  c,  etwa  c„,  durch  die 
übrigen  ersetzt:  ferner  sei  i'och  zur  Abkürzui^g 

Für  die  Erscheinungen  der  g(^gerseitigen  Löslidikeit  lassen 
skh  dann  die  obigen  Gleichgovithtsbedirgungen  in  der  Form 
aussprechen:  In  allen  Phasen  besitzen  gleiche  Werte 


(10)  1,   jede  der  GrölVu  f,,  /,,,  ...  /„_,, 

{11}  2.    die   Größen  ?,  -  cJi  -  c^f,  -  .  .  .  c„-i /„_i     ' 

und  zwiiu  gelten  diese  Bediiigiiiigeii,  wcriu . noch  vorausgesetzt 
wird,  daß  das  Mülekulargewielit  jedes  Bestandteils  in  allen 
Phasen  das  gieiche  ist,  sowohl  für  die  molare  als  auch  für  die 
molekulare  l'orni  der  Gleichungen,  d.h.  für  die  ungestriehenen 
Größen  ebenso  wie  füi'  die  iilxiTstriehenen, 

Die  hieraus  abzuleitenden  Bedingungen  für  die  Erschei- 
nungen der  Sättigung  und  der  kritischen  Löslicbkeit  binärei 
Gemische  lassen  sich  in  einer  Form  hinschreiben,  in  der  sie  voll- 
kommene Analogie  mit  gewissen  aus  der  Theorie  der  Zustands- 
gieichung einer  einlieif liehen  Substanz  bekannten  Gesetz- 
uiäßigkeiten  zeigen.  Wird  bei  der  von  jetzt  ab  aHein  auf- 
Uetenden  Größe  /j  der  Einfachheit  halber  der  Index  fort- 
gelassen, so  gelten  folgende  Sätze; 

1,    In  beiden  Phasen  eines  binüren  flüssigen   Systems  ist 

(12)  j^  <  °  ■ 

i.    Die   Grolle  /  Iiat  in   beiden   Phasen  den  gleichen  Wert 

(13)  /■  =  /"  . 

l'ür  /'  und  /"  wird  deshalb  einfach  /  geschrieben. 

3.  Analog  zum  Maxwell-t^'lausiusschen  Satze  bei  der 
Zuslandsgleichung  i.st 

(14)  ,./7<f'-,  =  ?'  -■/""fW  -'■■'■). 

4.  iXir  ki'ilisclie  Lösungsptinkt  wird  beslimnit  durch 

Die  Differentiationen  und  Integrationen  sind  hierbei  bei  kon- 
stant gehaltenen  Werten  des  J>rucks  und  der  Temperatur 
vorzunehmen. 

Die  Größen  /.  Cj.  T  s^nelon  hier  sonach  bezüglich  genau 
die  gleiche  Rolle,  wie  der  Ih-uck  p.  das  \'o]umeu  v  und  die 
TeraiHjratur  T  in  der  Theorie  der  Zustandsgieichung.  Wie 
nun  bekaimtJich  die  Zustandsgieichung  in  übersichtlicher 
Weise  durch  die  gi'iii)hische  IJarstelhing  der  Isotherinen  in 
einem  p,  «-Diagramm  versimdicht  wird,  so  werden  sich  dem- 
niieh  in  ganz  ähiilicher  Weise  die   Kigensc haften  binärer  Ge- 
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mische  durch  Zc*ichmii  ;4  <ltr  i>oili<'riinn  in  »*iiu'iii  /.  r^- 1  )iijgranim 
geometrisch  interpritifrcn  lassrü.  Ihis  \<)U  in:s  zu  l(3s<MHle 
Problem  kann  dann  in  rrin  g<  (>ii:»trischtr  Form  ro  ai:spos]>r(H  Ih'Ii 
werden:  Es  ist  ihis  spt^zit.»llc  Isothf-rn»i'rs\.stfni  zn  siuhei:. 
das  als  Träg«*r  dor '  ai:g»golK*non  Kigcnscliaffcn  giiignct  isi 
wild  in  der  (irenze  dit*  lK*kanntrn  Kigei:s(  liaft('ii  lUr  ideal 
verdünnton  Lösungen  ergibt.  Kin  «ol<  lies  IsotlM^rnieiisystcni 
müßte  den  kritischen  Punkt  als  ^si^gulären  Punkt  enthalten, 
auf  der  einen  und  nur  <ler  («inen  Seite  der  «Itirch  (hesen  Punkt 
hindurchgehenden  Isotheripe  .\hixinia  und  Minima  zeigen  und 
in  dem  (irenzgehii-t  idea'er  Verdiinniing  in  dir»  durrli  rh«- 
Plane ksche  Xäherui  g  iH-stininitf'n  Isotljern?en  iJlK*rgehen. 
Im  folgenden  Abschnitt  werden  (l«>ba!b  zunäcbst  die  Planek- 
schen  Isothermen  iKsirocbeii.  (bmn  wird  gezeigt,  daß  die 
aus  dem  Jahpschen  Ai:.«atz  ents]  rii:gei.(len  Isothern'en  keinen 
geeigneten  Träger  bilden,  wälirei:d  die  Ai>ätze  (7).  (9)  zu  Iso- 
thermen führen,  die  auf-  i  ötig«-n  Kigersc  baften  haU-n.  und 
(9)  zudem  roch  quantitativen  Aisebb-.L)  an  die  \orIiegenden 
Versnchserge}»i;isse  zM«:t. 

?.    Anwendungen. 

Aus  (t>).  i7j.  1^'.  ^'h  li  iten  wir  zui  ädist  die  auf  die  Kinbejt 
der  Molekülzahl  lizw.  <lt  i  Masse  b<zng»i  en  Werte  <f  der  Funk- 
tion 0  und  die  darai  s  abgeleiteten  (Jrr»rin  Imt.  I'er  Kinfarb- 
heit  hal})er  schreiU*n  wir  nur  die  noiarr*  Form  der  (ileichungen 
hin  und  unlerdrücb-n  daUi  di»-  T'lj»r>t reichung;  eine  Ai-r- 
wc*chslung  der  U*id»*n  (il»  icbni  L^foin.in»  r-(  beint  arsgeschlosst-n. 
da  die  molare  Forni  an  den  ^IroL'en  r„.  Tj  kenntlich  bleibt, 
di«*  für  die  molektdare  I'nrni  Uide  g'eieb  11  werden.    Ks  wird  für 

Jahns  Ansatz:  Ansatz  (7),  ^9): 

'16-  c- 

(/'=  (r.-'fö-'':  -r^f,  -7::     /*  =  ''*..  "  7o  ~ ''i  +  7i 

(17» 

l-f-  r^logc^  -  r,  logr,  -^  '^  =  ;  .      -p,Jogr.-r,  log r^ +20,7, j. 

rio»  3 —  = -1 ,-  .  —, —  =a—    -—  —   jrr 
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I.    Die  Plancksclieti  Isothermen.     Di©   durch    ^^  =  0  aus 
allen  Ansätzen  gleicbmäSig  folgende  Gleichung  der  iBothermen 
für  ideal  verdönnt-e  Lösungen  iat 
m  ■       /  =  /o,  +''ologc„  -r.logc,  . 

Dabei  faßt  die  Größe 

die  allein  von  Druck*)  und  Temperatur  abhängigen  Glieder 
zusammen,  worin  der  an  die  Größen  ip  herangefügte  obere 
Index  andeutet,  von  welchoro  Stoff  bei  Herleitung  des  Ansatzes 
ala  Lösungsmittel  ausgegangen  Wurde.  Aus  fl6),  (iS),  (19) 
ergibt  sich  für  den  kritischen  Punkt 


-r  +  - 


-0, 


Da     die     erste     dieser     beiden 
Gleichungen  mit  der  zweiten  und 
zudem  mit  den  Bedingungen 
Co  +  c,  =  I  . 
0  <  Co.c,  <  1 
unverträglich    ist,     so    enthält 
der    Planckscbe    Ansatz    den 
kritischen  Punkt  nicht.  In  der 
Tat    bestehen    die    Isothermen 
aus    lauter     kongruenten,    nur 
in    der   Richtung    der   /-Achse 
gegeneinander         verschobenen 
Kurven  von  der  in  Fig.  1  dar- 
gestellten Form  ohne  Maxima  und  Minima  mit  einem  Krüm- 
mui^wechsel  an  der  Stelle 

,  _    y^     ..    _  & 


an  der  die  Tangente  die  diircb 


■  {P.  +  V',)" 


1)  iffoh  Rothmuud,  a.  a.  0.,  aiiid  die  Sättiguagaeraoheiirangeii 
iu  weitem  Umfftnge  vom  Druck  unabhängig,  ho  daß  aohleohtilin  Toa 
Itothetmen  gesprochen  werden  kann. 
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beötimmte  Richtung  hat.  Für  die  inolekularo  Form  hegt  d(*r 
Kriünmungswechsel  lx»i 

^0  ^  <i  =  i 

und  d'h'  Tangente  hat  hier  die  liichtung 

Nach  der  Ableitung  von  (20)  haln^n  die  Kurven  zunächst 
nur  für  sehr  kleine»  Wörter  von  c^  physikalische  J^edeutung 
als  Isothermen.  Eist  dadurch,  daß  der  für  die  andererseits 
hoch  verdünnte  Lösung  gültige  Wert 

/  =  /lo  4  r„  log  Vq  -  rj  log  r,  . 

\Vu 

/lo  ---  'o  -  V  u  -  '•]  -f  rl  ' 

ditf&elbe  Kurvenschar  ergibt,  erhält  auch  das  (iebiel  der  Werte 
von  /  für  c^  nahe  1  (Mitsprechende  Bedeutung.  Damit  ist  aller- 
dings noch  lucht  verbürgt,  daß  Anfang  und  Knde  einer  Kurvt* 
auch  ZOT  gleichen  physikalischen  Tsotherinc»  gt»höri*n.  Dies  ist 
nur  der  Fall,  wenn 

/oi  —^  /lO  • 

also  nur,  wenn  die  von  Lösungsmittel  und  gelöstem  Stoff 
abhängigen  Größen  q^  und  9"  eine  ganz  bestimmte  Bc»- 
dicgung  erfüllen.  Tun  sie  di(\s  nicht,  so  wird  der  Anfang 
emer  Kurve  durch  (»inen  gunz  anderen  mittleren  Isothermen- 
verlauf als  er  dem  Plane  kschen  Ansatz  entspricht  in  das 
Ende  einer  anderen   Kurve  üUo-geführt. 

Dies  im  wesentlichen  negati\'e  J^jrgi^bnis  hat  iirunerhui 
insofern  eine  ])hysikalis('he  Bedeutung,  als  dadurch  eine  Ab- 
schätzung des  GültigbütslxTeichs  dieser  ersten  Näherung 
mogUch  wird.  Diesem*  Ik^icich  whd  sicluM*  Ix^schränkt  durch 
die  Konzentrationsgebiete,  inncahalb  welcher  sich  die  kritischen 
Erscheinungen  abspielen  und  das  sind  teilweise  Gebiete,  inner- 
halb welcher  die  Lösungen  schon  als  verdünnt  l)ezeichnet 
werden  müssen. 

IL  Die  Jahnschen  Jfiothernien,  Ebensowenig  wie  diese 
irrste  Näherung  führt  auch  in  der  Jahnschen  Form  die  zweite 
Näherung  zu  einem  kritischen  Funkt.  Dieser  ist  nämlich  nach 
nS).  (18).  (19)  jetzt  an  die  Bedingungen 


gc blinden,  woraus  dni'cli  Eliminntion  von  y,, 

folgt,  l.tiese  (ilcifhiing  ist  aixT  nnmöglich,  du  darin  die  t^uinnn' 
dreier  wesentlich  positiver  GröPen  versdiwindet.  Noch  deiii- 
Hcher  wird  dies  in  der  molekularen  Form,  in  der  sich  für  den 
krilisphen  Punkt 

.-.  =  -i ,    ■■,  -  - 1 

orgibt.  Auch  allein  ai.e  der  liefrachlnng  von  y^  kann  man 
die  Ingeeignefheit  dfs  Jabiischen  Ansatzes  zur  Darstellniig 
der  kritischen  Erscheinnngen  erkennen.  Entweder  näniJioli 
ist  <Fii  i-'oaitiv,  dann  wird  /  für  c ,  =^  0  und  ebenso  für  c^  =  l 
);ositiv  imrndlieh  und  die  Isothermen  neigen  im  fiebiete  c, 
nahe  1  nitlit  den  nötigen  Anschluß  an  die  Plonckseben  Iso- 
thermen. Oder  fij  ist  negath',  dann  fo!gt  ais  (18),  daß  ilie 
Kurvenschar  keine  .Muxinm  «nd  Minima  zeigen  kann,  wie  es 
für  das  Vorhandensein  ein(s  Iu*itiH(.hen  Punktes  notwendig  ist. 

Sonacli  wird  die  Theorio  der  Lösungen  durch  die  Jabn- 
8üho  Näherung  wenigstens  in  bezvg  auf  die  kritischen  Kr- 
schcinungen  keinen  Sthrill  weiter  geführt. 

III.  Die  Isothermen  der  Ansätze  (7),  (?)  »rgeben  dem- 
gegenüber zunächst  widerspruchsfrei  den  kritischen  Punkl . 
Für  diesen  gilt  jetzt 


-  +  - 


-  =  ^Vu 


Hieraus  folgen   die   kritischen   iMmzenIrationen,  die   wir 
jetzt  ab  durch  einen  Stern  arszeichren, 


Nach   (5)  kann  man  diese  Werte  in  Zusammenhang  mit   den 
Molekulargewichten  bringui;  es  ergibt  sich  die  Heziehung 


^'\/^ 
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für  deren  Pcüfuiig  es  zuDäcbst  allerdings  noch  an  dem  Döt^eu 
Beobacbtungsmatenal  Mill.  Die  kritische  Teniperatnr  be- 
stimmt sifh  auB 

(22)  fu'=i{^'i  +  y'J'- 

Jede  Isotherme  zeigt  frr  y^  >  y^*  ein  Maximum  und  ein 
Minimum.  Für  Werte  \on  c^  nahe  0  oder  1  gehen  die  Iso- 
thermen in  die  Plane  ksihe  Form  über.  8ie  bilden  demnach 
eine  KurTenscliar  etwa  von  der  in  Fig.  2  dargestellten  Gestalt , 
die   allen  in  Atechnitt  2  genannten  Anforderungen  entaiiricht. 

Auf  jeder  Tsot.herme  lassen 
sich  zwei  Funkte,  A  und  ß. 
SD  bestimmen,  daü  ihre  zur 
Cj-Acfaae  parallele  Verbindungs- 
gerade  mit  den  läothermenbög^n 
ACE  einerseits  und  B Dß 
andererseits  an  Inhalt  gleiche 
Flächenstücke  begrenzt.  GeniäB 
(18),  (14)  stellt  A  B  den  Zustand 
der  Lösung  im  Zweipliaaen- 
gebiet  dar.  Der  geomttrische 
Ort  der  Punkte  A,  B  ist  dif 
SSttigungskurve,  die  im  kriti- 
schen Punkt  ein  Maximum  bat. 

Das  von  der  Sftttigungs kurve  uniBthlossent:  Gebiet  hat,  wenn 
von  Übersättigungsersfhi'inungeii  abgesehen  wird,  nur  theo- 
retische Bedeutung;  im  besonderen  fvliren  nach  (12)  die  Iso- 
thermen überall  da,  wo  hi  diesem  Gebiet 


Fig.  2. 


>Ü 


ist,  durch  labile  Zustände  hindurch.  Die  Konzentrationen  iii 
den  Punkten  A,  B  stehen  zueinander  in  einer  Beziehung,  die 
von  Druck  und  Temperatur  unabhängig  ist  und  die  wir  die 
Sattigungsgleichurg  rennen  wollen.  Sie  wird  aus  den  Glei- 
chungen (13),  (14),  (16),  (17)  gewonnen  und  kann  nach  ge- 
höriger Umformung  auf  die  Form  gebracht  werden 


(23) 


")log.5' 


-2(c,'-V')     -0. 


Annaleu  der  Phjtik, 


34B 


l'.  Doedke. 


Solche  ziisummengehöjigeii  Konzentrationen  koexistenter  Pha- 
sen sind  von  Eothmand  in  verschiedenen  flüssigen  Systemen 
beobachtet  worden.  Der  Vergleich  mit  diesen  Beobachtungen 
zeigt,  daß  (23)  auch  quantitativ'  mit  der  Erfahrung  gut  über- 
einatimmt.  So  ist  z.  B,  für  das  Gemisch  Schwefel  kohlenst  off - 
Methylalkohol,  wenn  mit  Cj  die  Konzentration  des  Methyl- 
alkohols bezeichnet  wird. 


•^l' 

beobachtet 

berechnet     ' 

-f^'j  ?," 

0.549 

0.017 

0,016 

0,021 

0,492 

0,027 

0,458 

0;416 

0,045 

0,050 

0,034 

0.360 

0.065 

0,072 

0,039 

0.195 

fl.lflü 

0.192 

0,05!» 

wobei  der  Berechnung  t^r  Wert 

zugrunde  gelegt  wurde. 

Wir  haben  bisher  mit  den  molaren  Ansätzen  gearbeitet. 
Die  entsprechenden  molekularen  Beziehungen  folgen  aus 
(21),  (22),  (23),  wenn  darin  r^  und  r,  durch  B  ersetzt  werden. 
Für  den  kritischen  Punkt  ergeben  sich  so  die  außerordentlich 
einfachen   Hedingiingen 

c^*  =  1,    (■,•  =  i  .     (,.i,*  =■  2  fi  . 

Leider  befinden  sich  die  weiteren  Ergebnisse  nicht  in  der 
wünschenswerten  quantitativen  Übereinstimmung  mit  der  Er- 
fahrung. Die  Sättigungsgteichung  erhält  hier  n&mluib  die 
gleichfalls  sehr  cinfoche  Form 

oder,  wenn  sie  auf  die  von  Kothwund' beobachteten  molareo 
Konzentrationen  reduziert  wird,  die  jetzt  der  Übersichtlichkeit 
halber  wieder  besonders  gekennzeichnet  werden. 


Wie  die  letzte  Spalte  der  obigen  Tabelle  zeigt,  ist  der  Qaotient 
auf  der   linken   Seite  aber  keineswegs   konstant,  sondern  mit 
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der  Konzentration  in  z«'nilich  hohem  Grade  \^ränderlich. 
Danach  kommt  den  molekularen  Ansätzen  mir  eine  quali- 
tative Bedeutung  zu. 

Ähnlich  wie  bei  den  Plane  kschen  Isothermen  lassen 
sich  auch  hier  die  beiden*  Ansätze  miteinander  vergleichen, 
die  man  erhält,  wenn  man  einnial  den  einen  und  dann  den 
anderen  Stoff  als  Lösungsmittel  ansieht.  Unterscheidet  man 
die  Größen  in  beiden  Fällen  wiedca*  durch  ht^angefiigten  obc^ren 
Ind<*x,  so  wird  entweder 

/  =  /oi  +  '•ü -og  ('o   -  'i  !og  i\    •'■  2  i\  ri^ly^  . 

/oi  =  ^0    -9^0       ''i  -^</^?  . 
oder 

< 

/  =  /lo  +  ro  iog  Co  -  Tj  lop:  Ci  +  2  q  ip\^  , 
/io  =  '•o  -^l   --'i  -^-9\   -'^9n  • 

Haben  die  aus  beiden  Ansätzen  folgenden  isothermen  gemein- 
same Punkte  —  und  das  ist  anzunehmen,  wenn  anders  sich 
aus  ihnen  die  kritischen  Erscheinungen  in  gleicher  Weise  er- 
geben sollen  — ,  so  müssen  die  Beziehungen 

9^?^=  9^11  =  9^11  • 

erfüllt  sein;  es  muß  also  vor  allem  der  Koc^ffizient  (p^^  in  genau 
der  gleichen  Wese  vom  Lösungsmittel  wie  vom  gelösten  Stoff 
abhängen. 

4.   Ein  allgemeiner  Satz  über  die  Sättigangsgleioliunff. 

Versucht  man,  wie  wur  es  oljen  getan  haben,  die  Planck- 
sche  Theorie  der  hochverdünnten  Lösungen  in  absichtlicher 
Überschreitung  ihres  Geltmigsbereichs  auf  die  kritischen 
Lösungserscheinungen,  die*  sich  wesentlich  nur  in  Gebieten 
höherer  Konzentration  abspielen,  anzuwenden,  so  ergibt  sich 
im  allgemeinen  nicht  nur  keine  Ül^ereinstinmiung  mehr  mit 
der  Erfahrung,  sondern  man  wird  auch,  wie  sich  gezeigt  hat, 
zu  Widersprüchen  der  Theorie  in  sich  geführt.  Immerhin 
ergab  sich  z.  ß.  schon  der  Krümmungswechsel  der  Isothermen 
an  der  richtigen  Stelle  und  sehr  wunderbarer  Weise  läßt  sich 
auch  die  Sättigungsgloichung  —  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugt —  aus  jenen  Ansätzen  herleiten,  die  in  sich  völlig  wider- 
spruchsfrei ist  und,  wie  wenigstens  im  Falle  binärer  Gemische 

23* 
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gezeigt  Wurde,  in  bemerkenswertem  Grade  den  lieobaclitungE- 
,  resultaten  entspricht.  Die  KedentuKg  der  von  uns  an  die 
Plane  kschen  Ansätze  herangeset sten  Zusatzglieder  beruht 
demnach  im  weBentlichon  darin,  daß  sie  die  inneren  Wider- 
sprüche der  Theorie  beBeitigen,  ohne  doch  —  ganz  im  Gegen- 
satz zu  der  Jahnschen  Erweiterung  —  den  schon  la-auch- 
fttren  Kern,  die  Sättigungsgleichung  nämlich,  zu  verändern. 
Die  durch  diiee  Glieder  >'erBn1a£te  Änderung  ist  demnach 
rein  sekundärer  Natur  und  die  oben  gezogenen  durch  die  Er- 
fahrung bestätigten  Folgerungen  sind  im  wesentlichen  schon 
ein  Bestandteil  der  ursprünglichen  Plane  kschen  Theorie. 
Wir  zeigen  kurz,  auf  welchen  allgemeinen  Zusammenhängen 
dies  beruht. 

Aus  den  allgemeinen  Gleicbgewichtsbedingucgen  (10),  (11) 
ergibt  sich  für  irgend  zwei  Phasen,  z.B.  für  die  ersten  beiden, 
die  Gleichung 

(24)     ^■_^-_r2'(v-.,")(||^.+'|f). 

worin  die  Summe  über  alle  Bestandteile,  auch  über  den  at-eu, 
zu  erstrecken  ist.  Die  Zj^tandsänderurgen,  auf  die  wir  diese 
Gleichgewicht sbedingungen  in  der  vorliegenden  Untersncbung 
anwenden,  sind  nicht  ganz  allgemeiner  Naturi  sie  gehen  viel- 
mehr stets  kontinuierlich  ohne  chemische  Umsetzungen  ■vor 
sich.  Handelt  es  sich  etwa  wie  oben  um  ein  binäres  Gemisch, 
so  wird  dessen  Zustand  durch  die  jfimliche  Funktion  0  be- 
stimmt, gleichgültig,  ob  es  einerseits  oder  andererseits  ver- 
dünnt oder  beliebig  konzentriert  ist.  Ebenso  unterscheiden 
»ich  z.  B.  9>'  und  y"  nur  durch  die  Werte  der  Konzentrationen, 
dagegen  sind  die  darin  eingehenden  Konstanten  die  gleichen, 
genau  wie  dies  in  der  Yan  der  Waalsschen  Theorie  der  Zu- 
standsgleichung  einer  einheitlithen  Flüssigkeit  der  Fall  ist, 
die  in  unwränderter  Form  für  den  von  der  Flüssigkeit  aus- 
gesandten  Dampf  Gültigkeit  behält.  Unter  dieser  beschränken- 
den Annahme  gilt  der  folgende  Satz:  Ist  91  eine  ganze  Funktion 
«■raten  oder  zweiten  Grades  der  Konzentrationen,  so  wird  (24) 
identisch  erfüllt. 

Zum  Beweise  werde  p  zunä^^hst  als  lineare  Funktion  der 
Konzentrationen  angenommen ;  es  sei  etwa 
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worin  die  Koeffizionton  (p  beut» big  von  Druck  und  Tüuipc»ratur 
ahh&Dgen  können.  Ditnn  ist  untf»r  der  obif^on  Voraussetzung 
der  Kontinuität 

dg)'  di," 

ö  V  ""  ^'    "^^*'  der  ""  '^'^    "^'''* ' 

also 

was  zu  beweisen  war. 

Um  auch  für  quadratische  Funktionen  von  der  J^orni 

9^'=>2  9^11  q^   ^-  *^  9^12  ^1  «^2  -^-  •  •  • 
den  Nachweis  zu  führen,  bringt  man  (24)  passend  auf  die  Form 


I>ie  linke  &.»ite  dieser  Glei(-lning  zerfällt  in  zwei  Teile,  von 
denen  der  eine  sich  nur  auf  die  «aste  Phase»,  der  andere  sich 
nur  auf  die  zweite  Phase  [x>zi<4it.  Soll  die  Gleichung  identisch 
erfüllt  werden,  so  nuiß  sich  auch  die  rechte  Seite  in  gleicher 
Weise  anordnen  lassen  können.  Abgesehen  von  dem  Fs^U, 
daß  fp  linear  von  den  Konz(»ntrationen  abhängt,  ist  diese  Zer- 
legung aber  nur  dann  möglich,  wenn  die  zweite  Summe  identisch 
\'er8chwindet,  wenn  also  einzehi 

"        ^  [^    de,"         »     (c,"l 


Der  oben  angegebene  quadratische  Ausdruck  erfüllt  nun  in 
der  Tat  diese  beiden '  Bedingungen.  Für  die  erste  folgt  dies 
aus  der  Eigenschaft  von  9?  als  homogene  Funktion  zweiten 
Grades;  für  die  zweite  sieht  man  es,  wenn  man  die  Glieder 
init  einem  bestimmten  der  Koeffizienten  tpy^,  tp^^  usw.  ins 
Auge  faßt.  ^ 

Man  erkennt  weiter  sofort,  daß  ganze  Funktionen  der 
Konasentrationen  von  höherem  als  dem  zweiten  Grade  die 
bewiesene  Eigenschaft   nicht   mehr  haben;  denn  die  erste  der 
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beidfii  äimultiLiu'ii  iileieliuugt'ii  wiid  mir  durcli  quadrutiechf 
Punktionen  crliilK ,  Demnach  fiilucn  alle  l'uiiktionc-n  qt^ , 
die  sich  um  ganze  Funktionoii  eisten  oder  zweiten  Grades 
der  Konzentrationen  unterscheiden ,  aber  auch  nur  diese  ziir 
nämlichen  Gleichung  (24). 

Nach  dem  U'^wieseneii  Satze  wird  ('24)  durch  die  zweite 
und  die  dritte  Summe  in  dein  \on  uns  den  Betrachtungen 
zugrunde  gelegten  Ausdruck  (4),  (9).  {16) 

<F=  ~  2  »"o  c«  log  Co  +,!S  ^Jp  <-o  +  2  {v-ii  t,^  +  -2  y,i  Ci  Cj  +  . . .) 

identisch  -batdedigl.  Es  kaain  also  (p  l^im  Einsetzen  in  (24) 
durch  den  einfatheren,  schon  im  Planckschen  Ansatz  für 
hoch  verdünnte  Lösungen  enthaltenen  Ausdruck 

—  S  ^0  Co  log  Co  ' 

ersetzt  werden.  Hieraus  geht  schon  hervor,  daU  die  aus  (24) 
herzuleitende  Gleichung  in  unserem  Falle  Druck  und  Teni- 
peratur  nicht  enthält,  sich  also  eine  Beziehung  allein  zwischen 
den  Konzentrationen  koexistenter  Phasen  ergibt.  Vereinigt 
man  nach  dem  Einsetzen  alle  sich  auf  den  gleichen  Bestand- 
teil beziehenden  Glieder,  so  erhält  man  die  RättigungRgleichung 
(28)  in  der  allgemeinen  Form 

2  'o  [«  +  'o"l  '°g  ^  -  2  K  -  <)  j  =  0  ■ 
EntBluechende    Beziehungen   gelten   natürlich    axich   für   jede 
andere  Kombination  von  je  zwei  Phasen. 

I>ie  Sättigungsgleichung  ist  sonach  allein  eine  Folge  der 
logarithmischen  Glieder  in  den  Plane  kschen  Eeihenentwick- 
lungen,  die  sich  bekanntlich  aus  dem  ■\ergleich  der  Gesetze 
der  Lösungen  mit  den  (besetzen'  des  idealen  Gaszustandes 
ergeben.  Damit  treten  die  Erechehiungen  der  Sättigung  und 
der  kritischen  Löslichkeit  in  direkte  Beziehung  zu  den  Gas- 
gesetzen.  In  der  Tat  würde  die  Sättigungsgleichung  genau 
90  für  den  gasförmigen  Zustand  gelten  müssen,  wenn  ein  Gaß- 
gemisch  in  zwei  Phasen  vorkommen  könnte.  Natürlich  würdeii 
sich  dabei  auch  wieder  die  gleichen  Widersiirüche  ■wie  oben 
bei  Bestimmung  des  kritischen  Punktes  aus  den  Plane kschen 
Ansätzen  ergeben  müssen,  die  ja  erst  durch  das  Anfügen  der 
quadratischen    Glieder^   die   die    Gasgleichung*)  nicht   enth&lt, 

1)   PUnck,  H.a.  OiGleichunK  lfl9ft. 
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aufgehoben  werden.  Pie  gesamte  Theorie  Weiht  widcTspruchs- 
frei,  weil  im  J^ereiche  der  einfachen  nur  lineare  Glieder  ent- 
haltenden Ansätze,  bei  den  (rasen  nämlich,  nicht  Phasen  ver- 
schiedener Zusammensetzung  gebildet  werden,  und  weil  da, 
wo  solche  Phasen  in  flüssigen  oder  festen  Systemen  auftreten, 
eben  die  allgemeinere  die  quadratischen  Glieder  nut  enthaltende 
Fundamental beziehuMg  gilt. 

Bemerkt  sei  noch,  daß  in  den  vorliegenden  Betrachtungen 
unseres  Wissens  zum  ersten  Male  das  auf  das  Lösungsmittel 
bezogene  Glied  logCo  voll  zur  (leltung  kommt.  Bei  den' Vor- 
gängen in  verdünnten  Lösungen  wird  c©  im  allgemeinen  gleich  1 
gesetzt,  so  daß  logc'o  verschwindet. 


Die    von   uns    vor«^eiionmiene  'Erweiterung   der    Plane k- 
schen  Theorie  erweist  sich  nach  der  obigen  I)arlegung  in  dem 
betrachteten  si)eziellen  Beispiel  als  erfolgi*eich.    Weitergehende 
Untersuchungen  nuiss(*n  zeigen,  ob  sich  noch  andere  zutreffende» 
Folgerungen  daraus   ziehen  lassen.     Vor  allem  nuiß  dadurch 
entschieden  werden,  ob  die   in  der  obigen  Anwendung  auch 
quantitativ   l)(»friedigendeu  molaren  Ansätze   in   der   Tat   vor 
den  molekulan^i  den   Vorzug  verdienen.     Ks  würde  das  den 
bisherigen   Anschauungen,   wonach    die    molekularen    Ansätze 
im  Wesen  der   Sache    l)egriindet  sind,  entgegen  sein.     Sollte 
diese  Entscheidinig  nicht  zugimsten  der  molaren  Gleichungen 
ausfallen,  so   nnißten   im   genauen   Verfolg  des   Plane  kschen 
Gedankens    die    Keih(»nglieder    dritter   und    höherer    Ordnung 
herangezogen    werden,    um    den    quantitativen    Anschluß    an 
die    Erfahrung  zu   (^rzielen.     Dadurch  würde   dann  allerdings 
die    Sättigungsgleichung    nicht    unerhebliche    Änderungen   er- 
fahren. 

Wemi  auch  die  weitere  Auswertung  der  Plane  kschen 
Reihenentwicklungen  immer  näheren  Aufschhiß  in  der  Theorie 
der  Lösungen  bringen  wird,  so  ist  auf  dem  Wege  doch  wohl 
kein  endgültiger  Abschluß  der  Theorie  zu  erwarten,  Wemi 
man  sich  nicht  in  endlosem  Bechnungen  verlieren  will.  Der- 
artige Untersuchungen,  die  sich  auf  Reihenentwicklungen 
gründen,  werden  wohl  stets  mehr  oder  weniger  unbewußt 
in  der  Hoffnung  unternommen,  allmählich  nicht  nur  zu  immer 
mehr  genäherten,  sondern  zu  den  genauen  Ansätzen  durch- 
dringen  zu   können.     Das    tedeutet    die   Erwartung,   daß   die 
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Reihen  nat^h  einer  nicht  zu  grolien  Zahl  von  Gliedern  ab- 
brechen, alBO  endUch  sind,  oder  daß  man  nach  wenigen  Gliedem 
schon  sichere  Anhaltspunkte  gewinnt,  wie  sieb  die  entwickelte 
Punktion  in  Wirklichkeit  aufbaut.  Von  diesem  Standponkt 
aus  würde  sich  empfehlen,  zunächst  schon  etwa  den  Ausdruck 
?■  =  -  2'"i«ilog''i  +  S^'i«^;  +  29^i^c,c^  [?.,/*  =  1,2,...«) 
nicht  nur  als  geu6bert«n,  sondern  als  genauen  Wert  des  Poten- 
tials f>  zu  betrachten  und  alle  irgend  mt^lichen  FolgeruDgen 
daraus  zu  ziehen.  Erweist  sich  danach  diese  Annahme  als 
nicht  zutreffend,  so  würde  neben  der  Untersuchung  der  Reihen- 
glieder  höherer  Ordnung  der  Versuch  gemacht  werden  können, 
mit  einer  geschlossenen  Funktion,  die  durch  den  hingeschriebenen 
Ausdruck  in  anderer  Weise  approximiert  wird,  eine  passende 
Krweitenmg  der  Theorie  zu  finden.  Am  schnellsten  and 
sichersten  dürften  solche  rein  formalen  Versuche  alleidingB 
fortschreiten,  wenn  sie  auf  eingehende  kinetische  YorBteUimgeD 
gestützt  werden  könnten. 
Neukölln,  Juli  1919. 

(Bingegugan  26.  Juli  IftlS.) 
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3.  Verbuch  einer  physikalischen  Lösti/ng  des 
^Problems    der   sichtbaren    Größenö/nderung   von 
San^e  und  Mond  in  verschiedenen  Höhen  über 

dem  Horizont; 
von  H.  Dember  und  M.  XHbe. 

(Abdruck   aus   den  Berichten    der  Mathemat.-PhyB.  Klasse   der  Königl. 
Sftchfl.  G^esellachaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig,  Bd.  69,  14.  Nov.  1917.) 

Siebenter   Bericht    über    die  Ergebnisse    der    auf  Teneriffa 

ausgefül^rten  Arbeiten. 

§  1.    Aufgabe. 

Sonne  und  Mond  besitzen  im  Horizont  einen  kleineren 
scheinbaren  Durchmesser  als  im  Zenit  Dies  ist  eine  Folge 
davon,  daß  am  Horizont  der  Abstand  der  Gestirne  vom  Be- 
obachter größer  ist  als  im  Zenit  Am  erdennahen  Mond  lassen 
sich  diese  Differenzen  mikrometrisch  feststellen,  und  man  er- 
hält z.  B.  für  einen  Durchmesser  von  31' 20"  im  Horizont  einen 
solchen  von  ST  52"  für  90^  Höhe.  Im  gleichen  Sinne  wie  die 
Verschiedenheit  der  Entfernung  wirkt  die  atmosphärische 
Strahlenbrechung,  die  am  Horizont  eine  Verkleinerung  des 
vertikalen  Durchmessers  hervorruft  Aus  diesen  Oründen 
müßten  die  GFestirne  am  Horizont  kleiner  aussehen  als  im 
Zenit  Der  tägliche  Augenschein  lehrt  uns  das  Gegenteil: 
Wir  schätzen  die  Gestirne  in  Horiz(»ntnähe  mehr  als  doppelt 
80  groß  als  in  Zenitnähe. 

Die  älteren  Theorien  (Einfluß  der  Luftperspektive,  Ver- 
gleichstheorien) sehen  diesen  Widerspruch  als  Wirkung  einer 
ürteilstäuschung  an,  welche  durch  die  unbewußte  Verwendung 
▼OD  Urteilsmitteln  hervorgerufen  wird,  die  für  diesen  Fall  un- 
tauglich sind,  aber  der  sonstigen  Erfahrung  nach  zu  richtigen 
Schlüssen  führen.  In  neuerer  Zeit  wird  die  Ursache  oft  einer 
optischen  Täuschung  zugeschrieben  (Blickrichtungstheorie),  bei 
welcher  zwischen  den  geometrisch-physikalischen  Eigenschaften 
des  Objekts  und  der  subjektiven  optischen  Wahrnehmung  des 
Beobachters  eine  Übereinstimmung  nicht  besteht. 
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Die  genau  gleichen  ADBchaanngen  und  Überlegungen, 
welche  im  einzelnen  zur  Krklärung  der  Bichtbaren  Grö&en- 
veränderang  der  Gestirne  dienen,  sind  auch  fUr  die  Erkl&rnng 
der  Form  des  Himmelsgewölbes  herangezogen  worden.  In  dem 
vorangehenden  6.' Bericht')  haben  wir  gezeigt,  daß  der  sicht- 
baren Form  des  Himmelsgewölbes  berechen-  und  meßbare  phy- 
sikalische Ursachen  zngmnde  liegen.  Danach  wird  die  Ge- 
stalt des  Himmelsgewölbes  bedingt  durch  die  nach  verschie- 
denen ßichtangen  joa  der  Himmelshelligkeit  abhängige  ver- 
schiedene Sichtweite,  welche  bewirkt,  daß  wir  am  Tage  im  Ab- 
stände der  Sichtweite  eine  unterschiedslose  Grenze  sehen,  die 
TOD  den  im  Sinne  der  ßajleighschen  Theorie  leuchtenden 
Uolekeln  der  Luft  gebildet  wird. 

Im  folgenden  haben  wir  den  Versuch  gemacht,  experimen- 
tell and  rechnerisch  za  untersuchen,  wieweit  ein  Zusammen- 
hang zwischen  diesent  sichtbaren  reellen  Himmelsgewölbe  und 
der  sichtbaren  Größenvariation  der  Gestirne  besteht.  Dabei 
hat  uns  der  Gedanke  geleitet,  diejenige  Stelle  als  Ort  des  Ge- 
stirns anzusehen,  wo  der  vom  Gestirn  nach  dem  Auge  kon- 
vergierende Lichtkegel  das  Himmelsgewölbe  durchdringt  und 
dann,  besonders  zu  untersuchen,  ob  zwischen  den  wirklichen 
Größen  dieser  Durchdringungsstellen  —  die  infolge  der  ab- 
geflachten Form  des  Gewölbes  sich  bei  verschiedenen  OesUra- 
höhen  voneinander  der  Größe  und  Lage  nach  unteracheiden  — 
und  .der  sichtbaren  Größe  der  Gestirne  ein  fester  numerischer 
Zusammenbang  besteht.  ^ 

i^  2.   Veiflnob  vax  Frnfung  der  GkUHsolien  Bllokriobtungatheorie. 

Eine  zahlenmäßige  FrUfnng  dei^enigeu  Theorien  darchiii- 
fuhren,  die  auf  Urteilstäuschung  und  unbewußten  SchlDssen,  also 
auf  rein  psychologischen  Vorgingen  beruhen,  waren  wir  nicht 
imstande.  Dagegen  ließ  sich  eine  Entscheidung  tlber  das  Ge- 
lingen eines  Versuches  bringen,  von  dem  widersprechende  Er- 
gebnisse vorliegen  und  der  von  mehreren  Forschern  dazo  an- 
gestellt worden  ist,  zu  prüfen,  wieweit  bei  der  Größenvariation 
der  Gestirne  die  Blickrichtung  eine  KoUe  spielt,  also  eine  be- 
stimmte  physiologische   Eigenschaft  unseres  Sehapparates  in 

1)  H.  Dember  uod  M.  Uibe,  Über  die  Qestalt  des  sichtbaren 
Himmelflgewaibes.  Ber.  d.  nath.-phjeikal.  Kinase  d.  Kgl.  Siebs.  Qw. 
d.  Wim.  «».  8.  891—411.  1917. 
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ITrage  kommt  Der  Vorschlag,  einen  solchen  Versuch  aus- 
znfähren,  rührt  von  Gauss  her:  Hängt  die  scheinbare  Größe 
der  Sonne  und  des  Mondes  von  der  Blickrichtung  ab,  so  muß 
das  Spiegelbild  des  im  Zenit  stehenden  Gestirns^  in  der  hori- 
^OBtalen  Richtung  gesehen,  groß  erscheinen,  und  andererseits 
das  Yom  Horizont  aus  in  die  Vertikale  geworfene  Bild  klein. 
Helmholtz  hat  diesen  Versuch  ausgeführt^),  indem  er  den 
hochstehenden  Mond  in  die  horizontale  Richtung  reflektierte. 
Der  reflektierte  Mond  erschien  ihm  nicht  entschiedeli  größer 
als  der  direkt  gesehene.  Filehne  und  Zoth^)  dagegen  be- 
schreiben den  Versuch  mit  konträrem  Ergebnis.  Sowohl  Helm- 
holtz als  auch  die  beiden  letzteren  Forscher  benutzten  plan- 
parallele Glasplatten  zur  Spiegelung. 

Wir  haben  das  Experiment  mit  einigen  Abänderungen 
unter  besonderer  Berücksichtigung  des  Punktes  wiederholt,  der 
dem  Helmholtz  sehen  Versuch  als  Fehler  vorgeworfen  worden 


Fig.  1.     VerBucbsaDordnung. 

ist,  nämlich  daß  in  seiner  Anordnung  der  Spiegel  selbst  nicht 
unsichtbar  gewesen  sei.  Außerdem  haben  wir  die  planparallele 
Platte  durch  eine  einzige  spiegelnde  Oberfläche  ersetzt,  weil 
planparallele  Glasplatten  sowohl  an  der  Vorder-  wie  auch 
Hinterseite  reflektieren  und  so  zwei  Bilder  geben,  die  bei 
schräger  Inzidenz  der  Lichtstrahlen  nicht  ganz  zur  Deckung 
kommen  und  bei  genügender  Lichtintensität  leicht  eine  Ver- 
größerung vortäuschen  können.  Das  Licht  des  Gestirns  S 
(vgl.  obenstehende  Versuchsanordnung]  fiel  in  unserer  Anord- 
nung auf  die  Hypotenuse  eines  sehr  gut  geschliffenen  Glas- 
prismas  E  und  von  dort  durch  ein  Blendglas  B  in  das  Auge  A. 


1)'H.  v.  Helmholtz,  Physiologische  Optik.  2.  Aufl.,  8.  776.  1896. 
2)  Vgl.   Pernter-Exner,    Meteorologische  Optik,    wo  auch,  wie 
bei  Helmholtz,  die  ältere  Literatur  angegeben  ist. 
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Das  Blendglas  bestand  in  einer  exponierten,  entwickelten  und 
fixierten  photographisclien  Platte,  welche  die  Sonne  als  silberseB 
Scheibeben  darchscheinen  ließ,  aber  so  dicht  war,  daß  von  der 
spiegelnden  Oberfläche  des  Prismas  nichts  erkannt  werden 
konqte.  Das  Auge  hat  auf  solche  Weise  keinen  Anhalt,  die 
Akkommodation  beim  Wechsel  der  Objekte  (direkt  gesehene 
Sonne  oder  ihr  Spiegelbild)  zu  ändern.  Das  Ergebnis  unserer 
Versuche  war  das  gleiche  wie  es  Helmholtz  erbalten  hat: 
Ob  das  Gestirn  direkt  oder  im  Spiegelbild  betrachtet  wurde, 
es  behielt  immer  die  gleiche  scheinbare  Qröße.  Die  Versuche 
kamen  an  der  Sonne  und  am  Mond  mit  gleichem  Resultat  zur 
Ausfahrung. 

Der  BUckricbtungstheorie  kommt  hiernach  für  die  Es- 
klärung  der  Vergrößerung  der  Gestirne  ebensowenig  eine  Be- 
deutung zu,  wie  Tilr  die  Erklärung  der  Form  dea  Himmels- 
gewdlbes.  Eine  auf  solche  Art  zustande  kommende  optische 
l^uschnng  liegt  nicht  vor. 

§a.  Meßmethode. 
Um  die  Größenveränderung  der  Gestirne  in  verscbiedeaeii 
Höhen  tkber  dem  Horizont  zu  verfolgen,  bedienten  wir  uns  des 
folgenden,  im  Prinzip  einfachen  und  schon  von  Beimann  ver- 
wendeten Verfahrens.  Eine  weiße  kreisrunde  und  .  durch- 
scheinende Leinwandscheibe  wurde  in  solcher  Entfernung  vom 
Beobachter  aufgestellt,  daß  sie  ihm  die  gleiche  Größe  zu  haben 
schien  wie  das  durch  ein  Blendglas  betrachtete  Gestirn.  Das 
Blendgtas  ist  stets  so  dicht  gewesen,  daß  nur  das  Gestirn  and 
nichts  von  der  Umgebung  zu  erkennen  war.  Dabei  ist  vor 
allem  daraaf  geachtet  worden,  daß  kein  Messen  an  Stelle  des 
Schätzens  ausgeführt  werden  konnte.  Dies  erreichten  wir  so, 
daß'  der  Azimutabstand  des  niedrig  stehenden  GestimB  —  nur 
hier  liegt  die  Gefahr  vor  —  ein  genUgend  großer  von  der 
Scheibe  aus  war,  und  zwar  immer  größer  als  30*'.  Die  HBhe 
der  Scheibe,  die  in  einem  dunklen  Rahmen  an  einer  der  Lange 
nach  verstellbaren  Stange  saß,  war  die  Augenhöhe,  und  die 
Scheibe  kam  meist  so  zur  Aufstellung,  daß  sie  der  Heeres- 
horizont  schnitt  FUr  verschieden  große  GestimhDhea  matt 
der  Beobachter  eine  Jedesmal  andere  Distanz  von  der  Scheibe 
aufsuchen,  damit  diese  ihm  gleich  groß  erscheint  wie  daa  Ge- 
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Stirn.  Das  Aufsuchen  geschah  in  der  Weise,  daB  der  Beob- 
achter aus  einer  Entfernung,  bei  der  die  Leinwandscheibe  mit 
Sicherheit  kleiner  geschätzt  wurde  als  das  Gtestiru,  an  die 
Scheibe  langsam  heranging,  den  Ort  der  Gleichheit  markierte 
uod  dann  so  weit  sich  näherte,  bis  die  Scheibe  mit  Sicherheit 
größer  erschien.  Rückwärtsgehend  markierte  er  dann  wieder 
den  Punkt  der  Gleichheit.  Das  Mittel  aus  beiden  Markierungen 
nahmen  wir  als  richtiges  Mittel  an  tfnd  bestimmten  den  Ab- 
stand von  der  Vergleichsscheibe  mit  dem  Bandmaß.  Sieben 
Idonate  lang  fortgesetzte,  fast  tägliche  Übung  verschaffte  die 
angestrebte  Sicherheit  in  der  Ausführung  dar  Schätzungen. 

Diese  Beobachtungsmethode  setzt  voraus,  daß  für  alle  in 
Frage  kommenden  Abstände  des  Beobachters  von  der  Ver- 
gleichsscheibe die  scheinbare  lineare  Oröße  der  Scheibe  dem 
Abstände  umgekehrt  proportional  ist  oder  ein  anderer  gesetz- 
mäßiger Zusammenhang  besteht  Es  läßt  sich  durch  Verwen- 
dung verschieden  großer  Scheiben  bei  gleicher  Höhe  des  Ge- 
stirns leicht  zeigen,  daß  diese  Voraussetzungen  für  kleine  Ab- 
stände nicht  gelten^);  und  wir  haben  aus  diesem  Grunde  die 
Scheibengrößen  so  gewählt,  daß  Entfernungen  unter  15 — 20  m 
nur  ausnahmsweise  benutzt  zu  werden  brauchten.  Die  Durch- 
messer der  am  meisten  zur  Verwendung  gekommenen  Scheiben 
waren  2r^  =  40,0  cm  und  2r^  =  29,8  cm.  Daß  für  größere 
Entfernungen  die  erste  Voraussetzuug  erfüllt  ist,  zeigen  die 
folgenden  Beobachtungsreihen.  Aus  ihnen  ist  zu  erkennen, 
daß  sich  die  mit  beiden  Scheiben  für  dieselbe  Gestimhöhe  ge- 
fundenen Entfernungen  Lo  (Beobachter:  I))  und  ir  (Beobachter: 
V)  wie  die  Durchmesser  der  Scheiben  verhalten,  daß  also  die 
Bedingung  ftlr  die  Verwendbarkeit  der  Methode 

Lb  :  Lu  «=  konst.  ^2r^:2r,^^  40,0  :  29,8  =  1,342 

mit  hinreichender  Annäherung  Genüge  getan  wird. 

In  den  Tabellen  bedeutet  ^^  die  Zenitdistanz  des  Gestirns 

und  daher  ^  —  Ca:  =  9k  seine  Höhe  über  dem  Horizont. 


1)  Aus  allen  folgetidCD  Ergebnissen  ist  der  Schluß  za  ziehen,  daÜ 
auch  für  sehr  große  Entfernungen  ('^  50  km)  der  Gesichtswinkel  dem 
Au^  nicht  mehr  das  exakte  MaB  der  scheinbaren  Größe  bildet.  Ob 
darüber  direkte  Messungen  vorliegen,  ist  uns  nicht  bekannt- 
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Tabelle  2. 
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5,1 
11,0 

34,75  m 

30,20 

1,33 

Klare  Nacht 

12,0 

40,70 

1,35 

26,0 

43,55 

37,20 

1,18 

88,0 

47,75 

39,20 

1,22 

37,5 

53,40 

40,90 

1,31 

29,5 

45,00 

33,90 

1,33 

16,5 

41,55 

31,20 

1,84 

Uittal 

=  1,295 
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Für  geringere  EntfernnDgen  als  15  m  haben  uns  besondere 
Unteisnchangen  gezeigt,  daß  sich  Li, :  Lu  dem  Werte 

nähert,  woraus  folgt,  daß  das  Äuge  dann  nicht  mehr  Durch- 
messer, sondern  Flächen  schätzt.  Der  Übergang  von  der  ersten 
znr  zweiten  Potenz  von  [/^■]  geschieht  langsam  und  ist  stark 
von  der  individuellen  BeschafiFenheit  des  Auges  und  der  Dis- 
position des  Beobachters  abhäogig.  Beträgt  schließlich  der 
Abstand  des  Beobachters  von  der  Vergleichsscheibe  nur  etwa 
5  m,  so  ändert  sich  die  scheinbare  Größe  bei  weiterer  An- 
näherung nicht  mehr,  d.  h.  die  Methode  versagt. 

Eine  große  Anzahl  von  Beobachtungen,  die  in  der  Weise 
angestellt  waren,  daß  derselbe  Beobachter  erst  mit  der  einen 
Scheibe  den  Abstand  L^,  dann  mit  der  andern  den  Abstand 
Lo  aufsuchte,  mußten  verworfen  werden,  da  die  Messungen 
keine  Kohärenz  zeigten  und  eine  große  Uasicherheit  beim 
Schätzen  vorhanden  war,  die  nicht  überwunden  werden  konnte. 
Jeder  Beobachter  arbeitete  schließlich  monatelang  ntu  mit  ein 
und  derselben  Scheibe  ganz  bestimmter  Größe.  Die  Übung 
wurde  mit  dieser  so  weit  getrieben,  daß  bei  gleicher  Sonnen- 
höhe, aber  wechselnder  Aufstellung  im  Gelände  —  so  daß  die 
vielleicht  mögliche  Erkennung  der  EntfemuDgen  an  irgend- 
welchen Merkmalen  vereitelt  war  —  die  Abstände  L  bei  Wieder- 
holungen auf  30 — 50  cm  gleich  geschätzt  wurden,  was  einem 
relativen  Fehler  einer  Schätzung  von   1 — 2"/,,  entspricht. 

Um  die  Sicherheit  und  Gleichartigkeit  der  Schätzungen 
weiter  zu  erhöhen,  kamen  sie  immer  so  zur  Ausführung,  daß 
das  Auge  durch  das  Blendglas  hindurch  fest  auf  das  Gestirn 
gerichtet  blieb  und  nur  zum  schätzenden  Vergleich  bei  lang* 
samen  Vor-  und  Rückwärtsschreiten  von  Zeit  zu  Zeit  ein  kurzer 
Blick  auf  die  Vergleichsscheibe  geworfen  wurde. 

g  4.    Beobacbtnngareeultat«  an  Sonne  und  Uoad. 

In  den  Tabellen  1 — 13   und  den  Kurven  1 — 13,  sowie 

der  Tafel   der  Mondmessungen  Fig.  16   sind   die  Meßresnitate 

von   14  günstigen  Tagen  und   6  Nächten  niedergelegt,    die  ia 

den  letzten  Monaten  erhalten  worden  sind.        [-^ —  &)  *  7k 
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bedeutet  die  mit  eioeni  Busch-Jensenschea  Pendelqaadranten 
günesseae  Höhe  des  Sonnen-  bzw.  Moadzentroms,   Ld  und  £f 
die  jeweiligen  von  beiden  Beobachtern  fUr  die  verschiedenen 
U&h«n  gefundenen  Abstände  von  den  Vergleichsscheiben. 
Tabelle  3. 


Bemerkangen 


3,1' 

_ 

2^,40 

«,8 

S7,Ö0  m 

30,00 

10,6 

43,30 

33,70 

n,7 

45,15 

33,80 

«M 

47,80 

35,00 

S8,S 

54,00 

38,40 

88,6 

59,80 

37,ao 

«5,6 

59,10 

38  20 

78,8 

59,00 

38,40 

•     8*,0 

60,10 

38,00 

Mmilmaai 

Phyilt     IV,  F" 

S».    Hl. 

H.  Dember  u.  M.  U&e. 


. 

''■                             ^ ''  *         ""     "^ 

.  i«             -^ 

*-- 

-V  -^ --^ 

-;-;='---■"  = 

:  icxt:xx:x3^  =  -^5 

Pig.  5.    Kurve  4 
Tabelle  5. 


11,2 

42,10 

H0,6ü 

n,8 

46,80 

82,60 

28,2 

48,00 

SS,20 

41,7 

51,20 

84,80 

61,4 

62,80 

36,40 

66,0 

66,40 

39,80 

79,0 

69,« 

44,90 

9.  Jali  1917 

Klar 

Mond  tapUber  gut 

BicDibsr 


,, 

-" 

_ 

r-i 

- 

- 

-m 

10 

) 

41t 

ÜO 

KU 

80 

Wü'- 

Fig.  6.     Kurve  5. 
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T-^ 

^D 

w 

BemeTkangen 

•,4* 

39,60  m 

27,60  m 

10.  Juli  1917 

6,8 

10,16 

28,60 

10,5 

42,60 

■      S0,50 

18,6 

43,10 

82,90 

Tagsaber  immer  wacheende 

25,8 

46,90 

38,20 

37,7 

*6,60 

'      35,00 

&S,4 

66,0 

31,35 

,      86,00 

63,60 

1      43,70 

, 

( 

" 

_ 

T 

> 

' 

( 

j 

1 

■ 

r 

t 

*~ 

»" 





MitteUuB 

1 

r  -  Ci 

^T> 

L^ 

/,,.;<  1.34 

Lfl  und 

MitM 

Bemerk  UDften 

XlO' 

33*' 

29,60  m 

24,70  m 

33,1  m 

31,4  m 

3,19 

11.  Jali  191T 

7,2 

86,60 

27,30 

36,5 

86,5 

2,74 

SOdwetter 

11,2 

89;«. 

30,65 

41.3 

40,4 

2,47 

Sonoe  eitcbeiDt 

20.8 

4>,S0 

30,80 

41,4 

41,8 

2,39 

weiB  beim  Anf- 

2»,6 

41^20 

34,45 

46,1 

45.6 

2,19 

Peine  hohe  Zirren 

45.0 

47,60 

36.20 

47,3 

47,4 

2,11 

88,8 

48,36 

36,66 

49,3 

48.8 

2,06 

76,8 

61,16 

39,90 

53,5 

52,3 

1,91 

83,7 

68,85 

40,80 

54,8 

58,6 

1,87 

H.  BmbtT  «.  «  Bibe: 


f 

1 

- 

10 

,,„ 

i 

1 

1- 

%-Ä 

Fig.  8.    Kurve  7. 
Tabe 


2,8» 

27,25  m 

18,60  m 

12.  Juli  1917 

♦.2 

35,50 

28,80 

Sadnetler 

8,0 

36,80 

Feine  hohe  Zirren 

»,a 

25.30 

18^ 

38,00 

30,60 

32,4 

44,60 

81,4 

44,B0 

sa,40 

62,2 

46,60 

se,40 

6S,5 

48,50 

36,70 

Dicht  über  dem  Meer 

17,6 

51,65 

87,76 

bildet  Bich  eioe  Wolkeo- 

8s,e 

62,15 

40,90 

■chicht 

88,8» 

42,80  m 

31,00  111 

13.  Juli  1917 

51,8 

45,10 

33,10 

Himmel  weißlich.    Pemsicbt 

76,7 

47,80 

S5,90 

verschleiert    Hohe  feine 

83,5 

46,70 

35,20 

Zirren 

l.,!-].. 

: 

."1!      1 

, 

m 

— 

/■ 

7. 

91        1 

-l^fl 

^ 

^ 

- 

- 

' 

- 

J 

r 

_-J 

- 

■j 

- 

f 

-11 

1 

10 

:m 

./. 

' 

VIJ 

.,] 

" 

1 

.- 

1 

1 

1        1 

1 

H 

-f- 
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Tabelle 

9. 

-i--t' 

Lt, 

!    '-■ 

BemerkoDgen 

2,6« 

22,50  m 

_ 

16.  Juli  1817 

*i1 

21,70  III 

Sonne  geht  elliptiich  auf. 
Himmel  weißlich.     Untere 

6,* 

33,SO 

22,20 

11,6 

36,60 

30,00 

Schichten  aafkUrend 

21,0 

3S30 

32,00 

ai,o 

45,60 

33,00 

60,9 

46,40 

34,60 

63,8 

4g,50 

36,B0 

77,0 

51,60 

36,90 

82.» 

51,60 

39,60 

Aufkifirend 

ir- 

n 

r 

\n 

r- 

-10 

- 

'' 

-W 

1 

/ 

-.( 

-10 

■■' 

P 

( 

1 

1 

1 

1 

- 

-J— 

.•:,->,] 

Tabelle  10. 

MitleliiUB 

1 

W' 

L^.xi 

34  ;   f^o  ■""! 

Uittel 

Bemerkungea 

XIO" 

_ 

_. 

13,4  m 

7,47 

17.  Juli  1917 

16,60  IT 

20,9 

m        20,9 

4,79 

aiöBere  Sichtweite 

23,2 

4,S0 

als  tags  vorher 

20,80 

27,9 

27.9 

Spitzen  von  Qran 

26,30 

35,2 

34,8 

2,87 

Caoaria  (etw» 

2B,50 

38,3 

38,9 

2,57 

laokm  Entferaang) 

43,4 

34,10 

45,9 

2,1» 

35,85 

48,0 

4P,2 

2,07 

von  1*  HShe 

36,95 

49,5 

49,9 

2,00 

wolkenfrei 

39,20 

52,7 

51,7 

1,94 

40,30 

54,0 

53,1 

1,6« 

19,40  n 

V 

3,6 

23,2S 

3,9 

8,0 

34,30 

18,0 

39,60 

ai,o 

45,05 

3«,0 

45,36 

57,2 

48,50 

71,2 

50,40 

60^ 

60,70 

88,7 

62,30 

H.  Bmttr  «.  .¥.  Uiöt. 


■ 

V-    jlX^llt  ■           -   -^ 

"     »■''' 

Z   ^^^ ~'^~ 

.„1- 

-^f 

0         I         1^11         ,1         fi       \/.       wi      ,-■)       «1      SP 

1      i        1  1      i  !  1 Ys-V 

Fig.  11.    Karre  10. 
Tabelle  11. 


?:? 

22,60 
32,70 

23,60 

U,T 

37,00 

29,80 

21,3 
•-'9,1 
39,5 
56,2 

'       46,80 

■17,30 

a9,40 

30,90 

33,80 
34,30 

11,0 
81,0 

82.6 

;       49,30 
,       51,90 
,       S8,50 

35,10 
40,60 
36,60 

18.  Juli  1917 

Sehr  klu 

FartM  des  Himmels 

gesSttigt 


Flg.  12.    Knrve  11. 
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7,fi 

3S,CH) 

20,1 

ia,m 

Mfi 

46,f>ü 

Mfi 

49,65 

64,8 

Ci2,S0 

71,» 

S3,70 

si,e  - 

63,80 

TS.S'nMhm. 

.■>0,*(l 

S8,4 

43,40 

39,fl 

41.20 

2S.S 

38,70 

IM 

MT.Bl. 

5,6 

36,66 

2,6 

!(2.6l> 

2,0 

30,05 

1,75 

26,60 

>.* 

17,50 

Ort: 


1  Hg 


Sonne  geht  ov&l  auf,  daher 

Bind  die  frühen  Werte 

unsicher 

Pik  klar  eichtbar.     »rau 

Canaria  nicht  sichtbar 

Die  uuteren  Schichten  sind 

aeehalb  dunstig  anzuuebmen 


Sotine  oval  beim  UntergBii|f, 

daher  auch  diese  spllteu 

Werte  nneicher 


1 

-_ 

^_Li 

■^ 

^ 

1 

_ 

_. 

- .  _^X 

--■ 

-!? 

- 

r" 

r-t- 

" 

: 

: 

~ 

'-- 

-1- 

- 



=5 

::: 

. 

4- 

^- 

r- 

? 

- 

U 

-I 

1^ 

=t---- 

^ 

^ 

h 

- 

- 

- 

rf 

_; 

Ü^^ 

^^  =  ^H 

-,_!  i 

r- 

^flf^1 

-.<". 

-f-f" 

-" 

4f 

-n 

Tl 

::  S: 

F  -'fitii^ 

H.  Vtmber  u.  M.  Uibe. 
Tabelle  13. 


§  6.    DurchdriDgungatbeorle  und  ihre  Prüfung  au  d«n 
Beobaahtua  gen. 

Wir  wollen  anDehmen,  daß  die  wahrgenommene  Größen- 
findarnng  eine  physikalische  Ursache  besitzt,  daß  also  dem  sub- 
jektiv als  großer  aufgefaßten  Gestirn  auch  etwas  objektiv  Größeres 
tugrande  liegt.  Der  vom  Geetirn  nach  dem  Auge  konveigie- 
reode  lichterfQllte  Strablenkegel  schneidet  aus  dem  lufterfällten 

1)  Dem  Direktor  des  IzunB-ObBervatoriuniB  Sr.  D.  FranciBCO  dal 
Jnnco  haben  wir  tüx  die  GutfreaadBchaft  eu  danken,  die  ea  nns  er- 
möglicht bat,  diese  Beobachtungen  auBiuffthreu. 


Problem  der  sichtbaren  C rÖßtnändtrUny  von  Sonne  u,  Mond.  360 

Gewölbe  einen  leuchtenden  Kegel,  dessen  Projektion  auf  eine 
zur  Blickrichtung  (Kegelachse)  normale  Ebene  eine  Kreisfläche 

ist.    Diese  Kreisfläche  soll  die  Stelle  sein,  an  der  wir  das  Ge- 
stirn sehen. 

Es  sei  HZ H  (Fig.  15)  das  vom  Beobachter  in  0  gesehene 
Himmelsgewölbe.     N^  Q^   und  i\^  Q^  sind  die  in  einem  größten 


^vV/ 


Fig.  15.     Schnitt  durch  das  Uimmelsgewölbe. 

Kreis  der  Kugelkalotte  liegenden  „vertikalen  Durchmesser" 
zweier  Durchdringungsstellen  der  Lichtkegel  in  zwei  verschie- 
denen Höhen  über  dem  Horizont,  Ä\  P^  und  N^  P^  sind  deren 
Projektionen  auf  Ebenen,  die  senkrecht  zu  den  entsprechenden 
Blickrichtungen  stehen. 

Denken  wir  uns  den  Kalottenbogen  BZ  in  n  gleiche  Teile 
geteilt,  80  schneiden  gleiche  Winkel,  die  0  zum  Scheitel  haben, 
in  verschiedenen  Höhen  über  II  eine  verschieden  große  An- 
zahl der  n  Teile  ab.  Nur  für  den  Halbkreis  über  HÖH  ist 
deren  Anzahl  in  allen  Höhen  gleich.  Dem  Zentriwinkel  i//^ 
sollen  k  solcher  Teile,  von  Z  aus  gezählt,  entsprechen.  Ist 
der  Zentriwinkel  IICZ  =  2i//,  so  gilt 

k  :  n  —  iffj^  :  2  if. 

Wird  ipf.  wie  ip  von  Z  aus  gerechnet,  so  zählen  auch  die 
k  in  diesem  Sinne.  Rechnet  man  die  Teile  von  H  aus  und 
bezeichnet  sie  mit  A',  so  ist  n  —  k  =  k'.  Zwischen  dem  Zentri- 
winkel 1^  des  geschätzten  Halb  wertes  \p  des  Himmelgewölbes, 

der   Höhe   y^  =  — ^^  und  dem  zu  dieser  Höhe  gehörigen 

Zentriwinkel  i^/^  besteht  die  Beziehung 

cos  ((/:^  +  i"J  =  cos  2  !/•  cos  (fj.j 
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wo  -ip  durch  den  für  das  betreffende  Gewölbe  (t^alotte)  in  Be- 
tracbt  kommeDden  Halbwertwinkel  gegeben  ist.  Bas  aus  dieser 
äleichung  für  ein  bestimmtes  y>^  berechnete  ^.\  in  die  voran- 
gehende Beziehung  eingesetzt,  ergibt  A  und  k'. 

Eine  bestimmte  Anzahl  Grade  (f^  m  —  fu  (Zi  schneide 
^'(1)—  k'l'i]  =  Ak'  Teile  ab.  Im  gleichen  Längenmaß  wie  die 
A  k'  lassen  sieb  die  Projektionen  J  k^  dieser  Längen  auf  eiae 
Ebene,  die  zur  Blickrichtung  senkrecht  steht,  ausdrucken.  Da 
der  projizierende  Winkel  QIs'P  =  R  —  {<f^  +  i/j^)  ist,  »o  gilt 

Ak^  =  Ali  •  sin  (ff^  +  if'^\. 
Ftlr   zwei  verschiedene  Höben  über   dem  Horizont  ver- 
halten  sich    diese  Projektionen   wie  ihre  Abstände  X^    und  k^ 

""*"  ^  A\I\  :  A'ji'j  =  Xj  :  ij. 

Die  vom  Beobachter  beim  Schätzen  der  GestirngröBen  ge- 
messenen Abstände  Jj  werden  um  so  kleiner  gemessen,  je 
größer  diese  Projektionen  sind,  und  zwar  gilt  nach  dem  voran- 
gehenden 3.  Abschnitt 

i\F^  :  JV^/'j  =  /'s  ■  /-, 
und  weil 

.V,/>,  :  A'j/',  =  Ak'i,,,:  Ak'2,,, 
so  folgt 

/.,  :  Äj  =  JA'i.^:  JA'.j,p  =  l^  ■  i,. 

Die  letztere  Beziehung  wollen  wir  dazu  benutzen,  die  ge- 
meäsenen  Z  mit  denen  [  =  ..  }  zu  vergleichen,  welche  resul- 
tieren, wenn  unsere  Anschauung  richtig  ist,  d.  h.  die  Projek- 
tionen der  Durchdringungsstellen  ihrer  Größe  nach  durch  daa 
gerade  vorhandene  reelle  Himmelsgewölbe  bedingt  werden. 

In  der  folgenden  Tabelle  14  ist  dieser  Vergleich  fKr  einen 
schönen  Tag  (4./6.  1917)  durchgeführt.  Die  Ak'  und  Ak^  siad 
von  lü  zu  lU"  berechnet,  wobei  n  =  lÜOO  angenommen  ist 
An  diesem  Tage  war  das  Himmelsgewölbe  durch  einen  Halb- 
wert 9P  =  ^2"  charakterisiert.  32"  entspricht  genau  dem  Wert, 
den  wir  als  Mittel  eiaer  großen  Anzahl  von  Beobaehtongeo 
für  einen  hiesigen  Sommertag  angegeben  haben.') 

1)  H.  ÜemberaadM.Uibe,»  Bericht;  Ber.d.matb.-phrnUI.Kluw 
d.Kgl.  Sachs.  Ges.  d.Wias.««.  S.  144.  I»1T.  Ann.  d.  Phys.  65.  8.  381.  1«18. 
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Tabelle 

14. 

L  gerechnet*) 

L 
mit  40  er 

gemessen 

♦f* 

JA-' 

Ak; 

=        ,     '\  3430 

Scheibe  auf 
29,8  er  um- 

mit  29,8  er 
Scheibe 

Mittel 

Ak\. 

^erechuet 

0— 10» 

185,1 

142,4 

24,0 

25,0  ui 

24,0  m 

24,5  m 

10—20 

157,5 

123,6 

27,8 

29,0 

28,3 

28,7 

20— SO 

133,4 

108,5 

31,5 

32,0 

32,8 

32,4 

30—40 

113,4 

96,5 

35,.") 

35,3 

36,9 

36,1 

40-50 

98,2 

87,5 

39,2 

38,9 

40,1 

39,5 

50—60 

87,0 

80,9 

42,4 

41,2 

42,8 

42,0 

60—70 

79,2 

76,2 

44,8 

48,8 

44,8 

44,3 

70—80 

74,2  1 

78,2 

46,7 

45,1 

45,9 

45,5 

80—90 

72,0  1 

71,9 

47,7 

— 

— 

Die  Werte  Lu  und  L^  beider  Beobachter  sind  in  der 
Tabelle  durch  Division  der  Ld  mit  1,45  vereinigt. 

Die  Übereinstimmung  der  gerechneten  und  gemesseneu 
Zahlen  ist  innerhalb  der  Schätzungsunsicherheit  vollständig. 
Hierdurch  ist  wahrscheinlich  gemacht,  daß  an  günstigen  Tagen 
die  Projektion  des  erleuchteten  Lufikegeh  auf  eine  zur  Blick' 
richtung  senkrechte  Ebene^  die  sich  an  der  Grenze  des  sichtbaren 
JlimmelgewÖlbes  befindet,  als  Gestirn  der  Größe  nach  wahr- 
genommen wird. 

Zum  gleichen  Resultat  führt  die  Diskussion  der  Mond- 
beobachtungen (vgl.  Fig.  16).  Sie  kamen  in  derselben  Weise  zur 
Ausfährung  wie  an  der  Sonne,  nur  wurden  die  Vergleichs- 
soheiben  nachts  von  einer  Lampe  durchscheinend  erleuchtet. 
Die  Lampe  trug  einen  dill'us  zerstreuenden  Schirm,  so  daß  die 
Leinwandscheiben  gleichmäßig  hell  erschienen. 

Die  am  4. — 5.  Juni  ausgeführten  Beobachtungen  zeigen 
deutlich,  wie  in  der  ersten  Hälfte  der  Nacht  die  beobachteten 
Werte  sich  mit  Hilfe  eines  Gewölbes  darstellen  lassen,  dessen 
Blalbwert  ^  =  33"  ist,  die  zweite  Hälfte  mit  einem  höheren. 
Geschätzt  wurden  bei  einer  Mondhöhe  y^  =  37,5®  ein  Halb- 
wert  von  83,4®  und  bei  absteigendem  Mond  bei  (p^  =  29,5^ 
eine  tp »  85,7®.      Der   Tageshalbwert    am    4./6.    betrug    82®. 


1)  Der  Zahlenfaktor,  mit  dem  ,    hier  und  in  folgenden  Tabellen 

ilk  p 

moltiplisiert  ist,   ist  so  gewählt,    daß  das  Produkt  mit  dem  Mittel  der 

gemeMenen  L  direkt  verglichen  werden  kann. 
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Die  Durchdringung  des  Mondtichtkegels  liegt  beim  Aufgang 
des  Mondes  aul'  einem  Gewölbe,  das  nur  wenig  höher  ist  als 
daa  Tagesgew  Öl  be.  Das  der  VoUmondaacht  entap  rechen  de 
Himmelsgewölbe  tritt  erst  ein,    nachdem  die  vom  SouDenlicht 
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Fig.  16.     Kurve   U, 

hervorgernfene  Dämmernng  verschwunden  ist.  In  der  Nacht 
vom  4.  auf  5-/8'  war  der  Halbwert  des  Gewölbes  <f  •=  38",  und 
die  MondgröBen,  die  hier  geschätzt  wurden,  eutsprechen,  wie 
der  Verlauf  der  Kurve  zeigt,  diesem  Wert.  Der  4.  Juni,  5.  Juni 
und  4.  August  waren  Tage  mit  geriugem  Dunst  am  Horizont, 
was  sich  in  den  Kurven  durch  den  fast  geradlinigen  Veriauf 
und  die  geringe  Steigung  beim  Mondaufgang  kennzeichneL 


f 
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Tabelle  14a. 


ffK 

J/.' 

M',: 

.l/.-,;*'^         gemessen 

Bemerkungen 

0— lO«* 
10—20 
20—30 
30—40 

178 

154 

114 

89 

141 

124 

110 

99 

'        36,6           35,S  m 
41,7           41,3 

47.0  47,0 

52.1  52,4 

Tabelle  14b. 

4.-5.  Juni  1917 
Geschätzter  Halbwert 
if.  =  33,4*^;  die  Rechnung 
ist  für  <jn  =  83,0*  durch- 
geführt 

Jit' 

Ak; 

/i  Ap              j^emessen 

Bemerkungen 

1 

0— 10« 
10—20 
20—30 
30—40 
40-50 
50—60 

160 
142 
128 
114 
104 
95 

138 
124 
114 
104 
97 
91 

29,9           29,8  m 

33.4  33,0 
36,3           36,4 
39,8           39,8 
42,6           43,2 

45.5  46,7 

4.-5.  August  1917 
Ualbwert  für  mittleren 
Nachthimmel  mit  Mond- 
schein (p  =  36,7* 
Die  Rechnung  ist  für 
tf  ■-=  36,0"  durchgeführt 

In  den  vorstehenden  Tabellen  14a  und  14b  sind  für  den 

4. — 5.  Juni  und  4.— 5.  August  1917  die  berechneten  -j,   mit 

deD  gemessenen   L  zusanmiengestellt. 

Trotzdem  die  Mondvergleichungen  viel  schwieriger  sind 
als  die  Beobachtungen  an  der  Sonne,  ist  die  Übereinstimmung 
eine  gute. 

^  6.     Darstellung  durch  die  Sichtweiten. 

Die  vorangehenden  Ausführungen  stützen  sich  auf  die  An- 
nahme, daB  das  durch  den  Malbwert^^  charakterisierte  Himmels- 
gewölbe auch  in  der  Nähe  des  Gestirns  vorhanden  sei.  Im 
Bericht  Nr.  6')  haben  wir  darauf  aufmerksam  gemacht,  daß 
dies  im  allgemeinen  nur  an  sehr  klaren  Tagen  der  Fall  ist, 
da  sonst  durch  die  besonders  in  der  Nähe  der  Sonne  ver- 
mehrten Helligkeiten  die  Sichtweiten  und  damit  die  Gestalt 
des  Himmels  beeinflußt  werden.  Die  Zahlen  der  Tabelle  4 
fom  S.Juli  1917,  einem  unruhigen  Tage,  lassen  deutlich  er- 
kennen, welchen  Kintiuß  ein  Kondensationsvorgang  in  der 
Atmosphäre    auf   die    scheinbare   Größe    der  Gestirne    ausübt 

1)H.  Dember  und  W.  l'ibe,  Über  die  Gestalt  des  sichtbaren 
Himmelsgewölbes.  Bor.  d.  math.-physikal.  Klasse  d.  Kgl.  Sachs.  Ges. 
d.  Wiss.  69.  S.  391.  1917. 
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Dasselbe  zeigeo  die  Beobachtungen  vom  13/7.  (Tabelle  8).  Bei 
be^nender  Trübung,  die  mit  dem  Auge  als  solche  nicht  er- 
kennbar EU  sein  braucht,  wächst  die  scheinbare  Qr6Be  an. 
Bemerkenswert  ist  in  dieser  Hinsicht  auch  die  Nachmittags- 
kurve  vom  21/7.  1917  (Tabelle  12  und  Fig.  13),  wo  flir  die 
Entfernungen  L  am  Nachmittag  bei  gleichen  SonnenhBhen 
kleinere  Werte  gemessen  wurdeo  als  am  Yormittage,  was  einer 
größeren  scheinbaren  OestirngröBe  entspricht. 

Die  Projektionen  {NP)  der  Durchdringungsstellen  sind  um 
so  gröfier,  desto  weiter  sie    rom    Beobachter  entfernt  sind. 


Fig.  n. 


Fig.  16.     Kvrre  10a. 


A,:i,  =  Ak'i^,--  ^A'a,,  und  da  sich  weiter  verhält  /,:*,= 
/>,  :  L^,  80  geben  die  reziproken  Werte  der  gemessenen  L  als 
Radiivektoren  nnter  dem  HOhenwinkel  tp^  von  0  aus  abgetragen 
eine  Bahn,  auf  der  sich  die  Durchdringungsstellen  bzw.  ihre 
Projektionen  abzeichnen.  Diese  so  gezeichnete  Bahn  hat  als 
Himmelsgewölbe  in  keinem  Zeitpunkt  bestanden  und  darf  nicht 
mit  der  Form  des  Hiramelgewölbes  in  einem  bestimmten  Zeit- 
punkt verwechselt  werden.  Diese  Bahn  ist  nur  die  Verbindangs- 
linie  der  Abstandsendpnnkte  von  0  der  projizierten  Duroh- 
dringangsstellen ,  oder  sie  ist  nur  der  Ort,  den  die  Durch- 
dringungsstellen tagsaber  eingenommen  haben.  In  Fig.  17  and 
18  (Kurve  7a  and  10a)  sind  diese  Bahnen  mit  Hilfe  der 
lilittelwerte  von  1/Z  der  Tabellen  7  und  10  auf  diese  Weise 
dargestellt. 
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Diese  Bahnen  müssen  —  wenn  unsere  im  vorigen  Bericht 
und  die  hier  entwickelten  Anschauungen  richtig  sind  —  mit 
denjenigen  identisch  sein,  welche  man  durch  Zuhifenahme  der 
Sichtweiten  errechnet,  die  durch  photometrische  Messungen  be- 
stimmt werden  oder  mit  anderen  Worten,  ^es  soll  die  Ent- 
fernung der  projizierten  Durchdringungsstelle  NP  von  0, 
welche  aus  dem  durch  Schätzung  gewonnenen  Scheibenstand  L 
bestimmt  ist,  mit  derjenigen  identisch  sein,  die  sich  aus  der 
photometrisch  gemessenen  Sichtweite  errechnet. 

Zwischen  den  Sichtweiten  S  und  B  zweier  Himmelsstellen 
und  ihren  Helligkeiten   11^  und  11^  besteht  die  Beziehung  M 

Um  vergleichbare  Werte  lür  die  Sichtweiten  zu  bekommen, 
und  um  mit  diesen  die  jeweilige  Lage  der  projizierten  Durch- 
dringungsstellen des  vom  Gestirn  ausgehenden,  die  sichtbare 
Atmosphäre  durchschneidenden  Lichtkegels  zu  erhalten,  haben 
wir  nicht  die  in  der  Nähe  der  Sonne  gefundenen  —  jedes- 
mal auf  den  Zenit  als  Einheit  bezogenen  —  HeHigkeiten 
allein  benutzt,  sondern  die  Helligkeiten  in  Sonnennähe  auf 
eine  mittlere  Helligkeit  des  Gesamthimmels  bezogen.  Zur  Aus- 
wertung dieser  mittleren  Helligkeit  dienten  in  jedem  Falle 
mnd  45  photometrische  Einzelmessungen  ^,  die  systematisch 
über  dem  ganzen  Himmel  verteilt  worden  waren.  Die  Wurzeln 
der  80  erhaltenen  relativen  Helligkeiten,  als  Sichtweiten  vom 
Beobachtungspunkt  0  aus  unter  dem  zugehörigen  Höhen winkel 
ep^  abgetragen,  geben  die  gesuchte  Bahn. 

Nennen   wir   h^^   die   Helligkeit   in    der  Sonnennähe  und 

H^  das  Mittel  aus  den  Helligkeiten  des  Oesamthimmels,  zur 

gleichen  Zeit  wie  H^^  gemessen,    so  ist  die  Sichtweite  in  der 

Nähe  der  Sonne  , 

.9  =  1/^^-    . 
V    IL 

Die  Tabellen  15  und  16  geben  die  für  die  Bahnkonstruk- 
tion benutzten  Helligkeits-Mittelwcrte  und  die  Kurven  15  und 
16  ihre  graphische    Darstellung  wieder.     Die  photometrischen 

1)  Vgl.  Beriebt  Nr.  6,  (^  2.  Ber.  d.  math.-phyBikal.  Klasse  d.  Kgl. 
Sflchs.  Oes.  d.  Wise.  (>9.  39').  1917.     Ann.  d.  Phys.  &5.  8.  387.  1918. 

2)  M.  Uibe,  Leipz.  luaug.-Diss.  1919.  Abhdlgu.  d.  matb.-pbysikal. 
Kl.  d.  Kgl.  Sachs.  Qes.  d.  Wies.  Hd.  H.').  Nr.  6.  1918. 


//.  Dimitr  ».  M.  Vibe. 


Messungen 

sind    an    zwei    typischen  Sod 

merta 

gen 

1916 

auB- 

gefuhrt. 

Tab 

eile  15. 

Relat.  Hellig- 

Mittlere Hel- 

SS. Juni  1916 

keit  10°  über 

ligkeit  des 

1/ 

UttÜerea 

dar Sonne  im 
SoDoen- 

V«. 

Geaaut- 
himmelB 

u. 

K"' 

W>) 

veriikal=F. 

3.48 

1,85 

- 

3,78 

4,0*  vorm. 

21, S 

4,60 

20:1 

slio 

2,90 

8.39 

1,84 

«,31 

85.0 

5,12 

2,26 

2,70 

l.«4 

2,0V 

56.1 

3,00 

1,78 

1,67 

1,29 

2,(11 

74,6 

1,80 

I,a4 

0,BS 

0,91 

2,S1 

84,0 

0,75 

0,42 

0,65 

2,UI 

12,8  Mchm. 

1,50 

1,22 

0.82 

0.8» 

t,04 

5*,» 

2,95 

1,63 

1,64 

1,28 

l,»l 

85,8 

6.20 

2.4y 

1,51 

«,»7 

88,8 

8,90 

2,98 

2,81 

1,68 

2,8« 

Fig.  19,     Kurve  15. 
Tabelle  16. 


84,8 
59,8 
74,4 


Relative  Heilig-  MitÜere  Hellig-  [ 

keit  10"  über      ,,-5        keit  des  Qe-      ./-h-  ;    ■,  /  B, 
der  Sonne  im       \"  »ainthimmele       V""  i    |/ ^ 


Vertikal  =  B. 


3 

6,S0    ' 

4,00 

2,00 

2,75 

61 

2,16 

3,36 

1,57 

88 

2,20    1 

2,57 

1,60 

1,88 

45 

1,57    1 

1,62 

1,2S 

1,27 

So 

1,16    1 

0,94 

1  0,87 

1,19 

78 

0,88 

0,47 

1  0,69    . 

1,27 

1)  Der  Faktor  1,50  ist  so  gewKhlt,  AtS  ein  Vergleich  mit  der  Karve 
auf  Kurve  Fig.  10  a  ohne  weiterea  möglich  ist 
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Ein  Vergleich  der  Kurven  15  nn^  16  mit  den  ans  den 
gemessenen  L  konstruierten  7  a  und  lOa  läßt  den  gleichen 
Charakter  des  Verlaufes  erkennen. 

Die  photometriscben  Messungen  am  32.  Juni  1916  (Tab.  15) 
und  die  GrößenschätzuDgen  am  17.  Juli  1917  (Fig.  18)  sind 
ao  zwei  Tagen  voi^enommen  worden,  die  nach  allen  fiemer- 
kangen  des  Beobachtnngsjoumals  als  gleich  in  bezgg  auf  me- 
teorologische Verhältnisse,  vor  allem  auf  Sichligkeit  der  Laft, 
anzusehen  sind.  Hier  ergibt  sich  nun  quantitative  Obereic- 
stimmang  der  Kurven,  wie  es  die  folgende  Tabelle  17  zeigt, 
wo  die  pbotometriscb  gemessenen  Sichtweiten  p  mit  den  rezi- 
proken Werten  der  bei  der  Schätzung  gefundenen  L  zusammen- 
gestellt sind. 


Fig.  20.    Kurve  16. 


-L. 

L 

3^7 
2,75 

3,25 
2,70 

«,SIP 
2,18 
2,10 

2,35 
2,28 
2,13 

2,07 
2,04 

B,Ü8 
2,05 

2,04 
2,0» 

2,00 
1,94 

Diese  quantitative  ÜbereinstimmuDg  gibt  die  Möglichkeit, 
ana  photometiischeu  Messungen  der  Himmelshelligkeit,  welche 

AaiMln  dn  Fbrdk.   IT,  Folge.    61.  35 
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die  Sichtweite  betitimmt,  die  vom  Auge  geBcbätzte  VergrÖBening 
der  Soane  zu  berechnen. 

^  7.    Srgebnii. 
Den  sichtbaren  GröBeuändernngen  von  Sonne  und  Mond 
in  yerschiedenen  Höben   fl.ber  dem  Horizont  liegen  physika- 
lische  Größen  und  G^rObenTeränderungen  zugrunde. 


Die  Möglichkeit  der  DarcbfQhruug  dieser  ünteraacttnng 
verdanken  .wir  Mitteln,  welche  die  kartellierten  Deatschen 
Akademien,  sowie  die  SolTayatiftung  zur  Verf^gaog  gestellt 
haben. 

Oüf mar. auf  Teneriffa,  Aagnat  1917. 

(EiDgegangen  28.  Februar  1919.) 
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4.  Die  reversible  PertneabUität 
4iuf  der  idealen  Maynetiaieruvysk^irve^); 

von  Richard  Oans. 


§  1.  Ei/nlmtung,  Vor  einigen  Jaluen  liabe  kb  eine  Gröle 
definiert*),  die  ich  reversible  Permeabilität  genannt  habe.  Ich 
habe  dieselbe  auf  der  jungfräulichen  Magnetisierungskurvo,  dem 
aufsteigenden  sowie  dem  al)steigenden  Hvsteresisast  gemessen 
und  gefunden,  daß  ihr  Wert,  praktisch  von  der  magnetischen 
Vorgeschichte  unabhängig,  eine  reine  Funktion  der  Magneti- 
sierung ist.  Diese  Punktion  hal)e  ich  später  analytisch  angeben 
kömien.*) 

Inzwischen  sind  dif  interessanten  Untiasuchurgen  von 
Steinliaus  und  Gumlich*)  veröffentlicht  worden,  in  denen 
ein  Verfahren  angegeben  wird,  eine  von  Hysteresis  freie  Magneti- 
sierungskurve, die  sogenaimte  ideale  Magnet isierungs kurve  zu 
erzeugen. 

Es  schien  mir  \on  Interesse,  zu  sehen,  ob  auf  dieser  von 
den  üblichen  Magnetisierungskurven  gänzlich  verschiedenen 
Kurve  die  reversible  Permeabilität  auch  denselben  Wert  als 
Punktion  der  Magnetisierung  hat,  weil  im  bejahenden  Falle 
die  von  mir  definierte  GröBi^  eine  noch  allgemeinere  Bedeutung 
haben  würde. 

.  Zu  dem  Zwecke  habe  ich  von  vier  Materialien,  hartem 
Stahl,  weichem  Stahl,  weichem  Eisen  und  Nickel,  die  gewöhn- 
liche und  die  ideale  Magnetisierungskurve  aufgerommen  sowie 


1)  Vgl.  auch  R.  Gans,'  Contribuoi6n  al  estudio  de  las  cienciae, 
Universidad  Nacior.al  de  La  Plata  2.   8.  145.   1918. 

2)  R.  Gans,  Ann.  d.  Phy?.  27.  S.  1.  1908;  29.  S.  301.  1909; 
38.  S.  1066.  1910;  Verh.  d.  Deutschon  phys.  Ges.  12.  S.  802.  1910; 
Phys.  ZeitBcbr.  11.  S.  988.  1910. 

3)  R.  Gans,  Phys.  ZHti^chr.  12.    S.  1063.    1911. 

4)  W.  Steinhaus  u.  E.  Gumlich,  Verh.  d.  D.  Physik.  Ges.  17. 
S.  369.  1916. 
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die  reversible  Permeabilität  .auf  der  Jungfrau  liehen  und  auf 
der  idealen  Kurve  beobacbtet.  Sie  auch  auf  den  Hyatereais- 
kurven  zu  messen,  war  überflüssig,  da  ja  bereits  früher  nach- 
gewiesen war,  daß  jene  Größe  auf  den  Hysteresisästeu  den- 
selben Wert  hat,  wie  auf  der  Nullpunktskurve, 

Die  wichtigsten  Ergebnisse  der  nachfolgenden  Messungen 
sind,  daß  die  ideale  Kurve  die  von  Steinhaus  und  Guni- 
lich  angegebene  Form  hat,  insbesondere,  daß  diese  Kurve 
im  Nullfninkte  senkrecht  zur  Abszissenachse  steht,  entsprecliend 
einer  unendlich  großen  Aofangspermeabilität,  und  zweitens, 
daß  die  reversible  Permeabiltät,  als  Funktion  der  Magneti- 
sierung, io  der  Tat  genau  denselben  Verlauf  auf  der  Null- 
punktskurve wie  auf  der  idealen  Kurve  hat,  so  daß  praktisoh 
die  Te^'ersible  Suszeptibilität  x,  in  jedem  erreichbaren  Punkte 
der  M  H- Ebene  einen  bestimmten  durch  die  Parameter-  ^ 
gleichungen 

gegebenen  Werl  hat.  In  ihnen  bedeutet  x,  die  Antangs- 
suBzeptibilität ,  Mae  die  Sättigungsmagnetisierung. 

§  2.  Die  ideaJ^  Magnetisierungskurve.  Bekanntlich  kann 
man  ein  ferromagnetiHches  Material  durch  abnehmende  magne- 
tische Wechselfelder  entmagnetisieren,  indem  man  mittels 
dieses  Verfahrens  die  mehr  oder  weniger  gerichteten  Elementar- 
magnete in  größtmögliche  Unordnung  bringt. 

Überlagert  man  dagegen  einem  konstanten  Magaetfelde 
ein  auf  Null  abnehmendes  Wechsclfeld,  so  bleibt  eine  Magneti- 
sierung übrig,  die,  wie  Steinhaus  und  Oumlich  ge- 
zeigt haben,  eine  eindeutige  Funktion  des  Feldes  H  ist,  un- 
abhängig von  der  Art  und  Weise,  wie  H  seinen  W^rt  ange- 
nommen hat. 

Um  sie  zu  messen,  bediente  ich  mich  der  magiMst«- 
metrischen  Methode,  indem  ieh  eine  Magnetisierungaspule  von 
54cm  Länge  und  2,9icm  innerem,  3,52cm  äußerem  Dorcb- 
messer  benutzte.  Per  Draht  war  hierl»ei  auf  einen  Zylinder 
■  gewickelt,  der  aus  zwei  konzontrisehen  Glasröhren  bestand, 
zwischen  denen  Wasser  lief,  um  die  Spule  zu  kühlen. 


Du  reversible  Perrneabilitäl  usw.  Hsi 

Die    Spiilü   hatto  n  =  104,0   Windungen   pro   Zentinteter, 
so  daß  das  in  ihrem  Inneren  erz(»ugte  Magnetfeld  den  Wert 


/  10  Ampere 

besaß. 

Diese  Spule  war  niit  einer  Kompt^nsationsspule  in  übliclu^r 
Weise  in  Serie  geschaltet.  Außerdem  befanden  sich  im  Strom- 
kreise eine  Akkumulatorenbatterie  von  120  Volt,  ein  Pia- 
zisioDÄamperemeter,  n-gulierbare  Widerstände  und  ein  Strom- 
wender. 

Schließlich  haben  wir  noch  eine  Impc^danz  von  kleinem 
Obmschen  Widerstände  eingeschaltot,  um  zu  verhindern,  daß 
die  Wechselströme  der  l^^ntmagnetisierungsspule  im  Kreise 
der  Magnetisierungss])ule  Ströme  induzierten. 

Im  Inneren  der  Magnetisierungsspule  befand  sich  das  zu 
studierende  ferr^iagm^tische  Material  in  d<*r  Form  eines  ver- 
längerten Rotationsellipsoids. 

Die  Magnetisierungsspule  war  koaxial  umgeUai  von  einer 
Entmagnetisierungsspule  von  51)  cm  Länge  und  5,44  cm  mitt- 
lerem Durchmesser;  sie  bestand  aus  4 Lagen,  und  zwar  befanden 
sich  no  =  22,20  Windungen  auf  einem  Zentimeter  Länge,  so 
daß  die  von  einem  Ani]K're  erzeugte  Feldstärke 

M?-  s=  ^  '  *'«   =  97  90    ^^^^^^ 

war.  Diese  Spule  war  mit  einem  Entmagnetisierungsapparat 
ähnlicher  Konstruktion  wie  der  von  Steinhaus  und  Gum- 
lich^)  benutzte  verbunden. 

Die  Messungen  der  Magnetisierung  auf  der  idealen  Kurve 
gestalteten  sich  nun  folgendermaßen.  Zuerst  wurde  das 
EUipeoid  entmagnetisiert,  dann  wurde  in  der  Magnetisierungs- 
dpnle  ein  schwacher  Strom  erzeugt,  um  das  EUipsoid  zu 
magnetisieren.  Dieser  Strom  ruft  eine  kleine  Abweichung  der 
Mf^netometernadel  heivor,  die  aber  enorm  zuninamt,  wenn 
man  dem  konstanten  Feld  den  Entmagnetisierungsprozeß  über- 


1)  W.   Steinhaus  u.  E.  Gumlich,  a.  a.  O.    S.  376  u.   E.  Gum- 
lieh  U.W.   Rogowski.   Ann.  (\.    Phys.  84.   S.  246.    1911. 


382  B.  Gant. 

lagert.  Dann  verstärkt  man  das  stationäre  Feld,  wendet  von 
neuem  das  Entmagnetisicriingsvtir fahren  an  und  fäbtt  so  fort, 
bis  man  genügend  Punkte  der  idealen  Kurve  beobachtet  hat. 
Die  Feldstärken  wurden  natürlich  wegen  der  endlichen 
Tj&nge  der  Ellijmoidi-  gemäß  der  Formel 


//=' 


■  AM 


koirigiert, 
deutet. 


KntmagiieliBiernngskoeffizienten     be- 


Die  Mlipfioide  waren  dieselben  wie  die  in  Ann  d.  Phj's. 
33.  8.  1065  benutzten,  jedoch  hatten  sich  ihre  magnetischen 
Migenschaflen  im-  Tiimfe  der  Jahre  etwuB  verändert. 


1,   (,Jt'härtc-t.-i   Rt-mystahl. 
llroB'>Ha]bachH(' .4  =-  Iß.ßfiom;   klcint'   Hnlbai-Iitc   it ^  0,6623 cm ; 

niafmetisiprunpgkojHiiiciit   A' =  0.064116;   Vitlrmcii    V=^28.Gflpi 


MnUpunktHkui  v? 

Abstp 

gnidi'v  H^BttresipaBt. 

M 

4:iHi 
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.Y  M 

n 

M 

4.T  » i 

UM 

H 

52.97 

14,11 

3,44 

10.67 

1023 

194,7 

66,6 

128,2 

109,4 

30.06 

7,11 

22.94 

1001 

173.6 

66,0 

108.6 

213,6 

51,48 

i  13.88 

37.60 

965,6 

145.6 

62,72 

83.2 

319,6 

65,73 

20.76 

44,98 

931,3 

122,0 

60,49 

•      61.6 

496,3 

86,38 

32,23 

.04.15 

893,6 

98.79 

68,03 

40,7« 

694,8 

110,9 

45.13 

66.77 

840.7 

76,41 

64.61 

20,80 

840,5 

133,9 

54,69 

79,31 

788,3 

56,58 

51,21 

6,37 

S2!,0 

164,7 

59,83 

94,87 

705.2 

31,62 

46.80 

-    14.18 

977,8 

176,0 

63.62 

111,6 

616,2 

13,07 

40,02 

-  26,95 

1023 

196,1 

66,50 

128,6 

524.7- 

0.0     , 

34,30 

-  34,30 

449,3 

9.147 

29,18 

-   38.3S 

20,83 

9,147 

1.363 

7,794 

348.4 

19.34 

22,63 

-  41,97 

69,46 

20.25 

4,611 

15.74 

-      28,94 

-    52,28  , 

-    1,88 

-  60,40 

161,0 

40,64 

9,812 

30,83 

-    204,0 

-    66,18 

-13,25 

-  52.93 

281,3 

61,67 

t  18.27 

43,40 

-    461,0 

-    87,56 

-  29.94 

-  57,62 

;)92.3 

75,26 

25,49 

49.77 

-    698,2 

-  110.6 

-46.35 

-  66,26 

640,9 

92,51 

35.14 

57.37 

861,8 

-  13ü,8 

-  .56,98 

-  80,82 

780,9 

122,3 

50.72 

71,6 

959.8 

-  104,9 

62,34 

-102.6 

896,2 

146,2 

58,15 

87,1 

-  1023 

-  193.6 

-  66.5 

-127,1 

966,1 

164.2 

62,10 

102,1 

1023 

195.ß 

66,46 

129.0 

Die  reversible  Fermeabüüäl  usw. 
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Aufsteigender  Hysteresifafet. 

Idt  ale  ; 

Kurve. 

M 

■ 

1     471  n  i 

SM 

// 

M 

!    4.T  n  i 

NM 

H 

L_'"P  " 

1        ^^ 

_   1 

-1023 

- 192,6 

-66,4 

- 126,2 

133,1 

9.016 

8,648 

0,368 

-    995,9 

—  163,9 

-64,7 

-   99,2 

255,0 

16,60 

16,56 

0,04 

-   956,8 

- 131,0 

-62,15 

-   68,9 

488,2 

34,10 

31,71 ; 

2,39 

-    921,0 

-109,5 

-  59,83 

-   49,7 

614,6 

48,08 

39,92 

8,16 

-    877,0 

-  85,19 

-  56.97 

-   28,22 

716,3 

61,76 

46,52  . 

16,23 

-    827,1 

-   65,34 

-  53,73 

-    11,61 

828,1 

85,72 

53,79 

31,93 

-    715,2 

-   31,76 

-  46,45 

r     14,69 

930,5 

120,9 

60,43 

60,47 

-    59U 

-     9,147 

-  38,40 

29,25 

985,4 

150,5 

64,00 

86,5 

-    519,3 

0,0 

-33,73 

33,73 

1037 

185,8 

67,38 

118,4 

-    401,2 

+    15,03 

-  26,05 

41,08 

1047 

195,5 

68,05 

127,4 

-    171.6 

35,55 

-  11,15 

46,70 

+     98,97 

57,37 

-    6,428 

50,94 

319,2 

75,14 

20.73 

54,41 

561,3 

95,39 

35,81 

59,58 

757,0 

117,0 

19,17 

67,8 

904,8 

146,7 

r)8,78 

87,9 

980,4 

.      173,6 

63,68 

109,9 

1023 

196,8 

66,45 

130,4 

Die  Resultate  sind  graphisch  in  Fig.  1  dargrstollt 
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Gehärteter  Kemystahl. 
0  Ntillpunkt«kurve         -^    Hystere^iskurve 

Pig.  1. 


X    Ideale  Kurve 


2.  Gt-plühler  Ren 

ystah 

Ä  =  16,04  om;  Ji  =  O.flflO 

m;  N  = 

0,06138;    V  = 

29,320 

n». 

Nullpunktsku 

'-,-- 

Absteigender  Hysteresienel. 

M         *"""'      A'  jtf 

!     ;. 

-tf 

4a  n  i    [ 

NM 

H 

10     j 

1 

lö       1 

98,12     15.81  i     6,03 

9,78 

1243 

193,3 

76.3 

117,0 

383,4  1    38,03     23,64 

14,49 

1222 

172,5 

75,01 

97,5 

778.5       68,08  :   47,79 

20.29 

1199 

143,7 

73,57 

70,1 

1000,0  ■    91,47  ,  61,42 

30,05 

1173 

125,3 

72;02 

53,3 

1139,0     127,1       69,92 

57,18 

1113 

95,52 

68,32 

27,20 

1200,0  1  161,4       73,72 

87,68 

1052 

71,61 

64,69 

7,02 

1247,0  '  196,3       76,60 

119,7 

958.8 

52,66 

58,86 

-     6.20 

440.3 

15,68 

27,03 

-   11,35 

48.35'      9.15       2,9t 

6,18 

201,9 

0,0 

12,40 

-   12,40 

269.1       29,27  |   16,52 

12,75 

-     9,147 

4.191 

-   13,34 

600,5       53.32     36,86 

16,46 

-      51,2 

-    18,07      - 

3,144 

-    12,93 

902,4   :    78,41      55,40 

23,01 

-   338,2 

-    36,59      - 

20,76 

-    15,83 

1095      '  108,3       67.22 

41,08 

-   585,5 

■  -    52,93      - 

35,94 

-    16,99 

1180        142,7       72,44 

70.26 

-   926,6 

1  -    60,63     - 

.t6,8» 

-  23,74 

1231        181,9       75,58 

106,3 

-1106 

-110,6       - 

67,67 

-   42,7 

-1200 

.  -  153,5     i  - 

73,72 

-  79,8 

-1245 

i  -  193.9     '  - 

76.42 

- 117,6 

AufBti-igfiidur  HyütCTesiBaa 

Ideale 

Kurve 

„    ;-. 

NU 

H 

Jf 

4.n.i 
10 

Nif  •.      H 

- 1245        - 193,2 

76,4         - 

116.8 

136.6  '      9.147 

8,381  i    0,766 

-1214        -158.1 

74,56      - 

83,5 

389,6      25,5 

23.9 

1.64 

-1189        -131,7 

72,95      - 

58.7 

608,1      30.20 

37,34 

i     1,86 

-1149        -105.9 

70,52      - 

35,4 

798,7      52,5 

'49,04 

!     3,4» 

- 1096        -   80,37       - 

67.32      - 

13.05 

984,0      66,65    ,  60,M 

1     6.25 

-1037        -  62,59  ■    - 

83,65      + 

1,06 

1053          80,3 

164,6« 

16,66 

-  813,2  1  -  39,59      - 

49.92 

10,33 

1115         96,45   168,4« 

!  27,97 

-  527,9     -  20,51       - 

32,41 

11.90 

1149        114,6 

70,66 

1  44,0 

-   345.8     -     9,016     - 

21,23 

12.21 

1197        145,1 

73,46 

71,6 

-   209,4            0,0 

12,85 

12.85 

1225        170,4 

76,1S 

i  »6^ 

0,0  ,  +   13,46 

0,0 

13,46 

1250        193,4 

76,78 

1 116.6 

-   384,2          33.19      4 

17,45 

15,74 

482.7          46,51 

20.64 

16,87 

789,6           69.13 

48,46 

20.65 

1007             92,26 

61,77 

30.49 

■ 

1147           126,5 

70,36 

56.1 

: 

1216           165.7 

74.64 

91,1 

1247             194,7 

76,60 

118.1 

TMe  ReanltHte  sind  graphisch  in  FIr.  2  dargt^stellt. 


Die  reversible  Pernuabiliiäl  usw. 
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G«glUbter  Bernystahl. 

©  Nnllpunktakurv 

e        + 

UyatoresiBkurve         x 

Ideale  Kurve 

Fig.  2. 

3.   \V 

10 hos  Eis 

n. 

l  =  15,99  cm ;  ß 

^  0.30» 

tm;  }}  =  0,02664;    V 

=  10,69  c 

m». 

NullpunktKkurvi 

Ab3t 

■Izi-iKlor  Hyatorroirbct. 

^"-'^'1    .V..f 

4;.n.- 
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3.391 

1384 

189.2 

36,72 

152,5 

47U 

4,49 

1360 

152,3 

36,09 

116,2 
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7,47 
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95,41 

34,32 

61,00 

1281 
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1231 

65,36 

32,68 

32,88 

1337 

144.2     :  35,46 
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1184 

46,79 

31,42 

15.37 

139S 
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I.'i3.3 
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17,26 

17,71 

-     0,45 
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0.018 

10.21 
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9,018:    6,336 
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70.66 

0.0 

1.87S 
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20,91      16,46 

4.45 

21.VJ 

-      9,01g 

-   5,731 

-     3,2» 

10*7 
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-21.69 

-     6,15 

ll»2 

55,68      31.63 
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-  1293 
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-  61,48 

-  1317 

^  1 10,2 

'  34,94 

-  73.3 

128Ö 

95.41      34.11 

61,3fi 

-  1364      , 

-  143.0 

-  36,20 

-106.8 

1305 

103,5        34.63 

68.il 

1403      1 

-190.1 

-  37,22 

- 152.» 

1328 

118,4       35.26 

83.1 

1368 

163,0       36,30 

126.7 

139ß 

18ft.n       37.03 

152.5 

AutHtei(ten(Jcr 

Hji-teieai^att. 

Idealo 

Kurve. 
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-37,22 

- 151.0 

318,8 

8,888 

8,461 

0,427 

-1372 

-151,5 

-36,40 

-115.1 
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16,29 

0,8S 
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1063 
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-34.90 

-  62,22 
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21,4g 

-33.6fl 

1265 
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41,66 

-  21,24 
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61,39 
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-23,33 

^     0,19 
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34,68 

76,4 
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1,87 

1362 

150,0 
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-  2,189 
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1395 

184.6 

37,01 

147,5 

'-   218.3 

+     9,018 

■■.  5.793 

3,226 

608^ 
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16.15 
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988,8 

35,94 

26,24 

9.70 

1261 
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33,47 

46.00 
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69,3 
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35,46 

89,6 

1379 
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120,3 

1398 

188.7 
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Die  Besaltate  sind  graphlBch  in  Fig.  3  dargestellt. 


Die  reversible  Permeahüiiäi  usw. 
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4.  Nickel. 
A  =  16,06  cm;   R  =  0,6606  cm;  N  =--  0.06142;    V  =  29,38cm». 

Nullpunktskurvc.  Absteigender  HyistereBiFast . 
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Nickel. 
Hystereaiskurve 

Fig.  4. 
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15.03 
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-293,1 

-  115.5 

-18,00 

-    97,.--, 

213,9 

46.39 

13,14 

33,25 

-275.0 

-    94,10 

-  16,89 

-   77,21 

237.1 

64.04 

14.56 

49,48 

-254,4 

-   62,73 

- 15,63 

-   47,10 

269.7 
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16,57 

78,18 

-238,0 

-   46,01 

- 14,62 

-    31,39 

298,5 

129,0 

18,33 

110,7 

-202,3 

-   18.30 

- 12,43 

-      5,87 

313.9 

155,6 

19,28 

136.5 

-185,8 

-      9.018 

-11.41 

,      2.3» 

331,8 
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20.38 
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-186,6 

0,0 

-  10.23 
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-  97,86 
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-    15,85 

17,77 

-  0.973 

16.80 

+  128.1 

41.04 

+   7,87 
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122,8 

16.97 
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329,1 
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Die  Rpsnltnti'  sind  f^raphisch  in  Fig.  4  dargCKlellt. 

§  3.  Die  reversible  Permeabililäl.  Um  die  reversible 
Permeabilität  zu  messen,  bemitztcn  wir  eine  VersucbBaoordniiiig 
ähnlich  der,  welche  wir  in  den  eiiigaiigs  zitierton  Arljeiten  ver- 
wandt hatten,  ao  daü  einige  wcuigf  Worte  über  dieselbe  genügen 
werden. 

Um  TÜe  kleinen  Vuriationen  d  H  der  Feldstärke  zu  er- 
zeugen, war  die  Magnetisieningaapule  von  einer  anderen  Spule 
umgeben,  welche  nüt  einem  Akkumulator,  einem  Widerstände 
und  einem  Kommutator  zu  einem  Stromkreise  vereinigt  war. 

Diese  zweite  Spule  hatte  dit^  folgenden  Abmessungen. 
Ihr  innerer  und  äußerer  Durchmesser  waren  3,52  cm  bzw, 
8,80  cm.  Die  Windungszahl  i>ro  Zentimeter  betrug  n'=s  34,35, 
so  daß  inn'=  431,6  war. 

Wendet  man  mittels  des  Kommutators  die  BichtuQg  des' 
ßchwttchen  Stromes,  der  durch  diese  Spule  floß,  so  ändert  sieb 
ein  wenig  das  stiirke  von  der  Magnet isierungss pule  erzeugte 
Feld. 

Die  Änderung  J  B  der  Induktion  im  Ellipsoid,  die  durch 
die  Peldänderung  A  H  hervorgerufen  wurde,  wurde  ballistisch 
beobachtet  mittels  einer  Simle,  welche  direkt  auf  das  Ellipsoid 
gewickelt  und  mit  einem  bullislischen  (ralvanometer  verbunden 
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war.     Die   Empfindlichkeit   dieses   Instrumentes  wurde  durch 
eine  geeichte  wechselseitige  Induktion  bestimmt. 

Es  möge  noch  ein  kleiner  Hilfsapparat  Ixjschrioben  werden, 
der  die  Bequemlichkeit  und  Exaktheit  der  Messungen  sehr 
vergrößerte. 

Wegen  der  großen  (uilvanonielerempfindlichkoit,  die  not- 
wendig war,  um  die»  kleine  durch  A  H  hervorgerufene  Änderung 
des  magnetischen  Induktionsilusses  zu  beobachten,  ließ  jede 
kleinste  Schwankung  des  starken  Stromes  in  der  Magneti- 
sieningsspule,  die  durch  veränderliche  Kontakte  in  den  Schiebe- 
widerständen entstand,  das  ballistische  Gal- 
vanometer ausschlagen. 

Ich  vermied  früher  diese  Störungen 
durch  häufige  und  recht  lästige  Beinigtmg 
der  Kontakte,  zog  es  aber  jetzt  vor,  die  Un- 
annehmlichkeit durch  Anwendimg  des  folgen- 
den „13eruhigungsai)parates**  zu  umgehen. 

Im  Innern  einer  Primärspule  B^  (Fig.  5) 
von  4  Lagen  und  109G  Windungen  befand 
sich  koaxial  eine  S.^kundärspule  ßg  ^'^^ 
1200  Windungen.  Beide  waren  auf  einem 
Holzstativ  montiert.  *'*^- ^• 

In  ihrem  Innern  Wand  sich  ein  Zvlinder  C  aus  weichem 
Eisen,  der  mittels  des  Messingstalx^s  F  F  in  Richtung  seiner 
Achse  verschiebbar  und  mittels  der  Druckschraube  T  in  jeder 
Stellung  fixierbar  war.  ])iese  Stellung  konnte  jederzeit  re- 
produziert werden,  da  sie  mit  Hilfe  des  Zeigers  M  auf  der 
*  Skale  E  ablesbar  war. 

Durch  die  Primärspule  Bj,  welche  mit  der  Magneti- 
sierungsspule in  Serie  gi^schaltet  war,  floß  also  der  Magneti- 
.sierungsstrom,  der,  wie  wir  sagten,  niemals  bis  zum  Äußt>rsten 
konstant  blieb.  Nun  befand  sich  aber  die  Spule  JB2  ^^  ballisti- 
schen Stromkreise,  und  zwar  der  Spule,  die  unmittelbar  auf 
das  EUipsoid  gewickelt  war,  entgegengeschaltet,  so  daß  jede 
Stromschwankung  in  diesen  Ix'iden  Spulen  Induktion(»n  von 
entgegengesetztem  Vorzeichen  hervorrief.  Es  war  leicht, 
mittels  einiger  Versuche  die  Stellung  des  Eisenzylinders  zu 
finden,  bei  der  sich  die   Schwankungen  genau  kompensierten. 

Eine  ideale  Anordnung,  die  ich  abt»r  hader  nicht  ausführen 
konnte,  da  ich  von  jeder  Materialsorte  nur  ein  EUipsoid  hatte. 
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ii.  Ocms. 


wäre  die  folgfiide  gowoKen.  iJer  Bertihigungaapparat  müHte 
.aU  PrimärBiJiiIe  Bj  vitif  Spulv  enthalten,  die  genau  gleich  dar 
MagnetiBierungsHpuk-  wäre;  in  ihr  müßte  sich  ein  dem  zu 
Btiidierendcn  EUipsoid  gleiches  Ixifinden,  und  beide  Ellipsoide 
müßten  voii  gleichi^u  ballistischen  Spulen  umgeben  aein 
Letztere  hält«  man  so  in  Serie  zu  schalten,  daß  eine  SchwaU' 
kung  des  Magnetisierungssiiomes  keinen  Oalvanometeraus- 
schlag  hervorriefe.  Über  die  Magnetisierungsspule  sowie  übe; 
Bi  wäre  je  eine  Spule  zu  wickeln,  deren ^trom  das  Zusatz 
teld  A  H  erzeugt,  dios«  aber  müßten  so  in  Serie  geschaltet 
werden,  daß  ihre*  Induktionswirkiingen  sich  im  ballistischen 
Kreise  Bümmierten. 

I>ie   Heobiuhtiingen  ergaben  die  folgenden  Resultat«. 


1.   Grilärteti- 
Xd.alB  Kurvc.l 

lleiuystahl. 

Nullpunkt  BkuTve. 

.-^^.    J-....^...  - 

0,0              48,34 

134.6  ■        41,04 
412,4                38,84 

938.7  13,4« 
980.0              17,08 

Jtf 

0,0 

198,1 

397.3 

593,4 

i    712.9 

41,81 
43,16 
39,41 
34,02 
27,98 

Die  Resultate  sind  graphisch 
in  Fig.  6  dargestellt. 
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QeliBrteter  KemjBtahl.         x   Ide&le  Kurve        G  Nullpunktikiirva 
Fig.  6. 
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IdeaU*  Kurv< 


2.  GogJülifrr  l<t'niyötahl. 


Null  pQii  ktakur  VC, 


3/ 

0,0 
400,2 
iOi  .8 
1054 
1138 
1200 
1242 

0.0 

221,8 

0,0 

209,9 

441.7 

003,4 

0,0 

971,2 

1119 

121(5 


72.  ir. 

61,72 
49.72 
29,89 
20,67 
14,72 
I0,8(» 
70,66 
(56.68 
70,61 
67.19 
60.0:{ 

.■>4.:i6 

70,66 
:i9,0« 
23,86 
15.07 


M 

0,0 
271,6 
503,0 
687,3 
989,5 
873,2 
1091 


fr 

71,06 
71,81 
64.13 
57,94 
35,26 
46,40 
26,32 


sa 


Die  Resultali-  sind 
graphisch  in  Fig.  7  dar- 
gestellt. 
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7«^- 


^ 
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GeglQhtcr  Remystalil. 
X   Ideale  Kurve       0  Nullpunktakurve 

Fig.  7.    ' 


Ideale 

Kurve. 

M 

/^, 

0,0 

92,83 

307,8 

85,04 

59^.8 

74,61 

1099 

37,43 

1228 

22,63 

1367 

13,76 

0,0 

S9.62 

164.9 

89.74 

490.8 

77,49 

798.7 

62,13 

1010 

45,21 

3.    \V«-iclu«8  Eisen. 

Nullpunktskurve. 


M 

0,0 
417,0 
693,4 

1073 

1302 


/'r 


92,02 
81,25 
67,28 
37,83 
17.96 


Die  Resultate  sind 
graphisch  in  Fig.  8  dar- 
gestellt . 


ZOO         406        6Ö0        ~89ö         tooo 

X  Ideale  Kurve     0  Nullpunktakurve 
Fig  8.        Weiches  Eiseu. 


115,1 

11,05 

145.8 

216,1 

B.S45 

246,9 

9,0U 

272,8 

8,418 

297.9 

7,432 

317,3 

e.778 

32».5 

6.1ß9 

M 

"' 

0.0 

11,18 

78.78 

11,32 

172,2 

10,53 

251,6 

8,812    ' 

284.6 

7,900 

3U,4 

6.741 

Die  Resultate  sind  graphisch  in  Fig.  9  dargestellt. 


f-— ^ 

X, 

s 

\ 

■•6    -—   -  ^ 

^ — =^ 

Nicktil. 

X  Ideale  Kurve        G  Nullpuuktskarve 

Fig.  B. 

Aus  don  Messungen  geht  klar  hervor,  daß'  die  retwrstbl« 
Permeabilität  auf  der  idealen  und  der  NuUpunläskurve  gmau 
die  gleiche  Funktion  der  Magnetisierung  ist. 

Nur  der  geglühte  Reniystahl  fügt  sich  nicht  diesem  Ge- 
setze, doch  haben  wir  schon  früher*)  den  Verdacht  geäußert, 
daB  (las  Material,  au»  welchem  das  betreffende  Ellipeoid  ge- 
fertigt war,  nicht  homogen  ist. 


1)  R.  Oai 


.  PhvB.  88.  S.  1092.  1910. 
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§  4.  Magnetisch  korrespcmdiereTide  Zitstände.  Zum  Schluß 
wollen  wir  noch  das  durch  Gleichung  (1)  ausgedrückte  quanti- 
tative Gesetz  für  die  Abhängigkeit  der  reversiblen  Permeabilität 
von  der  Magnetisierung  prüfen. 

Es  ergaben  sich  die  folgenden  Tabellen  und  Kurven. 

1.  Gehärteter  Remystahl  (vgl.  Fig.  10). 
Ideale  Kurve.  Nullpunktskurve. 


M  4.T  X-         

18(.7    ^ 


0,0 

41,18 

0,0 

134,6 

40,64 

0,0807 

337,8 

39,25 

0,2026 

412,4 

37,84 

0,2474 

719,7 

29,41 

0,4317 

841,5 

24,69 

0,5048 

885,3 

22,34 

0,5310 

938,7 

18,46 

0,5631 

«80,0 

16,08 

0,5879 

1006 

16,21 

0,6034 

1054 

11,97 

0,6324 

4  71  Xf. 

41.00" 

1,004 

0,9910 

0,9572 

0,9230 

0,7171 

0,6022 

0,5449 

0,4502 

0,3921 

0,3954 

0,2919 


M 


4.T  x^ 


'lfif.7" 


4:i  X, 


0,0 

40,81 

0,0 

192,1 

42,16 

0,1153 

397,3 

38,41 

0,2383 

593,4 

33,02 

0,3660 

712,9 

26,98 

0,4277 

1026 

14,08 

0,6155 

41,00 

0,9954 

1,028 

0,9369 

0,8054 

0,6582 

0,3434 


f.ac 


Asa 


ato 


0  4» 


A^o 


O.tO        O.^         0,60        öjSS        <3?       M 

Gehärteter  Remystahl       3/o»  »  1667;  47f  Xo  =  41,0U 
X   Ideale  Kurve         0  Nullpunktskurve 

Fig.  10. 

Die  in  den  Figuren  gezeichnete  Kurve  ist  die  theoretische. 
die  Kreuze  "und  Kreise  entsprechen  den  l^obachtungen  auf 
der  idealen  bzw.  jungfräulichen  Kurve.     Der  Punkt 

^^^    =  1  ;      Jl:.  =  ü 


M 


OQ 


▲nnaleB  der  Phjitk.  IT.  Folg«,  öl. 
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ist  mit  in  die  Figur  ein go zeichnet,  er  entspricht  der  bekanntoii 
Tatsacbp,  daß  die  Suszeptibilit&t  im  Sättigniigsziistande  Null  isC 


2.  WeicKca   Eis 

n  (vgl.  Fig.  11). 

Ideale 

Kurve. 

Nulipunktakurv 

M 

4iiii, 

.      !    4.. 

M 

4n«, 

■       1 

.     0,0 

90,22 

0,0 

0,9914 

0.0  i  91,02 

0,0 

1,000 

164.9 

88,74 

0.0942 

0,0752 

417.7  '   80,25 

0,2388 

0,8820 

307,8 

84,04 

0,1759 

0,9237 

693.4     66,28 

0.3962 

0,7286 

490,8 

76,49 

0.2804 

0.8406 

1073        36,83 

0.6132 

0,4048' 

5B2,8 

73.61 

0,3387 

0.8091 

1302        16,96 

0.7439 

798,7 

61,13 

0,4564 

0.6717 

1010 

44,21 

0,5772 

0,4859 

1090 

36,43 

0.6281 

0.4004 

1228 

21,63 

0,7018 

0.2378 

1367 

12,7» 

0.78II 

0.1403 

-tj 


ST] 
A-J  a  1 1 L 1 1     >-<l 


JU»  =  1150;     4n«a  =  81,00 

<  Ideale  Kurve  0  NallpuDktskarve 

Fig.  11.    Weii^Bs  Eüen. 

3.  Nickel  (vg 
Ideale  Kurvtv 


.1/       1    4.^x, 

620 

10,40 

0.0 

10,20 

0.0 

0,9804 

115.1 

10.05 

0,1857 

0.9663 

143,9 

9,89 

0,2321 

0,9510 

216.1 

8,846 

0,3485 

0,8506 

248,9 

8,014 

0.4015 

0,7705 

272,8 

7,418 

0,4400 

0.7134 

297,9 

6,432 

0.4805 

0,6184 

:n7,3 

5,778 

0,5118 

0.5556 

329.5 

5,169 

0,5315 

Ufas  —  620i     4ns.  »  10,40 
Ideale  Kurve  O  Nullpnnktskurve 

Fig.  IS.    Nickel. 
Fig.  12). 

Nu  II  pun  ktskur  ve . 


M 

V-..  r « " 

4jr«, 

f20 

10.40 

0,0 

10.18 

0,0 

0,9790 

76,78 

10,32 

0,1239 

0,9922 

172,2 

9.53 

0,2777 

0,9164 

251.6 

7.812 

0,4058 

0,7613 

284,6 

6,900 

0,4690 

0,6«34 

314,4 

5,741 

0.6071 

0.6521 

Die  reversible  Permeabilität  usw.  895 

Während  das  weiche  Eisen  in  hervorragender  Weise  der 
Theorie  entspricht,  zeigen  die  härteren  MateriaHen,  wie  Stahl 
und  Nickel,  kleine  Abweichungen,  jedoch  sind  diese  so  unbe- 
deutend, daß  man  praktisch  die  ganze  reversible  Permeabilitäts- 
kurve  aus  der  Anfangspermeabilität  und  der  Sättigunjgs- 
magnetisierung  berechnen  kann.  , 

La  Pia  tu,  1.  November  1917,  Institute  de  Ffsica. 

(Eingegangen  23.  August  1919.) 


5.  Die  TrägheUsmomente  der  Magnetonwi^; '; 
von  R.  Gans, 


Jn  einer  friiherpii  Arlwit')  halx*  ich  ein«  Formel  für  dii' 
«pezifiscbe  Suazeptibilität  diamagtietisi'lier  Körper  [{a.  a.  0.. 
fiVirniel  (60)]  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Feldstärke  und 
Temperätnr  at^eleitet. 

l>ieae  BeaiehHUg  vereinfacht  aieh  noch  auf  Grund  der  im 
liiesigen  Institut  angeslt'llt'en  äXpt>riDi6nteIlen'UntetBucbuQgeu 
des  Hrn.  >l,  Isnardi*),  welche  zeigten,  daß  die  Siiszeptibilität 
talsäi^hlich  nicht  vom  B'elde  abhängig  ist.  woraus  man  nach 
meiner  Theorie  den  Sc^hluß  ziehen  kann,  daß  die  drei  Haupl- 
trägheitsmomenle  der  Magnetonen  einander  gleich  sind.  So 
nimmt  die  Formel  für  die  spezifische  Siiszeptibilität  x  die- 
Form  an 
fl)  -/~-N  ^'l,  J. 

wo  N  die  Anzahl  Magnetoueu  im  Griinmi,  e/wi  =  1,77  ■  10" 
die  in  elektromagnetischem  Maß  gemessene  spezifische  Ladung 
des  l^lektrons,  J  das  Träghoitsmonient  des  Magnetons  bezüg- 
lich einer  durch  seinen  Schwerpunkt  gehenden  Achse  bedeutet . 

Nimmt  man  an.  daß  jedes  Atom  nur  ein  Magneton  enthält, 
so  ist  das  Produkt  aus  W  und  dem  Atomgewicht  Ä  die  Anzahl 
Atome  im  Grammatom,  d.  h.  die  bekannte  Avogadrosche  Zahl 
(2)  No  =  ÄM  =6,175 -10". 

Multipliziert   man  (1)  mii   A.  so  erhält  man 


(8) 
oder 

(4) 


=--  -•••IM'i-iO-^  Ax- 


1)  Vgl.  R.  Gantj,  Contritiuciön  al  estiidio  de  l&s  cienojae,  üniv. 
Nnoionsl  de  La  Plata  1.   S.  383.    1916. 

2)  ß.  Ganc.  Ann.  d.  PhvB.  49.  S.  149,    1916. 

3)  H,  Isnardi,   Contribuoiön   al   i-studio   de 
Nacional  de  La  Plata. 
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Eis  läßt  sich  alno  das  Trägheitsiiiomeiit  aus  der  Atoiu- 
siiszeptibilität  A  %  berechnen. 

In  der  folgenden  Tabelle  haben  wu*  auf  Grund  der  von 
Owen^)  bestimmten  Magnetisierungs konstanten  die  Werte  von 
•/  in  abeohitem  Maß  ausgewertet.       ' 


■ 

" 

i.  10*» 

_        _ 

-    ■ 

e/.lO*^ 

Element 

A 

-/•lo« 

iu 

Element 

A 

.-/•lO'» 

in 

* 

g  cm^ 

gern' 

Be 

9,1 

1,00 

1,88 

Zr 

90,6 

0,45 

8,43 

B 

11,0 

0,7 

1,59 

^ 

107,9 

0,20 

4,46 

C  (Diamant) 

12,0 

0,49 

1,22 

112,4 

0,18 

4,18 

Si 

28,8 

0,18 

0.761 

Jn 

114,8 

0,11 

2,61 

P 

31,0 

0,90 

5,77 

vSn  (Qransinn) 

119,0 

ca.  0.85 

ca.  8,61 

s 

32,07 

0,49 

3,25 

8b 

120,2 

0,82 

20,4 

Cu 

63,57 

0,085 

1,12 

Te 

127,5 

0,82 

8,43 

Zn 

65,87 

0,155 

2,09 

J 

126,9 

0,36 

9,45 

6a 

69,9 

0,24 

3,46 

Cß 

182,8 

0,10 

2,75 

Ge 

72,5 

0,12 

1,80 

Au 

197,2 

0,15 

6,12 

Ab 

75,0 

0,31 

4,81 

Hg 

200,0 

0,19 

7,86 

Se 

79,2 

0,32 

5,24 

Tl 

204,0 

0,24 

10,1 

Er 

79,92 

0,40 

6,61 

Pb 

207,1 

0,12 

5,14 

Sr 

87,62 

0,2? 

3,62? 

Bi 

208,0 

1,40 

60,2 

Es  ist  Ix'inerkenswert,  daß  fast  alle  Trägheitsmomente 
von  derselben  Größenordnung  sind. 

Die  Trägheitsmomente  paramagnet  ischer  Magnetonen^) 
sind  wesentlich  größer;  es*  ergab  sich  nämlich  fi?r  Platin 
67,7 'lO"*^  und  für  wasserfreies  Mangansulfat  12,4 -lO"*®. 

Ebenso  snid  die  Trägheitsmomente  des  HCl-  und  d(^s 
HjO-Moleküls  viel  größer,  für  die  Bjerrum^)  5,4 •10"^*'  l)zw. 
0,96  und  2,21- 10^0  fand. 

La  Plata,  I.März  1917.     Instituto  de  Fisica. 


1)  M.  Owen,  Ann.  d.   Phy8.  87.    S.  664.    1912. 

2)  R.  Gans,  Ann.  d.  Phys.  öO.  S.  163.  1916. 

3)  N.  Bjerrum,  Xornst-Fcstschrift  S.  90,  1912;  Verli.  d.  Deutsch. 
phyp.  <^s.  lö.  S.  640.  1914;  vgl.  auch  Vorh.  d.  Solvay  Congrc^^se.««, 
deutsche  Ausgrabe  von   Euckt'n   S.  405,   1911. 


(Eingfganecn  23.  August    1919  ) 


>.    Bemerl^mg  »u  meiner  Arbeit  „  For^pfiamMing 

des  Lichts  durch  ein  ifiJiomogenes  Medium*'; 

von  S.  Gans.    ' 


Kiirzlicli  veröffuntUchte  ich*)  eine  theoretische  Unter- 
suchung über  die  Fortpflanzung  des  Lichls  in  einem  inhomo- 
genen Medium,  welche  im  wesentlichen  die  ErgebnisBe  hatte, 
daß  das  Lieht  sich  ohne  Eetlexion  fortpflansit,  daß  es  aber 
Totalreflexion  gibt. 

Ferner  zeigte  ich,  daß  iib(.'rall  die  Regeln  der  geometrbeben 
Optik  über  die  Richtung  des  Strahles  gelten  außer  in  der  Nähe 
der  Ebene,  in  der  die  Totalreflexion  eintritt.  IJier  ist  der 
Einfallswinkel  kleiner,  als  es  dem  Siielliusschen  Brechui^- 
gesetze  entspricht,  und  hier  kann  auch  nicht  von  einem  Um- 
biegen des  Strahls  gesprochen  werden,  sondern  er  kehrt  mit 
einem  Knick  von  endlichem  Winkel  um. 

Nun  hat  Lord  Rayleigh')  schon  früher  einen  Aufsatz 
über  deij  IXirchgang  von  Schallwellen  durch  ein  geschichtetes 
Xfedium  publiziert,  der  mir  leider  infolge  der  schlechten  argen- 
tinischen Bibliotheks  Verhältnisse  entgangen  war,  und  von  dem 
ich  erat  im  November  1915  durch  einen  Separatabdruck  Kenntnis 
erhielt,  den  der  Verfasser  mir  zusandte.') 

Sonst  hätte  ich  natürlich  nicht  verfehlt,  die  Arbeit  Lord 
Rayleighs  zu  zitieren,  ja  ich  iiätte  sogar,  trotzdem  es  sich 
Itei  ihm  um  ein  akustisches,  b'i  mir  um  ein  elektromagnetisches 
Problem  handelte,  manches  seiner  Resultate  direkt  verwenden 
können . 

1)  R.   Gans.  .Ann.  <I.   Phys.  47.    S.  709.    191.5. 

2)  Lord   Rayleigh,  Fror.  o£  the  Royal  Soc.  (A)  8«.  S.  207.   1912. 

3)  In  diCEem  Ziisanrnicnhanp  sei  auch  Hup  Arbeit  von  3,  Bous* 
ainCHq.  f.  R.  12».  18911  erwähnt,  welche  auch  Lord  Rayleigh  ent- 
fcangen  zu  sein  scheint.  Der  Verf.  Hteht  auf  dem  Boden  der  elaatischen 
Lichttheorie  und  ficht  auf  dat^  inlere^sarrc  PioMrm  der  Totalrcflf  ktion 
ffHr  nicht  ein. 


Fortpflanzung  de>s  LichU  w-S'/r.  :-)9.1* 

In  der  Diskussion  der  Einzelheiton  ging  ich  über  Lord 
Rayleigh  in  einigen  Punkten  hinaus  und  griff  die  Aufgab^^ 
insofern  allgemein  an,  als  er  aus  mathenmtischen  Gründen  die 
Dichte  als  lineare  l^'unktion  der  Koordinate  betrachtete, 
während  ich  durch  einen  Kunstgriff,  der  dem  des  Helm- 
holtzschen  Orgelpfeifenproblems  ähnlich  ist,  zu  einer  solchen 
^schränkenden  Annahme  nicht  gezwungen  war. 

Schließlich  glaubt  Lord  Rayleigh,  die  Totalreflexion  in 
inhomogenen  iledien  sei  natürlicher  als  eine  Art  Brechunj^ 
(Umbiegen  des  Strahls)  aufzufassen  (a.  a.  0.,  S.  224).  Mit 
dieser  Meinung  kann  ich  mich  wegen  des  von  mir  gefundenen 
Knicks,  den  der  Strahl  erleidet,  nicht  einvorstanden  erklären. 
Es  tritt  eine  wirkliche  l'nstetigk(Ml  infolge  von  Reflexion  auf. 

La  Plata,  80.  Nov.  1915.     Instituto  de  Fisica. 


(Eingogangen  23.  Augiwt    1919.) 


,   Ogxillatoren  von  moei  und  drei  Freiheitggraden, 

Ein  Seitrag  zur  Quantentheorie; 

von  R.  Gans. 


Planck^)  hrtt  in  seiner  Arbeit  über  die  physikiilisrlie 
Stniktiir  des  Phasenrauines  gezeigt,  in  welcher  Weise  der 
Phaaeiiraum  in  Elementarge biete  der  Wiilirscheinlichkeit  zer- 
legt werden  kaiui.  Mittels  dieser  Resultate  und  der  Ergebnisee 
einer  früheren  futersiichiing')  küiin  man  die  für  die  Theriuo- 
dynaiiiik  wichtigen  Fanktioiien  für  den  Fall  von  Osnillatoren 
von  zwei  und  drei  Freiheitsgraden  beroplinon. 

Die  ])urcbfiibriing  dieses  Problems  und  der  Vergleich  der 
Mndformeln  mit  der  F.rfalinmg  ist  deshalb  von  Interesse,  weil 
die  schwing iingsfähigen  Teilo-hen  in  den  praktisoli  untersnchlen 
Körpern  aieherlich  häiifig  nicht  lineare  Vibrat-oren  waren, 
sondern  mehr  Frei  hei  tsgr  ade  hatten. 

Am  einfachsten  gestaltet  siidi  die  Rechnnng,  wenn  man 
die  /iHstandsKumme 


'.S"-' 


(1) 

einführt,  in  der  T  die  absolut«)  Tiniperntnr,  fT,  die  mittlere 
Energie  eines  Teilchens  im  nten  Elementargehiet ,  p,  das  Ver- 
hältnis der  Größe  des  nten  zum  nulllen  Elementargehiet  be- 
deutet , 

Aus  der  r.mktion  Z  berechnen  si<di  alle  thermodynaniisch 
wichtigen  Funktionen,  wie  die  freie  Energie  jp  und  die  Energie  Ü 
nach  den  folgenden  Oleich ungen*)  (N  Anzahl  der  Oszillatoren) 

(2)  F- A'AT'ln/. 

(3)  r=  -.V/,^^.  . 


1)  M.   Planck.  Ai 
z  tieH  als  „Planrk  J"). 

2)  M.   PUnok,  Verb.  d.   IX-ut-dii 
(im  foltfcnrfpn  zitim  hIr   „Plnnck  11"). 


Pliys.  (4)  5«.   S.  ^Üf..   Iflie  (im  folgenden 
phyu.   fii-B.  i;.    S.  407.    1918 


( ^sizillatoren  nm  iirn'i  und  drei  F reiheil^fi reuten .         40} 

I.  Lineare  OBzillatoren. 

Um  di«^  für  Oszillatort^u  von  zwei  iiiid  drei  Proih(dts- 
fjniraden  gültigen  Rt'sultate  mit  dt-n  bekannt «.*n  Formeln  für 
lineare  Oszillatoren  vergleichen  zu  können,  stellen  wir  letztere» 
noch  einmal  kurz  zusammen. 

Nach    Planck^)    pjili     fi'u*    geradlinigt      OszillMtoren    der 
Ö.-hwingungszahl  v 
l4)  ;>„=  1;     r'^^hvin  +  1). 

>o  daß,  wenn  wir  dir  Abkürzunj^^ 

'•^^  TT-' 

i-inführen,  die  SubstitutioJi  von  (4)  in  (1)  Z  ergibt.  Wir  wollen 
diesem  Wert  abt-r  und  elw-nso  (l«»r  freien  Kntjrgie,  sobald  sie 
riich  auf  lineare  Oszilbitoren  l»ezieli1.  den  Index  Null  gebini. 
So  erhalten  wir 

(6)  /,,  =  >>-(-+!-=        '       , 

"='  2 ©in  '^■ 

also  nach  (2) 

,,  ,    y         In  2  Sin  ^ 

'  A  n  r  X  .r 

\Ae  Funktii>nen  sind  in  Tab.  1  nie<l«*rgelegt   wor<l<^n. 


Tab 

eile  1. 

X 

1         /  T 

F» 

In  ^..           h\ 

T 

X          h  #' 

4 

X              Shr 

0,00 

fj 

X 

-    Oc 

0.10 

.'),(X>0 

4,«.M»2 

8.041 

0.12 

4,167 

4.158 

5,937 

0,14 

'\Su\ 

:j.5«o 

4,535 

0,16 

3,125 

.{.112 

3,547 

0.1« 

2,77H 

2,764 

2,823 

0,20 

2.500 

2,484 

2,274 

0,30 

1 .6r)7 

1.64:i 

0.8266 

0,4 

1,250 

1.217 

0,2468 

0,5 

1 ,000 

<  ».9506 

0,0412 

0,6 

o.h:^^:^ 

0.7854 

0.2013 

0.7 

().7i4:< 

n.05*M» 

o.2t)77 

])  M.  Plunok  II 


B.  Gans. 
Tabelle  1.    (Fortsetzung.) 


•i  ■ 

1         t  ■/ 

ü. 

In  Z,          f\ 

~       X      ~    NU y 

0,8 
0,9 
1,0 
1,2 

0,6250 
0.5556 
0.5000 
0.4167 

0.5630 
0.4871 
0,4255 
0.3313 

0.3591 
0.3997 
0.4273 
0,4603 

1,4 
1,6 
1,8 

2,0 

0.3571 
0,3125 

0,2778 
0,2500 

0.262« 

0,2105 

i         0,16ö9 

0,137» 

0,4774 
0.4870 
0.4923 
0.4949 

2,5 
3,0 
3,5 
4,0 

0.2000 
0.1667 
0.142S 
0,1260 

[        0,0826 
0,0409 
0,0302 
0.0183 

0.4986 
0.4996 
0,4998 
0.4998 

5.0 

0,1000 

0,0000 

0,0067 

]        0,0000 

0,4999 
0.5000 

II. 

OasUlatoreD  v 

OQ  swei  freihe 

tBgraden. 

Ein  Massenpunkt  bewege  sich  in  einvi'  bestimmten  Ebt^nc 
anter  dem  EUnfliiß  einer  qcasielastiachen  Kraft  mit  der 
Sohwingungszabl  y.  Bedeuten  u  und'  v  die  Integrale  der 
Energie  und  desPlächenaatzes,  so  gilt  nacb  Planck  I.  S.  396, 
Formel  (21).  (22),  (24)  und  (25).  wenn  dG=dgd<f  das  Ele- 
ment des  Phasenran mes  ist. 

(8)  l--^-»'. 

(9)  .,'-a«o, 


(10) 


wird.     Hiev  läuft  g  von  nh  bis  {n  -|  1)  h  und  g'  von  ?('  h  bia 
(«■+1)1.. 

Daraus  folgl 
(11)  i/.,.,-i.4[2»+  1  +«■+  J], 

so  daß  ans  Gleichung  (1)  folgt 


(12) 


■s.?,- 


..p.. 


'■'.^. 


-(•• 


»■ 


Oszillaiorefi  von  zwei  und  drei  F reihe itsi^r ad t^n.         4()3 

oder  nach  (2)  v.iid  (5) 

_F ln;^^^'"2®i„2|    ^ln2Su,^ 


d.h.  nach  (7) 

(12')  F(T,  v)  =  F,  ri\  2v)  +  Fo  (T,  v). 

In  Wortt»n:  Ei/ti  Oszillator  von  zwei  Fr&ilieitsgraden  der 
Schwifhyungszahl  v  isi  energetisch  vollkammen  äquivalent  zwei 
linearen  Oszillatoren,  von  denen  der  eine  die  Schtmngungszahl  v. 
der  andere  die  Schwingungszahl  *lv  liat. 

Das  ist  aber  ein  Ausdruck  der  Nernst-Lindemannschen 
Formel^),  die  zwar  praktisch  erprobt,  bisher  aber  nicht  theo- 
retisch begründet  war,  jedoch  ist  zu  beachten,  daß  die  Über- 
einstimmung der  Nernst-Lindemannschen  Formel  und 
unserer  nur  gilt,  solange  man  die  Schwingungszabl  frei  wählen 
kann,  diese  also  nicht  etwa  durch  optische  Messungen  oder 
nach  Lindemann  durch  den  Schmelzpunkt  festliegt;  denn 
Nernst  und  Lindemann  haben  den  Anschluß  an  die  Er- 
fahrung durch  die  Annahme  gleich  \aeler  linearer  Resonatoren 
der  Sc^hwingungszahlen  v  und  v/2  erzielt,  d.  h.  ihr  v  entspricht 
unserem  2r. 

in.  Oszillatoren  von  drei  Freiheit sgraden. 

Ein  Massenpunkt  b^^wege  sich  im  Raum  unter  dem  Ein- 
fluß eines  quasielastischen  Kraftzentrums.  Auch  für  diesen 
Fall  hat  Planck^)  die   Struktur  des  Phasenraums  bestimmt. 

Bezeichnen  u  und  v  wieder  die  Integrale  der  Energie  und 
des  Plächensatze«;.  so  ffilt  wie  bei  zweidimensionalen  Oszillatoren 


(13) 


f/ 


und  da  das  \'olumenelement  des  Phasenrauiues 
(14)  da=dg'dg"' 

1)  W.   Xernst   u.  F.  A.  Lindemann .  Zeitj^chr.  f.  Elektrochemie 
17.    S.  817.    1911. 

2)  M.   Planck.   1.   S.  WO. 


(15) 


ist.  so  berechnpt  sich 

Jj«<^9  rf?"  j"/i2s  +  g')d9  dy" 

ff  dg  dg"  ff  dg  dg" 

Über  g  ist    von  nfc   bis   (n  +  liA.  über  g    von   n' fc   bis 
'n'4- 1)  Ä  zu  integrieren,  so  daS 

(16)  „TT  -  .A  [2»  +  1  +  I  •  '"■  ■  *vp*  '  I  . 

Da  ferner 

("1  ;v.-2»-+l 

ist.  eo  ergibt   (1)  die  ZuEtandsstimnie 

!18)       ^-S^j2»-+i;,    I-         ■      -•■•-'    J, 

die  ohiie  weiteres  in  das  Produkt 
119)  Z=Z,Z, 

zerfällt,  w« 
(20)  ^.-S«-'--*'  -  2jL. 


(21) 


|^.-_:gj2«  +  i)'"  '    "■ 

I  -22  (»■  +  «. 


Die  Bedeutung  vun  Z,  ergibt  sich  sofort  durch  Vergleichuiip 
mit  (6);  es  ist  die  Zustandssuninie  eineä  linearen  C^sdllfttors 
der  Scbningungszabl  2*. 

1'He  Berechnung  von  Z^  n<u'h  ('21)  ist  sehr  einfach  für 
große  Werte  von  x;  für  kleinere  j  ist  t-s  iK-ssf-r.  die  Glei- 
chung (21)  umzuformen. 

Sefzen  wir 
-22) 
so  wird 

/j  =  2^;«'-i-i)«    ''"+*  +  '■*  =  2 V(«'+  V)«-""'^^' 


12(.i'  + 
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Nun  ißt 


6  T  # 


(23) 
alßo 


'-*  -  <?-'  =  2« 


^.-'('"^1)        .<!^..   .     n,-0''^2+i)'@i,,«^ 


Ist  X  so  klein,  daß 


u 


söin- 


Ot  X 


rt  X 


l  2 

gesetzt  werden  kann,  so  wird  mit  Berücksichtigung  von  (22) 


und  mit  erneuter  Anwendung  der  Formel  (28) 


(24) 


^3^4 


«   .-'('''+2^   I)    . 


]>ie  Auswertung  der  ersten  beiden  Summanden  gelingt  leicht, 
so  daß  wir  für  kleine  Werte  von  x  schließlich  erhalten 


(25)       Z^  = 


(lof 


i!@in^ 


X 


X 


12  ©in 


_^^|,„^-.(..M). 


Die  hier  auftretende  Größe  a/4  hat  als  Funktion  von  ti' 
nach  (22)  folgende  Werte. 


Tabelle  2. 

n' 

OL 

4 

1 

0,04167 
0,01389 
0,00833 
0,00595 
0,00463 
0,00379 

n' 

a 
4 

1 
"  48(n'+i) 

0 
1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 
10 

0,00320 
0,00278 
0,00245 
0,00219 
0.00198 

So  läßt  sich  Zj  für  kleine  x  nach  (25)  und  für  große  x 
nach  (21)  berechnen,  und  es  ergibt  sich  folgende  Tabelle. 


H.  Gans. 
Tabelle  3, 


49,92 
12,41 

-  9.77 
-  -  3,150 

1    5.000 
1    2,500 

-  15,09 

-  4,945 

5,477      ! 
3.30» 
2,101      ! 

-  1.417 

-  0,748 

-  0,3921 

'■    1.667 

1     1,250 

1,000 

-  2,273 

-  1,232 

-  0,6764 

0,8206    . 
0,4362    1 
0,2803 

+  0,0660 
0,2074 
0.2692 

0.6667 
0,5000 

,    0,4000 

-t-  0.0401 
0,2670 
0,3685 

0,1662    1 
0,07565  ! 
0,03692 

0,2991 
0,3226 
0.329» 

0,3333 

0,2500 
0,2000 

0,4193 
0,4619 
0,4772 

0,00127  : 
0,00000  : 

0,3333 
0,3333 

0,1000    . 
j    0.0000    1 

0,4912 

0,5000 

(26) 


Nach  (2)  und  (19)  ist 

F  InZ  _       UZ, 


Da  nun,  wie  wir  bereits  avif   Grund  der   Gleichung   (20) 
aaben, 
(27)  ^,=  _  A'Av-i^ 

die  freie   Ekiergie  eines  linearen  Oszillators  der   Scliwingungs- 
zabl  2f  darstellt,  so  können  wir 


als  die  freie  ßnergie  der  beiden  anderen  Freitieitsgrade  deuten. 
Die  Hälfte  hiervon,  d.h. 

„       _  ^^  In^ 
*^  2        X 

ist  der  auf  jeden  dieser  beiden  f  reiheitsgrade  fallende  Teil. 

Deshalb  haben  wir  in  der  3.  und  4.  Kolonne  der  otogen 
Tabelle 

'    li'^  ^    ^. 


Oszillatoren  von  zwei  iind  drei  Freiheitfig roden.      •  407 
als  Funktion  von 


l         kT 


X  h  V 

berechnt^t  und  haben  nun  zu  sehen,  ob  auch  dieser  Teil  der 
freien  Energie  mit  d(u-  von  linearen  Oszillatoren  identisch  ist. 
Yergl<nchen  wir  unsere  Funktion 

2        X 

In  S^ 

mit  der  in  Tabelle  1  berechneten  Funktion -^,  so  sehen 

X 

wir  auf  den  ersten  Blick,  daß  die  beiden  Punktionen  nicht 
identisch  sind,  da  ja  für  j  =  oo  (d.h.  T  =  0)  erstere  den 
Wert  J-,  letztere  den  Wert   \  hat.  ^ 

Wohl  aber  ist 


2 
als  Funktion  von 


\    \n2L         \  .        3 
— TL In  -- 


2       X  X 

—    JL 
7  '  X 


2\n\ 


fast  völlig  identisch  mit als  Funktion  von  — ,   wie  das 

Diagramm  beweist,  in  welchem  diese  Funktion  als  Kurve  em- 
gezeichnet,  jene  durch  Kreise  nach  den  in  Tab.  8,  Kolonne  5 
und  6  ermittelten  Werten  markiert  ist. 

Die  physikalische  Bedeutung  dieser  mathematischen  Trans 
formation  erkennen  wir  aus  folgender  Überlegung. 

Bezeichnen  wir  füi'  den  Augenblick  die  Funktion 

_  JL  ilL^* 

2        X 

1  /  1  \  In  y 

in  ihrer  Abhängigkeit  von  ~  durch  F2(~|  und  ebenso — ^ 

X  \    X  J  mf 

als  Funktion  von  --  durch  Vq  (  — j ,  so  lehrt  uns  unser  Diagramm, 
daß  sehr  genäh(Tt 

(28)  Y[^^{i)->-,i7-,]-M-t) 
ist,  d.h.  es  gilt 

(29)  ^.  (i)  =  I  ^0  (i)  +  i  In  ^^   ■ 

Multiplizieren    wir    lx*ide    Seiten    mit    N  hv,    berücksich- 
tigen, daß  \        k T 


«)8  ■  ß.  Gans. 

ist,  und  führen  die  Bezeichnung 


ein,  ao  wird  mit  großer  Näherung 

(81)  i; [T,v}  =  F, (T,  V-]  +  NhT In -A^ 


Nun  ifit  eine  freie  Enei^ie  nach  der  klassischen  Thermo 
dynamik  nur  bis  auf  eine  adcÜtive  lineare  Funktion  der  QJempe- 
ratui  bestimmt.  Sehen  wir  deshalb  also  vom  zweiten  Sum- 
manden rechts  in  der  Gleichung  (31)  ab,  so  sagt  uns  dies« 
Beziehung,  daß  der  Teil  der  freien  Energie,  den  wir  jetzt  be- 
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trachten,  identisch  ist   mit  der  (»ineB  linearen  Oszillators  der 

Schwingimgszaftl  v^—v. 

Nach  (26)  und  der  l]<»nierkung,  die  wir  an  (27)  anknüpften, 
ist  also  ein  Oszillator  von  drei  Freiheitsgraden  mit  der  Schim- 
gungszaJü  v  energetisch  zu  ersetzen  durch  drei  lineare  Oszilla- 
toren, von  denen  emer  die  Schwvngungszahl  2v,  die  aiukren 

2 

beiden  jeder  die  Schunngungszahl  y  v  haben. 

Zum  Schluß  mögt^  noch  eine  Bemerkung  über  die  Be- 
rechtigimg  der  Annäherung  dieses  Besultates  gesagt  werden. 
Erstens  liegen  in  dem  Diagramm  die  Kreise  nicht  ganz  exakt 
auf  der  Kurv(\  5!weit(»ns  wissen  wir,  daß  in  der  modernen 
Thermodynamik,  welche  (l(>n  dritten  Hauptsatz,  das. Nernstsche 
Wärmetheorem,  luit  berücksichtigt,  nicht  nur  lim  F  =  0  werden 
muß,  sondern  auch  ^"^ 

r      dF       f. 
hm-^^O. 

Dieser  letzteren  Bedingung  genügt  die  Näherungsformid   (31) 
nicht. 

Wohl  al>er  ist    Gleichung  (81)  und  der  aus  ihr  folgende 
Äquivalenzsatz  praktisch  völlig  genügend  und  beschreibt  die 
komplizierteren    Vorgänge   durch   Zurückführung  auf   die    be- 
kannten Erscheinungen  an  linearen  Oszillatoren  in  einfacher 
«      Weise. 

La  Plata,  15.  Jaiuiar  1917.    Instituto  de  Ffsica. 


(Eingegangen  23.  August  1019.) 
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.    8.  Her  ffeffenseUlffe  Jnduktion«koefftxtfmt  vott 
Rechtecken  und  Quadraten; 
von  A.  Esau. 

Die  große  Bedeutung,  die  i^geschlossene"  ADteniienformeii 
Braunsche  RahmenantenDsn)  fQr  Empfangszwecke  der  draht- 
losen Telegraphie  in  ihrer  neuesten  Entwicklung  erlangt  haben, 
läßt  den  Wunsch  berechtigt  erscheinen,  Formeln  für  die  Be- 
rechnung der  Selbst-  und  gegenseitigen  Induktionskoeffizieutcn 
derartiger  Gebilde  zu  besitzen. 

Während  die  Rechnung  für  kreisförmigen  Spulenquerschnitt 
bereits  &Qher')  durchgeft\brt  worden  ist,  fehlt  es  an  Formeln 
für  rechteckigen  und  quadratischen  Querschuitt,  der  den  prak- 
tischen Anordnungen  fast  ausschlieBlich  zugrunde  gelegt 
worden  ist. 

Die  Ableitung  der  Formel  fQr  den  gegenseitigen  Induktions- 
koefßzienten  zweier  aus  mehreren  Windungen  bestehenden  der- 
artigen Spulen  setzt  zunächst  die  Kenntnis  jenes  Koenizieutcn 
von  einfachen  Rechtecken  voraus,  die  verschieden  groß  sind, 
wofür  ich  in  der  Literatur  eine  Formet  nicht  habe  tindeii 
können. 

Die  von  Neumann^  und  Martens^  angegebenen  Auh- 
<1rUcke  sind  für  den  vurliegenden  Zweck  nicht  anwendbar,  ila 
sie  entweder  gleich  große,  s}'mmetrisch  in  parallelen  oder  ver- 
schieden große  in  der  gleichen  Ebene  gelegene  Rechtecke 
voraussetzen. 

Die  beiden  erwähnten  Formeln  werden  übrigens  in  dem 
jetzt  abzuleitenden  Ausdruck,  wie  die  Untersuchung  ergeben 
wird,  als  spezielle  Fälle  enthalten  sein. 

1)  B.  Strasger,  Ann.  d.  Pliyi.  }i.  8.  763.  11105;  A.  Eeau,  Jtihrli. 
d.  drahll.  Telegraphie  14.  S.  271.  l'.Mfl. 

2)  Neuinann,  Alldem.  OcsuUe  der  redimierten  Ströme,  Abh.  d. 
(Icrl.  Akitii.  1815. 

3)  P.  F.  MarlcnB,  Ann,  (1.  l'hye.  i».  S.  '.159.  I'JÜII, 


Der  (fegevseitige  Indukiionskofffizient  von  T( echtecken  u^w.  411 

Ableitung  der  Formel. 

Wir  setzen  voraus  zwei  Rechtecke  mit  den  Seitenlangen 
a  +  2c  und  b  -f  2c,  die  in  zwei  parallelen  Kbenen  vom  Ab- 
stand d  einander  gegenüber  liegen  (vgl.  B^ig.  1). 


Fig.  1. 

Ihr  gegenseitiger  Induktionskoeffizient  M  setzt  sich  zu- 
sammen aus  zwei  Teilen,  von  denen  der  eine,  Mj^y  dem  hori- 
zontalen, der  andere,  M^,  den  vertikalen  Seiten  seine  Ent- 
stehung verdankt  ,-       ,^        ,-. 

M,^  ist,  wenn  man  den  gegenseitigen  Induktionskoeffizienten 
der  Seiten  1  und  5  mit  3/,^,  den  von  3  und  5  mit  Af^^  be- 
zeichnet, gleich  der  doppelten  Differenz  ^^15  — -^55* 

M^^  bedeutet  den  gegenseitigen  Induktionskoeffizienten 
zweier  parallelen  Geraden  von  den  Längen  a  und  a  -|-  2c  und 
dem  Abstand  //,  der  nach  Martens  sich  darstellen  läßt  in  der 
Form 

I  +  y/i2  +  s,^  -  yh^T~s7 1 

Die  Größen  5^,,  Sq  und  h  haben  die  folgenden  Bedeutungen: 

..^  =  c;     6;  =  fl  +  c;     h  =  j/c^  +  (F 
(folgt  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  U  NM,  in  dem  MN  =:  c, 
DM^d  und  JJ i\  =■-  h  ist). 

27» 


M 


15 


Nach  EinfUhruiig  dieser  Werte  in  die  G-leicliuug  für  J/,( 
erlialteu  wir 


+  c In"'*'*  ^  '  ^ >'(?  +  g)'.t"g'"t  '*^i  V'^t^ 
-  V(ä  +  V)*  +  c"ä  +  rfi  +  ^27^  "+> 
Bei  ^,(  haben  wir  fQr  «„,  5^  und  /i  zu  setzen: 


,^  =  e;     S„  =  a  +  c;      /<  =  \'{ö  +  cj*  +  <P 
(folgt  ans  dem  rechtwiDkligeo  Dreieck  AJIi  mit  den  Seiten 
AJ=d,  AN=h  md  NJ=b  +  c). 

a\\\  "■'"*'  •''-K'?- 1- "J^+ir+_''''  +  "^ 

+  ein  "  ■*■"  "^  T'("^-r^j^"+.f?_+  ''' 
e  +  ]  (fr  -t-  r)-  +■  n-  +  rf» 

Haniit  wird 

a\iS"  t."  +■  l:'t''j-  "^^  + "'  +  "^'K^*  +  "'' +  ^       1 
(»  +  .■  +  )  T-rrv?  -I-  (*  +  f)"  +  <*•)  yc  +  d« 

+  c  In  ^''  ■*■ "  tyi™.±#±^_^i^±l'i*_t.':'^^!±f^"l  [ 
(o + '■  +  i/(a  +  p)' + tft + *;)'  +  rf*) [c  +  V2«' +rf')  ;■ 

+ )/(« +  '^)'  +  (i  +  c)* + '/-  -  y(«  +  cf + c=+ d^  I 

-  y;/'  +  c)=  +"c^  +  rf^  +  yä^^n^d"^  J 

3/,  entstt^lit  au3  der   vorheigubeuden  Formet,  wenn  man 
*  II  und  h  miteinander  vertauscht: 


(ft  +  e  +  r(a  +  O'  +  (fr  +  <■)'  +  (i")  M  +  rf' 


_  y(Z'+ o^"-rt»+ rfj  +  ys^njirf» 
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Nach  Einsetzen  der  für  J/^  und  M^  gefundenen  Ausdrücke 

in  die  Gleichung 

M^M^  +  M, 

erhalten  wir  für  den  gegenseitigen  Induktionskoeffizienten  der 
beiden  Rechtecke  die  allgemeine  Formel 

^  ,    (rt  +  c  +  1  (a  -^'cf  -h  c«  +  </-)  lib  +  cY  +T« 
,  .    (6  +  c  +  l/(&  -f  o*  +  c*  +  rf*)  Via  -h  c)*  +  rf* 


J/ 


-4-  Ä 1    (^  +  ^  +  V(^.  +  «>*  +  c*  +  d*]  Via  +  c)*  +  rf* 

(c  +  J/(^'  +  ^o'  +  f  *  +  rf*)  (a  +  e  4-  l/(a +  (?)*+ c*  +  (<*) 


+  c 


1       _^'*  + 1/  (^  +_C''  4-0» +^)  ( 6  +  c  +  y  (6  +  (')*  +'^ 
(ff  +  (;  +  y(a  +  c)«  +  (6  -f  c)»"  +  df*) 

( /,  4- ,; + ]/ (^+7)«  +  [b '+  c)*  -frf*)  ^i''  -^  -« ^  '^^  ■ 


+  2  [ )/(r/  +  cf  +  (Ä  +"c)3"+"(^  -  y^+W+  cM^* 

-  y(^"+ c)M^c-'" +d^+ y2  M^/«] 

I 

Nachdem  wir  die  allgemeine  B^ormel  gefunden  haben, 
wollen  wir  auf  die  in  ihr  enthaltenen  speziellen  Fälle  näher 
eingehen. 

1.    a  :_b\  <?  =  0;  ^  >  0. 

Setzt  man  c  =  0,  d.  h.  haben  beide  Rechtecke  die  gleichen 
Seitenabmessungen,  so  erhalten  wir  für  den  gegenseitigen  In- 
duktionskoefiizienten  den  Ausdruck 


f 


n  In 


a  +  Va'  +  tl-  \h'  +  d' 


M 


n  +  I  a*  -^  //-  +  d 


+  /;ln 


f  • 


+  li[|/</-  +  /y-  +  d'  -  ja-  +  r/-  -  j/A^-^  fi'i  ^  ,/] 

Das  ist  die  Neumannschc  Formel. 

Wird    ^==0,    so    rücken    die    beiden   Rechtecke   in    eine 
Ebene.     Der  gegenseitige  luduktionskoeiHzient  wird  dann 


«In— "-T_'T_t>:L  !;:•.-■         ..T- 
a  +  c  +  V(«  +  e)'  +  (6  +  f/         e 

0  +  0  +  ^(0  +  e)'  +  (6  +  öj'  « 

^,„ ^  (c  +  Vis_+_«);  +_•')(»  +  »  +  V(n-tf  +  r') 

(.+.+V(a+«,'+l»+c)')(4+i!+y(«+»)'+(»+«)') 

■  »■(l  +  fs)' 
+  2[V;«  +'cfTF+?'  -  Vi»  + '?  +  '' 

-yfi  +  o)'  +  .'  +  .|VJ-iD(i  +  C2)lI 

3.   a  =  A;  f  ._:  ü:  </  >  ü. 
Wir  setzen  jetst  a  =  b  und  kommen  (hmit  zu  den  prak- 
tisch wiclitigen  Formeln  für  die  gegenseitige  Induktion  zweier  in 
parallelen  Ebenen  vom  Abstand  d  einander  (gegenüberliegenden 
Quadrate  mit  den  Seitenlangen  a  und  a  -\-  c. 
Es  wird  hierfür 

__  (n  -f  c  +  |/{o  +Je)M-  f\  +  jj  Vja_+^iV-t-  rf;  i 

a  +  <r  +  yi{a  +  c)'  +  rf"  \  c'  +  rf' 

(a  +  «  +  Vl!(o  +  e)'  +  .i")  (1  'So'  +  <(■  +  < 


oln> 


heln-^ 


«■) 


4.  a  -  »i  c  -  0;  ,;  >  0. 

Für  gleich  große  Quadrate   im  Abstand  d  lüßt  sieb   der 
gegenseitige  Indnktionskoeftizient  schreiben  in  der  Form 

Dieser  Ausdruck  läßt  sich   aus  der  Torliin  angeführten 
Neumannschen  Kormel  ableiteD,  wenn  man  dort  a  =  b  setzt. 

5.  «  =  i;  c;::0;  rf  =  0. 

D(.T    gegenseitige    InduklionekoefJizient    /.weier    in    cinri' 
Ebene  gelegenen  Quadrate,  deren  Abstand  c  ist,  wird 


(n  +  c)  In 


f-  Vi. 


-hcJ'Hf 


+  cln 


'Wia+c)"- 


l  -  2 V(fl  +  .)*  +  c^  +  («  +  0 1 1/2  -  In (l  +  p)\ 
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Dieser  Ausdruck  stimmt  übereiii  mit  dem  von  Martcns 
gefuudenen. 

Umgestaltung  der  allgemeinen  Pormel. 

Die  soeben  abgeleiteten  Formeln  gelten  für  beliebige 
Werte  des  Abstandes  der  Spulen  und  ihrer  Abmessungen. 

Führt  man  aber  die  Beschränkung  ein,  daß  die  Verhält- 
nisse cja  und  dja  kleine  Werte  annehmen,  was  immer  dann 
der  Fall  sein  wird,  wenn  der  Abstand  klein  und  die  Ab- 
messungen der  Figuren  nicht  wesentlich  voneinander  verschieden 
sind,  so  kann  man  die  für  quadratischen  Windungsquerschnitt 
g'eltende  Formel  (4)  —  und  auf  diese  wollen  wir  uns  im  folgenden 
beschränken  —  noch  erheblich  vereinfacht  werden. 

Zu  diesem  Zweck  entwickeln  wir  in  ihr  die  Wurzel-  und 
logarithmischen  Ausdrücke  nach  Potenzen  von  cja  und  dja  und 
erhalten  für  den  gegenseitigen  Induktionskoeffizienten  die  Formel 


r  +  8  —  -\-t—'\-u-{-^\/2    ,+    ,— In/— +    „ 
J/  Ä  8  a  ^  . 

_^i„(i/2'«; +  ''::+ ") 

Hierin  sind  die  Größen   r,  s,  t  und  u  zur  Abkürzung  für 
lülgendc  Ausdrücke  gesetzt  worden 


o 


r  =  1/2  -  2  +  ln        "    .  =-0,774, 

1+12 


»> 


.v=  ^2  -  1  +ln       *-  ,.  =H- 0,226, 

1+1/2 

/  =  0,75, 

u  =  -^~  "^'f,  =-0,043. 
4(1+1/2 

Spezialfälle. 
1.    c  =  0;  d>  0. 

I)ie    obige  Formel   geht   für  den  Fall  gleich  großer,  im 
Abstände  //  voneinantler  gelegeneu  Quadrate  über  in  die  folgende 

M  =  8  Silln^  +  r  +  -  +  u  '^l\ 
[        (l  a  a*  J 

oder  nach  Einführung  der  Werte  für  r  und  u 

M  =  8  a  I  In  ^  -  0,774  -\-  '^  -  0,043  '^,  \  • 


IJiese  Kurmel  ist  von  mir  benutzt  wurden  bei  der  Ab- 
leitung der  Formel  für  den  SelbatioduktionakoeffizienteD  von 
Spulen  mit  quadratischem  Windungsquersctinitt.') 

Liegen  die  beiden  Quadrate  in  einer  Ebene,  so  wird 

.I/=t<ajl.i"  -fr+  ^"^  [in-^-l-*  +  fl-\u(\  +  y2  ))+/-^^',| 
oder  anders  geschrieben    ' 

.1/=.8aJ!n  "  -0,774+  -^ /'in -^  +  O,750)  +  0,7r)^'j  - 

Qültigkeitabereicli  der  Relheaformel. 

Da    bei    der   Reihenenlwicklung    alle    die   OHcder    nicht 

berücksichtigt  wurden,  deren  Poleuzen  über  die  zweite  binnus- 

gchen,  so  ist  ohne  weiteres  klar,  daB  dit;  erhaltenen  Formeln 

bei    größeren    Weiten    der   Argumente  cja  und    dju    versagen 


Ihr  Gültigkeitsbereich  bleibt  bcschiünkt,  wie  durch  Vergleich 
mit  der  exakten  Formel  nachgewiesen  werden  kann,  auf  Werte 
der  Verbältnivae  ela  und  ilja,  die  unterhalb  von  0,26  hegen. 
Die  Abweichungen  bei   0,3  betragen  etwa  1  "/o- 

VereiDfnchung  der  Berechuuns. 
Um  die  Berechnung  des  gegenseitigen  Induktionükoef- 
lizientcn  zweier  in  parüllelen  Ehenen  vimi  Abstand  (/  einander 
gegenüberliegenden  Quadrate  und  den  Seitenlangen  ii  und 
(j  +  2(;  einfacher  zu  gestalten  [sclirciben  wir  die  allgemeine 
Gleichung  3]  in  der  Form 

M=aS, 


Ä=1S   In         ''  •    ,+  '  \n  .  ^H-^K-'IA] 


i  _ 

gesetzt  worden  ist. 


I)  A.  ]iä-A\\,  Julirb.  d.  dralitl.  'IVI 
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Die  Wurzelausdrücke  //,  B,  C\  D  und  E  haben  dann  die 
folgenden  Werte 

Die  Größe  «S'  ist  für  eine  Reihe  v^n  Wertaystemen  c\a 
und  d\a  nach  der  allgemeinen  Ifonncl  (IJ)  berechnet  worden 
und  kann  der  folgenden  Tabelle  ontnoninien  werden. 

«-4M)- 


d 

a 

= 

0,0 

0,1 

0,2 

o,r> 

1,0 

2,0 

4,0 

r 
a 

:    0,0 

IM, 02 

J<,2C4 

:i,224 

1,010 

0,202 

0,02^ 

0,1 

14,74 

12,12 

«,.s:i2 

H,68.s 

1,312 

0,264 

(),•  :?(; 

0,2 

10,70 

i    0,904 

H,2:i2 

4,2H2 

1,576 

0,360 

o,or>r. 

0,5 

6,40 

r>,2nG 

.S872 

4,2r>4 

2,13« 

0,600 

0.112 

1,0 

3,068 

:t,j»a6 

M,yr>6 

8,384 

2,328 

0/.>52 

0,20S 

2,0 

2,320 

2,20(; 

2,25r» 

2,1  7<5 

l,b8S 

1,184 

0,416 

4,0 

l,2:i2 

1,24B 

i,2;)(> 

1 ,232 

1,200 

1 ,200 

(Kftr.s 

Den  Verlauf   der    Kurven    6' =  /  [      ,  -    j   zeigen  dio  n.uli 
stehenden  Figuren. 

In    Kig.  2   sind   die   Kuivenscbaren   eingetragen,   die   sicli 

ergeVien,   wenn   man   bei   konstant   gehaltenen   W^erten     -iS  als 

a 

Funktion  von  dja  auffaßt,  während  Fig.  3  den  Verlauf  .V  =  /'(  '  j 

bei  konstanten  Werten  dja  zeigt.    Man  ersieht  aus  ihnen,  daL^ 

für  jeden  Wert  cja  die  Kurve  S  =  /'[ "  )  ein  Maxiraum  besitzt, 

das  um  so  ausgeprägter  ist.  je  kleiner  d/a  gewählt  wird.  Mit 
wachsendem  cja  wird  dieses  Maximum  llacher  und  flacher  und 
rückt  außerdem  mehr  und  mehr  nach  Stellen  größerer  Wcrtf 
des  dja  hin.    Für  Fig.  8  gilt  das  Kntsprechende. 


, 

-^■ 

■' 

— 

^ 

: 

'\ 

f 

'!_ 

- 

- 

- 

- 

, 

l^f 

■^ 

-if^ 

- 

- 

- 

. 

\ 

* 

■  .' 

t:- 

-_ 

i 

i 

1 

6 

■10 

J-_i 

f^ 

s. 

^ 

pj^ 

^ 

^ 

= 

b 

m 

t, 

1 

" 

- 

- 

d 

'^ 

- 

- 

' 

\ 

[ 

' 

/^T 

1— io 

\ 

h 

^\ 

s 

- 

- 

- 
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t^^ 
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- 

^ 
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; 
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Fig.  3. 

Bereohnang  das  Koppel ungekoefflaienten  K. 
Unter  der  AnnaLme,  daß  die  beiden  Quadrate  zwei  mit- 
einander gekoppelten  Scliwingungskreisen  angehören  und  daß 
sie  die  einzigen  iu  den  Kreisen  vorhandenen  Selbstinduktionen 
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sind,  läßt  sich  ihr  Koppelungskoefrizient  Ä'  auf  sehr  einfache 
uud  schnelle  Weise  bestimmen.  Der  Koppelungskoeftizient  ist 
deikuert  durch  die  bekannte  Beziehung 

^^  oder     A'7,  =    -^       X  100. 


Setzen  wir  hierin  JI=:aS  und  für  die  Selbstinduktions- 
koeffizienten Z/j  und  Zj  der  beiden  Quadrate,  wie  sich  aus 
meiner  früheren  Arbeit  über  den  gegenseitigen  Induktionskoef- 
fizienttni  häufig  vorkommender  Leiterformen*)  ergibt 

Xj  =  «  Ä'     bzw.     /vg  =  a'  iS" , 
so  wird 

Die  Größen  S,  >i'  und  S"  lassen  sich  aus  der  vorher- 
gehenden und  folgenden  TnbcUe  für  jedes  beliebige  Wertsystem 
cja  und  dja  entnehmen. 

Tabelle  für  die  Berech II uu^dosSclbHtinduktioiiäkoeffizic II teil 

von  Quadraten. 


.   S'  --. 

•     (*  1 

/.  -  a  .S" 

(q  =  ])nilitbuli>ine88cr) 

ft 

a 

kS' 

.S" 

n 

20 

20,  LH 

800 

40,30 

40 

25,52 

lOOO 

51,08 

GO 

27.m) 

2000 

5ß,H2 

80 

:k)/.)7 

4000 

«2,16 

100 

32,7:i 

(>000 

«5,41 

200 

H8,2:i 

8000 

«7,70 

400 

48,7« 

lOOOO 

«9,49 

()00 

47,00 

Die  Kerechnunp;  «oll  nun-  für  ein  bestimmtes  Beispiel 
durchgeführt  werden. 

Die  beiden  Quadrate  sollen  die  Seitenlangen  n  =  100  ein 
und  a'  =  HOOcm  besitzen,  ihr  Drahtdurchmesser  sei  2n  --  0,1  cm. 

Zu  berechnen  ist  der  Kuppelungskoelfizient  für  die  Ent- 
fernungen 10  cm  und   100  cm. 

Es  ist  also 

-1=1,      -  =  0,1     bzw.     1,0,     «=100  cm, 
a  (i 

a'  =  a  +  2c  ^  800  cm  .     2  /;  =  0,1  cm  . 
1)  A.  Kaau,  Jahrb.  d.  drahtl.  Tulegraphie.  15.  1920. 
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fimu.     Her  t/effeitseilü/e  Im 

ivkiioiisli 

Aus 

tier  Tabelle  erhalten  wir 

Ä    =  a,93e     bzw. 

2,328 

■      5-  =56,62. 

6"  =  65,41 

und 

^  _             3.936 

=.3,73' 

]/3-&6,62- 65,41 

bzw. 

2,32 


-  =  2,27„. 


y3-S6,6'2-a.i,41 

Die  Koppelung  in  10  cm  Knlferiinng  beträgt  al*ü  S,??'/«) 
in  1  m  EntfernuDg  2,2"/^. 

Z  UBftm  maniaaeu  ng. 

Eb  wird  eine  Formel  abgeleitet  für  die  Bereclinung  des 
gegenseitigen  Induktinnskoe^zienten  zweier  in  paralleleu  Ebenen 
einander  gegenüberliegenden  Rechtecke  von  ungleicher  Öröße. 

Die  allgemeine  Formel  enthtltt  eine  Reibe  von  speziellen 
iTälieu,  die  unter  anderem  die  Neumannsche  Formel  für  den 
gegenseitigen  IndukttunskoefHzienten  zweier  in  parallelen  Ebenen 
liegenden  gleich  großen  Rechtecke  und  dieFormel  von  Härtens 
lür  zwei  in  einer  Ebene  liegende  Quadrate  ergeben.  Unter 
der  Annahme,  daB  die  Verhältnisse 

Abstand  <     Differenz  der  Seitenlfiiitten    i  •   -  ■    j     i    n  n^ 

.,  -T— ;; und        . ,  .    ,    rr-T— n; — - —  kleiner  sind  als  0,25, 

ijeitenllLDge  kleiaete  Seitenlange  ' 

wird  eine  für  die  Rechnung  sehr  einfache  NäherungBformel 
abgeleitet.  Aus  berechneten  Tabellen  und  Kurven  kann  man 
für  jeden  beliebigen  Wert  der  obigen  Verhältnisse  den  zu- 
gebörigen  Wert  des  gegenseitigen  Induktionskoeftizienten  ent- 
nehmen und  unter  Hinzunabme  der  für  die  Berechnung  des 
Selbstinduktion ekoeffizienten  mitgeteilten  Tabelle  auf  sehr  «in- 
fache  Weise  den  Koppelangakoeftizienten  bestimmen. 

Berlin,  den  9.  Sept.  1919. 
Lnborittoriiim    der  Ges.  f lir 'drfthtloBe  Tclegraphie  (Tciefuuken)  Berlin. 

(Eingeg^ngeo  28.  t^eptember  1919.) 


Uriirk  loa  Metigor  d  WltUg  iu  LelpEi^. 


1920.  ^s  5. 

ANNALEN  DER  PHYSIK. 

YIEBTE  FOLGK    BAND  61. 


1.  Eine  neue 

Anordnung  für  röntgenkriatallographiache 

Untersuchungen  von  Kristallpulver ^); 

von  Helge  Bohlin. 

(Hlfna  Tafel  I.)  i 


Während  die  von  v.  Laue^)  und  W.  H.  und  W.  L.  Bragg') 
gegründeten  Methoden  zur  Bestimmung  des  Atomgitters  Kennt- 
nis von  dem  Kristallsytem  de«  zur  Untersuchung  vorliegenden 
Materials  und  größere  ausgebildete  Kristalle  erfordern,  erreicht 
das  von  Debye  und  Scherrer*)  angegebene  Verfahren  dasselbe 
Ziel,  auch  wenn  die  kristallographischen  Verhältnisse  des  Stoffes 
von  vornherein  vollkommen  unbekannt  sind.  Da  weiter  keine 
großen  Kristalle  beim  letzteren  Verfahren  notwendig  und  sonst 
die  experimentellen  Anordnungen  sehr  einfach  sind,  dürfte  wohl 
diese  Methode  einer  allgemeineren  Anwendung  fähig  sein. 

In  der  vorliegenden  Mitteilung  wird  nun  eine  neue  An- 
ordnung beschrieben,  welche  dem  Grundgedanken  nach  sich 
der  Methode  von  Debye  und  Scherrer  anschließt,  deren 
Vorzug  vor  allem  aber  in  einer  größeren  Meßgenauigkeit  be* 
gründet  ist.  Hier  soll  zunächst  die  Methode  auseinandergesetzt 
werden.  Ferner  werden  einige  Beispiele  für  ihre  Verwendung 
angeführt,  in  einer  späteren  Abhandlung  soll  dann  über  weitere 
nach  diesem  Verfahren  gemaclite  Kristallgitterhestimmungen 
berichtet  werden. 

Das  Prinzip  der  Debye -Scherrer-Methode  ist  bekannt- 
lich folgendes:  In  einem  A.^^gregat  von  sehr  kleinen  Kristall- 

1)  Die  Methode  ist  vor  kurzem  uaabh&ngig  von  Hm.  H.  Seemann 
angegcl>ou;  vgl.  hierzi  seine  Nachöchrift  bei  der  Korrektur  Ann.  d.  Phys. 
59.  S.  464.  1919. 

2)  W.Friedrich,  P.  Knippingu.  M.  Laue,  Sitzungsber. München 
1912.  S.  303;  zusammenfassende  Darstellung:  M.  y«  Laue,  Enoycl.  d. 
Math.  VVisß.  V3.   8.  457.   1919. 

3)  W.  H.  u,  VV.  L.  Bragg,  X-Ray  and  crystal  struoture,    London 
1916.     Zeitschr.  f.  anorg.  Chem.  90.    1916. 

4)  P.  Debye  u.  P.  Scherrer,  Phys.  Zeitschr.  17.  S.  277.  1916; 
1^  S.  291.    1917. 
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kömetn,  die  vollkoDiiuen  regellos  geordnet  sind,  kommen 
die  KristäUchen,  und  somit  die  Netzebenen  in  allen  mögüclieD 
Orientierungen  vor.  Ein  solcheB  Pulver,  zu  einem  dünnen 
'  Stab  gepreßt,  wird  von  einem  Bündel  monochromatischen 
Köntgenlichtes  durchstrahlt.  Wenn  ein  Kristallkoru  zuf&lUger- 
weise  so  liegt,  daß  die   von  Bragg  eingeführte   Bedingung 

worin  d  den  Abetand  zwißcheu  zwei  aufeinanderfolgenden  Netz- 
eb&nen,  <p  den  Winkel  zwischen  der  Eichtung  dieser  Netz- 
ebenen und  dem  einfallenden  Strahl,  X  die  Wellenlänge  der 
Böntgeustrahlung  und  n  eine  kleine  ganze  Zahl  bedeutet,  er- 
füllt ist,  so  reflektiert  es  den  einfallenden  Strsdil,  in  allen  an- 
deren Fällen  nicht.  Weil  nun  wegen  der  ATrschiedeneu  Lagen 
der  Kristallkömet  alle  möglichen  Winkel  f  vorhanden  sind, 
wird  der  einfallende  Strahl  in  verschiedene,  bestimmte  Kieh- 
tungen  abgelenkt,  von  denen  jede  einem  bestimmten  Netz- 
ebenenabstand  entspricht.  Dieser  Ablenkungswinkel  ist  natür- 
lich nicht  auf  eine  Ebene  beschränkt,  sondern  der  Strahl  wiid 
in  allen  möglichen  Eithtungen  abgelenkt,  die  mit  der  Einfalls- 
richtung  den  Winkel  iq>  bilden,  hescbreiht  also  um  den  ein- 
fallenden Strahl  als  Achse  einen  Kegel  mit  dem  halben  Off- 
nungswinkel  2fi.  Um  diese  Ablenkungswinkel  zu  bestimmen, 
brachten Debye  und  Scherrer  einKristaUstäbcheninderMitt« 
einer  zylinderförmigen  Kamera  an,  an  deren  Wand  ein  Film  aus- 
gespannt war.  Da,  wo  die  Kegelflächen  den  Film  schneiden, 
entstehen  also  gekrünmite  Linien:  durch  Bestimmung  des 
Abstandes  dieser  Linien  vom  [ß-effpunkt  des  direkten  Strahles 
mit  dem  Film  können  die  Ablenkungswinkel  ermittelt  werden. 

Ist  die  einfallende  Strahlung  hart  genug,  um  das  Stäbchen 
vollkommen  zu  durchdringen,  so  wird  die  Breite  der  Inter- 
ferenzlinie ungefähr  gleich  der  Dicke  des  Stabes,  also  gleich 
1  bis  2  mm.  Diese  Breite  der  Linien  bringt  natürlich  eine  ge- 
wisse Ungenauigkeit  der  Messung  mit  sich,  besonders  bei  kleinen 
Winkeln,  wodurch  die  mathematische  Auswertung  erheblich 
erschwert  werden  kann,  namentlich  wenn  linienreicbe  Auf- 
nahmen vorliegen. 

Wenn  infolge  Absorption  die  Strahlung  nur  bis  zu  einer 
gewissen  Tiefe  in  die  zerstreuende  Substanz  eindringt,  miiaaen 
an  den  ausgemessenen  Winkeln  nicht  unbedeutende  ^nrek- 
tionen  vorgeuomtnen  werden,  wie  A.  J.  Bijl  und  N.  H.  Kolk- 
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meyer^)  nach  gewiesen  haben.  Nach  ihnen  muß  von  dem  durch 
die  Ausmessung  erhaltenen  Werte  von  sin^q)  der  Betrag 

~sin2y  ^  +  cos2ip  +  y^  +  ^coH2(p  +  l 

subtrahiert  werden,  worin  r  den  Radius  des  zirkulären  Quer- 
schnittes des  Stabes,  B  den  Badius  der  Kamera  und  d  den 
Abstand  zwischen  dem  Zentrum  der  Kamera  und  der  Eintritts- 
öffnung des  StrahlenbiJndels  bedeuten  soll.  In  den  von  Bijl 
und  Kolkmeijer  gemachten  Aufnahmen  kann  diese  Korrek- 
tion für  kleinere  Ablenkurgswinkel  bis  zu  14%  betragen. 

Die  nachfolgend  beschriebene  Methode  ist  frei  von  einer 
solchen  Korrektion.    Die  Anordnung  ist  folgende: 

Das  Kristallpulver  wurde  so  gepreßt,  daß  eine  Fläche 
zylindrischer  Krümmung  entsteht  von  demselben  Eadius,  wie 
die  ebenfalls  zylinderförmige  Kamera.  Fig.  1  zeigt  einen 
schematischen  Grundriß  der  Kamera.  Durch  den  Spalt  8 
tritt  ein  divergentes  monochromatisches  Böntgenstrahlenbündel 
ein,  trifft  die  zerstreuende  Substanz  K,  an  der  es  abgelenkt 
wird,  in  demselben  Sinn  wie  bei  der  Debye-Scherrer- 
Anordnung.  Greifen  wir  also  einen  Strahl  aus  diesem  Bündel 
heraus  und  betrachten  die  Beflexion  an  einer  bestimmten 
Netzebene  (Abstand  d),  so  wird  der  Strahl  um  einen  Winkel  2qf 
aus  seiner  Einfallsrichtucg  abgelenkt  nach  der  Gleichung  (1). 
Alle  Strahlen  des  Bündels  werden  —  Beflexion  an  derselben 
Netzebene  vorausgesetzt  —  um  denselben  Winkel  2  9?  abge- 
lenkt, treffen  also,  wie  aus  einer  einfachen  geometrischen  Über- 
legung zu  ersehen  ist,  in  einem  Punkte  A  zusammen,  wo  ein 
scharfes  Bild  von  dem  Punkte  S  zu  erwarten  ist.  Eine  andere 
Netzebene  (Abstand  d^)  lenkt  die  einfallenden  Strahlen  um 
den  Winkel  2(p^  ab,  erzeugt  also  im  Punkte  B  ein  anderes 
Spaltbild  usw.  Durch  die  Anwendung  der  gekrümmten  Be- 
flexionsfläche  wird  also  eine  Art  fokusierender  Wirkung  er- 
reicht. Ist  die  Länge  des  Zirkel bogens  SKA==l  und  der 
Badius  der  Kamera  B  bekannt,  so  läßt  sich  der  Ablenkungs- 
winkel 2<p  berechnen  nach  der  Gleichung: 

(2)  2qp  =  ^. 

1)  A.  J.  Bijl  u.  X.  H.  Kolkmoyer,  Proceedings  of  the  öectioa 
of  Soiences  of  tho  Koninklijke  Akademie  van  Wetenschappen  at  Amst-er- 
dam.  21.  S.  494  u.  501.  1019. 

28* 


Im  unteren  Teil  der  Kg.  1  ist  eine  Vertikalprojektion  der 
Kamera  angedeutet.  Hier  bedeutet  SiS^  den  Spalt,  M^FjüN 
die  Projektion  des  „Spiegels"  K  und  FiG^I  H  die  der  Kamera  - 
wand  FABO.      Jeder  von  den  einfallenden   Strahlen  SiD,, 


Sj  Z)j  UBW.  wird,  wie  oben  gesagt,  nm  den  Winkel  Sy  abgelenkt 
und  beschreibt  um  die  Einfallsrichtung  einen  Kegel,  der  als 
Bcbnittlinie  zwischen  diesem  Kegel  und  dem  zylinderförmigen 
film  zu  erkennen  ist  (Kurven  C).     Alle  diese  Kurven  haben 
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eine  gemeinsame  TaDgente  A^  P,  deren  Lage  dem  Punkte  A 
entspricht.  Beim  Überlagern  aller  Kurven  C  entsteht  also 
ein  Bild  auf  dem  Film  von  der  in  Kg.  1  angedeuteten  Form 
des  schraffierten  Gebietes  BA^PQ  mit  einer  scharfen  nach 
Gleichung  (2)  definierten  Kante  A^  P.  Die  genaue  Gestalt 
der  Kurven  C  und  somit  die  Form  und  Breite  des  Interferenz- 
bildes läßt  sich  natürlich  ohne  größere  Schwierigkeiten  be- 
rechnen, ist  aber  von  nebensächlichem  Interesse.  Die  Haupt- 
sache ist,,  daß  die  Kante  des  Bildes  scharf  und  geometrisch 
definiert  ist. 

Die  Breite  des  Interferenzbildes  ist,  wie  atis  der  Kon- 
struktion Fig.  1  hervorgeht,  von  den  Dimensionen  des 
„Spiegels**  K  abhängig  und  um  so  kleiner,  je  kleiner  die 
Höhe  M^N  d^elben  gemacht  wird.  Weiter  nimmt  die  Breite 
der  Linie  ab  mit  waxjtsendem  Abstaiide  der  Linie  vom 
„Spiegel**,  bis  der  Ablenkungswinkel  2<p  =  90°  wird,  wo  eine 
gerade  Linie  von  der  Breite  des  Spaltes  zu  erwarten  ist.  Für 
Ablenkungswinkel  größer  als  90®  wächst  wieder  die  Breite  der 
Linien  und  die  scharfe  Kante  liegt  von  da  ab  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite. 

Größere      S'paÜbreiie  / 

gibt  auch  eine  giößere 
Breite  der  Linie,  jedoch 
ohne  die  ursprüngliche 
Lage  der  Linienkante  zu 
beeinflussen,  wie  aus  Fig.  2 
hervorgeht.  Die  scharfe 
Bildkante  A  entspricht 
stets  der  Spalt  kante  S, 
weshalb  aufs  sorgfältigste 
dafür  gesorgt  werden  muß, 
daß  diese  in  die  richtige 
Lage  (Innenfläche  der 
Kamerawand)  eingefügt 
wird.  Obgleich  die  Breite 
der  Interferenzlinie  nicht 
auf  die  Meßgenauigkeit  einwirkt,  muß  sie  doch  innerhalb 
gewisser  Grenzen  gehalten  werden,  weil  bei  zu  großer  Breite 
die  scharfe  Kante  einer  Linie  von  dem  diffusen  Teil  der  folgen- 
den verdeckt  werden  kann. 


Fig.  2. 


Die  EmdnngungsUefe  der  Strahlung  in  die  KristallmasBe 
ist  ebenfalls  ohne  Eimvirkung  auf  die  I«ge  der  scharfen  Kant« 
der  Linie,  wie  am  Fig.  3 
hervorgeht.  Hier  bedeuten 
die  gestrichelten  Linien  den 
Weg  der  von  Eristall- 
teilchen  im  Inneren  der 
KristaUmassß  reflektierten 
Strahlen. 

Die  Aufnahme  Nr.  1 
bestätigt  die  oben  gegebene 
Aueeinandersetzung.  Sie 
wurde  mit  Aluminiumpul- 
\-er  als  reflektierende  Sub- 
stanz gemaAt.  Die  Spalt- 
breite war  ungefähr  1  mm. 
In  den  folgenden  Aufnah- 
men wurde  nur  ein  schmaler, 


der  Höhe  des  Spiegels  entsprechender  illmstreifen  verwendet, 
da  nur  dieses  Stück  des  Bildes  zur  Ausmessung  dienen  kann. 
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Kamera  und  Eöntgenröhre  sind  in  ihrer  gegenseitigen 
Lage  in  Fig.  4  dargestellt.  SSi  ist  der  Spalt  aus  Blei,  dessen 
eine  Kante  Si  mit  einer  Schraube  verschiebbar  ist,  B  eine 
Blende,  die  verhindern  soll,  daß  die  Strahlung  vom  Spalte 
direlri  den  Kim  FF^  trifft.  Im  Punkte  F  wurde  ein  feiner 
Strich  auf  den  Film  gemacht,  von  wo  aus  die  Lagen  der  Liter- 
ferenzlinien  gemessen  wurden.     Die  Länge  des  Eogens  FKS 


AI -Fenster 


beträgt  22,4  mm,  der  Eadius  der  Kamera  40,2  mm.  Du^ 
Spiegel  wurden  mit  einem  Stempel  von  rechtwinkligem  Quer- 
schnitt und  zylindrisch  gekrümmter  Endfläche  (Radius  gleich 
dem  Radius  der  Kamera)  hydraulisch  gepreßt. 

Als  Strahlungsquelle  wurde  eine  Röntgenröhre  mit  Glüh- 
kathode  und  Kupferantikathode  verwendet  (Fig.  5).  Um  den 
Abstand  Antikathode — zerstreuende  Substanz  so  Uein  wie  an- 
gängig zu  machen,  wurden  die  Dimensionen  der  Röhre  mög- 
lichst reduziert  (der  Durchmesser  der  Kugel  ungefähr  5  cm). 
Die  Strahlung  trat  durch  ein  Aluminiumfenster  von  0,06  mm 


H.  liohlm. 


Dicke  aus  der  Höhre  herauB.  Kathode  und  Antikatbode  waren 
in  GlasBchliffen  mit  Siegellack  eingekittet.  Die  Glühspirale 
der  Kathodo  bestand  aus  0,2niTn  dickem  Wolframdraht,  von 
der  Allgemeinen  KiektriditfttageBeilscliaft  in  Hprlin  bezogen. 
Die  Bohre  wurde  mit  Kühlwasser  umgeben,  aiißerdem  iviirde 
sowohl  Kathode  als  Antikatlio<le  mit  fließendem  Wanaer  ge- 
kühlt. Die  Stromstärke  durch  die  Bohre  keimte  bis  30  M.A. 
gesteigert  werden  liei  einer  Spannung  ^'on  ungefähr  16000  VoU. 
Während  des  Betriebes  war  die  Röhre  dauernd  mit  der  Vakuum- 
pumpe verbunden  (Diffusions pumpe  nach  Gaede).  Die  Be- 
liehtungszeiten  betrugen  im  allgemeinen  2  Stunden.  Es  wurde 
Röntgenfilm  von  der  Firma  0.  Perntz,  München,   ^vi-wendet. 

Drei  AufkuOimeD.  (Vgl.  Tafel  I.) 
I.^horinm. 
Die  Aufnahme  Nr.  2  ist  mit  Thoriumpul  \'er  als  reflek- 
tierender Substanz  gemacht.  Durch  einen  un^-orhergesebenen 
Zufall  hatte  der  Brennfleck  während  der  Belichtung  dieser  Auf- 
nahme die  Kante  der  Antikatliodenfl flöhe  getroffen,  wo  die 
Kupferplatte  an  Messing  gelötet  war. 

Tabelle  1. 


Cn^-Strahlung           | 

Zn„- Strahlung 

l 

«in.    i 

l 

»'»T 

C'-a/ClVli 

1       1    sin  IT      Cu„/Zn^ 

41,5 

0,266 

37,4 

0,220 

1,114 

:t8,5^  0.238        1,016 

48.1 

43.0 

0,265 

1,113 

44,5       0,274    ,     1,077 

0,379 

64,7   '    0,392         1.077 

83,6 

0,497 

74.4 

0,447 

1,112    , 

77,1       0,462       1.076 

87,6 

0.518 

79.1 

0.473 

1.100    l| 

80.9       0.483    1    1.076 

.  102.5 

0,596 

iu,g 

0,666 

105,1  1    0,609        1.078 

118,4 

0,671 

lOS,.--.   1    0,625         1,073 

133,2 

0,737 

121.9       0,689       1.072 

143.4 

0.77fl 

Es  war  deshalb  zu  vermuten,  daÜ  eine  nuue  Wellenlänge, 
die  des  Zinks,  hinzukam,  welches  auch  eine  einfache  Unter- 
suchung bestätigt.  Das  Diagramm  würde  sich  dann  aas  drei 
Serien  von  Linien  zusammensetzen  mit  den  Wellenlängen 

Cu^  =  1 ,54,        Cu^  =  1 .39.        Zn„  =  1 .43  Ä.-E.. 
von  denen  Cu_  die  größte,  Cd^  die  kleinste  Intensität  besitzt, 
(Zn^  ist,  wie  aus  dem  Folgenden  zu  sehen  ist.  zu  schwach,  um 
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auf  dem  Film  sichtbar  zu  worden.)  Diese  ZusammensetzuDg 
der  Strahlung  stört  indessen  nicht  die  Berechnung,  liefert  im 
Gegenteil  eine  "wertvolle  Kontrolle. 

Wenn  die  drei  Arten  der  Strahlung  an  derselben  Netzebene 
reflektiert  vorkommen,  milssen  nach  Gleichung  (1)  die  zu- 
gehörigen Werte  von  sin  q>  sich  wie  die  betreffenden  Wellen- 
längen verhalten.  Wir  suchen  also  zuerst  unter  Berücksichtigung 
der  Intensitäten  in  der  Reihe  von  beobachteten  Größen  von 
sin  q>  je  zusammengehörige  Werte,  für  welche  das  Verhältnis 
1,54/1,39  =  1,108  besteht.  So  woirden  die  in  den  Kolumnen  2 
und  4  der  Tab.  1  stehenden  Werte  von  sin  tp  ausgesondert,  von 
denen  je  zwei  in  derselben  Horizontalreihe  stehenden  das  in 
der  Kelumne  5  berechnete  Verhältnis  ergeben.  Die. Werte  in 
der  Kolumne  2  entsprechen  also  der  Cu^-Strahlung,  die  in  der 
Kolumne  4  der  Cu^- Strahlung.  In  derselben  Weise  wurden  die 
Zn^-Iinien  identifiziert ;  die  entsprechenden  Werte  von  sin  q> 
sind  in  der  Kolumne  7  wiedergegeben.  Wenn  aus  den  Mittel- 
werten der  gefundenen  Verhältnisse  in  den  Kolumnen  5  und  8 
Cu^  und  Zn^  berechnet  werden,  erhält  man,  weim  Cu„  gleich 
1,54  gesetzt  wird:  Cu^=l,38  und  Zn^  =  l,48,  was  mit  den 
oben  angeführten  Werten  der  Wellenlängen  gut  übereinstimmt. 

Weil  alle  beobachteten  Linien  in  der  Tab.  1  untergebracht 
sind,  und  die  Konstanz  der  Verbältnisse  Cu^/Cu^und  CuyZn^ 
nichts  zu  wünschen  übrig  läßt,  können  wir  die  Einteilung  der 
Linien  als  zuverlässig  ansehen  und  jede  von  den  drei  Serien 
l^enutzen,  um  das  Atomgitter  zu  ermitteln.  —  In  den  Ko- 
lumnen 1,  8  und  6  der  Tab,  1  sind  außerdem  die  Abstände  l 
der  Linien  von  der  Spaltkante  S  (Fig^,  4)  angegeben. 

Für  Thorium  ist  nach  Brögger^)  eine  reguläre  Struktur 
zu  erwarten.  Die  beobachteten  Werte  von  sin  tp  würden  sich 
in  diesem  FaU^  nach  der  Gleichung^) : 


2 
3 


(3)  8in9>«    ^^yjT/j^h^t^h 

berechnen  lassen,  wo  \,  Äg,  ^3  die  kristallographischen  Indizes 
derjenigen  Netzebene  bedeuten,  die  die  Strahlung  unt^r  dem 
Winkel  (p  reflecktiert  und  a  die  Kantenlänge  des  kubischen 
Elementarbereiehes   des   Atomgitters   ist.    Wie   man   aus   der 

1)  W.  C.  Bröggcr,  Zeitschr.  f.  Krystall.  7.    S.  ^42.    1883. 

2)  P.  Debye  u.  P.  Scherror.  Phys.  Zeitfichr.  17.  S.  277.  1916. 


Tab.  2  ereieht,  ist  dieees  wirklich  der  Fall.    Darauf  deuten  die 
konstanten  Verh&ItniBBc 


hin. 
für 


Hieraus  l&ßt  sich  alao  o  berechiien.    Man  findet  als  Wert 
3  den  drei  Strahlungskomponenten  entsprechend 


5,13-10-' 


5,11  »lO-f 


5,11- 10-«  cm, 


eine  Übereinstimmung,  die  als  recht  gut  zu  bezeichnen  ist. 

Wenn  das  spezifische  Gewicht  des  Thoriums  gleich  11 
gesetzt  wird,  erhält  man  fiii  das  (Gewicht  des  Etementarwurfels 
1510- lO-^g.*  Das  absolute  Gewicht  des  Thoriumatoms  ist 
232  •  1,66- 10-" g  =385-10-»«g.  Der  Elementarbereich  ent- 
hAlt  also  4  Atome. 

Wir  haben  also  die  kubische  Struktur  des  Thoriums  be- 
stätigt und  weiter  festgestellt,  daß  es  von  4  ineinander  ge- 
schalteten kubischen  Gittern  mit  der  Kantenlänge  a  au:^baut 
ist.  Es  bleibt  noch  übrig  zu  ermitteln,  in  welcher  Weise  diese 
4  Gitter  ineinander  geschaltet  sind. 

Aus  Kolumne  1  der  Tab.  2  geht  hervor,  daß  nur  Netz* 
ebenen  mit  ungemischten  Indizes  Interterenzlinien  erzeugen. 
Dieses  deutet  darauf  hin,  daß  das  Gitter  ein  flächenzentriertes 
ist.     Der  Stnikturfaktor  S*)  wird  fiir  diesen  Fall 


.  1  +  «-'• 


<  +e" 


".  +ht: , 


verschwindet  also,  wenn  nicht  die  Indizes  entweder  alle  gerade 
oder  alle  »ingerade  sind.  Nach  Debye*)  ist  die  Intensität  J 
eioer  Interferenzlinie  mittels  des  Ausdruckes 


7M  berechnen,  wo  K  ein  Proportionalitätsfaktor  und  n  die  so- 
genannte Kombinationszahl  ist,  d.  )i.  die  Zahl  der  Netzebenen, 
die  zur  Bildung  einer  Interferenzlinie  Kusammenwirken. 


1)  M.  V.  Laue,  a.  a,   0. 

2)  P.  Dpbye,  Phyn,  ZeilHclir.  IS.   S.  483.    1917. 


Böntgenkristanographvich4i  Untersuchungen  iisw,        481 


<M 


c 
c 


CD 


r^   -«f«  .^   1^ 


X 


X  cd"  o 


05 


X  X  S«  Oi  o^ 

cc  ec  CO  CO  cc 

l"^  ^^  «"H  P^  vi< 

o  c  o  ©  c 


P  2  o 

^C     ^9'     ^T 


o  o  o 


« 


X    Tt«    CS|  C^  CC 

CO    t>    Od  CO  X 

d  c^  CO  "^  "^ 

m.           0.           mk  9-  m. 

o  o  o  o  o 


§»0  Oi 

(N  X 

<0  CD 

o  o  o 


a 
(-• 

* 

S 
O 


c 

1 


X  »o  cvi  r-  »c 

^1  »-H  1-^  i-^ 


Of       ot       ac> 


fi  ■ 


+ 


C^l  'M    '^  »^  « 

CO  CO    CO  CO  CO 

f-^  f-^    f-^  «-ii  ^- 

»  *k              •>.  *k  • 

o  o  o  e  c 


'5c 


05    10    C5    l"^    CO 

<M  »  r^  -^  t^ 

Cl     ©^     CO     '^     T»< 

•SA».».»' 

o  o  o  o  o 


Un 

«/ 


X 

c 


O    X  CO    X 

»^    <M    O    (M    -^  «^^  O    «o"  TfT 

e^  p^  _i  ^  f- 1 


X 


fcC 


c 


o 

J2 


<K      X      ^      <K 


Qc 


I     (    * 


30 


+ 


c:x<^^^^^©0       C 

occcooooo     o 


cc»oeNi-x«o«'-^t^ 

»OCä<MOÄ'-iCaiOt^CO 

ooooooooo 


oS 

il 


X 


T3 

S 

o 

S 

c 


c 
c 

N 

X 


c 


^    C    <M    -^    Cl    O    CO    <N    <N    CO    »^ 

--    CI    Ol    CO    C^    "Tf    CO    -^    '^l*    CO    »o 


(S 


II 

00 


482 


H.  Bohlin. 


In  der  Tab.  2  sind  die  nach  dieser  Formel  berechneten 
relativen  IntenBitäten  zum  Vergleich  mit  den  beobachteten  an- 
gegeben. Weil  auch  in  dieser  Hinsicht  eine  gute  Überein- 
stimnuing  Kwiacben  Rechnung  und  Jfeobaclitung  vorliegt, 
können  wir  also  feetstellen,  daß  das  Atomgitter  von  Thorium 
ein  kubiBcheB,  flfichenzentriertes  mit  di-r  oben  ^ermittelten 
Kantenlänge  a  ist. 

In  der  4.  Gruppe  des  periodischen  Sjslems,  die  hinsicht- 
lich des  Baumgitters  die  am  best^'n  auBgeforscbte  ist,  sind  aUo 
jetst  fünf  Elemente  untersucht  M-orden,  n&müch:  C),  Si'), 
9n»),  Pb«),  Th. 

2.  Nickel. 

Aufnahme  Nr.3  ist  mit  Nickelpulver  als  zerstreuender  Sub- 
stanz gemacht.  Dieses  Bild  wurde  von  reiner  Kupferstrahlung 
erzeugt.  Die  Cu.-Linien  sind  nicht  auf  der  Platte  zu  sehen, 
wahrscheinlich  wegön  der  recht  starken  kontinuierlichen 
Schw&rzung  derselben. 

Über  die  KriBtalHorni  des  Nickels  liegen  nur  gan  un- 
bestinunte  Angaben  vor,  nach  welcliep  dieselbe  kubiBch  w6re.') 
Schon  die  Einfacflheit  des  Diagraomis  läßt  auch  eine  kubische 
Struktur  vennuten.  Wie  eine  nShere  T'ntersuchung  ergibt, 
lassen  sich  die  Werte  von  sin  91  nach  der  Gleichung  (8)  te- 
rechnen,  was  aus  dem  konstanten  Verhfiltnfs 


hervorgebt  (l'ab.  3). 


W  +  V+V 


61.8 

0,376 

72,1 

129,7 

0,723 

137,4. 

0,755 

0,217 
0,217 
0,218 
0,218 
0.21s 


Intpfiaitlt 
beob.     I      Imt 


1)  P.  »ebye  u.  P.  Soherrer.   Phyp.  Zeilechr.  18.   S.  2»1.    1917. 

2)  P.  Dcbye  u.  P.  Soherrer,  Phya.  Zeitschr.  17.  S.  277.  1B16. 

3)  A,  J.  Bijl  u.  N.  H.  Kolkmcyer.  a.  a.  O. 

4)  L.  Vegard,  Phil.  Mag.  82.  8.65.   1916. 

0)  J.A.  Ewingu.W.  RoBenhain,  Trann.  Roy.  fioc.  London  19D0 
198A.  R,  .töS. 
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Auf  dieselbe  Weise,  wie  im  vorigen  Falle,  erhalten  wir 
hier  a  =  3,53  «10"®  cm.  Setzen  wir  das  spezifische  Gewicht 
des  Nickels  gleich  8,  8,  erhalten  wir  für  das  Gewicht  des 
Elementar kubns  388  •  lO"^  g.  Das  absolute  Gewicht  des 
Nickelatoms  beträgt  97,4  •  10"^  g.  Ein  Elementarbereich  des 
Gitters  enthält  also  4  Atome.  Weil  keine  gemischte  Indizes 
vorkommen,  andererseits  aber  die  beobachteten  Linien  allen 
ül^rhaupt  möglichen  ungemischten  Indizes  angehören,  die 
innerhalb  des  Beobachtungsgebietes  fallen,  schließen  wir,  daß 
wir  es  auch  in  diesem  Falle  mit  einem  flächenkonzentrierten 
Gitter  zu  tun  haben.  Dieses  wird  auch  durch  die  Überein- 
stimmung der  nach  Formel  (4)  berechneten  Intensitäten  mit 
(Ion  beobachteten  bestätigt. 

Das  Atomgitter  des  gewöhnlichen  (a)-Nickels  ist  also  ein 
flächenzentriert^s  kubisches  mit  der  Kantenlänge 

a  =  3,53  •  10-8  em. 

Unter  den  bis  jetzt  hinsichtlich  des  Kaumgitters  unter- 
suchten Elementen  haben  die  in  der  folgenden  Tabelle  zu- 
sammengestellten kubische  flächenzentrierte  Gitter.  In  der 
zweiten  Keihe  ist  die  Kantenlänge  des  Elementarwürfelfi  an- 
gegeben. 

All)  4,07 -10-8  cm 

Ni  (a)  8,53 

Cu2)  8,61 

Ag8)  4,06 
Sn  (grau)    (),46 

Au*)  4,07 

Pb  4,91 

Th  5.12 

3.  Magnesium. 

(Aufnahme  4.)  Nach  demselben  Verfahren  wie  bei  Thorium 
besclirieben,  wurden  die  von  den  beiden  Strahlungskomponenten 
Gu^  und  Cu^  herrührenden  Linien  getreimt.  Es  ergab  sich 
clami.  daß  diejenigen  Linien,  die  in  der  Tab.  4  mit  o',  6',  c', 
^'.  f,  ^' ^  f  bezeichnet  sind,  jS-Iinien  sind,  reflektiert  an  den- 

1)  P.  Scherrer,  Phya.  Zeitschr.  19w   S.  23.  1918. 

2)  W.  H.  Bragg,  Phil.  Mag.  28.    S.  355.   1914. 

3)  L.  Vegard,  Phil.  Mag.  81.   S.  83..  1916. 
4)-L.  Vegard,  Phil.  Mag.  82.    S.  65.    1916     , 


selben  Netzebeneu,  wie  die  a-Linie  o,  b,  c,  d,  f,  h,  j.  Die 
übrigen  sind  alle  a-Linien,  deren  entsprechende  ^-Linien  zu 
schwach  sind,  um  auf  dem  Film  sichtbar  zu  werden. 


Tabel 

e  4. 

l 

beob. 

b.r. 

A,fi,A, 

n 

Intensitfit 
beob.  1  ber. 

39,9 

0,0605 

42,6 

0.0687 

44,2 
46,4 

(0,0739) 
0,0779 

0,0765') 

0,0755 

HO  (100) 

1 

'" 

2,3 

47,6 

(0,085;));  0,0860') 

0,0860 

002 

1 

al 

2.0 

ö0,6 

(0.0960) 

0,0967') 

0.0970 

111  (lül) 

2 

3.4 

58,9 

0,128 

66,1 

0,160 

0,162 

H2  (102) 

2 

sl-m 

1,8 

70.8 

0,183 

72.5 

0,191 

0,193 

003 

1 

0,7 

77.9 

0,218 

79,5 

0,226 

0,227 

1-  10  (120) 

i 

0.6 

83,4 
84,6 

0,247 
0.253 

0,248 

1-11  (121) 

2 

»6 

1.0 

87,5 

0.268 

0,269 

113  (103) 

2 

0,9 

93.4 

0.302 

0,302 

220,200 

3 

I.l 

95,1 

0,313 

0,313 

1-  12  (212) 

2 

0.8 

97,2 

0,324 

0,324 

201,  221 

6 

2.3 

100,6 

0,344 

0,344 

004 

1 

0,3 

108.0 

0,387 

0,386 

222.  202 

6 

1,8 

113,3 

0.420 

0.420 

1-13,  114  (123) 

4 

0.9 

125,8 

0.498 

0,496 

203,  223 

6 

1.2 

134,7 

0,554 

0,550 

131  (231) 

4 

0.7 

138,1 

0.575 

0,571 

1-14  (124) 

2 

0.4 

Uö,4 

0,619 

0,615 

132  (232) 

4 

« 

0.7 

Schon  die  gro£e  Anzahl  der  Linien  dieser  Aufnahme  deutet 
auf  ein  Gitter  von  niedrigerer  Symmetrie  als  in  den  oben  be- 
sprochenen fällen.  Eine  ähnliche  Untersuchung  zeigt  auch, 
daß  die  Gleichung  (3)  nicht  die  beobachteten  Linien  wieder- 
geben kann.  Der  Berechnung  müssen  dann  die  von  Debye 
und  Bcherrer  zusammengestellten'),  für  ein  beliebiges  Kristall- 
system geltenden  Formeln  zugrunde  gelegt  werden.      Nach 


1)  Aus  der  Linie  2.  Ordnung  ermittelt.  Weil  die  eine  Bake  des 
PUms  bei  dieser  Aufnahme  vtn  der  Kamerftwand  aioh  loageltat  hatte, 
sind  die  ersten  Linien  etwas  echräg. 

2)  P.  Debye  u.  P.  Soterrer,  Phys.  ZeitBcbr.  18.  8.  29J.  1917. 
A.  Johnion  u.  0.  Toepliti,  Phys,  Zeitwshr.  1».  8.47.  1918. 
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(5) 


diesen  lassen  sich    die   Werte   von  sin*  9?  berechnen  aus  der 
homogenen  quadratischen  Form 

ivo  Itih^h^  die  kristallograpLischen  Indizes  der  Netzebene  be- 
deuten, die  unter  dem  Winkel  9,  die  Strahlung  reflektiert,  und 
die  Konstanten  k  das  Kristallsystem  cLarakteriAeren.  Es  ist 
also  die  Aufgabe,  diese  Konstanten  so  zu  bestimmen,,  daß  die 
quadratische  Form  die  beobachteten  Werte  von  sin*^  gibt 
•wenn  (kleine)  ganze  Zahlen  für  die  veränderlichen  h^h^h^  ein- 
gesetzt werden.  Sind  die  Konstanten  k  ermittelt,  so  lassen 
sich  die  das  Elementarbereich  bestimmenden  Stücke,  die 
Kantenlängen  a,  b,  c  und  die  Winkel  a,  /8,  y,  welche  diese  mit- 
einander bilden,  nach  den  folgenden  Formeln  berechnen: 


(6) 


>2 


i/' 


V 


k   iA'f4  A'gn        "13' 


A     I»s3  A'n    —    ATji  "I 


cosa  s= 


C08/S  = 


'»81  '»12  '•J»1  '»II 


cosy  =  -- 


r  1*11  "««  ~  "la  )  V^M  "3$  ~"  ^««  ^ 
X-     it      —X-     X- 


A  —  fCjj  n22  '^SS 


Hier  ist 

l«       1-2  Z.       12  l-       l-     2  _1    O  L       X-       ür      • 

'*'J1  '^23      ~  '^22  "31       "■  '^33 '^12     t"  *''*'23 '^31  "'12  ♦ 

A  bedeutet  die  benutzte  Wellenlänge. 

Nach  Arbeiten  von  Des  Cloizeau^),  Ditscheiner*)  und 
Hlawatsch*)  ist  für  Magnesium  eine  hexagonale  Struktur  zu 
erwarten.  Wenn  ^ir  als  Elementarbereich  eines  hexagonalen 
Gitters  ein  gerades  Prisma  mit  rhombischer  Grundfläche  an- 
sehen, deren   Seiten  den  Winkel  60^  und   120^  miteinander 

1)  A.  Des  Cloizeau,  Bull.  soc.  min.  d.  Fr.  Par.  1880.  8.  S.  111. 

2)  L.  Ditscheiner,  Sitzungsberichte  d.  Akad.  Wien.  106  (IIb). 
S.  597.   1896. 

3)  CHlawatfloh,  Zeitschr.  f.  Kryetall.  82.   S.  497.   1900. 
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bilden,  so  vereuit^eht  aich  die  Formel  (5)  zu: 

(7)  X  (k^^  -{-  h/  —  hl  k^)  -*-  y}h^  =  ain*  f  , 

worin  x  =^'    und   y  =  -~    zwei  inic  den  Beobachtungen  zu 

berechnende  Größsu  sind. 

Die  drei  ersten  Formeln  unter   (6)   werden    für  diesen 
Spezialfall :    • 


=  Ä^  = 


*y 


Nach  einer  Methode,  die  von  Johnsen  und  Toeplitz*)  De« 
schrieben  ist,  wurden  jetzt  a  und  ß  so  bestimmt,  daß  sich  die 
beobachteten  Werte   von  sin*  tp  aus  der    Gleichung   (7)   be- 
rechnen ließen.     F^  zeigte  sich,  daß,  wenn 
8)  X  =  0,0755     und     y  =  0,0215 

gesetzt  wird,  die    Gleichung  (7)  sich   init  großer   Genauigkeit 
den  beobachteten  Werten  anschließt. 

In  den  Spalten  3  und  4  der  Tab.  4  sind  die  beobachteten 
und  berechneten  Werte  von  sin*  ip  zum  Vergleich  angeführt ; 
daneben  stehen  die  Indizes  der  Netzebenen.  Die  Überein- 
stimmung ist  überraschend  gut,  indem  die  größten  Abwei- 
chungen zwischen  beobachteten  und  berechneten  Werten  von 
sin' ^j  ungefähr  1%  betragen. 

Aus  den  Formeln  (8)  berechnet  sich  jetzt 

a  =  b  =  8,23  ■  10-8  cui;  c  =  .5,'25  ■  lO"»  cm. 
Diese  Gestalt  des  Elemeutarbereiches  entspricht  einem  Baum- 
gitter von  gerade  übereinander  in  dem  Abstände  c  gelagerten 
Atomschichten,  ^on  dem  in  Fig.  6  angegebenen  Bau.  Diese 
Tatsache  steht  in  gutem  Einklang  mit  den -von  Hlawatsch 
an  ausgebildeten  Afagnesiumkristallen  ausgeführten  kristallo- 
graphischen  Messungen.  .  Für  die  dihexagonal-hipvramidalen 
Kristalle  findet  er  das  Achsen  Verhältnis  o:  c  =  1  : 1,624, 
während  die  hier  ermittelten  Maße  des  Elementarbereiches 
a:  c  =  1 : 1,625  geben. 

Es  bleibt  noch  übrig  zu  ermitteln,  wieviele  solche  Gitter 
ineinander  gestellt  sind.  Wenn  das  spezifische  Gewicht  des 
Magnesiums  gleich  1,7  gesetzt  wird,  erhält  man  als  Gewicht 


1)  A.  Johnaen  u.  O.Toe plitz,  a.  a.  O. 
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des  Elementarbereicts  80,7- 10"^  g.  Das  wirkliche  Gewicht 
eines  Magnesiumatoms  beträgt  40,3  •  10"**  g.  Ein  Elementar- 
bereich  muß  also  zwei  Magnesiumatome  enthalten. 

Schwierigkeiten  treten  indessen  auf,  wenn  es  gilt  zu  ent- 
scheiden, wie  diese  zwei  Gitter  gegeneinander  verschoben  sind. 
Am  nächsten  liegt  es,  an  eine  Verschiebung  längs  der  hexa- 
gonalen  (c-) Achse  zu  denken.  Daß  eine  solche  nicht  (was  am 
einfachsten  scheint)  c/2  sein  kann,  geht  daraus  hervor,  daß  in 
diesem  FaUe  alle  Interferenzlinien  mit  ungeraden  A3  verschwin- 
den müßten;  mehrere  solche  sind  aber  vorhanden,  wie  aus  der 


Fig.  6. 


Tab.  4  zu  ersehen  ist.  Eine  gegenseitige  Verschiebung  um  un- 
gefähr Ye  von  der  c- Achse  würde  mit  der  Tatsache  gut  überein- 
stimmen, daß  die  Linie  e  (008)  bedeutend  schwächer  ist,  als 
l  (004),  würde  aber  ein  sehr  unwahrscheinliches  Bild  vom 
Kaumgitter  ergeben. 

Als  unmöglich  erweist  sich  das  Anbringen  des  zweiten 
Atoms  im  Zentrum  des  Elementar  kör  pers.  Es  würde  das  Aus- 
fallen von  allen  Interferenzlinien,  deren  Indizessumme  un- 
gerade ist»  bedeuten. 

Eine  gegenseitige  Verschiebung  in  der  Basisebene  (Ebene 
der  Fig.  6)  würde  kein  Verschwinden  von  vorhandenen  Linien 
zur  Folge  haben.    In  diesem  Falle  wird  die  größte  Symmetrie 
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erreicht,  'wenn  da»  zweite  Atom  in  der  Mitte  \'od  der  Baais- 
fl&che  des  Eletoentarbereiches  angebracht  wird.  Dieses  wurde, 
wie  auB  der  Figur  zu  ersehen  ist,  bewirken,  daß  zwei  gegen- 
überliegende Prismafl&chen  {A  B  und  D  E)  dichter  mit  Atomen 
besetzt  werden  würden,  alg  die  anderen  vier  Flächen  derselben 
Art,  Möglicherweise  spricht  für  eine  solche  Anordnung  die  von 
Hlawatsch  beobachtete  Tatsache,  d&S  die  Magoesiumkristalle 
oft  längs  einer  Nebenachse  verlängert  sind.  In  dei  Tab.  4, 
Kolumne  8,  sind  (he  Intensitäten  der  Linien  dieser  Anordnung 
der  beideix  Gitter  entsprechend  nach  Formel  (4)  berechnet. 
Der  Struktiirfaktor  wird  für  diesen  Fall 

5=1  +  «,""*'+*", 

woraus  hervorgeht,  daß  alle  Ketzebenen,  für  weblie  Ä|  -f-  ^i 
eine  ungerade  Zahl  ist,  nicht  reflektieren.  Diese  Indizes- 
kombinationen sind  in  der  Tabelle  eingeklammert.  In  der 
Spalte  6  sind  die  KombinationBzahlen  der  i'erBchiedenen  In- 
dizestriplets  angegeben. 

Walirscheinlich  hat  außerdem  ein  anderer  Faktor  auf  die 
Int«nsitätsvert«ilung  eingewirkt.  Eine  mikroskopische  Unter- 
suchung des  Metallpiilvers  zei^«,  daß  dieses  aus  sähr  dünnen 
Blättchen  bestand  von  <ler  ungefährlichen  Dicke  y^ff^mia, 
deren  Fläche  aber  eine  Ausdehnung  von  mehreren  Zehnteln 
Milhmeter  haben  konnte.  Nach  Hlawatsch  ist  die  Basis- 
fläche der  hexagonalen  Säulen  eine  bevorzugte  Spaltungsfl&che . 
Die  Anordnung  der  Kristallkömer  ist  nun  wegen  der  Gestalt 
der  Teilchen  keine  vollkommen  regellose,  was  im  Diagramm 
vor  allem  dadurch  zum  Ausdruck  kommt,  daß  die  Intensität 
der  Reflexion  an  der  Basisfläche  (002)  größer  wird,  als  be- 
rechnet, währen  1  die  ^-on  den  Prismaflächen  (110)  entsfvechend 
schwächer  ausfällt.  In  welchem  Maße  der  erwähnte  Um- 
stand auf  die  Intensitäten  einwirkt,  läßt  sich  aus  diesem  ein- 
zelnen Falle  nicht  beurteilen.  Jedenfalls  scheint  es  möglich, 
die  Abweichungen  zwischen  beobachteten  und  berechneten  In- 
tensitäten dadurch  zu  erklären. 

Um  sich  die  Unstimmigkeit  zu  erklären,  wäre  es  auch  mög- 
lich, anzunehmen,  daß  das  Metall  zweiatomig  sein  Würde.  F^r 
einön  solchen  i'aU  würden  wohl  die  gewöhnlichen  für  ponkt- 
f&mige  Zerstreuungszentra  al^eleiteten  Formeln  niobt  aus- 
reiohen,  um  die  Int^^itätsverteiltingdes  Interferenzbildea  ia  be- 
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rechnen.  Eine  geplante  Untersuchung  von  mehreren  Elementen 
der  zweiten  Gruppe  des  periodischen  Systems,  wo  analoge  Baum- 
gitter  zu  erwarten  sind,  wird  voraussichtlich  die  Frage  be 
tref&  Verschiebung  der  beiden  Gitter  endgültig  entscheiden 
können. 

Z  OBammenfaaaang. 

1.  Es  wjrde  eine  neue  Anordnung  ausgearbeitet,  nach 
welcher  mittels  einer  zylinderförmig  gekrümmten  Zerstreunngs- 
flfiche  ans  gepreßtem  Kristallpulver  Interferenzlinien  erzeugt 
werden,  deren  eine  Kante  scharf  ist  und  sich  geometrisch 
definieren  läßt,  weshalb  eine  Erhöhung  der  Meßgenauigkeit 
gegenüber  der  bisherigen  Methode  ermöglicht  wird. 

2.  Es  wurde  gezeigt,  daß  die  Schärfe  und  Lage  der 
linienkante  unabhängig  sind  von  der  Spaltbreife  und  der  Evn- 
dringungsHefe  der  Strahlung. 

8.  Es  wurde  mittels  Aufnahmen  nach  der  beschriebenen 
Methode  die  Baumgitter  von  Th,  Ni  und  Mg  ermittelt.  Als 
Besultat  ergab  sich,  daß  Th  und  Ni  flächenzentrische  kubische 
Gitter  besitzen.  Mg  ist  aus  zwei  ineinander  geschalteten  ein- 
fachen hexagonalen  Gittern  aufgebaut. 

Hm.  Professor  Dr.  i\  Krüger  bin  ich  für  das  große 
Interesse,  das  er  für  meine  Arbeit  gezeigt  hat  und  für  das 
bereitwilligste  Zurverfügungstellen  aller  notwendigen  Hufs- 
mittel  zu  großem  Dank  verpflichtet. 

Ebenfalls  möchte  ich  Hrn.  Dr.  Freiherrn  von  der  Osten - 
Sacken  für  manche  wertvolle  Batschläge  danken. 

Für  die  Arbeit  standen  auch  Mittel  der  Jägorstiftung  zur 
Verfügung,  wofür  auch  hier  der  beste  Dank  ausgesprochen  sei. 

Danzig-Langfuhr,  Pnysik.  Inst,  der  Techn.  Hochschule« 

(Eingegangen  14.  Juli  1919.) 
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2.   Welche   Solle    npieU    die   DreidirnenBionalität 

des  Baumes  in  den  Qrundgeeetxen  der  Fhyaih?^) 

von  P.  Ehrenfest. 


„Warum  hat  unser  Kaum  gerade  drei  PimenBionen  ?•)  oder 
anders  gefragt :  ,  „Welche  singvlärm*)  Vorkommnisse  unt+r- 
scheiden  die  Physik  des  Bj  vor  der  in  den  übrigen  B„?"  — 
So  gestellt,  sind  die  Fragen  vielleicht  suinlos,  jedenfalls  fordern 
eie  zur  Kritik  heraus.  Denn  „ist"  der  Raum?,  ,,iBt"  er  drei- 
dimensional? Und  vollends  die  Frage  nach  dem  „-warum". 
Auch:  was  muß  man  unter  ,,der"  Physik  des  B,  oder  R,  ver- 
stehen ? 

Ich  werde  nicht- verauchen,  diesen  Fragen  eine  luindt^r 
anstößige  Form  zu  geben.  Glückt  es,  nur  erst  mehr  und  mehr 
singulare  Eigenschaften  des  B,  aufzufinden,  daim  wird  schlieJJ- 
lieh  xnn  selber  deutlich  werden,  welche  „vernünftige"  Frage 
sich  zu  der  gefundenen  Antwort  konstruieren  l&ßt. 

§  1.  Soliwvrknft  and  FUnstonbswegiuiK. 

Was  die  Bewegung  eines  Planeten  um  einen  Zentralkörper 

betrifft,  so  kann  man  feststellen,  daß  ein  charakteristischer 

Unterschied  zwischen  Bj  und  B^  einerseits  und  allen  höheren 

B^  anderseits  besteht,  was  die  Stabilität  der  Kreisbahn  be- 

1)  Auszug  aus  der  gleichnamigen  Abhandlung  in  Vcrsl.  d.  Afc.  v. 
Wetensch.  te  Amsterdam  26.  8.  105.  1917  (Sitzung  v.  26.  V.  1917) 
=  Pi<occeding8 20.  S.  200.  —  Die  interosBante  Bemerkung,  die  H.  Weyl 
kilrelich  über  die  VierdimeiiBionalit&t  der  Baum -Zeit -Welt  gemacht  hat 
(Gravitation  u.  Elektrizit&t.  Sitzungalier.  preuB.  Ak.  S6.  S.  471  oben. 
1818;  Neue  Erweiterung  der  Relativtheorif.  Ann.  d.  Phys.  59.  S.  133 
Hitte.  1919),  veranlaßt  mich,  hier  noch  einmal  meine  BemorkuDgen 
zueammenzuBt  eilen,  obwohl  ich  mir  dessen  bewußt  bin,  daß  sie  eehr 
elementar  sind  und  einseln  genommen  den  meisten  gut  bekannt  sein 
dürften.  Aber  ich  hoffe  eben,  daß  vielleicht  andere  dann  einen  Anlaß 
finden  werden,  reicheres  und  beseeres  Material  zu  dieser  fasänierenden 
Frage  vorzulegen. 

3)  Vgl.  hierzu  „SchluBbemerkung  1''. 
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trifft.  Während  im  R^  die  Bewegung  bei  einer  Störung  im  End- 
liehen  bleibt,  wenn  die  Energie  nicht  zu  groß  ist  und  dies  im 
Ba  sogar  für  jeden  beliebigen  endlichen  Betrag  der  Energie 
der  Fall  ist,  sind  ivi  R^,  ßj,  R^  ilsw,  die  Kreisbahnen  zwar 
natürlich  auch  noch  möglich,  aber  bei  jeder  noch  so  kleinen  Störwfig 
läuft  der  Planet  längs  einer  Spirale  in  den  Zeniralkörper  oder 
i^is  Unendlichferne. 

Das    Anziehungsgesetz   im    R^  setzen   wir    x    ,^_j:dazu 
gehört  für  n  >  2  eine  potentielle  Energie :  ^ 

(l)  F(r) X        -*'•» 


n  -  2 


(w  -  2)  / 

I>ies  entspricht  natürlich  der  Annahme: 

a)  daß  die   Kraft   nach  dem  Zentnim  gerichtet  und  nur 
Funktion  von  r  ist : 

b)  da(.ß  auch  im  7?„  für  die  Schwerki-aft  das  Theorem  von 
Gauss  über  die  Kraftlinieaströmung  gelten  soll. 

Man  erhält  so  die  Bewegungsgleichungen: 

m— 7-5-  =  —  X ; =s ^'  («  =  1,. ..  7<). 

d  t*  f"  - 1      /•  cxh  ' 

Die  Bahn  ist  eben.     Einführung  von  Polar koordinaten  r.  y 
gibt  für  Energie  und  Plächensatz: 

Elimination  von  9»  gibt : 


(2)     /•  =  l/i^  _  ^Y--  -  -^t-  =  ly^r«  +  Ä»*-«  -  6'*, 

WO  A,  B,  C  Konstanten  sind,  von  denen  die  erste  und  letzte 
von  den  Beginndaten  der  Bewegung  abhängt,  insofern  sie  di»^ 
Totalenergie  E  und  die  Konstante  des  Flächensatzes  0  ent- 
halten. Damit  r  bei  der  Bewegung  zwischen  zwei  positiven 
Werten  hin  und  her  pendle,  ist  nötig,  daß  r  reell  ist  und  ab- 
wechselnd positive  und  negative  Werte  annimmt,  also  muß 
die  Größe  unter  der  Wurzel  positiv  sein  zwischen  zwei  Werten 
von  r,  für  die  sie  Null  ist.  Die  Diskussion  der  Fälle,  worin 
das  vorkommt,  läßt  sich  leicht  geometrisch  geben,  indem  man 
die  Kurven  y=Ar^  und  y  =  tir^"'  zeichnet,  hieraus  die 
Summenkurve   skizziert   und   nachsieht,   wie   sie   von    j/  =  c*^ 
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tien  wird.')      EnlBprechend  läßt  sich  auch  der  Fall 
rt  =2  behandeln,  wo  (1)  ersetzt  werden  muß  durch: 


(1') 

F=xJllmlgr. 

also  ('2)  durch 

PO                              f--i)/«r'-|»r'igr-,'-, 

.-if-,    :i.2.ju,    ,■-!;. 

Das  EeBultat  der  DiakuBBion  ist: 

» 

1,5..: 

^ 

"-*>»      [g.«=hroS'B.....]       -««'-'■ 

2 

'''-^''             [unge^SÜfS'e  Bahn]              -»»f'-''^ 

Bemerkungen : 

1.  E6  sei  bei  dieser  üelegenheit  au  das  Theoicui  von 
J.  Bertrand  (1873)  erinnert'):  Die  Bahnen  eines  materielleu 
Punktes,  beaehrieben  unter  Einfluß  einer  Zeutralkraft,  die  nur 
Funktion  des  Abetandes  ist,  sind  nur  dann  gescblofisen,  wemt 
die  Kraft  entweder  proportional  mit  dem  Abstand  oder  um- 
gekehrt proportional  dem  Quadrat  des  Abstandee  ist. 

2.  Bemerkenswert  ist,  daß  die  Flanet«nbewegungeu  die 
den  elliptischen  entsprechen,  auch  im  nichteulcUdiscIten  A,  ge- 
schloBsen  sind,  falls  man  nur  die  Gleichungen  der  Mechanik 
»md  das  Anziehungsgesetz  zugleich  diesem  Raum  anpaßt.*) 

3.  Man  wird  sich  natürlich  auch  fragen,  was  aus  dem 
Bohrschen  AtommodeÜ  wird  im  R„  für  n  4=  3.  Modifiziert 
man  das  Gesetz  der  elektrischen  Anziehung  so  wie  das  der 


1)  Vgl.  dia  Figuren  in  Koninhl.  Akatt.  van  Wetenni^b.  Amaterdatn 
»,  a.  O.  „Aanhangsel  I". 

2)  J.  Bertrand,  C.  R.  77.  S.  846.  1873. 

8)  H,  Liebmann,     Niditeukl.     Geometrie     (Samml.     SchubtTt. 
2.  Aufl.  1812.  S.  207). 
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Schwere  und  behält :  a)  die  Quantisierung  des  Flächenmonients, 

LT L' 

b)  den  Ansatz  v  =  --^^    '  bei,  so  sieht  man  alsbald,  wie  scharf 

da$  Bohrsche  Modeü  gerade  auf  den  R^  paßt :  Für  n  =  4  erhält 
man  eine  ganz  arge  I-egeneration.^)  Für  n  —  2  erhäU  man 
Spektralserien  mit  h  äufungsstoUe  im  Unendlichen,  weil  ja  im 
Bj  unendlich  viel  Energie  i-ötig  ist,  nm  das  Elektron  ins  Un- 
endlicbe  zu  werfen.  Für  n  >  4  sind  vor  allem  natürlich 
höchstens  die  Kreisbahnen  zu  brauchen.  Im  Gegensatz  zum 
J?3  liegen  hier  die  Bahnen  wachsender  Quantenzahl  stets  dichter 
und  dichter  beim  Kern,  und  damit  im  Zusammenhang  haben 
auch  hier  wieder  die  Spektralsericn  ilire  l'äufungsstellen  im 
Tnendlichen.*) 

§  2.  Dualität  BwlBohen  elektrisohem  und  magnetiflohem  Feld  im  JR,. 

Im  B„  wird  das  elektrische  Feld  durch  n-Komponenten  U^- 

stimmt,  das  magnetische  Feld  durch        .,        Kennzahlen.  Nur 

für  w  =3  fallen  diese  l)eideu  Anzahlen  z\isammen  und  besteht 
also  die  weitgehende  Dualität  zwischen  den  beiden  Feldern. 
In  der  Tat  seien  arg  ....  a'n  uJ^d  Xq  =  i  c  t  die  n  +  1  Ko- 
ordinaten der  Raum-Zeit -Welt  und  q)Q,  <p^.  .  .  .  q)^  die  Kom- 
ponenten des  retardierten  Potentials  (entsprechend  dem  Yierer- 
potential  in  der  zum  R^  gehörigen  Relativitätstheorie),  so  ent- 

sprechen  die    —  -«       -  Komponenten  der  Rotation : 

dXk  0  Xs 

dem  fnagnetischen  Feld  und  die  n-Komponenten : 

dem  elektrischen  Feld. 

Analoges  ist  bekanntlich  zu  sagen  betreffs  Translations- 
Rotationsgeschwindigkeit ,  Kraft  -Drehmoment . 

§  8.   Die  WellenauBbreitung  im  /f„ . 
Die  Lösungen  der  Differentialgleichung 

n 
^     AS». 

»0 


1     d> 

-2 

1 

1)  a. 

a. 
a. 

0., 
0.. 

„AanhangHi'i 
Ebenda. 

11". 
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=  3  folgende  Eigenschaft:  Hat  uian  iin 
Momeut  (  =  0  überall  q)  —  0  und  -57-  =  0  außer  in  einein 
kleinen  Gebiet  y,  dann  ist  in  jedem  Bpäteren  Moment  t  (wenn 
nur  nicht  zu  klein  genommen  wird)  noch  überall  91  =  0, 
-gy  =  0  auBer  in  einer  dünnen  Schale  zwischen  zwei  Ober- 
flächen (vgl.  Figur),  die  —  falls  y  klein  genug  ißt,  angenähert 
zwei  konzentrische  Kugeln  sind  um  y. 


Fig.  1. 

Im  Bj  ist  es  bekanntlich*)  anders:  Bei  der  Wellen- 
aufibreitung  auf  einer  Membran  hat  man  auBer  einer  Störung 
in  xlem  Ring,  der  II  entspricht,  auch  noch  eine  (schwächere) 
Störung  im  ganzen  inneren   Gebiet  III. 

Alle  R2n  +  i  verhalten  sich  in  dieser  Beziehwtg  wie  der  fig. 
aUe  B,„  analog  loie  der  R^  (in  dieser  letzteren  kann  man  also 
nicht  das  Prinzip  von  Huygens  anwenden).*'')    Aber  unter 

1)  Vgl.  z.  B.  Rftyleigh,  Theory  of  Bound  Ch,  XIV.  g  275. 

2)  Vgl.  Dohem,  Hydrodynamiquc  T.  l.  Pariü,  HermMnn  Vol- 
ti-rra,  Acta  Math.  1894;  Hadamard.  Bull.  hoc.  fraiic.  de  phyu.  1906 
(dort  andere  Literatur,  auch  die  älteren  Arbeiten  von  Hadamard); 
Aota  math.  81.  S.  333.  1908;  Le^.  nur  la  propag.  des  Oudee  (Pari» 
Hennann  1903)  Chap  VII  g  3. 

3)  Diese  Tatsache  steht  rechnerisch  in  fieziehung  zu  der  lolgenilcii 
Tatsache:  Die  Formel  für  das  Volumen  einer  Kugel  im    B,  enthalt  für 
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den  Üan+i  zeichnet  sich  R^  durch  eine  Eigenart  ig  keit  aus,  die 
evident  wird,  wenn  man  das  retardierte  Potential  Ix^rechnet^), 
d.h.  das  Integial  der  Differentialgleichung: 


u 


-2'  ar.'=^' 


Für  2?8  erhält  man: 


4-  oo 


Ipl 


oo 


Für  Bj: 
Für  R^: 


+  00 


-  oo 


e  [  dt 


oo 


Hierin  sind: 


(0 


W. 


dt 


■*"   <?         r* 


+ 


—  00 


4  8      9  11« 

die    Oberflächen   der   Einheitskugel  im    R^,  R^.   R^  und   die 
Svmbole 

[pi. 


9 

[  dt* 

V 


bedeuten,  daß  man  die  Worte  zxn*  Zeit  ( (die  „retar- 
dierten** Werte)  nehmen  muß.  Man  sieht:  im  Gegensatz  zu 
JW3  uerden  im  R^  und  R-;  usw.  die  retardierten  Potentiale  nicht 
nur  durch  q,  sondern  auch  noch  durch  dessen  Differential- 
quotienten  nach  der  Zeit  bestimmt.  Dabei  ist  noch  zu  bemerken, 
daß  für  gi'oße  Werte    von  r,  also  bei   der  eigentlichen  Aus- 


7>  =  2n  und  p  =  2n  ^-  1  dit^  Zahl  .t  in  derselben  Potenz  n.  Die  ana- 
lytische Beziehung  zwischen  beiden  Tatsachen  tritt  in  Evidenz,  wenn 
man  die  Wellengleichung  z.  B.  mit  Hilfe  von  Fourierintegralen  inte- 
griert. Man  stößt  dann  schließlich  auf  ein  Integral  über»die  (p  —  l)te 
Potenz  von  einem  Quadratwurzelausdruck.  Der  Integrand  wird  aleo 
rational,  wenn  p  =  2n  -\-  1,  irrational,  wenn  p  =  2n.  Das  gleiche  findet 
statt  bei  Berechnung  des  Kugelvolumens. 

1)  Vgl.  a.  a.  O.,  Aanhangpel  IV,  eine  einfache  Ableitung  der  Lö- 
sungen für  die  Ä2«  +  i  • 
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j^trablung,  eB  jeweils  gerade  auf  den  htkhsten  Piffetential- 
quotient  von  q  ankommt,  weil  er  durch  die  kleinste  Foteoz 
von  r  dividiert  ist.  Bin  , .Elektron"  mit  scharf  begrenzter 
Ladung  würde  also  im  S^,  R^ .  .  .  durch  seine  Bewegang  Feldei- 
mit  hohen  Singularitäten  ausstrahlen! 

Schlußbrnierkufigen:  1.  Wir  haben  hier  nur  solche  Be- 
ziehungen betrachtet,  bei  denen  der  i?,  eine  smgvlär«  Stellung 
gegenüber  den  anderen  B„  einnimmt.  Parüber  hinaus  ist  es 
natürlich  oft  sehr  instruktiv,  sich  deutlich  zu  machen,  wie 
an  so  vielen  Punkten  der  Phvsik  die  Dreizahl  der  Dimen- 
sionen eingreift,  ohne  daß  bei  Übergang  auf  den  Ü.  der  B3 
gerade  singul&res  Verhalten  zeigt :  z.  B,  Kind  die  4  im  Strahlungs- 
gesetz  von  Stefan  Boltzmann  und  die  3  im  Verschiebui^- 
gesetz  von  W.Wien:  Q  =  v*f{r/T)  im  B,  durch  (n+l) 
und  n  zu  ersetzen.  Das  Verhältnis  der  spezifischen  Wärmen 
einatomiger  Gase  c,/Cp  =  1 V,  durch  1  +  2/n  usw. 

2.  Man  wird  so  veranlaßt,  bei  jeder  in  der  Physik  auf- 
tretenden, von  den  Maßeinheiten  unabhängigen  universellen 
Konstanten  versuchsiceis«  nach  einem  Zusammenhang  mit  der 
Dreidimensionalität  des  Baumes  zu  fragen  (oder  der  Vier- 
dimenaionahtät  der  Baum-Zeit-Welt).  Man  denke  z.B.  an  die 
Bolle  der  Zahl  8  (und  10?)  im  periodischen  System  der  che- 
mischen Elemente  [vgl,  Borns  „kubisches  Atommodell"*)']; 
den  Exponenten  2  in  der  Formel  von  Balmer. 

8.  Aber  es  greift  noch  eine  andere  ganze  Zahl  in  jeden 
Winkel  der  Physik  ein :  der  Exfonent  „zwei"  des  Theorems  ■ 
von  Pythagortis.  Oder  anders  ausgedrückt :  die  homogen 
quadratisehe  Maßbestimmnng 

hat  eine  überherrscbende  Bedeutung  gegenüber  allen  anderen 
homogenen  Formen.  —  Läßt  sich  an  diesem  iwei  nichts  mehr 
fragen  und  begreifen? 

Leiden,  August  1919. 


1)  Verh.  d.  Deutsch,  phyc.  Ges.  20.  S.  230.  1918. 
(Eingegangen  31.  August  1919.) 
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S.  Das  Verhalfen  H er t» acher  Gitter; 

vmi  R.  Gans. 


J.  J.  Thomson^)  und  H.  Lamb*)  haben  sich  mit  der 
Theorie  Hertzscher  Gitter  beschäftigt,  und  G.  H.  Thomson*) 
und  Scbaefer  und  Laugwitz*)  konnten  durch  ihre  Beob- 
(ichtungen  beweisen,  daß  die  Thomsonsche  Theorie  im  Wider- 
spruch mit  der  Erfahrung  ist,  während  die  Lambsche  be- 
friedigend den  Tatsachen  gerocht  wird. 

Eine  Annahme  bei  den  mathematischen  Berechnungen  war 
die  gewesen,  daß  die  Ixatfähigkeit  der  Gitterdrähte  unendlich 
groß  sei,  was  berechtigt  ist,  wenn  die  Drähte  z.  B.  aus  Kupfer 
sind  und  einen  nicht  zu  kleinen  Radius  haben. 

Um  den  Materialeinfluß  zu  erforschen,  haben  Schaefer 
und  Laugwitz*)  Gitter  aus  sehr  feinen  Drähten  (von  0,0125  mm 
Durchmesser)  konstruiert,  deren  Leitfähigkeit  durch  geeignete 
Auswahl  des  Materials  innerhalb  weiter  Grenzen  variierte,  und 
haben  das  Beflektionsvermögen  und  die  Durchlässigkeit  für 
HertzBche  Wellen  gemessen,  konnten  aber  ihre  experimentellen 
Besultate  nicht  mit  der  Theorie  vergleichen,  weil  es  noch  keine 
Theorie  des  Verhaltens  llortzscher  Gitter  von  endlicher  Leit- 
fähigkeit gab. 

Beim  Studium  verschiedener  Methoden  zur  Messung  der 
magnetischen  Permeabilität  ferromagnetischer  Körper  für  sehr 
schnelle  Schwingungen  habe  ich  mich  auch  mit  der  Gitter- 
theorie beschäftigt  und  gelegentlich  das  Eeflektions-  und  Ab- 
sorptionsvermögen sowie  die  Durchlässigkeit  der  von  Schaefer 
und  Laugwitz  benutzten  Gitter  numerisch  berechnet. 

1)  J.  J.  Thomson,  Recent  icsearchcB  in  Electricity  and  Magne- 
tiBXD.  S.  426. 

2)  H.  Lamb,  Prooeedings  of  the  London  Matb.  Soc.  29«  S.  623. 
1898. 

3)  G.  H.  Thomson,  Straßburgcr  Dissert.  u.  Ann.  d.  Phys.  22, 
S.  366.   1907. 

4)  Cl.  Schaefer  u.  M.  Laugwitz,  Ann.  d.  Phys.  21.  S.  687.  1906. 
6)  Cl.  Schaefer  u.  M.  Laugwitz,  Ann.  d.  Pbys.  28.  S.  961.  1907. 
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Diese  Ergebnisse  sollen  im  Folgenden  mitgeteilt  werden. 

Leider  standen  mir  die  Arbeiten  von  J.  J.  Thomson  und 
von  Lamb  nicht  zar  Verfvigang.  Deshalb  mußte  ich  die 
Lambschen  Formeln,  die  sich  auf  Drähte  von  unendlicher 
Leitfähigkeit  beziehen,  und  die  die  Grandlage  unserer  Über* 
legangen  bilden  werden,  von  neuem  ableiten.  Hierbei  kan^ 
mir  die  Lambache  Theorie^)  der  Ausbreitung  akustischer 
Wellen  durch  Gitter  wegen  ihrer  Ähnlichkeit  mit  dem  elektro- 
magnetischen Problem  zustatten. 

Nach  Beendigung  der  vorliegenden  Arbeit  fand  ich,  daß 
Schaefer  und  Beiche^)  sich  auch  mit  Gittertheorie  be- 
schäftigt haben,  aber  sie  beschränken  sich  auf  den  Fall,  daß 
die  Gitterkonstante  groß  im  Vergleich  zur  Wellexilänge  ist, 
während  für  das  Studium  Hertzscher  Wellen  gerade  der  ent- 
gegengesetzte Fall  von  Literesse  ist. 

Außerdem  behandelt  von  Ignatowsky^)  die  Theorie  der 
Gitter beugung,  und  zwar  in  sehr  allgemeiner  Weise.  Deshalb 
sind  seine  Ableitungen  naturgemäß  wesentlich  komplizierter  als 
unsere,  nach  anderer  Methode  gefundenen. 

Bei  der  Anwendung  seiner  Formeln  auf  elektrische  Wellen 
(a.  a.  0.,  S.  480)  begeht  er  das  Versehen,  die  von  uns  in  dieser 
Abhandlung  eingeführte  Größe 

gegen  ^ins  zu  vernachlässigen,  während  er  die  unendlich  kleine 
Größe  2nn' 

a?. 

beibehält,  so  daß  seine  Gleichung  (27)  unrichtig  wird,  welche 
gerade  für  uns  in  Betracht  konunt. 

§  1.    UnendUoh  gut  leitende  Qitter. 

Erster  Fall:  Die  elektrisciie  Schwingung  ist  parallel  den 

Drähten. 

Eine  ebene  elektromagnetische  Well©  komme  aus  der 
Eichtung  x  =  +  oo  und  pflanze  sich  in  der  Bichtung  der 
negative  x  fort.    In  der  j/^-Ebene  befinde  sich  ein  Gitter  von 

1)  H.  Lamb,  Lehrbuch  der  Hydrodynamik;  Deutsch  von 
J.  Friedel,  Leipzig  und  Berlin  1907.    S.  630. 

2)  Cl.  Schaefer  u.  Fr.  Reiche,  Ann.  d.  Phys.  85,  S.  817.  1911. 

3)  W.  V.  Ignatowsky,  Ann.  cl.  Phys.  44,  S.  369.   1914. 
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äquidistanten  nietalliseheii  Dräliton  vom  Eadius  6,  deren 
Achsen  die  Eichtung  der  ^-Achae  halx^n.  Der  Abstand  zweier 
aufeinander  folgender  Dräiite  (Gitter konstante)  sei  a. 

Wir  beschränken  nns  auf  den  Fall,  daß  der  Radius  6  klein 
gegen  den  Abstand  a  sei  und  a  wiederum  klein  im  Vergleich 
zur  Wellenlänge  i. 

Nach  der  elektromagnetischen  Theorie  gehorcht  die  £;-Kom- 
ponente  des  elektrischen  Vektors,  die  einzige,  welche  existiert, 
wenn  die  elektrischen  Schwingungen  den  Gitterdrähten  parallel 
sind,  der  Gleichung 

die  sich  in 

(2)  ^  J  C/  +  A;2  C7  =  0 

transformiert  unter  der  Aimahme,  daß  n  die  Schwingungszahl 

sei,  so  daß 

(3)  £^=^  f/^tf-^-'«', 

und  wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird,  unter  c  die  Lichtgeschwindigkeit,  unter  k  die 
Wellenlänge  verstanden. 

Für  j  =  +  00  muß  U  nach  (1),  (3)  und  (4)  die  Form  haben 

in  dieser  Gleichung  stellt  das  erste  Glied  rechts  die  einfallende, 
das  zweite  die  reflektierte  Welle  dar. 

Für  a:  =  —  00  muß  ü  der  Gleichung 

(6)  I7  =  i?e'*' 

gehorchen,  welche  die  durch  das  Gitter  gedrungene  Welle  re- 
präsentiert. 

Uns  werden  besonders  das  Reflektions vermögen  1-41^  und 
die  Durchlässigkeit  \B\^  interessieren. 

Da  die  Leitfähigkeit  der  Drähte  in  diesem  Paragraphen 
als  unendUch  angenonunen  wird,  so  kann  die  elektrische 
Schwingung  nicht  ins  Metall  eindringen ;  deshalb  gilt  aus  Stetig- 
keitsgründen  an  der  Oberfläche  der  Drähte 

(7)  (7  =  0. 


R.  GtiH.y. 


Fig.i 


Wie  können  den  Baum  durch  zwei  dem  Gitter  pKaUels 

len  in  drei  Teile  zerlegen  (vgl.  die  Figur),  und  zwar  80, 

y  daß  0  L  und  0  M  groß  gegen 

die  Gitter  konstante  a  aber  klein 

gegen  die  Wellenlänge  l  sind. 

Dann  gilt  Gleiohong  (6)  in 
I    und  hat   in   der   Nfthe   der 
Treonungsebene      der      beiden  - 
Bäume  I  und  II  den  genAber- 
ten  Wert 

(8)  (7  =  1  +A+ikx{l  -A), 
weil  k  X  dort  eine  kleine  GröBe  ist . 
Im  Baume  III  gilt  (6),  und  in  der  N&he  der  TrennungE- 
ebene  der  Räume  II  und  III  haben  v/ir  näherungaweise 
(9)  U  =  B[\  +ikx). 

Im  Räume  II  lautet  die  Differentialgleichung  für  ü 
A  ü=0, 
da  k  sehr  klein  ist,  und  da  aus  Symmetriegründen  Ü  von  e 
unabhängig  ist,  erbalten  wir 

OT  II  +  0-»- 

£3  bandelt  sich  also  darum,  ein  Integral  dieser  OleichuQg 
zu  suchen,  welches  auf  den  Oberflächen  der  Drähte  der  Be- 
dingung (7)  genügt,  das  für  i  =  +  co  in  (8),  für  i  =  —  00 
in  (9)  übergeht. 

Die  Punktionen 


Hb* 


r 

-^         a 

COBh 

27.  J 

-C..1M 

und 

(12) 

ft 

=  i>gi 

cosb- 

inx 

co.^) 

sind 

nach 

den 

IVinzipien 

der 

Funktionentheorie 

ala 

reelle 

Teile 

von 

:f+V 

i- 

^ctah*^ 

«+y 

tH.w 

I„g,i„h1<!±»ll 

partikulare  Integrale  von  (10), 
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Pur  sehr  kleine  Worte  von  x  und  y  nehmen  q)^  und  9^2 
die  Werte  an 


(13) 


I   ^^^='(^-/^0' 


n 


SO  daß  auf  der  Oberfläche  des  Drahtes  x^  +  iß  =  b^ 

und  diese  Werte  gelten  wegen  der  Periodizität  der  Punktionen 
bezüglich  y  auch  auf  den  Oberflächen  der  übrigen  Drähte. 

Für  ar  =:  +  00  gilt 


(15) 


Vi  -  l*'  -  log  2 


71  .r 
a 

und  für  a-  =  -  oc 


71  X 


log  2, 


lÄ^nn 


/  =    TT  — 

a 


(16) 

bedeutet. 

Wir  wollen  probieren,  ob  wir  den  Bedingungen  (7),   (8) 
luid  (9)  durch  den  Ansatz 

(17)  U  =  0in+ß+r92 

genügen  können,  indem  wir  die  Konstanten  a..  ß.  y  zweck- 
mäßig bestimmen. 

Nach  (7)  und  (14)  erhalten  wir 

n  b 


(18)  ß  +  y\og     ^ 

SO  daß  sich  (17)  in 

(19)  '    U^a^^+ß^ 

verwandelt. 


0, 


log 


nb 
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Nach  (19),  (8)  und  (9)  muß  gelten 
(l  + /<  +  iS(l  - /()i - «(»- fl  + /! - - 


(20) 


B+iiS*         -«(I  +  0+/5  + 


--log2) 

-+I«g2) 


Uiefle  beiden  Gleicbongen  sind  in  Wirklichkeit  vier,  da  nie 
für  jeden  Wert  von  X  gelten  müssen,  nnd  erlauben  so,  die  viel- 
Konstanten  A,  B,  a.  ß  m  berechnen.    , 

Es  ergibt  sich 
(21)  B-Ä.  -jit^j  , 

(23)  S  +  Ä-  '//  [  , 

vetm  nir  ziir  Abkürzung  setzen 

Uuserir  Annahme  über  die  Crrößenordiiung  von  h.  a  und 
A  zeigen,  daB 

*'  aX 

eine  unendlich  kleine  Zahl  ist,  so  daß  (21)  sich  in 
(21')  B  -  ^  =  ] 

verwandelt,  und  aus  (21')  und  (22)  folgt 

Diese  Konstanten  geben  die  Amplituden  und  Phasen  der 
reflektierten  und  durchgehenden  Welle. 

i^r-,;^  nnd  i£r=,-f,, 

stellen  das  Beflektionsvermf^en  und  die  Durchlässigkeit  des 
'  Gitters  dar.  Ihre  Summe  ist  gleich  Eins  wegen  der  vollkommenen 
Leitffihigköit  der  Drähte,  d.h.  weil  das  Absorptionsverm^n 
gleich  Null  ist. 

Diese  Besnltate  sind  mit  denen  von  Lam  h  identisch,  wie 
ich  aus  einem  Zitat  in  der  erwähnten  Arbeit  von  G.  H.  Thom- 
son entnehmen  kann. 
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§  2.    Zweiter  Fall:  Die  elektrische  Schwingnng  ist  senkrecht 

zu  den  Drähten. 

In  diesem  Falle  ist  der  magnetische  Vektor  fl  parallel 
zur  ^r-Acbse  und  geni^gt  der  Differentialgleichung 

(26)  ^.,»JÄ., 

die  sich  in 

(26)*  AV+k^V  =  0 

verwandelt,  wenn  man  setzt 

(27)  Ä,  =  <?2^»«'7. 

Führt  man  Zylinderkoordinaten  r^  ^^  z  ein,  deren  Ursprung 
eine  Srahtachse  ist,  so  sind  H.  und  E^  nach  den  Maxwell - 
sehen  Gleichungen  verknüpft  durch  die  Beziehung 

(28)  -  -^  =  6 


dB,  d  E^ 

TT       ^  Tr ' 


und  da  die  Tangentialkomponente  von  E  an  der  Oberfläche 
eines  vollkommenen  lieiters  verschwinden  muß,  so  erhält  man 
mit  Bücksicht  auf  (27)  auf  den  Drahtoberflächen 

(29)  Tr  =  ^- 

Das  Problem  ist  genau  identisch  mit  dem  von  Lamb^) 
behandelten  akustischen  Problem. 

Die  Punktion 

smh 

(30)  %  =  *+'■•* 


a           .    2nx               27IÜ 
cosh cos — 


genügt  als  reeler  Teil  von 
»  +  y,  +  ü^ctgh"-<5fä^*'>  der  Gleichung  |^  +  |L^=0, 

hat  für  kleine  x  und  y  den  Wert 

(31)  9>,-:r(l+^^)=C08^(r  +  -^), 
gibt  also 

(32)  ö^?.  =co9*(l-:^), 

1)  SL  Lamb,  Lehrbuch  der  Hydrodynamik,  S.  630. 
Amud«  4m  Fhjtik.    IV.  Folg«.    61.  80 
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li.  G 

dtp. 


-0 


auf  den  Draht  oherflächeii. 

.    Fu''  a-  =  +  00  ist  qi,  =  X  +1. 

:r  =  —  00  ist  Q5|,  s=  a;  —  i. 
Versuchsweise  setze»  wir  an 
(88)  V  =  a>3  +  ß'. 

und  bestinuneu  die  wUlkürlicheD  Konstanten  a'  und  ß"  durch 
die  Stetigkeitsbedingungen  an  den  Grenzen  der  R&ume  I  and 
II  bzw.  II  und  in  mittels  der  Gleichungen 

\  a'  (:t  +  l)  +  ß'  =  l  +  A'  +  i  k  il  ~  A')  X,' 
l  a  (3-  -  0  +  ^'  =  fi'  +ikB'x, 

indem  wir  annehmen,  datt 

I  im  Räume  J:  F  =  e'"'  +  A' e-'^' , 

(36) 


(34) 


I  und  im  Räume  III:  7'=  B' i 


gilt. 


Durcli  Elimination  von  a'  und  ß'  erhält  man 

(36)  -^'-tiVw^    ^''  ihrr 

oder 

(37)  i^'l'=  .  *'»„  ;    \B-\- 


Das  Reflektions vermögen  ist  in  diesem  Falle  fast  Null 
wegen  des  äußerst  kleinen  Wertes  von 

während  die  Durchlässigkeit  fast  Eins  ist,  wie  Hertz  das  bereits 
experimentell  festgestellt  hat. 

%  8.    aittar  von  «ndUobsr  LaltAtalskolt. 
Erster  Fmll:  Die  elektrische  SchwiDgnDg  ist  parallel  den 
Drähten. 
Die  Maxwellachen  Gleichungen 


(88) 


f 

.  1 
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erlauben  die  Elimination  des  Vektors  H  und  geben  zur  Be- 
stimmung von 

(89)  E^^  /7tf^«««' 

« 

die  Gleichung 

(40)  *  AU  +  k^  [/.=  ü ,  ,  ♦ 

in  der 

(41)  k^  =  47t^n^e/x  —H  7i^/xani 

bedeutet,  unter  £  die  Dielektrizitätskonstante,  unter  fi  die 
Permeabilität  und  unter  a  die  Leitfähigkeit  verstanden.  Alle 
diese  Werte  seien  in  elektromagnetischem  Maße  gemessen. 

Pur  Luft  geben  wir  alleifi  Konstanten  den  Lidex  0  und 
haben  somit 


len 


lui'd  somit 

(42)  .  A„  =  i^  =  ^, 

Während  im  Metall  der  Gitterdrähte,  in  denen  en  neben  a  zu 


vernachlässigen  ist, 


(48)  k=]'  -Sn^iLtani 

gilt. 

Da  U  von  der  Koordinate  z  unabhängig  ist,  können  wir 
das  Integral  von  (40)  für  das  Drahtinnere  in  folgender  Porm 
schreiben 


oo 


(44)  f^=  VC  /  (Ar)cq8vi9'. 

In  dieser  Gleichung  bedeuten  r,  ii>  Polarkoordinaten  in 
einer  zu  der  des  Gitters  senkrechten  Ebene,  deren  Pol  der 
Schnittpunkt  der  Drahtachse  mit  jener  Ebene  ist,  J^  die 
Besselsche  Punktion  erster  Art  von  der  Ordnung  v,  während 
die  C^  Konstanten  sind. 

Im  Außenraum  der  Drähte,  soweit  derselbe  zum  Eaume  II 
gehört,  wollen  wur  das  Integral  U  als  lineare  Kombination  der 
schon  früher  benutzten  [vgl.  (11),  (12)  und  (30)]  drei  Punk- 
tionen 

30* 


^b' a 

COBh CM =- 

9,-  ilogi(coiih^--ci>8-?^), 

^  ,1..      •'•''^- 


darKUBtellen  sucben,  die  für  kleine  r  =  y  a:*  +  y'  die  Werte  aii- 
nebmen 


=  r(l  -  ^,-1  -cosö-lr- 

fps=xil  +  ^\  =  COS&jr  + 
SO  daß  für  r  =  b 

y, -0, 
(47)  y^  =  logi^, 

y,  =  2Äcoat9- 

Ferner  Iiaben  wir 

I£Üra;=+00  tpj='X  —  l, 


-^  =2coB*, 

^-  =0- 
für  j 


■00    qp,  —  «  +  /, 

f  1  -=  -  ~r  -  iog2. 

%  =  *-?■ 

Die  Grenzbedingungen  drücken  die  Stetigkeit  der  Tan- 
gtntialkomponenten  von  B  und  H  beim  Durchgang  durch 
die  Drahtoberfl&che  aus. 

Bezeichnen  wir  den  Wert  von  ö  im  Drahtinnern  mit 
üi,  im  Außenraum  mit  17,,  so  atellt  sich  die  ßtet^keit  von 
E  [vgl.  (89)]  in  der  folgenden  Weise  dar. 
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Für  r  =  b : 

(49)  U,  =  C7.. 

Ferner  gilt  nach  der  zweiten  Gleichung  (BS) 

fL      dr  dt   ' 

also  ist  die  Stetigkeit  von  H  gewährleistet  durch  die  Irk^- 
Ziehung 

(50)  mrr-^:      1-^=^/-. 

Gemäß  unserer  Annahme,  daß  ü^  eine  lineare  Funktion 

m 

von  9^1»  ^f'und  g>^  ist,  können  wir  schreiben 

(51)  ü^^atpi  +ß  +y(P2-\-  i  (f^ 
und  erhalten  mittels  (47),  (49).  (44)  und  (51) 

(62)  ß  +  ylog^  +  ^2^008.9--  C^J^(kb)+  C\J^(kb)cos  /f 

und  mittels  (47),  (50),  (44)  und  (51) 

(63)  2«  cos  *  +  |-  -  ^^  -V  (kh)  +  ^-  ^»  e// (kb)  cos  * ; 

denn  aus  der  Portn  der  Gleichungen  (46),  in  denen  nur  cos  d, 
und  nicht  cos  2il>,  cos  3#  usw.  vorkommen,  erkennen  wir,  daß 
wir  uns  auf  die  ersten  beiden  Glieder  der  Reihe  (44)  be- 
schränken können. 

üa  (52)  und  (53)  für  jeden  beliebigen  Wert  von  d  gelten» 
so  zerfallen  dieselben  in  folgende  vier  Beziehungen . 

[ß  +  Y  log  ~-  ^C\J,{kh),  2*  <T  =  C\  J,  [kb) . 

(54)      ' 

I  y  =  -1r  ^0  ''o'  (**) ,      2*  «  -  *-*  C,  /,' (kb) . 

Elimination  von  C©  und  C^  ergibt 

nb 


^  +  y  log 


/?^P|\  ____?_        _^_    '^o  ^^  ^^  —  T   •      A  —    ^     «A  (^  ^ 

'    ^  r  ^  kh   Jo'ikh)"^'      u   "^  kb   J^'(kb) 

wenn  man  die  Abkürzungen  eiriführt 

^^^^  Ä6  J^'ikb)  ■"  ^0 '  ik6  J/{kb)  "  ^i  • 


»•i' 
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AuB  den  Gleichungen  (55)  folgt 

'"'  '  -  -  -  -jr 

SO  daß  (51)  in 

(68)  (/..„,,+(»- 


*-'<»,, 


-9>, +  Kr,  9P, 


übergeht. 

Dia  Bedingungen  im  Unendlichen  ergeben  mit    Beriick- 
Biohtigung  von  (48),  (68),  (8)  nnd  (9) 

«(.-0  +  i»-        „I    -    (^-log2)  +  «t,(«  +  i) 

log 1^  ' 

"  -  1  +  Ä-^ik„x[i  -  A), 

(59) 

a{x -\- [)  +  ß  + ^1 (~  +  log2)  +  «rj  (a:  -  /} 

log «,    ' 

^B  +  ik^xB. 

Da  diese   Gleichungen  für  jeden  beliebigen  Wert  von  x 
gelten,  so  zerfallen  sie  in  die  folgenden 

l  +  A~-«H\-r,)  +  ß  +  ß ^1? ; 

log  —  ~  '■ 


(60) 


i*,(l-4-«(l  +r,) 


i(-»/(l-t,)  +  ,?  +  ,S— ^ 
log  —  - 


a,,B  =  «(l  +  r,)H 


auB  welchen 
B-A-i  -2oJ(l  -T,) 


.*,;(5-^  +  l)-2«((H-t,)       ,*,(i(+^-i) jJ — , 

log  —  -  .. 
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d.  h. 

folgt; 

Bedenken  wir,  daß  h^l  äufierst  klein  ist,  so  haben  wir 

B  -A  =  l 
und  außerdem 

,  ^  +  "^  =  -1^^' 

so  darfi 

(61)  A^   -'-    ;         ^=      ^* 


j  t  -  1   '  J I  -  1  ' 

wird,  unter  A 

verstanden. 

Das  Beflektions vermögen  \A\^  und  die  Durchlässigkeit  \B\^ 
ergeben  sich,  wenn  wir 

(68)  /J  =  -u  +  vi 

setzen,  so  daß 

^  -       tt«  4.  (1  4-  p)=i '     ^  -        w«  +  (l  +  v)^       ' 
also 

und  das  Absorptionsvermögen 

(65)  1  -  MP  -  \B\^  =     ,  .  f/     ,^ 

wird. 

BeflÜmmung  der  Funktion  (q. 

Wie  man  aus  der  Formel  (62)  ersieht,  reduziert  sich  das 
Problem  auf  die  Berechnung  der  Funktion  r©,  welche  durch 
die  Gleichung  (56)  definiert  ist. 

Zur  Diskussion  der  Beobachtungen  von  Schaefer  und 
Laugwitz  interessiert  uns  nur  der  Fall  /^  =  1,  da  sie  nicht 
mit  ferromagnetischen  Materialien  operiert  haben. 
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m 


Also  wird 

-  _L  -^«ttfti 
^^       kb    Jt(kb)  ' 

■wo  kh  iiaoh  (43)  den  Wert  hat 
(67)  kb  =  yBn'anb^y'^  » 

Nun  ist  die  Funktion 


(68) 


JJ  = 


i^. 


MgV-i)  . 


ßj  +  'ß, 


in  seiner  Abhäi^igkeit  von  q  bekannt,  denn  Q  stellt  ein»  Kombi- 
nation des  Widerstandes  r  und  der  inneren  SelbetiudukCten  L 
eines  Drahtes  für  Wechselstrom  dar.     Es  ist  nämlich 

worin  r,  den  Widerstand  für  Gleicbetrom  bedeutet. 

Diese  Funktion  findet  sich  in  verschiedenen  Veröffent- 
lichungen*) in  Beiben  entwickelt  und  in  Tafeln  niedergelegt, 
so  daß  wir  uns  ohne  Weiteres  der  Beziehung 


(69) 

bedienen  köiuien. 


rOW 


§  i.    Die  elektrische  Sohwiagimg  Ist  tenkreoht  bu  den  DriUiten. 
Setzt  man 

(70)  H^-^t^"'-*}', 

Bo  genügt  die  Fimktion  V  der  Gleichung 

(71)  jy+Ä*F  =  0. 

Um  die  Oberfl&chenbedingiiugen  abzuleiten,  schreiben  wir 
eine  der  Maxwellschen  Gleichungen  an 


1)  W.  Tbomeon,  Math,  and  phje.  pupere  8,  S.  493.  Cambridge 
1890;    I.    Zenneok,    Aim.   d.    Fhye.    11.    1903.    B.  IUI;    Tgl.  auch 

I.  Zenaeck,  Elektromagn.  Sobwiiigungen.    Stuttgart  1906.    S.  403  u. 
992;  A.  Sommerfeld,  Piiye.  Zejteohr,  8.   B.  805.    1907;  B.  Jahnke 

II.  F.  Emde,  Fauktionentafeln,  Leipsjg  n.  Berlin  1909.    S.  144—174. 


Das  TVrA/i/.V"  //•  »-.Ai-Äfr  (»i.vr»  4(M 

aus  d*T  ndt  Ä^  =  ^-^"»'  ß' 

r  r         ^ 

hervorgeht. 

Da  aber  ju  'In  n  i  {e  'In  n  i  -f-  4.t  a»    -    -  A*  ist.  so  t'ol^t 

r  r         ^  2 .1  »  I 

Da  F  und  TF  au  der  OlierflScho  sU>tig  MoiU'u  luiiaaon, 
so  haben  wir  die  Dedingiingon 

/;  =  /. , 

:72) 


^'e^Sllehs Weise  setzten  wir  an 

(73)  F^=a>3  4  /r-|./9;,  -I   rVy>3. 

währeDd 

(74)  /•  =26';y  (Är)cosr.V. 

Mittels  (47),  (78)  und  (74)  orli;ili(»ii  wir  «lir  (il(»i(ihunj<nii 
f  2a  Ä  cos  i9-  +  /?-  +  5  log -^  -  (V  ./„  [k  h)  +  r' '  J. '  (A A)  coh  // 

I  27^co8»^+  ^^  -.  ^,7  KoV,'(AA)  +  r;,V,'(AA)cos,>|. 

aus  denen 

(76)  *-(/?  + A log  •■!j',«„;       i;™«, 

folgt,  wenn  wir  dio  Abkürzungen  «infiihrci 


II 


So  verwandelt  sich  f73)  in 
(78)  r,  =  a>3  +  t^'  +  ./(.,  7,  +        ^'^  .;,  y, . 

Im    Unendlichen   gelten    di^-    Glf^i'-Iinngen    (H5;.    k<i    düti 
mittek  (48)  die  ßezielning'-n  folgen 

a{x  +  /.  +  ,r  +  ./  /.^  r:,  ^  /^  ^   ?lÖL_.  (Y  -  log  'A) 

1    -  V*  log  ^ 
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«'  (*  -  ^  +  ,?■  +  a'  p,  (T  +  l) ^^ 

1  -  p,  log  —  ■ 

=  Ä'  +  iApF^. 

Die- Auflösung  dieser  Gleichungen  gibt 

1  -  j  +  if       1  +  e,'  *  " 
oder  ^nähert 


-"/  +  log2 


(79) 
und 


(80) 
d.h. 


1  -  J  +  F         1  +  ?i 
B--A'=l 


F  +  A'' 


B-  - 


^1  -  p.  log  - 
-  [  1  -  f,  log  - 


-  e»iog 


-  ft,  log  - 


(82)  J'  =  -;4i[log^  +  J 

Nach  (77)  und  (66)  folgt  mit  //  =  1 
46    J,(tfc)       A'_6'  , 


(83) 


V,  "  ^^^  Ja'CAft)""   V*'*^ 


T^. 


§  6.    Varglffloli  der  Thaori*  mit  den  Bftobaahtungen  von 
Sohaefer  and  Ij&usivlta. 

Der  darch  (67)  eingeführte  Wert  von  q  isl 

(84)  ,.y8«iin-4>-|/«2" 

unter  co  =  .,         den    in   elektromagnetischen   Einlieiten   ge- 
messenen Widerstand  von  1cm  Draht  \-erfltanden. 


Vas   V'erhalfen  Heri2scher  Gitter. 


4G3 


Xn  = 


In   den   Versuchen   von    Schaefer   und   Laugwitz   war 
30cm;  a  =  1,5cm;  b=0,00125cm.  so  daß 


In 


a 


2nb 


5,252 . 


Um  To  zu  bestimmen,  berechnen  wir  die  folgende  Tabelle. 


Material 

wio-' 

7 

-^1 

P, 

• 

44  -  f  0,09636 
a     -  t  0,2898 
>4    -  i  0,7986 
\2    -  t  1,305 

Silber     ....           39 
Platin    ....         274 
Manganin ...         970 
Kruppin    ...       1620 

8,028 
3,028 
1,610 
1,246 

3,105 
1,328 
1,035 
1,013 

2,818 
0,9632 
0,3181 
0,1927 

0,087 
0,21C 
0,24f 
0,24? 

A    =    -    M   -1- 

-  0,5339  -f  i  0,0 

-  0,5462  +  ♦  0,0: 

-  0,5497  +  i  0,0 

-  0.5500+  io,i; 

r  i 

[>9636 
2898 
7986 
505 

ReflektionH- 
vermögen 

76,65V„ 
73,69 
68,11 
63,20 

Uurohlässigkeit 

21,84% 
22,05 
21,04 
20,18 

Absorptions- 
vermögen 

1,51% 

4,26 
10,85 
16,62 

Diese  Werte  sind  nach  den  Gleichungen  (64)  und  (65)  be- 
rechnet worden,  d.  h.  unter  der  Annahme,  daß  die  elektrischen 
Schwingungen  den  Drähten  parallel  waren.  Die  Autoren 
machen  darüber  zwar  keine  Angaben,  jedoch  ist  es  auf  Grund 
der  Beobachtungsergebnisse  außer  Zweifel,  daß  Oszillator,  Re- 
sonator und   Gitterdrähte  einander  parallel  waren. 

Schaefer  und  Laugwitz  geben  die  folgenden  experimen- 
tellen Resultate 


Material 


Silber  .  . 
Platin  .  . 
Manganin 
Kruppin  . 


•       • 


ReflektionS" 
vermögen 

35,5% 
32,9 
32,0 
25.3 


Durchlässigkeit 


Absorptions- 
vermögen 


62,1% 
60,6 
57,7 
55,8 


2,4% 

6,5 
10,3 
18,9 


welche  keineswegs  mit  der  Tlieorie  übereinstimmen. 

Die  Abweichungen  würden  noch  bedeutend  größer  sein, 
wenn  wir  annähmen,  daß  der  Oszillator  senkrecht  zu  den 
Drähten  stand,  denn  in  diesem  Falle  hätte  1/qq  nach  (88) 
einen  so  großen  Wert,  daß  die  Gleichungen  (81)  praktisch  mit 


464  Ä.  Gans.    Das  VerkaUefi  HerUscher  GüUr, 

B'^=  1 ;  ^'=  0  identisch  sind,  d.  h.  in  dieeer  Anordnung  würde 
das  Uitter  nichts  rftlektiereu  und  die  Gesamtstrahlung  hin- 
durcblassen. 

Ea  ist  schwor,  den  Grund  dieser  Abweichung  zwischen 
^Theorie  und  Beobachtung  anzugeben,  da  die  Verfasser  keine 
Einzelheiten  der  Versuchsanordnung  und  Messung  mitteilen, 
aber  es  könnte  sein,  daß  tu  den  Differenzen  die  D&m|^ng 
der  aiiBgessndten  Wellen  beigetrngen  hat. 

baPlata,  I.Dezember  1916.    Instituto  de  Ffsica. 
^  (Eingegangen  23.  Auguet  1^19.) 
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4.    IHe  Ffkrm  vltramikroakopischer  PlatinfeUchen; 
von  Miehard  Gans  find  Ricardo  Calatroni. 

(Nach  Versuchen  v«  ii  Ricardo  Oalatroni.) 

Nachdem  der  eine  von  uns^)  gezeigt  hatte,  daß  die  ultra- 
mikroskopischen Metallteilchen  kolloidaler  Gold-  und  Silber- 
lösungen mit  großer  Annähening  Kugelform  haben,  wandten 
wir  uns  der  Ermittlung  der  geometrischen  Form  der  Partikeln 
in  Hatinlößungen  zu,  über  deren  Resultate  im  folgenden  kurz 
berichtet  werden  soll. 

Nach  Abschluß  unserer  Untersuchungen  kam  uns  —  in- 
folge des  Krieges  sehr  verspätet  —  die  schöne  Publikation  von 
Diesselhorst  und  Freundlich*)  zu  Händen,  in  der  diese  nach 
ihrer  Schlierenmethode  u.  a.  die  Gansschen  HesuHate  be- 
stätigen und  feststellen  konnten,  daß  auch  die  nach  der 
Bredigschen  Zerstäubungsmethode  hergestellten  Platinsole 
aus  kugeligen  Amikronen  bestehen. 

Wenn  wir  trotzdem  unsere  Beobachtungen  der  Veröffent- 
lichung übergeben,  so  geschieht  es  erstens,  weil  dieselben  die 
Diesselhorst  und  Freundliohschen,  nach  ganz  anderer  ex- 
perimenteller Methode  angestellten  Messungen  bestätigen, 
zweitens,  weil  es  uns  daran  lag!  daß  das  zur  Untersuchung 
herangezogene  Material  auf  rein  chemischen  Wege  durch  Re- 
daktion hergestellt  sei;  denn  bei  den  hohen  Temperaturen, 
die  bei  der  Zerstäubungsmethode  ins  Spiel  konmaen,  ist  es 
nicht  ausgeschlossen,  daß  das  Metall  kurze  Zeit  flüssig  ist 
und  dann  den  Kapillarkräften  unterliegt,  und  da  wir  gerade 
einen  Beitrag  zur  Kenntnis  der  physikaUsch-clK^mischen  Kräfte 
liefern  wollten,  die  für  die  Form  der  äußerst  kleinen  Teilchen 
maßgebend  sind,  so  mußten  wir  alle  sekundären  Einwirkungen 
ausschalten. 


1)  R.  Gans,  Ann.  d.  Phys.  87.  S.  881.  1012;  47.  S.  270.  1916. 

2)  H.  Diesselhorst    u.    H.    Freundlich,    Phys.    Zeitschr.    17., 
S.  117.   1916. 
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Unsere  eretuu  Versuche  stellten  wir  allerdinge  mit  Präpa- 
raten an,  die  wir  nach  der  Uredigsehoii  Methode  gewonnen 
hatten,  indem  wir  unter  ganz  reim>m  Wasser,  welches  als 
Schutzkolloid  0,1  Rroz.  Gelatine  enthielt,  zwischen  zwei  0,6  mm 
dicken  Platinelektroden  einen  Lichtbogen  erzeugten.  Die  auf 
diese  Weise  beigestellte  Losung  A  hatte  eine  dunkel  grau- 
rote  Farbe. 

"Dann  gingen  wir  zum  Paalsehen  Verfahren*)  über,  und 
zwar  benutzten  wir  protalbinsaures  Natrium  als  Sclmtzkolloid, 
indem  wir  von  der  Platineblorwasaetst  off  säure  ausgingen, 
Hydiazinbydrat  als  Reduktionsmittel  benutzten  und  dann 
gegen  Wasser  dialysierten.  Das  so  entstehende  sehr  stabile 
Präparat  löst  sich,  worauf  Paal  und  Amberger  lünwiesen, 
sehr  leicht  in  warmem  Wasser  nach  Zusatz  eines  Tropfens 
verdünnter  Natronlauge.  Die  auf  diese  Weise  hergestellte 
liösung  B  war  grauschwarz.') 

Von  diesen  beiden  Lösungen  wurde,  wie  früher,  die  Ab- 
sorption mit  dem  König-Martensschen  Spektralphot-ometer 
gemessen,  und  zwar  für  die  vier  Heliumlinien  X  =  6678,  5877, 
ÖOIO,  4472  X.E.  Es  ergaben  »ich  folgende  Tabellen,  in  denen 
wir  die  Absorption  in  relativem  Maß  angeben,  indem  wir  die- 
selbe für  die  griine  Iiinie  willkürlich  gleich  Eins  setzen. 

Tabelle  1. 

Abeorptiün  der  ursprünglichen  LösungeD. 

Lösung  Ä  nach  Bredig.  Lösung  B  nach  Paal. 

~    "         -      -    -  FarbP;  grau'^chwarz. 


Ei^rbe:  dunkel  graurot. 


;. 

ä: 

ü,687 
0,822 
1.000 
1.230 

-i 

A- 

667,8 
587,7 
001,0 
447,2 

667,8 
587,7 
501,0 
447.2 

0,70ft 
0.817 
1,000 
1.163 

1)  C.  Paal  u.   C.  Amberger,  Chem.   Bcr.  87.  I.    .S.  124.    1904. 

2)  Daß  die  beiden  Lösungen  A  und  B  verechiedene  Farbe  haben, 
trotsdem  der  Verlauf  der  Absorption* kurven  fast  identisch  iat,  tat  nichts 
Anffallcndes,  denn  aua  physiologischen  Gründen  hängt  die  Farbe  auch 
von  den  absoluten  Werten  der  Absorption  ab.  Davon  überzeugt  nuin 
eich  z.  B.  leicht,  wenn  man  dieselbe  KaliumbichromAtlösung  in  dünner 
und  dicker  Schicht  beobachtet.  Im  ersten  Falle  istsje  grün,  im  zweiten 
orange  gef&rbt. 
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Um  aus  diesen  Lösungen  die  größeren  Partikel  und  die, 
welche  sich  durch  Zusammenballen  von  kleineren  gebildet 
h'itten,  auszuschalten,  wurden  die  ursprünglichen  Lösungen 
nach  dem  von  einem  von  uns^)  beschriebenen  modifizierten 
Bechboldschen  Verfahren  ultrafiltriert,  und  zwar  mit  Kollo- 
diumfiltern, die  mehr  oder  woniger  Eisessig  enthielten. 

Die  mit  den  so  präparierten  Lösungen  gewonnenen  Ab- 
sorptionskurven  sind  die  folgenden. 

Tabelle  2. 

Mit  0,5  Proz.  EiMssig-KollodiunifiltCTn  ultiafiltritit. 

Farbe  matt  gelb. 
LöBnng  A  nach  Bredi^.  Lösimg  B  nach  Paal. 


667,8 
587,7 
501,0 
447,2 


A' 

0,342 
0,583 
1.000 
1 ,357 


/ 


A' 


667,8 
587,7 
501,0 
447,2 


0,326 
0,674 
1,000 
1,676 


Tabelle  3. 


Mit   l,OProz.   Eihessig-Kollodiunifiltorn  ultrafiltriert. 

Farbe  hellgelb. 
Lösung.^  nach  Brcdig.  Lösung  B  nach  Paal. 


;. 


;. 


K 


667,8 
687,7 
501,0 
447,2 


0,516 
0,704 
1,000 
1,237 


667,8 
587,7 
501,0 
447,2 


0,459 
0,693 
1,000 
1,195 


Um  aus  diesen  liesultateu  »xhlüsse  über  die  Form  der 
Teilchen  ziehen  zu  können,  haben  wir  die  Absorptionskurven 
theoretisch  berechnet,  welche  kugel-,  Scheiben-  und  stab- 
förmigen  Partikeln  entsprechen. 

Hierzu  brauchten  wir  die  numerischen  Werte  des  Ee- 
flektionsvermögens  und  des  Extinktionskoeffizienten  des  me- 
tallischen Platins,  wel?he  von  Hagen  und  Rubens*)  beob- 
achtet worden  sind. 


1902. 


1)  R.  Gans,  Ann.  d.  Phye.  47.   S.  280.   1916. 

2)  E.|  Hagen   u.   H.   Rubens.   Ann.  d.   Phys.  8.    S.   1  n.  432. 


R.  Gans  w    K.  Calairo 


}. 

fi 

V- 

m-  Ml 

-  •■«) 

m"  - 

1 
i  16,46 

l- 

650 

0,664 

4,ß3 

3,219  - 

i4,ß3 

-  6,733  - 

488, 

600 

0,640 

4,15 

2,«64  - 

U,I5 

-  Ö.744  - 

i  13,84 

460, 

seo 

0,612 

3.81 

2,836  - 

.■331 

-  4,631  - 

:  13,13 

412.0 

500 

0,684 

a.4tf 

2,659  - 

i3,49 

-  3,862  - 

i  10,40 

374^ 

450 

0,647 

3,16 

2,555  - 

.■3,16 

i  8,976 

426 

0,623 

2,98 

2,636  - 

.■2,98 

-  2,073  - 

i  8,738 

In  Tab.  4  bedeutet  l  die  Wellenlänge  iui  Vakuum,  fi  das 
BeflektioDBvermögen,  vx  den  ExiinktioDslioeffizienteQ  nach 
Hagen  und  Bubens.  Daraus  berechnet  sich  der  (reelle) 
Brechui^aexponent  v  nach  der  Formel 


1  -  R 


Y(-j^j)^"-(i+.««^). 


(1) 


Die  vierte  Kolonne  enthält  m  =  v  —\vx,  den  Bogenanuteu 
komplexen  Brecbungsexponenten.  Nennt  man  m^  den  Breehoi^- 
ezponeiiten  de&  Wassers,  so  ist  m'==  m/mg  der  komplexe 
Brechungsexponent  des  Platine  gegen  Wasser.  In  Kolonne  6 
finden  sich  die  Werte  von  m''  —  1,  und  schließlich  enthält 
Koloime  6  die  Wellenlängen  in  Wasser. 

Die  Absorption  K  ergibt  sich  ferner')  aus  folgendem 
Formelsystem. 


(2) 


Im(-Oi-2a/), 


P  und  P"  sind  Faktoren,  welche  nur  von  der  Form  der 
Teilchen  abhfti^n,  und  zwar  ist 


Ob 

Kugoln  . 

Stlbchen 
Scheiben 

und 

1)R. 
(21). 

ns,    Ann. 

4n 

4n 

0 
1 

V, 
0 

d.    PhjB.  87.    S.  886.    1912,     Formel    (19)    . 
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X'  und  m'  sind  bereits  oben  definiert;  „Im"  bedeutet  dm 
imagin&ren  Teil  des  in  Klammern  stehenden  Ausdrucks. 

Be  berechnete  sich  die  folgende  Tabelle,  in  welcher  K 
die  Absorption  einer  1  mm  dicken  Lösung  bedeutet,  in  welcher 
sich  1  mm*  Platin  in  1  Liter  Wasser  befindet.  K^^^  stellt  die- 
selben Absorptionen  für  solche  Konzentrationen  dar,  daß  die- 
selben für  X^=500fm  gleich  Eins  werden. 


Tabelle 

5. 

l 

i  Kugeln 

K 
Stäbchen 

Scheiben 

0,1414 
0,1291 
0,1237 
0,1169 
0,1126 
0,1162    i 

;  KiigoJn 

0,4634 

0,6050 

0,7713 

1,000 

1,298 

1,397 

Stäbchen  j 

1.     .    1 

1,162 
1,073 
1,040 
1,000 
0,985 
1 ,022 

Scheiben 

660 
600 
560 
500 
460 
425 

0,00669 
0,00874 
0,01114 
0,01444 
0,01876 
0,02018 

0,07249 
0,06691 
0,06485 
0,06237 
0,06144 
0,06378 

1,209 
1,104 
1,058 
l.OOO 
0,963 
0,994 

Die  Figur  gibt  K^^a  ^^  seiner  Abhängigkeit  von  der  Wellen- 
Iftiige  für  Kugeln  und  Stäbchen.      Die  für   Schoib(>ii  gnltifrr 


1.4 
1.2 
1.0 
0.8 

0.6 

0.4 

(i.2 

U 


Stäbchen 


400 


450 


500 


550 


(jOO 


050 


roo 


■^^ 


Fig.  1. 


Kurve  haben  wir  nicht  gezeichnet,  weil  sie  sich  kaum  von  dtM 
für  Stäbchen  gültigen  unterscheidet.  Neben  diesen  thfo- 
retischen  Werten  der  Kurve  sind  die  beobachteten  AI>sor])- 
tionen  eingetragen,  und  zwar  entsprechen 

AanalM  4«  Pktyrik.    lY.  Folge.   61.  31 
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IHtrafiltpr  mit  O.ö*»/»  EiaflBsig 
..    0,6%        ,. 
..     1,0"/.       •■ 

„  i,oy.     ,. 


A  mif-li  Bredig. 
B     ,.      Paai. 
A      ..      Bredig. 
B     „      Paal. 


Bin  Vergleich  mit  der  theoretischen  Kurve  ergibt,  dal! , 
dte  WitinamikTonen  t^ienso  me  die  Silber-  und  Goldatmkromen 
genähert  KvgelgestaU  haben. 

L»  Plata.  15.  Juli  1916.     Institute  de  Ffaica. 


(Eingegangen  33.  Auguat  1 
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Über  Kranzerscheinungen ^  im  homogenen  Nebel; 

von  Reinhard  Mecke. 

L  Teil:  Experimentelle  Ergebnisse. 
(Marburger  Dissertation  1919.) 
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Einleitung. 

$  1.  Allgemeines  über  Beugungserscbeinungen  im  homogienen 

Nebel. 

Im  homogenen  Nebel  von  gleichgroßen,  durchsichtigen 
Tröpfchen,  welche  als  Kugellinsen  dem  Brechungs-  und  Ee- 
flexionßgesetze  unterliegen,  sind  drei  verschiedene  Arten  von 
i^eugungserscheinungen  möglich,  von  denen  die  bekannteste 
wohl  der  Regenbogen  ist.  Dieser  entsteht  durch  innere  Re- 
flexion im  Tropfen  und  seine  Theorie,  welche  auf  der  Beugung 
nichtsphärischer  Wellen  beruht,  ist  in  Weiterbildung  der 
Theorie  von  Cartesius  von  verschiedenen  Forschern  schon 
eingehend  behandelt  worden,  so  daß  ich  hier  nur  auf  die  dies- 
bezüglichen Arbeiten  von  Air  y^),  Pernter*)undMöbius*)  ver- 
weisen möchte.  Ein  anderes  nur  im  reflektierten  Licht  sicht- 
bares Eeugungsphänomen  sind  die  in  der  Metereologie  als 
Grlorie,  die  das  Brocken-  oder  Ballongespenst  umgibt,  allge- 

1)  G.  Airy,  Trans,  ot  the  Soc.  of  Cambr.  6.  8.  879.  1836. 

2)  J.  Pernter,  Metereol.  Optik,  S.  496ff . 

3)  W.  MoebiuB,  Ann.  d.  Phys.  88.  S.  79.  1910. 
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mein  bekannten  farbigen  Kinge,  welclie  sii'li  um  den  uuf  Aif 
Nebelwand  fallenden  Schatten  des  Ifeobachters  bilden.  Eine 
einwandsfreie  Erklärung  der  Glorie  durch  ein  in  der  Einfalli:- 
richtung  sich  bildendes  Intensitätsmaximuni  gelang  Hrn. 
Ueheimrat  Prof.  Dr.  F.  Eicharz');  jedoch  liegen  die  Verhfilt- 
niese  hier  sehr  verwickelt  und  manches  bedarf  noch  der  Auf- 
klSfung.  Auf  eine  Anregung  von  Gebeimrat  Prof,  Richard 
hin  fand  ich  z.  B.,  daß  mit  aufgewirbeltem  Lycopodiumstaub 
die  Erscheinung  selbst  im  intensiven  Eogeniicht  nicht  hervor- 
zurufen war,  während  sie  beim  künstlichen  Nebel  schon  im 
schwachen  diffusen  Tageslicht  siebtbar  ist.  Allerdings  ist  auch 
die  Intensität  des  an  den  Tröpfchen  zurückgeworfenen  Lichtes 
weit  größer  als  an  Lycopodiuiustau  h.  Es  scheinen  somit  nocli 
andere  Ursachen,  welche  wohl  auf  der  Eigenachnft  der  Tröpfchen 
als  Kugellinsen  beruhen  mögen,  zur  Entstehung  der  Ghrie 
beizutragen.  Auch  dürfte  die  bis  jetzt  stillßchweigend  ge- 
machte Armalune,  daß  dos  £urückgeworfene  lA^t  aus  parallelen 
Strahlen  besteht  (denn  nur  für  solches  Licht  gelten  ja  die 
Fraunhofer  sehen  Beugungsgleichungen),  bei  der  Erklärung 
der  farbigen  •  Beugungsringe  (Glorie)  kaum  zutreffend  sein. 
Die  Erklfixung  des  Litensitätsmaximiims  erfährt  dadurch  keine 
Änderung.  Eine  genaue  Untersuchung  der  Glorie  und  ihre 
Theorie  muß  aber  einer  weiteren  Arbeit  vorbehalten  bleiben, 
da  es  sich  als  notwendig  erwies,  zunächst  die  einfacheren  Ei- 
Bcheinungen  im  äurcligehenden  Lieht  vm  untersuchen  und  n\ 
erklären. 

Diese  sind  iu  der  Natur  häufig  »Is  piächlig  gefärbte 
Kränze,  auch  Aureole«  oder  kleine  Höfe  genannt,  um  Sotmie 
und  Mond  zu  sehen,  wenn  leichtes  Gewölk  oder  Nebel  diewr- 
Gestirne  verschleiern.  Schon  Fraunhofer  fand,  daß  dieses 
Phänomen  mit  der  Eeugungserscheinung  kreisförmiger  Bcheib- 
chen,  wie  sie  sich  durch  eine  mit  Lyeoiwdium-  oder  Po\i8l-. 
sporen  bestreute  Glasplatte  uaehahmen  läßt,  analog  ist.  Die 
Erscheinung  besteht  in  der  Mitte,  zunächst  der  direkt;  ge- 
sehenei^  Lichtquelle  aus  einem  bläulich  weiß  g(^  färbten  zen- 
tralen Feld,  umgeben  von  einem  braunroten  Kreis,  an  den 
sicjti  ein  dunkel  violetter  Hing  und  dann  abwechselnd  griüie 
und  rote  Binge  anschließen.    Im  tnonochrovialischen  Licht  setzt 

1)  F.  Richair.,  Mu-burgcr  Sitzungabcr.  1912.  y.  1  u.  5;  MmwcoI. 
Zeitichr.  26.  S.  S9.  1908;  2».  S.  282.  1912;  Sl.  S.  188.  19U. 
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sie  sich  aus  duuklen  und  hellen  Bingen  mit  abnehmender 
Helligkeit  zusammen,  welche  die  Lichtquelle  konzentrisch  um- 
geben. Bedeutet  (p  den  Beugungswinkel,  r  den  Tropfenradius 
und  X  die  Wellenlänge,  so  gehorchen  die  Binge  dem   Gesetzt^ 

r 

z,,.    =  -7-  Sin  (f  , 

MiD  A  ' 

wo  r  den  Tropfenradius  bedeutet,  s^j^,  aber  eine  Konstante 
ist  und  für  den  ersten  dunklen  Bing  den  Wert  0,61,  für  den 
zweiten  den  Wert  1,116  besitzt.  Man  kann  also  aus  den  Durch- 
messern der  Minima  verschiedener  Ordnung  die  Tropfengröß«* 
bestimmen,  und  es  muß  sich  jedesmal  derselbe  Wert  ergeben. 
Im  weißen  Licht  nimmt  man  für  die  Messungen  am  besten  den 
äußersten  Band  des  roten  Binges,  wo  nach  den  Versuchen  von 
Fraunhofer  das  Minimum  der  Wellenlänge  ,,des  weißen 
Lichtes"  0,671 /*i)  liegt. 

Von  den  11  Messungen  von  Kämtz^)  nun,  welche  ich  in 
Pernters  „Metereologischer  Optik**  fand,  zeigen  die  aus  den 
beiden  ersten  Bingen  berechneten  Tropfenradien  nur  geringe» 
Abweichungen  von  etwa  ±  3  Proz.  voneinander.  Auf  dem 
Ben  Ne\is^  gemachte  Beobachtungen  weisen  allerdings  etwas 
größere  Abweichungen  auf,  doch  ist  dies  wohl  auf  die  Schwierig-, 
keit  der  Messungen  im  weißen  Licht  und  die  Veränderlichkeit 
der  Erscheinung  zurückzuführen.  Auch  bestehen  oft  Zweifel, 
ob  die  Wolkenelemente  wirklich  aus  Wassertropfen  und  nicht 
aus  Eiskristallen  bestehen.  Nach  diesen  Messungen  besitzt 
natürlicher  Nebel  noch  immer  relativ  große  Tropfen  von  etwa 
5 — SO;*  Badius. 

Während  also  bei  der  Naturerscheinung  sowohl  bezüglicli 
der  Farbenfolge  als  auch  bezüglich  der  Durchmesser  der  Binge 
gute  Übereinstimmung  mit  der  ifheorie  erzielt  worden  ist, 
treten  beim  künstlichen  Nebel,  der  ungefähr  5 — 10  mal  kleinere 
Tropfen  besitzt,  ganz  andere  Erscheinungen  auf.  Das  zentrale 
Feld,  welches  nahezu  weiß  sein  soll,  ist  lebhaft  gefärbt  und 
ähnelt  in  seiner  Veränderlichkeit  mit  der  Tropfengröße  den 
Farben  dünner  Blättchen.  Nach  Kießling^)  durchläuft  es 
in    schneller    Aufeinanderfolge    folgende    Farben,    die    immer 

1)  J.  Pernter,  Mctereol.  Optik,  S.  469. 

2)  J.  Pernter,  Metercol.  Optik,  S.  466,  467. 

3)  J.  Kießling,  Deutsche  Mctereol.  Zeitschr.  1.    S.  122ff.  1884. 
Dttmmcrungserscheinungen,  Hamburg  1888,  8.  140. 
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lilassei  werden:  blaßlila,  blauiila,  leuchtend  hellblau,  bläulich 
grün,  smaragdgrün,  gelbgrün,  hellorange,  dunkelorange,  achar- 
laehrot,  carmoisinrot,  Bteingrau,  olivengriin,  gelbgrün,  bronEe- 
gelb,  orange  usw. 

Die  Farbenfolge  im  Eeugung&bilde ,  welche  eine  gäiutlich 
andere  ist,  scheint  nicht  so  einfachen  Gesetzmäßigkeiten  unter- 
worfen zu  sein,  und  die  wenigen  im  monochromatischen  Lichte 
vorhandenen  Beobachtungen  lassen  auch  hier  Abweichungen  von 
der  Beugungstheorie  kreisförmiger,  undurchsichtiger  Scheibchen 
vermuten. 

Es  ist  deshalb  del'  Zweck  dieser  Arbeit,  die  IjJrBcbeinuugen 
und  Abweichungen  eingehend  kh  untersuchen  und  zu  erklären. 
l>a  für  die  Erscheinungen  ini  weißen  Licht  schon  gute  Be- 
schreibungen von  KieSling,  Uarua  u.  it,  vorhanden  sind,  so 
legte  ich  besonderen  Wert  auf  die  Messungen  im  monoofcro- 
maiÄxchen  Licht  und  vergleichende  Beobachtungen  mit  der 
gleichzeitigen  Färbung  des  zentralen  Feldes,  uui  hier  etwa^e 
Gesetzmäßigkeiten  zu  entdecken.  Zu  diesem  üwocke  wurden 
auch  Messungen  mit  anderen  Fli^sigkeiten  ausgeführt.  Daran 
anschließend  soll  in  einem  zweiten  Teil  zm*  Erklärung  diesei' 
ßrecheinungen  die  Beugungstheorie  kleiner  Kugellinsen  abge* 
leitet  werden,  woraus  sich  dami  eine  Methode  der  Berechnung 
von  Tropfenradien  aus  der  Färbung  des  zentralen  Feldes  er- 
geben wird, 

g  2.  Über  NabelbUdang  und  TropfAnsröAa. 
Nebel  besteht  nach  den  Untersuchungen  von  Kießling^), 
Roth")  u,  a.,  welche  die  von  Clausius*)  aufgestellte  Bläechen- 
theorie  widerlegten,  aus  massiven  kugelförmigen  Tröpfchen,  die 
sich  durch  plötzliche  Abkühlung  an  den  zur  Nelx-lbildung  not- 
wendigen Kondensations  kernen  niedergeschlagen  haben.  Als 
solche  Ansatzkeme  köimen  z.  B.  Staubteilchen  und  Ionen,  wie 
sie  sich  in  Flammengasen  befinden,  dienen.  Eine  Konden- 
sation von  Flüssigkeit  läßt  sich  experimentell  am  einfachsten 
durch  adiabatische  Zustandsändeniug  der  den  gesättigten 
Dampf  enthaltenden  Luft  erreichen.     Da  l)ei  Wasser  und  den 


1)  J.  Kießling,  JJeatsohe  Metereol.  Zeitschr.  1.   8.  117.   1884- 

2)  Fr.   Roth,  Deutsoha  Metereol.  Zeitschr.  B.   R.  62.   1986. 

3)  R.    ClaUsinB  ,     Lichtetsoheinungcn     der    Almosphftr«'.      ISfiO. 
92—346;  Pogg.  Ann.  76.  S.  84—88. 
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lueiBten  anderen  in  Betracht  kommenden  Flüssigkeiten  (außer 
Äther)  die  spezifische  Wärme  des  gesättigten  Dampfes  negativ 
isty  so  tritt  Kondensation  mir  bei  plötzlicher  Abkühlung  der 
mit  Wasserdampf  gesättigten  Luft  ein. 

Für  die  folgenden  Versuche  war  es  nun  von  Wichtigkeit, 
durch  andere  nickt  auf  Beugung  beruhende  Meßverfahren  eine 
Vorstellung  von  der  in  Frage  kommenden  Tropfengröße  im 
homogenen  Nebel  zu  erhalten.  Von  den  verschiedenen  Me- 
thoden kann  die  direkte  mikroskopische  Ausmessung  der 
Teilchen  außer  Betracht  gelassen  werden.  Barus^)  fand  näm- 
lich nach  Überwindung  der  großen  experimentellen  Schwierig- 
keiten, daß  die  Tropfengröße  durchaus  nicht  homogen  ist. 
Eß  ist  dies  wohl  auf  die  nachträgliche  Veränderung  des  Durch- 
messers auf  dem  Objektträger  zurückzuführen.  Zu  erwähnen 
wäre  dann  die  Bestimmung  aus  der  Fallgeschwindigkeit,  deren 
Genauigkeit  aber  auch  durch  äußere  Einflüsse  und  große 
Fehlerquellen  erheblich  beeinträchtigt  wird.  Ferner  ist  eine 
Berechnung  des  Tropfenradius  möglich,  weim  man  die  kon- 
densierte Wassermenge  und  die  Anzahl  der  Tropfen  bzw.  der 
.insatzkerne  kennt.  Auf  dieser  letzteren  Methode  beruhen  die 
zahlreichen  Messungen  von  Barus*),  indem  er  die  relative 
Abnahme  der  Kondensationskerne  infolge  mehrerer  aufeinander- 
folgender Expansionen  durch  Versuche  berechnet.  Während 
diese  Messungen  die  relative  Tropfengröße  mit  einiger  Wahr- 
scheinlichkeit zu  ermitteln  gestatten,  beruht  ihre  absolute  Be- 
stimmung nur  auf  Schätzung.  Man  kennt  eben  die  anfängliche 
Anzahl  der  Kerne  nicht  genau  genug  und  der  Vorgang  der 
Expansion  verläuft  nicht  streng  adiabatisch,  so  daß  die  Tempe- 
raturerniedrigung nur  angenähert  bekannt  ist.  Diesen  beiden 
Methoden  käme,  weim  man  von  der  Schwierigkeit  solcher 
Messungen  absieht,  infolgedessen  nur  Beachtung  z\i,  so- 
bald es  sich  um  die  bloße  13estimmung  der  Größenordnung 
handelt.  Ihre  Genauigkeit  reicht  jedoch  nicht  an  die  durch  die 
optische  Methode  erzielbare,  welche  eine  schnelle  absolute  Be-  * 
Stimmung  gestatten  würde,  heran.    Aus  diesem  Grunde  schon 


1)  C,  Barus,  Amor.  Journ.  of  Sc.  17.  S.  81ff.  1904. 

2)  Vgl.  z.  B.  Ann.  d.  Phys.  Boltzmann- Festschrift.  S.  204ff.  1904: 
8iJI.  Jonrn.  18.  S.  81.  1902;  24.  S.  309— 312.  1907;  81.  S.  564 --666. 
1911;  15.  S.  336.  1903. 
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erhebt   sich   die    Forderung,   die    Erscheinungen   und    Gefletsse 
der  Beugung  im  Wassernebel  eingehend  zu  untersuchen. 

Die  Größenordnung  der  im  künstlichen  Nebel  zu  er- 
wartenden Tropfen  läßt  sich  angenähert  am  besten  wohl  ans 
der  kondensierten  Wassermenge  und  der  Anzahl  der  Konden- 
sationskerne  berechnen.  Die  durch  Kondensation  nieder- 
geschlagene Wassermenge  läßt  sich  aus  den  thermischen  Daten 
nach  bekannten  Formeln^)  bestimmen.  In  einem  Gefäß  mit 
konstantem  Volumen  sei  von  der  Menge  M  eines  Stoffes,  m^  im 
dampfförmigen,  also  M  —  m^im  flüssigen  Zustand  vorhanden. 
Bedeuten  T©  und  T  die  Anfangs-  und  Endtemperaturen  (als.)» 
Tq  und  r  die  Verdampfungswärmen  bei  den  betreffenden  Tempe- 
raturen, c  die  spezifische  Wärme  der  Flüssigkeit,  so  ist  bei  der 
Endtemperatur  im  dampfförmigen  Zustand  die  Menge 


m 


Soll  im  Anfang  alle  Flüssigkeit  verdampft  sein,  so  ist  viq  =  M 
zu  setzen.  Die  Temperaturänderung  läßt  sich  aus  der  adia- 
batiscjien  Zustandsgleichung 


H  -  \ 


Ijerechneii,  wobei  n  der  Sättigungsdruck  des  Dampfes  be- 
deutet. Den  Richtungssinn  des  Vorganges  kann  man  aus  dem 
ersten  Differential quotienten  nach  der  Temperatur  ersehen, 
welrhov  sich  zu 

dm  =  —  m  •  —  (IT 

i'igibt.  Ist  also  die  spezifische  Wärme  Ä  des  gesättigten  Dampfes 
negativ,  so  wird  es  auch  d  m  bei  einer  Expansion  und  es  tritt 
dann  Kondensation  ein,  während  bei  positiver  spezifischer 
Wärme  das  Umgekehrte  der  Fall  sein  würde.  Die  Berechnung 
von  m  l)edarf  aber  noch  einer  kleinen  Korrektion,  da  die  durch 
die  Kondensation  freiwerdende  Verdampfungswärrae  nicht  nur 
den  Dampf,  sondern  auch  die  umgebende  Luft  miterwärmt. 
Die   Versuche   wurden  nun   bei   Zimmertemperatur   von  etwa 


1)  G.  Kirohhoff,  W&rme,  1894.  S.  88ft.;  Helmholtz,  WÄnno, 
1903.  S.  236ff;  Olausius,  Mechanische  Wärmethieore  1,  8.  161  ff.; 
Winkelmann,  Handbuch  H.  Phya.  8,  (Wärme)  S.  644ff . 


über  Kranzerschemwiyeti'  im  homoge^iett  NebeL         47T 

17*  und  einer  durchschnittlichen  Druck  Verminderung  von 
20 Gin  Hg  ausgeführt.  Zwar  wurden  auch  größere  Druckunter- 
Bchiede,  welche  eine  erhebliche  Abkühluug  unter  den  Null- 
punkt bedeuten  würden,  angewandt,  doch  dürfte  dann  der 
Vorgang  infolge  der  äußeren  Wärmeleituug  kaum  adiabatisch 
verlaufen.  Barus  fand  z.  B.,  daß  schon  nach  einer  Minute 
wieder  nahezu  Temperatur ausgleich  stattgefunden  hat.  Einer 
Druckverminderung  von  74  cm  auf  64  cm  würde  eine  Tempe- 
ratur&nderung  von  290«  abs.  auf  266^  (fc  =  1,40)  also  26»  ent- 
sprechen; die  Verdampfungswärme  des  Wassers  ist  r^ 
596,7  -0,601  i®,  d.  h.  fo  =  586,6  und  r  =  601,5.  Aus  diesen 
Daten  ergibt  sich  m  =^-  0,929  trio  und  es  hat  sich  somit  0,071  m^ 
Wasser  kondensiert.  Da  im  Kubikzentimeter  Luft  bei  17® 
maximal  14,6  •  10~^  g  Wasserdampf  enthalten  sind,  so  wurden 
also  für  1  g  Luft  872  •  10"^  g  Wasser  niedergeschlagen.  Die 
hierdurch  freiwerdende  Wärmemenge  von  0,61  kal.  erwärmen 
die  Luft  (Cp  =  0,287)  um  2,15**  und  setzen  die  Temperatur- 
emiedrigung  auf  22,85^  gegen  25®  herab.  Folglich  erhält  man 
nur  0,064m,  d.h.  0,98- 10"« g  pro  ccm  Luft.*) 

Neben  der  kondensierten  Wassermenge  hängt  die  Tropfen- 
größe auch  noch  von  der  Anzahl  der  vorhandenen  Ansatz- 
keme  ab.  Soll  der  Nebel  aber  Beugungserscheinungen  zeigen. 
so  muß  er  homogen  sein,  da  bei  verschiedenen  Tropfenradien 
die  von  den  einzelnen  Tropfen  erzeugten  Beugungsbilder  sich 
iibereinanderlagem  und  die  Ringe  an  Schärfe  und  Reinheit 
der  Farben  verlieren  würden.  Es  kommt  also  im  wesentlichen 
darauf  an,  daß  die  Teilchen  von  gleicher  Beschaffenheit  und 
vor  allen  Dingen  gleichmäßig  verteilt  sind,  denn  nur  dann 
können  die  Kerne  den  Wasserdampf  aus  gleichgroßen  Bereichen 
an  sich  reißen.*)  Bei  einer  beträchtlichen  Anzahl  der  Kerne 
wird  aber  die  Verteilung  nie  eine  so  regelmäßige  sein,  um  bei 
dem  kleinen  Tropfenradius  die  zur  Erzeugung  von  guten 
I3eugungsbildern  erforderlichen  Ansprüchen  an  die  Homo- 
genität genügend  zu  erfüllen.  Sind  hingegen  wenig  Konden- 
sationskeme  vorhanden,  so  wird  wiederum  die  Erscheinung  zu 
lichtschwach,  um  praktische  Beobachtungen  anstellen  zu 
können.      Zur   Erzielung   brauch  barer   Beugungsbilder   ist   es 

1)  Für  die  Bereohn.  vgl.  auch  C.  Baruj»,  Ann.d.  Phyp.  24.  S.  229. 
1907. 

2)  E.  Barkow,  Marburger  Dissert.  Entstehung  von  Nebel.   S.  1.3. 
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ivlso  notwendig,  daß  die  Luft  nach  einer  JHezeicbnuiig  vOii 
Kjeßling')  „den lichtgünstigsten  Dunstbetrag"  enthält.  Dieser 
beträgt  nun  nach  den  Versuchen')  von  Barus  in  der  oberen 
Grenze  etwa  6-10^  Kerne  im  Kubikzentimeter  und  sinkt  bis 
auf  etwa,  6  •  10*.  Ist  N  die  Anzahl  der  Kondensationskerne  im 
Kubikzentimeter,  s  das  spezifische  Gewicht  der  Flüssigkeit, 
m  die  niedergeschlagene  Wassermenge,  so  berechnet  sich  der 
Badius  r  leicht  aus  der  Formel 

3 
Für  Wasser  unter  den  üblichen  Versuchs bediiiguiigeii  wiirdtiri 
Tropfen  von  etwa  1,7 — 1,1  /j,  Radius  entstehen.  Da  eine  Druck- 
i^miedriguiig  von  ungefähr  2cm  gerade  noch,  Nebelbilduiig 
hervorzurufen  vermag,  so  schwanken  beim  künstlichen  Nebf-I 
die  Tropfengrößen  zwischen  0,9  und  höchatens  8fi.  Für  andftrtj 
Flüssigkeiten  als  Wasser  wird  man  unter  denselben  Versuchs- 
bedingungen  im  allgemeinen  andere  (trößen  erhalten  und  zwar 
hängen  sie,  wie  die  Berechnung  zeigt,  außer  vom  Dainpf- 
gehalt  der  Luft  noch  von  der  spezifischen  Wärme  des  gesättigteh 
Dampfes  und  seiner  Verdampfungswärme  ab. 

Die  Messungen  aus  der  Fallgeschwindigkeit  ergeben  uat-b 
Versuchen  von  Uarkow*) -Tropfen  von  derselben  (irftßcn- 
ordnnng. 

TenielUMiordniuif. 

Zur  experimentellen  Herstellung  ^un  m^lichst  homo- 
genem Nebel  durch  die  Entspannungsiuethode  verwandte  i<'h 
folgende  Versuchsanordnung,  wie  sie  auch  schon  von  Kieß- 
ling*),  Barkow'),  Mierdel*)  u.  a.  benutzt  wurde,  und  die 
eine  weitgehende  Begulierung  der  Tropfengröße  innerhalb  der 
ar^gebenen  Grenzen  zuläßt. 

1)  J.  KieBling,  DBUtHcheMcturcol.  Z.itsc-hr.  I.  «.  117—126.  1884. 
MmmerutigBersclieinimgeD.    Hamburg  1888. 

2)  C.  Bftrua,  Boltzmann-FeBtscbrif I .  S.  206.  1904;  Ann.  d.  Phye. 
84.  8.  226—242.  1907. 

3)  E.  Bfttkow,  Harb.  DisHert.  Versucht' über  Entstehung  von  Ni-Im-I, 
S.  61.  1906. 

4)  J.  Kießling,  Metercol.  Zeitechr.  1.  S.  U7tt.  1884. 

5)  E.  Barkow,  Marb.  Dis^eit.  VerHUcbp  über  Entstebuiig  von 
Nebe],   S.16tf.  1906. 

6)  F.  Mierde!,  Mwb.  DiBsert.  w.  vertSff.  in  „Physik  d.i  freien 
Atmoephfire-'. 
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In  einem  Vorvakiium,  bestehend  aus  den  beiden  großen 
Flaschen  Fj  und  Fj  (Säure ballone)  und  der  Glaskugel  F3 
von  40  cm  Durchmesser,  wurde  durch  eine  kräftige  Wasser- 
strahlpumpe L  ein  Eeservoir  von  verdünnter  Luft  hergestellt. 
l^r  Unterdruck  konnte  an  einem  Quecksilbemianometer  M 
abgelesen  werden.  Um  einen  bestimmten  Verdünnungsgrud 
erzielen  zu  können,  war  das  Gefäß  F3  von  den  teiden  anderen 
durch  den  Hahn  H3  noch  abzuschließen.  Ein  kleiner  Erlen- 
luayerkolben  E  fing  nach  Abstellung  der  Pumpe  das  zurück 
fließende  Wasser  «nf;  ein  weiterer  Hahn  H^  verhinderte  dann 


Fig.  1. 

«las  Einströmen  von  Außenluft  in  das  Vorvakuum.  Die  Ver- 
bindungen wurden  durch  weite  Glasröhren  und  dickwandige^ 
Gummischläuche  hergestellt,  welche  an  den  Ansatzstellen  noc^h 
zweckmäßig  durch  festangezogene  Drahtringe  und  Lackül)er- 
züge  gegen  Undichtigkeiten  geschützt  waren. 

Das  eigentliche  Nebelgefäß  G  bestand  aus  einer  Glaskugel 
von  20  cm  Durchmesser,  welche  etwas  Wasser  enthielt,  um  die 
Luft  dauernd  mit  Wasserdampf  gesättigt  zu  erhalten,  und 
war  .jüoit  einem  doppelt  durchbohrten  Gummistopfen  ver- 
schlossen. Dieser  besaß  zwei  mit  Hähnen  versehene  Glas- 
röhren,  von   denen   die   eine   mit    dem    Vakuumreservoir,   die 


4eHi  H.  Merk''. 

snden-  aber  mit  der  AuÜenluft  in  Verbindung  stand.  Nach 
Schließen  des  Hahnes  Hi  konnte  durch  Offnen  von  H,  die  ge- 
wünschte Entspannung  bewirkt  werden;  durch  öffnen  von  H| 
wurde  der  Unterdruck  wieder  ausgeglichen.  Das  Vorvakunm 
hatte  den  Zweck,  auch  nach  mehreren  Entspannungen  einen 
nahezu  konstanten  Unterdrück  von  30 — iOcm  zu  erhalten. 

KoDdensations  kerne  wurden  durch  Einsaugen  von  Plammen- 
gusen,  welche  sehr  kräftig  auf  die  Mebelbildung  wirken,  in  das 
(iefäß  G  gebracht :  meistens  enthielt  aber  die  Zimmerluft  schon 
genügend  Kerne,  um  gute  13eugungabi!der  zu  Uefem.  Trat 
hingegen  bei  den  ersten  Entspannungen  zu  dichter  Nebel  auf, 
so  mußte  durch  mehrere  kräftige  Entspannungen  ein  Güeil  der 
Kerne  entfernt  werden.  Zweckmäßig  wurde  dabei  die  ein- 
strömende Luft  durch  kernfreie  iTsetzt,  was  dadurch  ermög- 
Ireht  wurde,  daß  die  eintretende  Luft  erst  durch  ein  Filter,  be- 
stehend aus  einer  80  cm  langen,  dicht  mit  Watte  gefällten 
«ilasröhre  gesaugt  wurde.  Dabei  konnte  die  Mehrzahl  der 
im  Nebelgef&ß  vorhandenen  Kondensationskeme  entfernt  wer- 
den and  man  erhielt  dadurch  einen  dünnen  Nebel,  bestehend 
aus  großen  Tropfen,  welche  allerdings  bei  ihrer  Größe  sehr 
schnell  zu  Roden  sanken.  Die  ISeobsK-hlung  war  bei  diesem 
dünnen  Nebel  sehr  erschwirt.  Durch  geeignete  Druckvermin- 
derung, hervorgerufen  durch  längeres  oder  kürzeres  öffnen  des 
Hahnes  H^  gelingt  es  nach  einiger  tTbung  bei  dieser  Verauchs- 
anordnung  leicht,  jede  Tropfengrößr-  und  jede  beliebige  Färbung 
des  zentralen  Feldes  herzustellen. 

Da  die  Beugungserscheinungen,  die  b<'sonders  bei  weniger 
dichtem  Nebel  und  im  inonochromatisclien  Lichte  sehr  schwer 
erkennbar  sind,  ein  Experimentieren  im  vollkommen  dunklen 
Zimmer  notwendig  uiaohfen,  wurde  folgende  Meßanordnung 
gewählt : 

Die  Lichtquelle  war  von  vorne  ilurcb  einen  aus  schwarzer 
Pappe  bestehenden,  lichtundurchlässigen  Schirm  abgeblendet. 
In  diesem  war  nur  Erzielung  einer  sclmrf begrenzten  Lichtquelle 
eine  kreisrunde  Öffnung  geschnitten,  welche  je  nach  der  er- 
forderliehen Lichtstärke  einen  Diirchniesser  von  2  oder  10cm 
hatte.  Der  Maßstab  wurde  nun,  von  der  Mitte  der  Öffnung 
ausgehend,  in  den  Pappschirm  eingestochen  und  von  hinten 
durch  eine  Glühlampe  beleuchtet.  Für  die  zur  Messung  hin- 
reichende Genauigkeit  genügte  die  einfache  Zentimeterteüung ; 
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die  halben  Dezimeter  wurden  durcli  2  Stiche,  die  ganzen  Wm- 
meter  durch  8  Stiche  kenntlich  gemacht.  Auf  diese  Weise  er- 
hielt ich  einen  im  gänzlich  dunklen  Zimmer  gut  sichtbaren 
J^[a£siab>  welcher  recht  genaue  ^Messungen  zuließ. 

Als  Lichtquelle  benutzte  ich  das  «lurch  eine  MattscheiU* 
diffuB  gemachte,  weiße  Licht  einer  J^ogonlauipc>,  welche  mittels 
einfachen  Vorschaltens  eines  Filters,  l)estehend  aus  einer  hin- 
reichend konzentrierten  Lösung  von  Kaliumpermanganat  imd 
Kaliumbichromat,  nach  Ikdarf  monochromatisch  gemacht 
werden  konnte.  Dieses  Filter  ließ  nur  rotes  Licht  bis  zur 
Wellenl&nge  von  0,57 /^  hindurch  und  besaß  somit  eine  mitt- 
lere Wellenlänge  von  0,65/^.  Nach  Aufstellen  des  planparal- 
lelen Gefäßes  auf  ein  leicht  Ijewegliches  Tischchen  war  ein 
scluielleB  Ein-  und  Ausschalten  des  Filters  vom  Beobachtungs- 
platze aus  möglich,  und  die  Versuche  konnten  im  weißen  und 
roten  Lichte  unmittelbar  hintereinander  ausgefülirt  werden. 
Eß  war  dies  für  vergleichende  Beobachtungen  selir  wünscluais- 
wert.  Zur  Erzielung  von  streng  monochromatischem  licht 
nahm  ich  einen  breit  brennenden  Bunsenbrenner,  dessen  Flamme 
durch  geschmolzenes  Kochsalz,  das  auf  einer  Asbestplatte  in 
die  Flamme  gehalten  ^iirde,  intensiv  gt^färbt  war.  Mittels 
eines  Hohlspiegels  und  einer  großen  Sammellinse  konnte  das 
Licht  noch  mehr  auf  die  Blende  konzentriert  werden.  Obwohl 
so  eine  recht  helle  Natriumbeleuchtung  erzielt  wurde,  mußte 
doch  zur  Sichtbarmachung  der  Bingo  die  größere  Öffnung  von 
10cm  Durchmesser  genommen  werden,  was  \wi  dem  starken 
Hogenlicht  hingegen  nicht  erforderlich  war. 

Für  die  Messungen  wandte  ich  fast  ausschließlich  die 
subjektive  ßeobachtungsmethode  an,  welche  mit  der  objek- 
tiven im  Prinzip  übereinstimmt,  aber  bei  der  großen  Unbe- 
ständigkeit des  Nebels  schnellere  und  sicherere  R^obachtung  zu- 
läßt. Das  Nebelgefäß  war  im  Durolisehnitt  180 — 150  cm  vom 
Schirm  entfernt,  und  das  Auge  Ijefand  sich  unmittelbar  dahinter. 
Indem  es  durch  den  Nebel  zur  Lichtquelle  blickte,  wurden  so 
die  Beugungsringe  auf  einen  dunklen  Hintergrund  projiziert. 
Die  geringe  Entfernung  des  Neljclgefäßes  von  der  licht  quelle 
war  bei  der  Kleinheit  der  Tropfen  vollkonmien  hinreichend, 
um  die  für  die  Frau nhof ersehen  Beugungserscheinungen  ge- 
forderte Parallelität  der  Strahlen  zu  gewährleisten.  Anderer- 
seits  ist   ein  größerer  Abstand   nicht    zweckdieidich,   um    die 


MeCgenauigkeit ,  weiche  Bchätzungaweise  3  Proz.   Iwtmg,  nicht 
durch  zu  gtoQe  Beugimgsringe  herabzusetzen, 

Exp«rlK(Dle)I«  l'iilcrEutfaoiir  der  BcngnngEcrEebeioaiir  Im 
boDOfeBen  Nebel. 

%  1.     Ober  den  ElnfluB  der  Dieks  der  Nebelschioht. 

Vor  Ausfiibniiig  der  eigentlichen  Messungen  untersuchte 
ich  den  etwaigen  EinfluJi  der  Dicke  der  beugenden  Schiebt 
auf  die  Größe  der  Ringe  und  ihre  Färbung.  Indetn  ich  biß  ea 
8  Glasplatten,  auf  beiden  Seiten  mit  Lycopodiumpulver  be- 
streut, dicht  hintereinander  aufstellte  und  durch  sie  die 
ISeugungsriDge  um  eine  entfernte  Lichtquelle  beobachtete, 
fand  ich  nur  in  soweit  eine  Änderung  der  Erscheinung  gegen- 
über einer  Platte,  als  bei  zu  dichter  Eegtäiibung  die  Hinge  un- 
deutlicher und  verwaschener  wurden.  Es  kommt  dies  wob! 
dadurch,  daß  dann  zuviel  Teilchen  die  Erscheinung  verdecken. 
Ich  möchte  hierbei  auch  fo'genden  Versuch  erwähnen:  Steilt 
man  zwei  mit  Lycopodiumsporen  bestäubte  Glasplatten  soweit 
voneinander  auf,  daß  die  durch  die  eine  Schicht  hervorgerufenen 
Ringe  bedeutend  kleiner,  etwa  halb  so  groß,  erscheinen  als  die 
anderen  (ungefähr,  in  1  und  2  m  Entfernung  von  der  Licbt- 
quelle),  so  lagern  sich  nicht,  wie  man  erwarten  sollte,  beide 
Ringsisteme  übereinander.  Je  nach  der  Stärke  der  Be- 
stäubung sieht  man  entweder  die  größeren  oder  die  kleineren 
Ringe;  nur  bei  einem  bestimmten  Bestäubungs Verhältnis  gelang 
es  mir,  beide  Ueugungseraeheinungen  zur  gleichen  Zeit  als  ein- 
fache Übereinanderlagerung  zu  beobachten. 

Auch  bei  Ausführung  der  obigen  Versuche  mit  Rovist- 
aiioreu  (Boletus  cervinus)  oder  mit  in  Wasser  aufgeschwemmtem 
Lycopodiumpulver  konnte  ich  eine  Größenänderung  der  Binge 
oder  einen  Parbenwechsol  nicht  feststellen.  Der  letztere  Ver- 
such mit  Lycopodium.  welches  durch  kräftiges  Schütteln  in 
Wasser  fein  verteilt  wurde,  durfte  wohl,  abgesehen  von  der 
Größe  der  Teilchen,  den  beim  homogenen  Nebel  tatsächlich  vor- 
liegenden Verhältnissen  am  nächsten  kommen.  In  der  Ijte- 
raliir  fand  ich  außerdem  von  BaruK*)  eine  experimentelle 
Untersuchung,  wonach  die  im  homogenen  Nebel  zu  beob- 
achtenden Erscheinungen  bei  einer  Dicke  der  Nebelechicht  von 

1)  r.  Baiiis,  Sill.  Journ.  (4}  81.  .S.  .164—566.  1911, 
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15cDi  bis  zu  ihrer  dreifachen  (45  cm)  genau  dieselben  bleiben. 
JEin  erheblicher  Einfluß  der  Tiefenausdehnung  dürfte  somit 
nicht  vorhanden  sein,  wie  auch  aus  folgender  Überlegung  zu 
schließen  ist :  Das  Nebelgefäß  G  befindet  sich  in  der  Entfernung  I 
von  der  Lichtquelle  L  (Fig.  la).  Das  von  ihr  auf  die  in  der 
Blickrichtung  CEFA  sich  befindenden  Tröpfchen  fallende 
licht  wird,  damit  es  ins  Auge  des  Beobachters  bei  A  gelangt, 
nm  Winkel  zwischen  9?^  und  9?,  abgebeugt.  Das  Auge  proji- 
9flert  dann  alle  diese  Strahlen  auf  dieselbe  Stelle  C  des  Schirmes. 
Die  Maximaldifferenz  der  verschiedenen  Beugungswinkel, 
ßin  ^j  —  sin  ip^,  ist  nun  gering  und  beträgt  bei  den  in  der  Be- 
schreibung der  Versuchsanordnung  gegebenen  Abmessungen  im 
Höchst  falle  nur  ly^  Proz.   Außerdem  kommen  für  die  Beugung 


Fig.  la. 


hauptsächlich  die  in  der  Nähe  des  Auges  sich  befindenden 
Tropfen  in  Betracht,  da  diese  die  an  weiter  entfernt  liegenden 
Tröpfchen  gebeugten  Strahlen  verdecken;  für  ungebeugtes 
Jiicht  fällt  dies  bei  seiner  erheblich  größeren  Helligkeit  nicht 
so  inß  Gewicht.  Um  also  einen  mittleren  Beugungswinkel  zu 
erhalten,  kann  man  annehmen,  daß  die  Teilchen  alle  in  einer 
Ebene  BD  sich  befinden,  die  aber  wohl  nicht  durch  den  Mittel- 
punkt des  Nebelgefäßes  G  geht,  sondern  eher  näher  dem  Auge 
zu  liegt.  Der  mittlere  Eeugungswinkel  ist  dann  mit  großer 
Annäherung  gleich  dem  Winkel  CD  L  und  für  diesen  gilt  die 
Beziehung 

8ID  w  =  — '^  —  [1 !• 


§  2.    nntenuebuns  dea  BengungabUdes  Im  weiBan  Iilobt. 

Diu  Fftrbeuerschemungeu,  die  das  Beugimgebild  in  weißeu 
]jicht  zeigt,  sind  schon  von  einigen  Autoren  näher  beschrieben 
worden.  KieBling')  stpllt  fest,  daß  die  Farben  den  Churaktar 
von  Mist^hfarben  haben,  welche  aber  mit  einem  eigentümlichen 
mattglänzenden  Metallschimmer  ubergoseen  sind,  ao  daß  eine 
(genaue  Beschreibung  der  Farben  schwierig  ißt.  Er  vermutet 
aus  der  rein  qualitativen  Beobachtung  der  Erscheinung  eine 
Abhängigkeit  der  Färbung  des  zentralen  Feldes  von  der 
Tropfengröße,  indem  es  mit  wachfieudein  Tropfenradius  die  in 
der  Einleitung  auf  S.  474  erwähnten  Farbtöne  durchläuft.  Für 
<lie  Aufeinanderfolge  der  Farben  in  den  Bingen  gibt  er  keiue 
genaueren  Angaben,  sondern  stellt  nur  fest,  daß  hierin  keine 
<iesetzmäßigkeit  zu  l)estehen  scheint.  Barus')  erwähnt  in  seinen 
Untersuchungen  über  die  Anaabi  der  vorhandenen  Konden- 
sationskerne  die  FarbenfoSge  fiir  einige  Tropfengrößen.  Außer- 
dem findet  er  aber,  daß  bei  dicbtom  Nebel  auch  die  IJcht- 
quelle  selbst  gefärbt  erscheint  (axial  colours)  und  zwar  merk- 
würdiger Weise  nahezu  koniplenientär  zu  der  Färbung  des  sie 
umgebenden  zentralen  Feldes.  ■ 

Um  ein  klares  Bild  über  diese  Beuguugserscheiimiig  im 
homogenen  Nebel  zu  erhalten,  Ijesonders  um  für  jede  Tropfen- 
größe das  ihr  charakteristische  Farbenbild  festzulegen,  ver- 
suchte ich  die  Farbeufolge  in  den  Bingen  bei  verschieden  ge- 
färbten zentralen  Feldern  möglichst  genau  zu  bestimmen.  Mit 
wachsender  Tropfengröße  (d.h.  mit  zunehmender  Bxpatuion) 
durchläuft  die  Färi>ung  des  zetitrcäen  Feldes  drei  Perioden, 
indem  in  jeder  Periode  die  Furlje  von  violett  über  blau,  grün, 
gelb,  rot  und  purpurn  nach  violett  ziirückwechselt.  Die  erste 
Periode  zeigt  große,  schön  satt  gefärbte  zentrale  Felder,  welche 
infolge  der  Größe  der  £inge  nicht  allzu  lichtstark  sind.  Auch 
-  sind  dadurch  wenig  andere  Farlten  zu  when.  In  den  folgenden 
Tabellen  ist  die  erste  Farbe  stets  die  des  zentralen  Feldes, 
worauf  dann  die  anderen  auffallendsten  Pnrljen  von  innen  nach 
außen  sich  anschließen. 


1)  J.  Kicfiliug,  Deutscht  Metcrcol.  ZeitHchr,  1.  8.  117 ff.  1884. 

2)  C.  BaruB.,     Sill.    Jonrn.    IS.      Boltzrosnn  -  Fcefschrift     1904. 
S.  207ff. 
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Tabelle  1. 

Erste  Periode. 

Zentrales  Feid     | 

1 

Ringe 

1 
hellviolett 

grün 
gelbgrün 

blauviolett 

hellblau 

grün,  rosa 

blau  (grünlich)      , 

dunkelblau,  rot 

grünblau 

hellviolett  (rötlich) 

grün 

iriolettblau,  hellgrün,  toüh 

gelbgrüij 

blau,  rosa 

gelb 

grün,  violett 

orange 

grün,  violett 

rot 

grün,  violett 

rot 

hellgrün  (gelblich),  ro«*a 

purpurrot 

fahlgrün,  rosa 

hellpurpur 

grün,  rötlich,  violett 

Nr. 

1 

1 

1,0 /i 

2 

1,06 

3 

1^ 

4 

1^7 

5 

1,32 

6. 

1,4 

7 

1,45 

8 

1,52 

9 

1,57 

10 

1,60 

11 

1.63 

12 

1,66 

la 

1,75 

Hierauf  folgt  nun  unmittelbar  die  zweite  Periode,  welche 
kleinere  zentrale  Felder  besitzt  und  daher  auch  mehr  FarbtMi 
in  den  Bingen  erkennen  läßt.  Die  Intensität  ist  eine  bedeutend 
größere,  und  gerade  diese  Periode  zeigt  die  prächtigsten  und 
glänzendsten  Farbenerseheinungen. 


Tabelle- 2. 

Zweite  Periode. 


Nr. 

1 
2 
3 

4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 

12 
13 


1,87 

1,92 

2,0 

2,07 

2,09 

2,15 

2,22 

2,3 

2,31 

2,32 

2,33 

2,35 
2,4 


Zentrales  Feld 


violett 

violett 

graublau 

blaugrün 

bläulich  grüu 

smaragdgrün 

olivengrün 

grüngelb 

grünlich  gelb 

gelb 

gelb 

hellorange 
hellpurpur 


Ringe 


grün,  rot,  grün 
gelb,  rot,  dunkelblau 
grün,  dunkel  violett,  gelb 
^       g<?lb,  violett,  grün 

gelb,  grün,  rosa 

(reines  grün),  dunkelblau,  rot 

schmales  dunkelblau,  rot 

blau,  grün,  rot,  violett 

rot,  blau,  grün 

rot,  grün,  violett 

dunkler  Streifen  (schwach  blau, 

grün,  rot,  blau),  rot 

rot,  grün,  violett 

golbgrün.  rosa 


1)  Die  Berechnung  dieser  Werte  für  die  Tropfenradien  folgt  aus 
dem  zweiten  Teil. 

ADoalen  der  Phyiik.   IV.  Folg«.   <>1.  32 


4H^ 


R.  Mecke, 


Die  dritte  Pi-riodr  ist  in  der  J-iau))t8ache  nur  eine  Wieder- 
liolung  der  zwiülen.  J)ie  Farben  folgen  hier  yebr  dicht  auf- 
einander, so  daß  es  oft  schwierig  ist,  die  einzelnen  Farbtöne  zu 
unterscheiden.  l-)as  zentrale  Feld  wird  immer  blasser  gefärbt, 
und  schließlich  geht  die  ganze  Beugungserscheinung  allmählich 
in  die  normale  Farbenfolge  wie  sie  Lycopodiumsporen  zeigen, 
iil)er  Sie  ist  deshalb  weniger  charakteristisch,  und  es  seien  mir 
einige  Farbtöne  mitgeteilt. 

Tabelle  3. 
Dritte  Periode. 


Zentrales  Feld 

weißgrün 

weißgelb 

weißorange 


Ringe 


blau,  rot 

l)hiu,  grün,  rot 

grün,  violett 


Ini  die  Tabellen  s])äter  nicht  wiederholen  zu  müssen, 
habe  ich  hier  gleich  die  entsprechenden  Tropfenradien  hinzu- 
gefügt, wie  sie  sich  aus  der  Färbung  des  zentralen  Feldes  nach 
der  im  zweiten  Abschnitt  entwickelten  Theorie  ergeben.  Ich 
kann  deshalb  erst  am  Schlüsse  der  Arbeit  näher  darauf  ein- 
gehen, (lefärbte  Ileugungsbilder,  welche  noch  kleineren 
Tropfen  als  1  ytt  Radius  entsprachen,  konnten  aus  dem  in  der 
liinleitung  (S.  477)  erwähnten  Grunde  nicht  erhalten  werden, 
<la  Ihm  zu  großer  Dichte  lun*  ein  weißlicher  inhomogener  Nebel 
entstand. 

Wie  mm  aus  den  Tabellen  hervorgeht,  ist  es  nicht  möglich, 
irgendeine  (iesetzmäßigkt^it  in  der  Farbc*nfolge  der  l^eugungs- 
ringe  zu  entdecken.  Nur  das  zentrale  Feld  durchläuft  Farben, 
di(^  in  ihrer  Aufeinanderfolge  denen  dünner  Blättchen  sehr 
ähneln.  Bei  seinem  Entstehen  erweckt  das  lieugungsbild  durch 
das  Kleinerwerden  der  Binge  den  Anschein,  als  ob  die  inneren 
Farben  in  die  Lichtquelle  hinein  versinken  und  von  außen 
immer  neue  hinzutreten,  welche  sich  üIkm*  die  IxTeits  vorhan- 
denen Farlxoi  (alx'r  durchaus  nicht  gleichmäßig)  zu  schieben 
scheinen.  Indem  hierl)ei  einige  sich  zu  breiten  Bingen 
ausbilden,  andere  hingegen  so  schmal  werden,  daß  nur  ein 
Clx^rgangston  sie  anzudeuten  scheint,  entstehen  so  die  mannig- 
faltigsten Farb^*nanordnung(^n,  welche  jeder  Tropfengröße  ein 
ihr  allein  eigentümliches   üeugungsbild  gelK*n.     Die   Schnellig- 
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keit,  mit  der  dieser  Farlx'nwechsel  erfolgt,  ist  eine  sehr  uüregel- 
mäßige.  Im  allgemeinen  sind  die  Keiigungserscheinuugen  der 
ersten  Periode  recht  unbeständig  und  wechseln  schnell  ihre» 
Pftrben,  da  infolge  der  Kleinheit  der  Tropfen  ihr  Radius  größeren 
Veränderungen  unterworfen  ist.  Doch  auch  für  die  verschie- 
den gefärbten  zentralen  Felder  vollzieht  sich  tler  Übergang 
von  einem  Farbton  in  den  and(»ren  nicht  immer  gleichmäßig. 
So  ist  z.  B.  die  blau(^  Farlx)  des  zentralen  Feldes  äufierst  schwer 
zu  erhalten,  weil  das  Violett  fast  umnittelbar  in  ein  bläu- 
liches oder  sogar  reines  (Irün  ül)ergeht.  Nur  durch  langsames 
Kxpandieren  gelang  es  mir.  die  tiefblaue  Färbung  vorüber- 
gehend zu  erhalten.  Ä»hr  charakteristisch  und  auffallend  ist 
hingegen  das  schön  smaragdgrün  gefärbte  zentrale  Feld  (Tab 2, 
Nr.  6).  welches  einen  J)in-chmesser  von  etwa  16®  hat.  Hieran 
schließt  sich  mit  scharfer  Grenze  ein  schmaler  dunkelblauer 
Ring  vQp  3®  Breite  an,  gefolgt  von  einem  breiteren  roten.  Be- 
ständig, doch  nicht  so  hervortretend,  ist  auch  das  purpurne 
zentrale  Feld. 

Da  unsere  übliche  FarlK*nlH'nennung  recht  unvollkonimen 
und  auch  subjektiver  Natur  ist,  was  leicht  ein  gewisses  Farljen- 
suehen  des  Beobachters  zur  Folge  haben  kann,  so  bemühte 
ich  mich,  die  Farl)en  noch  genauer  zu  defhiieren,  leider  mit 
nicht  nennenswertem  J^jifolge.  Die  i^eugungsbihler,  welche  ja 
aus  Mischfarben  liestehen,  (»nthalten  innner  noch  soviel  Weiß 
und  allmähliche  Übergänge  in  ihren  Farbkomponenten,  daß 
sie  kräftige  Absorptions banden  im  S]X^ktnim  nicht  zu  gebc^n 
vermögen.  Ich  Ijemerkte  deswegen  in  einem  kleinen  gerad- 
$)ichtigen  Spektrosku})  auch  nur  \mui  Kntstehen  der  Ringe 
sehwache  Schatten,  welche^  schnell  voni  violetten  zum  roten 
Ende  über  das  ganze  Spektrum  hin  wegeilten  und  die  ich  ohne 
diese  Bewegung  niclit  gesehen  hätte.  Ferner  versuchte  icli 
einen  Vergleich  der  FarlK-n  mit  denen  dis  Ostwaldschen 
Farf^enatlasses  durchzuführen.  l'^.s  sind  diese  ,edoch  OIkt- 
flächenfarben,  welche  von  der  Stärke  der  Heleuehlung  abhängen, 
so  daß  eine  gute  [Betrachtung  dersell)en  im  dunklen  Zimmer 
gegen  die  helle  Lichtquelle  sehr  erschw(*rt  ist.  Auch  war  ich 
mit  dem  groß  angelegten  Werke,  welches  etwa  8500  verschie- 
dene Farbtöne  enthält,  nicht  so  vertraut,  um  in  der  kurzen 
Zeit  (1 — 2  Minuten),  während  welcher  das  IJeugungsbild  sicht- 
bar   blieb,   gleich    die    richtige    KarU-    herauszufinden.       Xach 

32* 
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läiigfren  VerMutlieu  kouiiW  ich  für  das  ISfugniigKbild  Nr,  6, 
Tab,  2,  welches  noch  am  leichtfstpn  und  längstens  hprstellhMr 
war,  etwa  folRende  Verplciclisfartjen  feststellen: 

grün:  SH  ga,        hlaii;  50  ko,        rot:  dO  hb. 

Wii'  halten  e^  in  der  Hauptsache  mit  den  sogeimuiiten 
liellklaren  Farben  zu  tun,  doch  muß  ich  wegen  der  Bedeutung 
dieser  Ostwaldacheii  Farlx-nlienennung*)  auf  das  dem  Atlas 
beiliegende  Heft  verweisen. 

Ein  Ausniessen  der  Hinge,  etwa  unter ' Benutzung  des 
äußeren  Bandes  eines  roten  Ringes,  hielt  ich  hier,  wo  di»- 
Farbenanordnung  eine  so  überaus  verschie<lenartige  ist,  für 
zwecklos  und  \erHchob  es  auf  die  Untersuchungen  im  mono- 
chromatischen Liebt.  Denn  nur  für  die  normale  Fnrbenfolge 
ist  die  lienutzung  der  sogenannten  Wellenlänge  des  weißen 
Ijchtea  ')  zulässig,  die  Ja  nicht»  weiter  l>esagt,  »Is  daß  in  diesem 
Falle  das  Minimum  der  Wellenlänge  0,571  ju  bei  der  Charten 
Grenze  zwischen  rot  und  violett  liegt.  Hier  haben  wir  ea  aber 
anscheinend  mit  einer  ganz  anderen  Beugungserscheinung  ku 
tun.  Ist  jedoch  im  homogenen  Nebel  die  Farbenfolge  bei 
größeren  Tropfen  in  die  normale  übergegangen,  so  findet  nian 
in  der  Berechnung  der  Tropfengröße  aus  dem  ersten  und  zweiten 
Ringe  auch  hier  Übereinstimmung  {vgl.  hierzu  §  4  und  besondere 
die  Messungen  mit  Alkoholneliel). 

Eine  Färbung  der  Ijichtquelle,  wie  sie  ISnrus  als  axial 
colours  wahrgenommen  hatte,  konnte  ich  nur  selten  ■  beob- 
achten, da  bei  dem  kleinen  Nebelgefäß  der  Nebel  meisten'; 
nicht  dicht  genug  war.  Verschärft  wurde  der  Farbenkontrast, 
wenn  ich  die  Beugungserscheinung  auf  der  Mattscheibe  eines 
kleinen  photographischen  Apparates  beobnchtete.  Auf  diese 
Weise  fand  ich  folgende  Färbungen : 
Zentrales  Feld:  violett  grün  gelbgiün  gelb 
Lichtquelle :  gelbgrün     rötlieh     rol  violett        grünblau 

orange 

Eine  genaue  Farbtestinnimng  war  jedoch  sein-  schwierig, 
da  die  Färbungen  äußerst  schwach  und  die  Helligkeit  der 
Lichtquelle  oft  nur  ihren  Farbton  vermuten  ließ.  T)och  scheint 
aus  diesen   Beobachtungen  und  deneri    von    Harus  lii'ivorKii- 

1)  Vffl.   ivuch  die  Farbpntibpl  von  OmivalH. 

2)  J.   PprntPr.  Meter.Mt.   Optik,   S.  45fl. 
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j^^eheu,    daß    die    Färbungen    häufig,   wenn   aucli    vnfit    imnwr 
j^enau.  komplementär  zueinander  sind. 

>^  3.    Measungen  im  monochromatieohen  Lieht. 

Die    eben    beschrie b(*nen    anomalen    Farbenerscheinungen 
lassen  schon    voraussehen,   daß   auch   im   monochromatischen 
Jjicht,  welches  aus  der  (iesamtwirkung  aller  Wellenlängen  den 
Kinfluß  einer  einzehien  allein   erkennen  läßt,  (»rhebliche   Ab- 
weichungen   von    der    Jleugungserscheinung    undurchsichtiger, 
kreisförmiger    Scheilxdien  auftreten   werd(*n.       Ks   liegen   hier 
jedoch  noch  wenige  Beobachtungen  vor,  und  die?  vorhandenen 
Messungen    beschränk(*n  sich  fast  nur  auf  die  Heret'hnung  der 
Tropfengröße  aus  dem  Carsten  dunklen  Ringe  unter  Benutzung 
«ler  BeugungBgleichung  undurchsichtiger  kreisförmiger  Scheib- 
rhen.      Die   Frage  al)er,  ob  diese   Ibrniel    überhaupt   für  die 
Iteugungserscheinungen  im  homogenen  Nel)el  angewendet  wer- 
den darf,  wird  nicht  nähei*  untersucht.    Tnd  gerade  diese  tVage 
ijilieint,    wenigstens    für    kleine    Tropfen,    durchaus    verneint 
werden  zu  müssen.     Schon  Barus^)  fand  Ix^im   Vergleich    der 
optisch    nach    der   obigen    Formel    berechneter^  Tropfenradien 
mit    denen    aus    der  Anzahl  der  vorhandenen   Kondensat  ions- 
kerne    gewonnenen    (vgl.    Einleitung    S.   475)    Abweichungen, 
die    er     zuerst    auf   subjektive    Beobachtungsfehler    und    Un- 
lieständigkeit  der   Ringe    infolge  Verdampfens   der  Tröpfchen 
zurückführt.      Später    kommt    er    durch    die    Begelmäßigkeit 
dieser  Abweichungen  zu  der  Ansicht,  daß  ihre  Bedeutung,  so- 
lange  eine    Theorie    der    Erscheinungen    noch   nicht    best-eht, 
schleierhaft   bleibt.      Seine  im  grünen    Quecksillx?rlicht  ausge- 
führten Messungen^)  des  Durchmessers  vom  (*rsten  Ringe  und 
dessen  Breite   bringen   nicht  viel    positiv  Neues,  was  zur  Klä- 
rung beitragen  könnte.   Mierdel^)  lx»rechnet  den  Tropfenradius 
zwar  aus  den  beiden  ersten  Minima,  ix* merkt  aber  dazu,  daß 
..natürlich  nur  die  Kinge  ausgemessen  werd(»n  konnten,  deren 
Minima  erster  und  zweiter  Ordnung  annähernd  gleichstark  aus- 
geprägt waren**.      Demzufolge   bringt   er  nur  zwei   Messungen 
l»ei    größeren    Tropfen    und    findet    k^i    dieser    Auswahl    dann 
allerdings  Übereinstimmung  in  den   Resultaten. 

1)  C.  Banis,  Sill.  Journ.  24,   S.  30^1—312.  419—425.    1907. 

2)  C.  Bariis,  Sill.  Journ.  27.  S.  7.^.   WHYi). 
:\)  F.  Miordcl.  Mnrh.  Dissort. 


490  U.  Mecfce. 

Die  UeiigHiigstlieorie  midurchsiclitiger  kri'iyföriiiigi'r  ScWib- 
clien  \prlangt  nun.  daß  die  DurchiiieBser  der  Hinge  stet»  in 
eindiii  beslimmt^n  konBtantfU  Verhält nissi'  umeinander  bleÜien 
miJBPen  und  daß  auch  keine  Änderung  der  Inteusitätisverteihiug 
eintreten  darf.     Do  die  Lage  tles  ersten  dunklen  HiiigeK  dun^h 

sin  ^j  M  0,61  -  — , 

die  des  z\>eiten  durcli 

sin?.,-  1,U6  ■- 

gegel»en  ist,  so  niiissen  sich  also  die  Radien  ininier  wie  1  : 1,*^3 
verhalten.  Barkow')  fand  nun  beim  homogenen  Licht  der 
Natriumftaninie  nicht  diese  gleichiiiäßigi^  Hell  igkeils  Verteilung, 
sondern  beobachtete  oft  eigenartige  Anordnungen  der  Maxiina 
und  Minima,  von  denen  er  vier  versehiedt^ne  T.viN'ii  unter- 
K<heidet.  Auch  ans  meinen  Versuchen  ergibt  sich  diu'chaus 
nicht  ein  regelmäßiges  Abweclisein  dei-  Maxima  und  Miniuiu 
oder  gar  ein  konstantes  Verhältnis  der  Hinge  ziieinand<'r.  Icli 
möchte  die  Änderungen,  welche  da»  Heiigirngshild  mit  y.w- 
nehmender  Expansion  und  Tro|ifengröße  erfuhr,  wie  folgt  Ik'- 
wlneiben: 

ZnersI  war  bei  den  kleinsten  Trojrfeu  nur  ein  schwacher. 
groUer.  dunkler  King  zu  bemerken,  welcher  ullniähÜch  kleiner 
wurde.  AVfihrend  nun  der  Hadiiis  des  bald  sichtbar  werdenden 
zweiten  liiiige»  schnell  abnahm.  v(*rlangHumte  sich  die  (.ie- 
Hchwihdigkeit  des  ersten  immer  mehr  und  kam  schließlich 
gänzlich  zum  Stillstände.  I>ic  Singe  verbreiterten  sich  etwas 
und  der  erste  scliien  sogai'  wieder  größi'r  werdt-n  zu  wollen. 
Das  dazwischen  liegende  Maxinmm.  welches  zuei-st  breit  und 
hell  war,  schruniirfte  zusaumien  und  verlor  Kuseheiids  an  hiten- 
sitfit,  bis  es  schließlich  ganz  verschwunden  wai  und  die  beiden 
Minima  «ich  zu  einem  einzigen  breiten  Kiiigi'  verschmolzen 
hatten.  Diese  Vereinigung  dauerte  jedoch  nur  kurze  üuit. 
Jetzt  war  es  der  erste  Ring,  welcher  sich  losl rennte  und  rasch 
kleiner  wiu'de,  wahrend  hingegen  der  z^veile  konstant  blieb  und 
sich  auch  mit  dem  driften  zu  vereinigen  schien.  Zu  gewissen 
Augenblicken  waren  drei  schmale  Mininut  und  gut  iinsRepr!tgt<> 
Maxinia  zu   sehen,   so   daß  dos   Jk'uguiigsbild   ganz   den    tjur- 

1)  Barkow.  Marl).  JMsKcrt.  S.  77. 
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malen  Kiudruck  nuiclitt'.  lUrst-r  \oi'»^'init:j  des  Tirffrn^  mul 
^•ieder  Auseinamlfrgclirns  diT  Hinge  wirdcrholti'  sich  nun 
noch  eüunal,  und  das  IViigiingshild  gin«r  dann  allmäliürli  mit 
kleineren  Schwankinig«'n  in  das  nurinal**  iilK^r.  Von  jetzt  al» 
ändern  sich  die  Ringe  nur  noch  im  konstant«>n  Vcrhähnissr 
zueinander. 

Auch  hinsieht] ich  der  lireite  und  Helli^^keit  sind  die  ]{inge 
Änderungen  unterworfen,  indem  oft  ein  Sdimälerwerden  und 
erhebliche  Aufhelhmg  der  Minima  zu  U'merken  ist.  llri  Me^- 
sungen  im  Natriundicht  konnte  ich  HOgar  ein  j^'änzh<dn -^  \rr- 
Kchwinden  des  ersten  I^inj^es  iH'obachten.  Da  ich  alM»r  U  i 
diesen  l^ol)achtungen  dii*  j^roiW  Öffnung  von  10  cm  l>urrh- 
niesser  nehmen  mußte,  um  <his  13<'u^ungshihl  iÜN^rhaupt  sieht- 
l>ar  zu  machen,  so  kaim  dies  auch  (htrin  seine  Krklärung  finden. 
daß  bei  der  großi'n  Ausdelnmng  der  Ijclit quelle  die  schvvachiMi 
Intensitätsunterschiede  nicht    mein-  waluv.unehmen  waren. 

Dieser  ganze  Vorgang,  welclien  das  Meugungshihl  niit 
wachsender  Tropfen gnik?e  durchläuft,  ist  a'so  ein  so  auffallend 
eigenartiger  und  weist  so  groÜe  Abweichungen  in  den  Hingen 
auf,  daß  nian  erst  gar  nicht  wag( .  chiraus  den  Tropfenradiu^ 
nach  der  alten  Formel  zu  Umrechnen.  Ich  haJK*  <leswegen  auch 
in  der  folgenden  Talxdle  nur  die  Heugungswinkel  der  Minima 
und  das  jeweilige  Verhältnis  der  Ringe  zueinander  angegelien. 
Es  wurden  stets  die  I Meiden  Ränder.  di*r  äuU»re  und  innere, 
gemessen  und  jedesmal  das  arithmetische  Mittel  daraus  ge- 
nommen. Hiervon  mußte  dann  nocli  die  Ausdehming  Hiadius} 
der  Lichtquelle  (1  cm)  abgezogen  werden,  um  dm  richtigen 
iieugungswinkel  zu  erhalten.  I>ie  in  TalMdlen  4  und  o  ent- 
haltenen Werte  versterben  sich  für  rotes  Licht  und  sind  Mittel- 
werte HU»  8  bis  8  Kinzelmt^ssungen.  \)'\i'  gleichzeitige  Färbung 
des  zentralen  Feldes  wurde  nach  der  auf  S.  481  angegrlM-nen 
Methode  der  Einschließung  vor  und  nach  «ier  Messung  Im 
roten  Licht   iM^stinnnt. 

\kti  Verwendung  von  Natriumliclit  wunlm  diesellM*n  W'erti- 
erhalten,  doch  sind  hier  die  Messungen  «liirch  die  notwi»mlig 
große  Ausdehnung  der  Licht «piellc*  weniger  zuverlässig.  Audi 
hier  fand  ich  z.  I>.  durch  die  X'ereinignng  «ier  U-iden  iiing«' 
zwischen  8®  25'  und  17*^  15'  ein  hreitis  Minimum.  I>  «i- 
übrigt  sich  deshalb,  dii-  W»  rt.«  hierfür  noch  rinnial  /.n  wii-di-r- 
bolen. 
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Tabellt^  4. 


Nr. 


17 


9>i 


9t 


11«  55'  i  Von  18«  25' 


ll*30'  '  Von  21»  SO' 


8»  50' 


lOMCr 


4 

8»  55' 

19« 

5 

8*57' 

18»  16' 

ö 

9«^12' 

16»  46' 

7 

1 

Von  8«  25' 

bi8     17«  15' 

8  : 

8«  47' 

17« 

9 

7»56' 

17«  16' 

10 

7»  16' 

16«  46' 

11 

6»  34' 

16«  20^ 

12 

6«  20' 

14«  16' 

13, 

6«  16' 

13«  lO' 

14 

6*  22' 

12«  31' 

16 

6«  30' 

i            11«  48' 

16 

Von  6«  22' 

biß     12«  67' 

Bemerkungen 


siD  ^ :  sin  ^2 


6«  26' 


10«  43' 


an  breites  Minimum, äußere  Rd. 

nicht  erkennbar,  zentralen  Feld 

rot  (Tab.  1,  Nr.  10). 
an  breites  Minimum,  äußere  Rd. 

nicht  erkennbar,  zentrales  Feld 

purpurrot  (Tab.  1,  Nr.  12). 
z.  F.  bläulich  grün  (Tab.  2,  Nr.  5), 

breites  2.  Maximum, 
grün  (Tab.  2,  Nr.  6). 
grüngelb  (Tab.  2,  Nr.  8)  1.  Ring 

etwas  größer, 
gelb,  grünlich  (Tab.  2,  Nr.  9— 10) 

2.  Maximum  nur  schwach, 
sehr    breites    Minimum,    beide 

Ringe  vereinigt,  gelb  (Tab  2, 

Nr.  11)  (22«  20'  dritter  Ring) 

>2.  Ring  etwas  größer  geworden 

golb,  dritte  Periode  (Tab.  3) 
orange,  dritte  Periode  (Tab.  3) 

20«  40'  dritter  Ring  sichtbar 
18«  40'  drittes  Minimum 
sehr    breites    Minimum,    beide 
Ringe  vereinigt 
17«  60'  dritter  Ring 
2.  Maximum  nur  schwach. 


1:2,3 
1 :  2,19 

1:2,09 

1:1,86 


1 :  1,97 
1 :  2,23 
1 :  2,37 
1:2,38 
1 : 2,22 
1 : 2,14 
1:2,0  :3,39 
1:1,84:2,97 


1:1,67:2,9 


Während  nun  bei  den  vorigen  Messungen  die  Tropfen- 
größen nach  der  alten  Formel,  d.  h.  der  Beugungsformel  kreis- 
förmiger, undurchsichtiger  Scheibchen,  nicht  berechnet  werden 
konnten,  glaubte  ich  dies  jedoch  tun  zu  dürfen,  sobald  das 
lieugungsbild  den  normalen  Charakter  angenommen  hat,  und 
die  Ringe  sich  nur  noch  im  gleichen  Abstände  voneinander 
ändern.  Wie  aus  der  Tabelle  hervorgeht,  erhielt  ich  für  diesen 
Fall  auch  fast  genaue  Übereinstimmung  der  aus  verschiedenen 
Ringen  berechneten  Tropfenradien  mit  nur  geringen  Abwei- 
chungen. 

Um  jene  komplizierten  Verhältnisse,  wie  sie  tesonders  bei 
kleineren  Tropfen  auftreten,  noch  klarer  zum  Ausdruck  zu 
bringen,  als  das  durch  die  Beschreibung  und  die  Tabellen 
möglich  ist,  versuchte  ich,  die  Messungen  graphisch  darzustellen. 
])a  mir  aber  jede  andere  Bezugsgröße,  wie  zTl>.  die  Tropfen- 
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gröli»*  selbst,  fehlt,  wählte  ich  als  AI>szissenaehse  die   Radien 
des   ersten    Ringes   und   als   Ordinatenachse   die   des   z^'eiten. 


Tabelle 

5. 

^ 

4,97  fi 

5,88 

6,22 

7,25 

8,32 

9« 

8* 

7«  5' 
6«  38' 
5«  55' 
5»  5' 

5,15 /i 
5,90 
6,25 
7,02 

8,17 

4«  36' 
3«  51' 
3«  39' 
3*8' 
2«  43' 

-  4,2*/o 
~  0,3V^ 

-  0,5 
+  3,2 
+  1,8 

lw€if9r 
-Ring 


fS% 


4 


10% 


IVr  normale  Verlauf  des  Beugungsbildes  wäre  dann  durch  eine 
gerade  Linie  gegeben,  deren  lang  des  Neigungswinkels  1,88 
betriige.  In  Fig.  2  erkennt 
man  deutlich  die  Periodizi-  20% 
tat  der  Abweichungen,  wenn 
auch  die  genaue  Kurve  noch 
durch  mehrere  Messungen 
festgelegt  werden  müßte. 
Bei  den  Spitzen  A  und  B 
der  Kurve  vereinigen  sich 
die  beiden  Ringe  zu  dem 
breiten  Minimum  und  hier 
tritt  dann  auch  mit  wach- 
sender Tropfengröße  eine 
kleine  Vergrößerung,  zuerst 
des  ersten  Ringes  und  später 
nach  ihrerTrennung  des  zwei- 
ten auf.  Werden  die  Tropfen 
größer,  so  nähert  sich  die 
Kurve  allmählich  der  Ge- 
raden, um  von  einem  Tropfen- 
radius von  etwa  4 — bfM  ab 
weichungen  mehr  zu  zeigen. 


s% 


/ 


ErsMt/tilf 


to* 


fS^ 


fast 


K'Hr 


Fig.  2. 
keine   erheblichen  Ab- 


«)    4.  Versuche  mit  homogenem  Nebel  anderer  Flüasigkeiten. 

l'm  die  bei  Wasser  durch  seine  thermischen  Daten  ge- 
gel>enen  (irenzen  der  TropfengröBe  zu  erweitern,  besonders 
al)er.  um  die  stark  vermutete  Abhängigkeit  der  Heugungs- 
erscheinungen  vom  Brechnn^sex]K)nenten  nachzuweisen,  stellt 


e 
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ich  noch  Versiicl«'  iiiil  iiinliTen  Flüssigkeiten  an.  Ala  gut  gt- 
(ignt-t  hierzu  erwit-sen  sich  lolg^-iide  clieiuiacln;  Vfrbindimgen, 
ittreii  Urechuiigsexponeiiten genau  bestiinnit  wittfiniud  zw'iaclicn 
],383  (Wasser)  und  1,586  (Anilin)  lagen:  Alkohol,  Äther, 
Chloroform,  Benzol,  Toluol,  Anilin.  Vor  Ausführung  der  Ver- 
suche wurde  Jedesnml  das  Nebelgefäß  gut  uusgetrocknet,  und 
(hireh  mehrere  hintereinander  gemachte  Kxiniiisioueii  über- 
zeugte ich  mich  auch  da^oii,  daß  jegliche  Nebelbildung  ver- 
schwunden war.  I>urph  kräftiges  Schütteln  und  längoiea 
ÖtehenlasBen  wurde  nun  die  im  Gef&ß  befindliche  Luft  mit 
tleni  l>etr(^ffenden  Dampfe  geeättigl.  Ms  trat  dann  tavt  üttae 
sofort  kräftige  Nebelbildung  ein,  so  daß  Kondensationskernu 
aus  Flaramengasen  nicht  erst  zugeführt  zu  werden  brauchten, 
was  infolge  der  leichten  Explosioiißinöglichkeif  einiger  Sub- 
stanzen (Äther,  Benzol)  nicht  zu  empfehlen  war.  Versuchs-  und 
Meßanordnung  blieben  dieselben. 

a)  Alkohol,  C^eOH.  »t  =  l,8ü3. 

Absoluter  Alkohol  Ix^sitzt  einen  UrechungseX|ionenien  \im 
1,36,  welcher  nahezu  gleich  dem  \on  \V'asaer  ist.  Spielt  also 
die  Durchsichtigkeit  der  Tropfen  in  der  Entstt'huiig  der  ano- 
malen Beuguugserscheiniingen  eine  liolle,  so  kami  hier  kein 
Kroßer  l.'nterschied  bestehen.  In  der  Tat  erhielt  ich  mit  Alko- 
lioluebel  auch  dieselben  eigenartigen  Erscheinungen  wie  l>ei 
Wasser,  indem  ei'  gefärbte  zentrale  Felder  zeigt  und  autsh 
sonst  dem  Wassernebel  äußerst  ähnlich  ist.  Xur  können  im 
allgemeinen  nicht  so  kleine  Tropfen  hergestellt  werden;  dem- 
zufolge treten  normale  Beugungsbildc-r  mit  ungefärbten  zen- 
tralen Feldern  häufiger  auf  und  sind  dadurch  der  Beobach- 
tung leichter  zugänglich.  In  der  Tab.  6  gebe  ich  einige  Mes- 
suDgen  dieser  Üinge  wieder,  welche  ich  diesmal  ab>-i'  im  weißen 
Licht  unter  Benutzung  der  sogeiiamiten  Wellenlänge  des  weißen 
Lichtes  0.671  (U  ausgeführt  hal>e. 

Tabelle  6  (Alkoh.-I). 


.V  13' 

3,83  ,i 

9»  27' 

:i,88p 

4»«' 

4,1» 

SMT 

4.17 

4»  5' 

4,87 

7»  36' 

4.83 

5,47 

6»  48' 

■>.37 
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Danach  scliuiueii  die  Abwi'klum^'t'ii  erst  U*!  t*twas  klein«  hm i 
Tropfen  vdi*  im  Wassernelx*!,  wo  si(*  lx»i  rtAva  4,5 — o/i  iK^ginnen 
dürften,  aufzutreten,  was  eine  eAriitiiclIf  AlAiäiigi^ktat  vom 
Brecliungsexponenten  andeuten   könnte. 

b)  Äther,  (C2H5)20.  n  =-  1.8r>4. 

Obwohl  Äther  eiin^  |)ositiv(>  si)ezifisehe  "Wärme  st»ines  »(*•- 
sättigten  Dampfes  lx»sitzt,  tritt  doch  Iwi  KxpanHion  KeU'l- 
bildong  ein,  wemi  der  Ätlierdampf  mit  \iel  Jjift  geminclit  ist, 
eine  eigenartige  Erscheinung,  die  auch  Ti.  v.  Helmh.oltz^) 
beobachtet  hat.  Dagegm  bildet  er  lünen  nicht  dureli  Konden- 
sation, sondern  nur  als  Schlieren  sieht  l)aren  Dampfstrahl.  (Auf 
die  Erklärung  kaim  hier  jedoch  nicht  eingegangen  werden.) 
J>er  Nebel  bildet  sich  erst  geraunn»  Zeit  nach  der  Expansion 
und  ist  sehr  dünn.  Ks  können  nur  sehr  kleine  Tro]>fen  ent- 
stehen, die  rasch  wieder  verdunsten,  so  daü  der  NeUJ  nicht 
lange  bestehen  kann.  Auch  ist  er  im  ganzen  (iefäß  nicht 
homogen,  sondern  zeigt  infolge  des  \erdunstens  merkliehe 
Schichtung,  indem  die  Tropfengrcil^e  von  unten  nach  oIhmi 
hin  abnimmt.  Sein  BrechungsfXj onent  ist  1,854,  liegt  also 
zwischen  dem  von  Wasser  und  Alkohol.  Ilei  der  KJeiidieit 
der  Tropfen  zeigt  AthernelH'l  hreite,  schon  gefärbte  zentrale 
Felder,  welche  wenig  andere  Farl^en  in  den  Ringen  (»rkennen 
lassen.  Die  Färbung  ist  alx'r  durch  die  Sciiiciitung  des  Nelj<^ls 
in  gleichen  Abständen  von  der  AJitle  nieht  dit^sellx^  aueh  bilden 
die  gerade  entstehenden  Karinen  sich  infolgt?  des  schnellen 
Verdunstens  rasch  wieder  zurück,  so  dal)  an  eine  Üestündig- 
koit  der  Erscheinung  nicht  zu  denk<'n  ist  und  gt»naue  JJeoh- 
achtungen  unmöglich  sind.  Hesonders  seiiön  war  hier  jinloch 
die  tiefblaue  Farix'  des  zentralen  Feldes  ausgebildet,  welche  ja 
Un  Wassernel)el  nur  schwer  zu  erhallen  war.  Ms  ist  somil 
immerhin  möglich,  dnß  hier  die  Tropfen  klein  grnug  sind,  um 
Färbungen  zu  zeig«»n,  wt^Iche  noch  vor  denen  der  rrsten  Periode 
(Tab.  1)  liegen.  \m  axiale  l^irU-n  der  Lichtquelle  sellist  er- 
kennen zu  können,  war  der  AthernelMi  nichr   dicht   genug. 

c)  Chloroform.  (^fCI  .  //   -  l.Ut>. 

Ein    Einfhiß   der    Durchsichtigkeit    der    Tropfen   auf   das 
I-Jeugungsbild  könnte  erst  jetzt   Ix-im  ('hioroform  nachgewiesen 

1)  R.  V.  Helmholtz.  Aim.d.  Pliys.  u.  Clu'ini.' 27.  S.  r>08---r>43.  IS««. 
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wfi-<l(?n,  ila  sein  J Ireciiungsexponcnt  1,446  schon  mehr  als  bei 
Alkohol  und  Äther  von  dem  deß  Wasser  abweicht.  Aber  gerade 
hier  liegen  die  liedingungfii  zu  ungünstig,  uiu  cliarakt^^ristiscbe 
lleugungsbilder  liefern  zu  können.  Man  erhält  nämlich  nur 
größere  Tropfen,  welche  normale  Heugungsbilder  und  unge- 
färbti'  zentrale  Felder  liefern,  und  der  Versuch,  kleinere  durch 
Hinführen  von  mehr  Kondensationskemen  zu  bekommen. 
seheitert  leider  daran,  daß  der  Nebel  dann  sofort  inhomogen 
wird.  Die  Messungen  selbst,  welche  Tropfenradien  zwischen 
4,6/*  und  9/i  ergaben,  bieten  .somit  wenig  neues  und  brauchen 
hier  nicht  mitgeteilt  zu  werden.  Auch  Ijei  diesen  Messungen, 
welche  sowohl  im  roten  als  auch  im  weißen  Licht  ausgeführt 
wurden,  fand  ich,  wie  nach  den  gemachten  Ausführungen  su 
envarten  war,  Übereinstimnuing  in  den  Eesultaten  aus  ver- 
schiedenen Ringen, 

d)  Henzol,  G,H„  n=l,504  und  Toluot,  C'»HjCHa,  n=l,499. 

Benzol  und  Toluol  haben  in  bezug  auf  Brechungsexpo- 
nenten und  auch  sonstigem  A'erhatten  solch  übereinstimmende 
Eigenschaften,  daß  es  sich  empfiehlt,  sie  zusammen  zu  be- 
handeln. Bei  beiden  Flüssigkeiten  ist  die  Nebelbildung  eine 
sehr  kräftige,  so  daß  sie  glänzende  Beugungsringe,  von  donen 
Btels  drei  bis  vier  sichtbar  waren,  lieferten.  I)a  aber  auch 
liier  die  Tropfengröße  ziemlich  groß  war,  so  sank  der  Nebel 
rascli  zu  Boden  und  machte  ein  schnelles  Messen  erforderlich. 
Alleidings  gab  Toluol  noch  etwas  kleinere  Tropfen  als  feenzol, 
doch  gelang  es  mir  bei  keinem'  von  ihnen,  gefärbte  ^ntrale 
Felder  oder  anomale  Helligkeits Verteilungen  zu  erhalten,  ob- 
wohl dies  bei  Wasser  schon  längst  hätte  eintreten  müssen. 
l>aa  Beugungsbild  blieb  stets  normal,  wie  auch  aus  den  Tabellen 
hervorgeht,  welche  ziemlich  kleine  Tropfenradien  erkennen 
lassen.  Es  komiten  sogar  nocli  größere  Beugungaringe  als  die 
angegebenen  beobachtet  werden,  doch  waren  sie  daim  der 
Ausmessung  nicht  mehr  zugätiglich. 

Bi.s  zu  einem  Tropfenradius  von  etwa  2,8  fi.  liei  welchem 
wii-  im  Wassemebel  schon  eine  recht  intensive  Färbung  des 
Zentralen  Feldes  beobachten  würden  (ungefähr  Anfang  der 
dritten  Periode,  Tab.  3),  sind  hier  noch  kehie  Abweichungen 
zu  bemerken,  so  daß  hiermit  der  Beweis  einer  Abhängigkeil 
der   anomalen    Fjscheinungen    vom    BrechungBex]iom'iiten   er- 
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bracht  sein  dürfte.  Allenliiif^s  fehlen  noch  Tropfen  kleiner  als 
2,8  m»  wo  wohl  auch  \m  Henzol  und  Toluol  gi»färl)t(^  zentral«* 
Felder  auftreten  würden.  Für  <liese  noch  In'stehende  Lück«* 
den  Einfluß  der  Durchsichtigkeit  der  Tropften  nachzuweisen, 
^estatt-en  mir  nun  die  Vernuche  mit  Anilhi,  welches  verbunden 
niit  einem  hohen  Hrechungsex|)onenten  infolge  seiner  schweren 
Möchtigkeit  nur  kleine  Trö])fchen  im  Nelxd  geben  kann. 

Tal)elle  7.    Menzol. 


X 

9i 

''i 

V2 

^ 

Ofiö/i 

20  3' 

'    11.08 /i 

30  51' 

10,78/1   ■ 

+  2,7% 

0,65 

2»  43' 

8,32 

4»  59' 

8,32 

±0,0 

0,65 

3»  14' 

7,03 

50  54' 

7,03 

±0,0 

0,65 

3»  39' 

6,23 

60  48' 

6,10 

+  2,1 

0,65 

40  33' 

4.98 

8«  21' 

4,98 

±  0,0 

0,65 

5«  32' 

4,08 

10^8' 

4.11 

-0,7 

0,671 

2«  16' 

8,76 

4»  5' 

8,95 

-2,2 

0,571 

30  11' 

6,26 

5«  54' 

6,21 

+  0,8 

0,671 

3«  51' 

5.18 

7M3' 

5,07 

+  2,1 

Tabelle 

8.     Toluol. 

X 

9^1 

ri 

9>t 

^t 

rt"  r^ 

n 

0,650/4 

2«  38' 

8,61 ;/ 

4»  53' 

8,54  /i 

+  0,8% 

0.650 

3«  11' 

7,15 

5«  54' 

7,06 

+  1,2 

0,650 

3»  39' 

6,24 

60  33' 

6,34 

-  1.6 

0,660 

6«  .54' 

3,86 

10«  33' 

3,96 

-2,5 

0,650 

7*26' 

3.06 

130  53' 

3,02 

+  1,3 

0,571 

3«  39' 

5,48 

6*48' 

5,38 

+  1,8 

0,571 

50  2«' 

3,69 

9»  ,54' 

3,71 

-  0,6 

0,571 

5«  54' 

3,39 

10«  42' 

3.43 

-  1,2 

(»)  Anilin.  (eHs'NHg.  //  -   1,5HH. 

Das  Beugungribild  des  AnilinneU^ls  bestellt  ans  sehr  grol.iiMi, 
intt^nsiv  gefärbten  zentralen  Feldern,  welche  manchmal  eine» 
solche  Ausdehnung  annehme'n,  daß  das  ganze  (iesichtsfeld 
gleichmäßig  gefärbt  erscheint.  Dadurch  verliert  die  Kr- 
.scheiimng  etwas  an  IntiMisität  und  Farlx^imaimigfaltigkeit . 
Sonst  ist  aber  di(*  FarlKMiiolfrc»  und  Anordimng  genau  (lieselU* 
wie  beim  WassernelK»l.  nur  (lal.>  hier  die  Uinge  l)ei  gleicher 
Färbung  ganz  l)edeutend  «^nöL^er  sind.     So  gt*lang  es  mir  nach 
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vif'lcM  Expansionen,  das  füi*  Wassernel>'l  so  charakteristische 
grüne  zentrale  Feld  berznstellen.  Auch  hier  wird  es  von  einem 
schmalen  dunkelblauen  Hände  Ix^gren^st  und  das  daran  sieb 
anschließende  Bot  war  gerade  noch  sichtbar.  Während  aber 
bei  Wasser  die  Minima  Radien  von  8^  55'  und  19®  (Tab.  4, 
Nr.  4)  besaßen,  entsprach  hier  im  roten  Licht  der  erste  dankie 
liing  einem  Beugungswinkel  von  14®  35'  und  der  zweite  war 
ülxThaupt  nicht  mehr  zu  sehen.  Bei  gleichem  Aussehen  hat 
also  das  Beugungsbild  (»ine  1.66  mal  so  große  Ausdehnung, 
was  ungefähr  gleich  dem  Verhältnis  der  um  1  verminderten 
Hrechungsexponenten  0,586:0,833  =  1,758  ist.  Noch  größere 
Tropfen  herzustellen,  welche  etwa  normale  Beugungsbilder 
li<,»ferten,  war  mir  nicht  möglidi,  doch  dürfte  schon  zur  Ge- 
nüge (»rwiesen  sein,  daß  die  anomalen  Beugungserscheinungen 
an  um  so  kleineren  Tropfen  auftreten,  desto  größer  der 
Hrechungsexponent  wird. 

§  5,    Vergleiohsmessungen  mit  PilBsporen. 

■ 

Am  Schlüsse  dieser  {'ntersuchungen  möchte  ich  noch  kurz 
Versuche  erwähnen,  welche  ich  mit  Pilzsporen  und  Schwefel- 
tröpfchen  anstellte,  um  den  Einfluß  der  Durchsichtigkeit  zu 
eliminieren.  Aus  nelen  AFessungen,  die  ich  mit  Lycopodium- 
puIver  in  einer  h^ntfernung  von  1 — 3  m  von  der  Lichtquelle 
machte,  erhielt  ich  im  I hn*chschnit t  aus  dem  ersten  Binge 
«»inen  Badius  von  15.1()/i  aus  dem  zweiten  15,16  ju,  aus  dem 
(bitten  15,22 /i.  und  mikroskopisch  gemessen  durchschnittlich 
15,8 /li,  so  daß.  wie  selbstverständlich  zu  erwarten  war,  voll- 
ständige Übereinstinmning  mit  der  Theorie  kreisförmiger 
Scheibchen  besteht.  Allerdings  würde  auch  homogener  Nebel 
Ijei  dieser  Tropfengröße  normale  Beugungsbilder  liefern;  doch 
Harkow^)  fand  hn  Scliimmelsporen  von  1.15/ii  bis  6,6 fi 
Badius,  welche  a!so  gerade  von  der  für  Neln-l tröpfchen  in  Be- 
tracht kommenden  (Jrößenordnung  snid,  kehie  merklichen  Ab- 
weichungen von  <len  optisch  nach  der  l-(M'guiigsformel  und 
mikroskopisch  gemess(»nen  Werten.  Ich  selbst  stellte  mir  aus 
angefeuchtetem  ijrot  Schimmelpilze  her,  deren  Sporen  mikro- 
sko])isch  gemessen  ungefähr   1,5  jU  groß  waren,  und   bestreute 


1)  E.  Barkow,  Marb.  I>issort.   S.  67.  Die  dort  angegebenen  Werte 
beziehen  sich  auf  den  Durclimeeser  der  Sporen  (nicht  Radiue). 
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daiiüt  eine  Glusplatte.  I>as  JJeugungsiuld  war  \(»llkoinnkMi 
normal  und  so  groß,  daß  nur  der  erste  Ring  mit  einem  I>fUginigs- 
winkel   von  etwa  14^50'  im  roten  Lieht  sichtbar  war. 

Ferner  ließ  ich  Sehwefeldauipf  an  einer  kalten  (ilasplattf 
sich  kondensieren.  Nach  anfänglichen  Mißerfolgen  bekam  icli 
Hchließlich  einen  lieschlag,  deren  Trilelien  hinreichend  homogen 
waren,  doch  war  di(»  Heugnngsersclieinnng  eine  gänzlich  anden». 
Das  zentrale  Feld  war  dunkel,  und  daran  schloß  sich  r»in  tief- 
blaiit^r  und  ein  roter  Ring  an,  dann  erst  wanai  schwach  dw 
Fraunhof ersehen  Ijeugnngsringe  zu  erkennen.  Sein  Aiuilogon 
fintlef  diese  Beugungserscheiming  in  den  Ringen  behauchter 
Platten,  welche  Kxntr*)  als  ein  Phänomen  Fraunhoferscher 
Hinge  beschreibt,  deren  Aureole  infolge  nicht  völlig  unregel- 
mäßiger Verteilung  der  Tröpfchen  sich  zum  Teil  in  einen  dunklen 
Kaum  verwandelt  hat.  In  der  Tat  erkennt  man  ini  Mikroskop, 
daß  die  Teilchen  zieiulich  yleichmäßig  terieilf,  alxT  regellos 
ange»»ränei  sind,  indem  die  Abstände  der  einzelnen  Tn)]>fchen 
\oneinander  nahezu  dieseilicn  sind. 

ZuBammenfassuui:. 

Kasse  ich  die  Ilaupiergebnisse  der  l  ntersuclnnigen  zu- 
sammen, so  läßt  sich  folgendos  sagen: 

Die  Reugungserscheimuigen,  welche  homogener  Nebel  im 
diircligehenden  Licht  /««igt.  lassen  sich  nur  bis  zu  einer  Tropfen- 
größe von  4 — 5/iA  Radius  durch  die  J!eugungstheorie_  kreis- 
förniiger.  undurchsichtiger  Nlieil)chen  erklären. 

Hei  kleineren  Tr()|)ffn  treten  im  ivv.ijSen  Lichte  andere  Kr- 
hcheinungen  auf:  das  zentrale  Feld,  welches  bis  jetzt  weiß  war. 
nimmt  intensive  Färbungen  an,  die  in  ihrer  Aufeinanderfolge 
(l«?n  Farlien  dünner  Hlättcben  ähneln.  Di«^  Lichtquelle  sell«t 
ist  Ijei  dichtem  NcIk'I  meistens  ungefähr  komplenierntür  dazu 
gefärbt.  Kine  (iesetzmäßigkeit  der  FariHMifoJpje  in  den  Ringen 
ist  nichi  zu  konstatieren. 

Im  monochroynniwhni  Licht  weisen  die  Heugungsbilder 
eigenartige  Anordnungen  der  Maxima  und  Minima  auf.  welche 
einen  deutlich  peri<)dis(  ben  Charakter  In^sitzen.  Kiiu*  Te- 
st innnung  der  Tro])fengröre  aus  den  Durchmessern  der  Hinge 
■war    deshalb  nicht  nu>glirb.      Die   Abweichungen   nehmen   mit 

1)  K.   Exner,  Wiod.   Ann.  4.   S.  oin.   |S7S. 
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WiicliscndcM-    Ti(>})t'Hnt^röße    ah    und    das     l^cuginij^shild    iiälieri 
-;icli  alliiiälilicli   dein   noriualeii. 

Kill  Kinfluß  der  Dicke  dt^r  Ndxdsc hiebt  auf  diesi*  Krschn- 
nuiigen  konnte  niclit  nachgewiesen  werden.  Wohl  aber  grht 
aus  den  Versuchen  mit  anderen  Flüssigkeiten  (»inwandsfrei  hei- 
vor,  daß  die  Dinchsichtigkeit  der  Tropfen  zur  Entstehung 
der  anomalen  Beugungsbilder  l)eiträgt,  indem  diese  au  uni 
so  kleineren  Tropfen  auftreten,  desto  größer  der  l^reehungs- 
exix)nent  wird. 

Vergleichsmessungen  an  ötaubplatten  ergaben  keine  Ab- 
weichungen von  der  Heugungstheorie  kreisförmiger,  undurch- 
sichtiger Scheibehen. 

Physikal.  Institut  der  Universität  Marburg  i.H.,  Juni  1919. 

(Eingegangen  16.  August  1919.) 
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1 .  tJber  Strukturverdrehung  bei  seh  letmig^flüsHgen 

Kristallen; 

von  O.  Lehmann. 

Das  Wachsen  der  Kristalle  in  polyedrischen  oder  sonst  von 
der  Kögelform  stark  abweichenden  Gestalten,  die  Abhängige 
keit  ihrer  Elastizität,  dielektrischen  Polarisation,  elektrischen 
lieitfähigkeit  und  andenr  Eigenschaften  ^  von  der  Bichtung, 
ganz  besonders  aber  die  Abbcngung  durchgehender  Röntgen- 
strahlen beweisen,  daß  die  Kristalle  aus  sehr  kleinen  Teilchen 
gesetzmäßig  aufgebaut  sind,  welche  nicht  nur  zentrale  Kräfte, 
ähnlich  der  Gravitationskraft,  sondern,  wie  aus  dem  Verhalten 
flüssiger  Kristalle  folgt,  auch  richtende  Kräfte  (Kräftepaare),  ähn- 
lich elektrischen  l)if  ölen  oder  Magnetnadeln  aufeinander  ausüben. 

Die  Übereinstimmung  der  l^mwandlungstemperaturen 
enantiotroper  Modifikationen  bei  Umwandlung  im  einen  und 
anderen  Sinn^),  die  Eaumgitterstörung  durch  mechanische  De- 
formation^)  und  fremde  Beimischungen*),  die  Existenz  flüssiger 
Kristalle*)  und  das  Verhalten  amorpher  Körpei')  beweisen 
ferner,  daß  die  ar.s  alter  Zeit  stammende 
Identitätstheorie  der  Aijijregatznstände  (welche       ®  Q 

noch  immer  in  Lehrbüchern  als  Axiom  ein-  pj„  j 

geführt   wird),  gemäß   welcher  die    Ki-istall- 
teilchen,  eirfache   chemische  Moleküle,  ebenso   wie  die   Gas- 
moleküle    (in  Fig.  1    schematisch  für   zwei   einwertige  Atome 
dargestellt)  sein  sollen,  unzutreffend  ist. 

Zu   gleichem    Ergebnis    führen    die    ßraggschen    Unter- 
suchungen über  Röntgenstrahleninterferenzen*),  nach  welchen 

1)  Vgl.   O.   Lehmann,  Die  Lt^hro  von  don  flÜHsigen   Kristallen. 
Wiesbaden,  J.  F.  Bergmann  1918,  8.261. 

2)  Derselbe,  ebenda,  S.  264. 

3)  Derselbe,  ebenda,  S,  270. 

4)  Derselbe,  ebenda,  8.  273ff. 

5)  Derselbe,  ebenda,  8.  263  u.  507. 

6)  W.  H.  u.  W.  L.  Bragg,  Zeitschr.  anorg.  Chem.  ÖO,  S.  163.  1914. 
ABBiden  dar  Fhjnik.    IV.  Folge.    61.  SS 
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beispielsweise  in  Kristallen  von  Chlornatrinm  Natrium-  und 
Ohloratome  regelmäßig  miteinander  abwechseln,  daß  alßo, 
wenn  man  sich  auf  eine  Ebene  beschränkt,  die  Struktur  eines 
kleinsten  Kristallpartikelchens  die  in  Fig.  2  dargestellte  sein 
•  müßte,  wobei  Kreise  mit  +  Zeichen  Natrium,  solche  mit 
—  Zeichen  Chloratome  vorstellen  mögen.  Da  Natrium  und 
Chlor  beide  einwertig  sind,  wäre  das  Partikelchen  nicht  ein 
aus  zwei  Gasmolekülen  (Fig.  1)  zusammengesetztes  chemiscbes 
Molekül  im  Sirme  der  gewöhnlichen,  die  Grundlage  der  Chemie 
bildenden  Strukturtheorie.  Insofern  ein  Chlornatriumkristall 
ein  regulärer  Würfel  ist,  darf  überdies  die  Betrachtung  nicht 
auf  eine  Ebene  beschränkt  bleiben;  man  müßte  vielmehr  dem 
kleinsten  Kristallteilchen  eine  noch  kompliziertere  Struktur , 
nämlich  die  von  Fig.  8  zuschreiten  und  somit  beide  Atom- 
arten als  dreiwertig  betrachten,  was  mit  den  chemischen  Er- 


Fig.2. 


^ 


Fig.  4. 


Fig.  3. 


Fig.  6. 


fahrungen  noch  weniger  A^>reinbar  ist.  Die  ^'ergrößerung  des 
Komplexes  durch  Hinzufügung  weiterer  Atome  würde  sogar 
Erhöhung  der  Valenzzahl  auf  4  erfordern. 

Faßt  man  die  verbundenen  Atome  als  Ionen  auf,  so  würde 
sowohl  das  System  Fig.  2,  wie  das  System  Fig.  3  ein  astafisches 
elektrisches  System  sein,  welches  keine  elektrischen  Fernkr&fte 
ausübt  und  durch  solche  nicht  in  bestimmte  Richtung  gestellt 
wird,  ähnlich  wie  eine  gehärtete  Stahlplatte  (Fig.  4)  oder  ein 
Stahlwürfel  (Fig.  5),  deren  Ecken  abwechselnd  entgegengesetzte 
Magnetpole  aufweisen,  astatische  Magnetsysteme  sind. 

Meine  eigenen  Untersuchungen  über  die  eingangs  ge- 
narmten  Erscheinungen^)  hatten  auf  ganz  anderem  Wege  zu 
dem  Ergebnis  geführt,  daß  die    Gasmoleküle  sich  zu   Kom- 


1)  O.  Lehmann,    Zeitschr.   f.  Kristallographie    1.    S.  97.    1877; 
Molekularphysik  1888/69;    ZoitFchr.   phys.  Chem.  71.  S.  355.    1910. 
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plexeD,  den  Flüssigkeitsmolekülen  und  diese  zu  noch  größereu 
Komplexen  (andere  Modifikationen)  vereinigen  kömien,  ob- 
sohon  die  Wertigkeiten  der  chemischen  Strukturtheorie  dies 
nicht  als  möglich  erschenien  lassen.  Doppelsalze  und  kristall- 
wasserhaltige Salze  waren  ein  anderer  Fall  lockerer  chemischer 
Verbindungen,  für  welche  dii?  gewöhnlichen  Valenzen  nicht 
maßgebend  waren,  die  man  deshalb,  im  Gegensatz  zu  d(»n 
atomistischen,  als  ..Molekularverbindungen'' ^)  bezeichnete.  Ai.s 
diesem  Grunde  betrachtete  ich  auch  die  sogenannten  ..drei 
Aggregahustände  und  Modijikaiiwwn  eines  Körpers''  als  ,,nible- 
kidar-isornere"  (physikalisch-isomere)  c/iemt«c/i€  Verbindungen,  da 
sie  im  Gegensatz  zu  den  atomistisch-isomeren  sehr  leicht 
(z.  B.  schon  durch  Temperatur-  und  Druckänderungen)  in- 
einander umgewandelt  werden  können  und  in  manchen  Fällen 
sich  mischen  (z.  B.  Gas-  und  Flüssigkeitsmoleküle  bei  der  kri- 
tischen Temperatur)  in  einem  stark  von  Temperatur  und  Druck 
abhängigen  Mengenverhältnis  (chemisches  Gleichgewicht). 

Vom  Standpunkt  der  elektromagnetischen  Theorie  der 
Materie  und  auf  Grund  des  Verhaltens  der  flüssigen  Kristalle 
ergaben  sich  für  die  Konstitution  der  Moleküle  der  letzteren 
wieder  auf  ganz  anderem  Wege  dieselben  Strukturbilder. ^) 
Speziell  wurden  hier  Magnetfelder  erzeugt  durch  kreisende 
Elektronen  als  Ursache  der  abwechselnd  entgegengesetzten 
Polarität  der  Würfelebenen  angenommen.^) 

Die  Erscheinung(»n  der  Radioakt  i\ität,  der  gesetzmäßigen 
Anordnung  der  Linien  in  Licht-  u.  Röntgenspektren,  die  Quanten- 
theorie usw.  führten  in  einzelnen  Fällen  zur  Konstruktion  von 
Atom-  und  Molekularniodellen  (für  Wasserstoff  von  Debye, 
für  Sauerstoff  von  Sommerfeld),  welche  mit  den  Eigen- 
schaften der  tetreffenden  Stoffe  in  guter  Übereinstimmung 
stehen  und  deren  neuesti^  von   Born*)  ersonnene  Arten  sich 

1)  Vgl.  A.  Werner,  Neuere  Anschauungen  u.  d.  Cieb.  d.  an- 
organ. Chemie.  3.  Aufl.  1913;  ,, Sehet nassoziatio7ien^'  von  \a,n  dvr  Waaln. 

2)  O.  Lehmann,  Physik.  Zeitschr.  10.  8.553.  1909;  Die  neue 
Welt  der  flüssigen  Kristalle.  1911.  S.  344ff.;  Prometheus  25.  S.  4.  Fig.  3. 
1913;  A.Land 6,  Ber.  d.  D.  Phys.  Ges.  21.  S.  2,  644,  663.  1919. 

3)  Derselbe,  Die  neue  Welt  der  flüsHigen  Kristalle.  1911. 
8.  354—356.   Fig.  227  u.  231. 

4)  M.  Born,  Ber.  d.  D.  Phys.  Ge«.  20.  S.210,  230.  1918;  vgl,  auch 
A.  Sommerfeld,  Atombau  u.  Spektra) linien  1919  u.  K.  Fajans,  Radio- 
aktivität 1919. 
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wenig  von  «Itni  genannten  uiiteischeideii,  du*  von  nm*  aus  dem 
Wrhalten  der  flüsf^igen  Kristalk*  abgeleitet  wurden,  insofern 
sie  ebenfalls  räumlich  astatische  Systeme  sind.  Nahe  zusanuiien- 
gebracht  müssen  astatische  Magnet  Systeme,  wie  Fig.  5,  Eicht- 
kräfte  aufeinander  ausüben,  durch  welche  sie,  falls  sie  hin- 
reichend leicht  beweglich  sind,  gezwungen  werden,  sich  zu 
hauiyujiiiern  zu  ordnen.  Könnte  man  annehmen,  es  best&nden 
zugleich  abstoßende  Kräfte  zwischen  ihnen  (etwa  infolge  ge- 
eigneter Verteilung  der  elektrischen  Ladungen),  welche  die 
magnetischen  Anziehungskräfte  bei  gewissem  Abstand  gerade 
kompensieren^)  und  wäre  dieser  Abstand  gleich  dem  Dareli- 
messer,  so  würden  sich  parallel  ineinandergestellte  Raumgitter- 
anordnungon  der  verschiedenen  Atomarten  ergeben,  wie  sie 
nach  der  auf  die  JJraggschen  Untersuchungen  gegründeten 
..Aiomgrupj)iernngMh4*orie'\  welche  die  Ivristalle  selbst  als 
große  Moleküle  betrachtet,  tatsächlich  vorhanden  sein  soll.*) 
Wie  ab(»r  auf  Grund  dieser  Annahme  die  Tatsachen  er- 
klärt werden  sollen,  welche  zur  Aufstellung  der  ,,Theorie  der 
molekularen  Isomeric'"  geführt  haben,  bleibt  unklar.  Voraus- 
sichtlich vnrd  die  Anwendung  der  Eöntgenstrahlemnethode  auf 
die  genaruiten  Fälle  die  letztere  Tlieorie  Ix^stätigen,  nicht  aber 
die  Atomgruppierungötheorie.  Es  wären  insbesondere  zu  unter- 
suchen: die  Strukturen  ihr  fünf  festen  Modifikationen  des  Am- 
moniuituiitrats'),  die  der  Eisenaalmiak-Mischkristalle*)  und  die 
der  flüssigen  Kristalle  des  Ammoniumoleats^)  und  anderer  Stoffe. 

1)  Vgl.  mHn  Buch:  l>i<*  iiouo  Weit  der  flüssigen  Kristalle.  1911. 
S.  356.  Fig.  231.    Auoh  W&rine-  u.  Strahl ungsdruck  kommen  in  Betiaoht. 

2)  1\  V.  Groth,  Zeitöchr,  f.  Kristallogr.  54-  S.  65.  1914;  pie  Natur- 
Wissenschaften  7.  S.  648.  1919;  W.  L.  Bragg,  X-rays  and  crystal  struc- 
ture  1915;  F.  Rinne,  Zeitschr.  f.  anorg.  Chem.  96.  S.  317.  1916;  Sachs. 
Akad.  d.  Wiss.  71.  »S.  81.   1918;  Zentralbl.  f.  Min.  1919.  S.  161. 

3)  O.  Lehmann,  Zeitschr.  f.  Kristallogr.  1.  S.  97.  1877;  Mole- 
kularphysik 1.  1888;  Ann.  d.  Phys.  8.  S.  903.  1902;  Zeitschr.  phys. 
Chem.  71.  S.  355.  1910;   Das  Kristalliöaüonsnükroskop.  8.  20.  1610. 

4)  Derselbe,  Zeitschr.  f.  Kristallogr.  [1.  8.  479.  1877;  8. 
S.  528.  1883;  Zeitschr.  phys.  Chem.  1.  S.  15.  1887;  Molekularphysik  1. 
8.375.  1888;  Ann.  d.  Phys.  8.  S.  905.  1902:  N.  Jahrb.  f.  Mineral.  2. 
8.  109.   1915. 

5)  Derselbe,  Zeitschr.  f.  physik.  Chem.  18.  8.  91.  1896; 
Flüssige  Kristalle  1904.  8.  27;  Sitzungsber.  d.  Heidelberger  Akad.  1912. 
Nr.  13.  S.  14;  1913.  Nr.  13.  8.4;  Zeitschr.  f.  Kristallogr.  52.  S.  592. 
1913;  Die  Lehre  von  den  flüss.  Krist.   19 IS.   S.  281. 


JÜhw  Sirukiurverdrchuvy  bei  achlei }n ly-flüif-shji'.n  Krisinllen,    Tior» 

Eine  sk'heiv  rntt-rst-heiduug  vuii  Slriiklurm,  wir  sk*  dir 
Theorie  der  inolekulareii  Jsuiiierie  \erhu)gt,  vuji  Jeiijrnigc-n  drr 
Atomgnippieruiigätheorie  wird  allerdings  durib  die  Röntgeii- 
strablenxuethode  kaum  möglich.  LVschräukt  man  sich  nümlich, 
der  Einfachheit  halber,  auf  zwei  Dimensionen,  so  würde  die 
Struktur  einer  gröllereu  Masse  nach  der  letzteren  Tlitorie 
durch  Mg.  6  dargestellt.  Würde  man  nun  aus  dieser  die  außer- 
halb der  eingezeichneten  (Quadrate  liegenden  Atome  wegnehmen, 
so  würde  sich  dadurch  die  Röntgenstrahleninterferenzfigur  nicht 
merklich  ändern,  dii^  Intenssität  der  Lichtflecke  würde  nur 
etwas  geringer  werden.    Nun  sind  alj<'r  die  von  den  (^ladraten 
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umschlossenen  Atoingni[)iMii  phvsikahsrhe  (Kiislall-)  MolekiUi» 
im  Sinne  der  Theorie  der  molekulantn  Isomerie  und  dio 
Braggsche  Auffassung,  dii*  Röntgenstrahlenniethode  ergäbe  di(^ 
wahre  Kristallstruktu»-.  wän*  dahin  abzuändern,  sie  ergebe  dii* 
Struktur  der  KristaUmolekük^)  und  zwar  nach  v.  Laues  Ver- 
fahren nur  dann,  weim  diese  sich  in  ^'«'ringen  Abständen  in 
Kaumgitteranordnung  U-finden,  während  natiulich  Ix-i  grölierrn 
Abständen  oder  bei  plastiscli  stark  virlx>geni'ii  odi^r  \rrdrilli»'U 
Kristallen  eine  Su))«'r]^osili(>n  drr  Int ntVicnzf lecke  der  einzelnrn 


1)  Damit  stinum'n  dir  Ki>zcl>nihhr  Ix'zutilirli  der  sogt'Jiuniitciit 
,,kiuiatlichcn  ZwilliiiKsliikluii^'  boi  Kiilk.si)iit*'  (v^I.  E.  Schii'hoM , 
Disfiort.  Lcix>zig  1918),  welch«*  naoh  meiiuMi  ünl«*i\suchungi*n  als  ix)lv. 
morpho  Umwandlung  (Andoriinu  der  Moleküh')  zu  In'trachtrn  iwt  (Ann. 
d.  Phys.  60.  S.  r»62.  P.H«).  Vir',  aucli  W.Voigt,  Ann.  d.  Pliys.  m. 
S.  638.  1019. 
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Kristalhuolekülo  nicht  mehr  eintreWii  wird.  Hier  kann  noch 
die  Methode  Debye-Scherrer,  die  auch  auf  kristallinische 
Pulver  anwendbar  ist,  Aussagen  über  die  Struktur  der  ein- 
zelnen Moleküle  ermöglichen,  natürlich  aber  nicht  über  deren 
Anordnung. 

Zum  {Studium  der  Anordnung  ist  nach  wie  vor  die  Bestim- 
mung der  Auslöschungs-  bzw.  Verdunklungsrichtungen  zwischen 
gekreuzten  Nicols  die  geeignetste  Methode  und  gerade  die 
Sfrukturverdrehunyen  durch  mechanische  oder  chemüche  Mittel 
dürften  am  ehesten  über  die  wahre  Struktur  der  Kristalle  Auf- 
schluß geben. ^) 

Kristalle,  bei  welchen,  wie  in  Fig.  6  angenommen,  die  Ab- 
stände z^^dschen  den  einzelnen  Molekülen  nur  sehr  klein  sind, 
dürften  hohe  Elastizitätsgrenze,  also  geringe  Plastizität  zeigen; 
für  homogene  schleimig-flüssige  Kristall^  mit  Eaumgitter- 
struktur  (oder  mind(^stens  parallel  gestellten  Molekülen),  wie 
sie  sich  durch  Hegrenzinig  mit  festen  kristallinischen  Wänden 
erzwingen  läßt,  dürften  die  Abstände  der  Moleküle  dagegen 
relativ  groß  anzunehmen  sein,  wie  auch  dara\is  folgt,  daß 
Lauediagramme  bisher  nicht  erhalten  wurden. 

Am  einfachsten  entstehen  solche  ,,erzirunye.n  liomogene'' 
Scliichten  schleimig-kristalhnischer  Flüssigkeiten,  wemi  man 
diese  durch  Erhitzen  der  zAvischc^n  Objektträger  und  Deckglas 
ki'istallinisch  erstarrten  Schmelze  durch  Erwärmen  über  die 
Umwandlungstemperatur  sich  bilden  läßt,  wozu  sich  besonders 
Vorländers  Paraazoxyl)enzoesäureäthylester  eignet.^) 

Bei  solcher  enantiotroper  Umwandlung  entstehen  die 
flüssig-kristallinischen  Moleküle,  wie  sie  kurz  genannt  werden 
mögen,  in  regelmäßiger  Orientierung  gegen  die  festen,  aus 
welchen  sie  sich  bilden  und  werden  da,  wo  sie  an  das  .Glas 
angrenzen,  durch  dessen  Adsorptions kraft  in  dieser  Stellung 
festgehalten.  Nach  diesen  so  auf  der  Glasoberfläche  gebildeten 
anisotropen  Häutchen  von  molekularer  Dicke  und  zäher  Kon- 
sistenz richten  sich  die  übrigen  flüssig-la'istallinischen  Mole- 
küle, so  daß  Pseudomorphosen  der  flüssig-kristallinischen  Sub- 
stanz  nach    der   zuvor    vorhandenen  fest-ki'istallinischen  ent- 


1)  Femer  die  Analyse  durch  niagnetiHche  (oder  elektrische)  Kräfte, 
vgl.  O.Lehmann,   Phys.  Zeitschr.  13.  8.556.   1912. 

2)  O.  Lelunann,  Ann.d.  Phys.  12.  S.  325.  1903:  Flüssige  Kristalle 
1904.   S.  51;  Die   Lehre  von  den  fliis.sigen   Kristallen.   1911.   S.  317. 
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st«beu  lind  zwisoheu  gc< kreuzt (.-ii  Nicok  dieselbe  Feidertcili.uK 
beobachtet  wird,  wie  sie  vor  der  rmwuiidliiiig  vorhanden  wur 
(Fig.  7),  wenn  auch  dw  Lage  der  AuslöBchungarichtungen  im 
allgeiaeinen  eine  andi'ie  ist  (Pig.  8)  und  an  den  Grenzen 
Zwischeuatellungen  der  Moleküle  iiuftret^'n  können.  Infolge 
des  Dicbroismug  kann  iniin  bei  Beleuchtung  mit  blauem 
ilimmelsHcht  oder  bei  künstlichem  liläulichen  Licht  die  Grenzen 
der  Felder  auch  schon  Ijci  IJeuulzung  eines  einzigen  Nicols  er- 
kennen. Fig.  9  zeigt  schem^tisch  ein  solches  Präparat  im 
polarisierten  Lieht   vor,  Fig.  10  nach  der   l'mwandliing  in  die 


Pie.fl. 


Fig.  10. 


scbleiniig-krist uUinisehe  Modifikiilioii.  wobei  mehr  oder  weniger 
intensive  gelbe  Farbe  durch  mehr  oder  weniger  dichte  Rink- 
tierung  angedeutet  ist. 

Zwischen  gekreuzten  Nicols  beobachtet  man  immer  einzelne 
Felder,  welche  nicht  wie  die  übrigen  bei  einer  ganzen  Diehung 
dea  Präparats  viermal  hell  und  dmikel  werden,  sondern  gleich- 
mäßig dunkel  bleiben  wie  einachsige  zur  optischen  Achse  senk- 
rechte feste  Kristall])latten.  Mieraus  folgt  mit  Sicherheit, 
da  die  Moleküle  zweifellos  parallel  gerichtet  sind,  daß  die 
schleimig -flüssigen  Kristalle  der  benutzten  Substanz  optisch 
einachsig  sind.  Ob  Kie  dem  tetragonalen  oder  hexagonälen 
System  zugehören,  würde  sich  nur  entscheiden  lassen,  weun 
es   (wie   bei  dem  achleinug-flÜBBig-kristallinischen  Ammonium- 
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oleato)  geläiigf,  weuigstous  kcIiv  kleine  freiücliviebentk-  KiietSll- 
i'hcu  von  polyedrisclicr  Forin  zw  bDUoiiinifu,  an  -vwlclieii  sich  daß 
VorhandenBeiii  von  zwei  oder  drei  Neljcnacbsen  feststellen  ließe. 

Bei erzwungeii-hoinogeiifii  troirfbaifliissigeu Kiistallen  kann 
man  duich'  gegenseitige  Verdrehung  der  begrenzenden  Glas- 
platteu  gegeneinander  SchraubenHlrulitur  hervor  bringen,  welche 
sich  durch  Auftreten  ^■on  elliptisch-  oder  zirkular-polarisiertem 
Licht,  sowie  diirt-h  Drehung  <ler  Polurisatiousebene  äufiert.*) 
Die  Struktur  un<l  das  A'erlialten  solchei'  verdrehter  Schichten 
kann  man  tiich  leicht  vorstellen,  wenn  man  die  übereinander 
befindlichen  MolekülHchichten  diuth  Glasplatten  mit  Magnet- 
nadeln ,  welclie  die  Stelle  der  Moleküle  vertreten,  ereetzt 
denkt.  Die  in  Fig.  11  vertikalen  Magnetnadeln  int^n  auf  die 
obere  Glasplatte  ab  cd  aufgeklebt  sei»,  die  horizontalen  auf 
die  untere  Platte  tfgh.  Zwischen  Ijeiden  Glasplatten  mögen 
sich  drei  andere  niit  liewegliclien  Magnetnadeln  befinden.  Die 
letzteren  werden  dann  Zwischenslelhmgen  einnehmen  M-ie  die 
Figur  andeutet,  vorausgcsetül .  daß  sie  hinreichend  weit  von- 
einander entfernt  sind,  um  lucht  durch  die  daneben  U'findlichen 
erheblieh  beeinfluUl  /u  werden.  An  Stelle  dei-  Magnetnadeln 
würde  man  besser,  um  die  störende  A\"irkung  des  Erdmagnetis- 
mus auszuschalten.  asIaiiKche  S.^sleliie,  wii'  Fig.  4  oder  5 
benutzen. 

Wie  bemerkt,  erschien  luiii  \uii  Interesse  zu  prüfen,  ob 
gleiches  auch  Ix'i  den  erzwungen  homogenen  schleimig-flüssig- 
kristulliniscben  Schichten  möglich  ist.  Ich  Ix'diente  mich  dazu 
einer  Vonichtung  ähnlich  der  früliei^  benutzten-),  bei  welcher  das  . 
kleine  quadratische  Deckelglas  D  (Fig.  12}  von  etwa  4  mm 
Seitenlänge  zwischen  zwei  steifen'  Drähten  a,  b,  (gehalten  durch 
den  auf  dem  drehbaren  Objekltiach  ß  befesligten  Klotz  c)  ein- 
geklemmt war,  somit  stehen  blieb,  wenn  das  Dreht ischschen  A. 
auf  welchem  der  Objektträger  C  (aus  'l'empaxglas)  mit  Wer 
Schrauben  unter  Luftzwischeiu-auni  befestig!  war.  gedreht 
wurde.  Während  nun  bei  den  tropfbar-flüssig-kristaDinischen 
Schichten  die  Homogenität  <lureh  solche  Wrdrehung  nicht  ge- 
stört wurde,  sondern  nur  elhptische  oder  zirkuläre  Polarisation 
auftrat,  zeigte  aicli  hier  zwischen  gekieuzlen  Nicols  eine  Mannig- 

1)  0.  Lehnianii,  Dii'  L<hiT  von  den  /lii^»jg.-n  KrislBÜfii.  191». 
S.  36»,  364;   Ann.  d.   Phy;-.  51.   S.  353.    1916;  58.   S.  631.   1918. 
2}  Derselbe,  .Ann.  .1.  Pliy».  AI.  S,  :i64.  Fip.  14.  ]«16. 
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faltigkeit  geuniiideiii:'!'  si'hwarzt'i-  Sticifcii  (vergleichbar  den- 
jenigen bei  Schichten  tiopfbar-fliissig-kiiHtalliuiacher  8ehicht+-u 
mit  fremden  Beimiscbuiigen)  und  von  Polarisrttionsfarbeu,  die 
als  Subtraktionflfarben  infolge^  Übereinanderiagening  ver- 
schieden orientierter  Schichten  gedeutet  werden  konnten.') 
Drehung  der  Polariaat  ionsebene   oder  eUiptiache^  Polarisation, 


Pig-  11. 


Fig.  18. 


wie  sie  bei  sehraubenföiuiiger  Ötrukturverdrelmng  hätten  auf- 
treten müssen,  ^vurden  dagegen  nichl  beobocht+'t.  l-rsache  ist 
jedenfalls,  daß  liei  schleiniig-krislullinistbeu  Flüssigkeiten  die 
ßeweghchkeit -der  Molekiile  eine  wesentlich  geringere  ißt  als 
bei  tropf  bar -kristallinischen,  auch  mögen  die  ,JIfiit*^hen"  nicht 
gleich  fest  haften  wie  bei  diesen. 

Ebenso   wurde    keine    Sehrmi beiistru klui   erhalten,   wenn 
durch  Verschiebung  quer  zur   Gvonze   zweier  Felder  (Fig.  18) 


flg.  15. 


zwei  verschieden  orientierte  aiüiiOtruiX'  Läuteben  übereiuauder 
gebracht  wurden.  Es  schien  sich  hier  einfach  gemäß  Figg.  14 
und  15  die  eine  Hälfte  über  die  andere  zu  verschieben,  indem 
sich  diu  Grenzfläche  mehr  um)  nieht:  schief  stellte.  Wegen 
Anisotropie  der  inneren  Heibung  verhält  sich  dabei  wahrschein- 
lich die  eine   Schicht  wie  ein  zäheres  Medium  gegenüber  der 


1)  Vgl.   auch  ilk-  ahniici 
oder   ■ö-BultPHÜuirliyilrat,   .Am 


ici/cri  Iffi  iU-Biumphci 
hys.  JH.   s;.  51.   1918. 


iithien-:i- 
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anderen,  wie  ich  daraus  8chliel3(\,  daß  die  Riclitung  der  Ver- 
ßcliiebung  nicht  gleichgültig  war.  Während  bei  Zerrung  etwa 
nach  Fig.  14  zahlreiche,  ein(»  starke  Trübung  bedingende  konische 
Störungen^)  auftraten,  blieben  solche  Ix'i  der  entgegengesetzt^jn 
Zerrung  Fig.  16  aus  oder  verschwanden,  falls,  sie  infolge  einer 
Verschiebung  erster  Art  bereits  vorhanden  waren. 

Zum  Teil  mögen  die  beobaditeten  Erscheinungen  auch  auf 
Anschmiegung  der  Moleküle  an  das  Glas  beruhen,  namentlich 
bei  stärkerem  Anpressen  d(^s  IX^ckglases  gegen  den  Objektträger, 
wobei  die  Orientierung  der  Moleküle  der  „Häutchen**  nicht 
bestehen  bleibt,  sondern  diese  sich  ebenso  wie  die  übrigen  sich 
so  einstellen,  daß  die  optische  Achse  senkrecht  zum  Glase  wird, 
wie  wenn  sie  Blättchen  senkrecht  zur  optischen  Achse  wären, 
die  sich  mit  ihrer  Fläche  dem  Glase  anschmiegen.^)  Auch  hier- 
durch muß  sich  die  Ordnung  der  Polarisationsfarbe  erniedrigen, 
wenn  die  Anschmiegung  der  einen  Glasfläche  eintritt.  Erfolgt 
sie  an  beiden,  so  versehenden  die  Farben  natürlicli  ganz. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Einfluß  der  Defor^fnation 
auf  die  honiscJien  Siörun-gen.  Um  ihn  zu  beobachten,  stellt 
man  sich  konische  Störungen  mit  horizontaler  Achse  her,  wie 
sie  sich  ganz  von  selbst  ergeben,  wenn  die  aus  reiner  isotroper 
Schmelze  gebildeten  langen  zylindr»ch-stäb:*henförmigen  halb- 
isotropen^)  flüssigen  Kristalle  zusamm(>nfließen.  Treffen  sie 
unter  rechtem  Winkel  zusammen,  wie  Fig.  16a  andeutet,  in 
welcher  die  Richtung  der  Molekularachsen  (optischen  Aclisen) 
durch  Striclielchen  g(^ kennzeichnet  ist,  so  wird  (weil  die  Mole- 
küle ihre  Lage  tunlichst  beizubehalten  suchen),  ihre  Stellung 
eine  vermittelnde  wie  bei  Fig.  16  b;  es  bildet  sich  eine  ein- 
fache  kanisclie  Störung.  Stellt  man  sich  die  Moleküle  als 
Blättchen  senkrecht  zur  Richtung  der  optischen  Aclisen  vor, 
was  mit  den  Erscheinungen  beim  Zusammenfließen  und  bei 
der  Anschmiegung  der  Kristalle,  insofern  diese  durch  Hin- 
und  Herschieben  des  Deckglasc^s  befördert  wird,  am  besten 
vereinbar  ist,  so  wäre  deren  Orientierung  durch  die  Figg.  17a 
und  17  b  darzustellen.  Allerdings  ist  nur  in  der  gezeichneten 
Durchschnittsebene   die   Lage   der   Blättchen  im    Gebiete   der 

1)  O.  Lehmann.   Die  Lehre   von  (Ion  flüssigen  Krist-allen.    1918. 
S.  304ff. 

2)  Derselbe, el>enda,  S.299ff.;  Ann.d.Phyd.56.  S.94.  Fig. 64.  1918. 

3)  Derselbe,  ebenda.   S.  28:^  §7. 
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konischen  Störung  eine  vermittelnde,  in  der  dazu  senkrechten 
Durchschniitsebene  wäre  sie  geradezu  gekreuzt.  Hieran  würde 
sich  auch  nichts  ändern,  v\mn  man  sich  die  Moleküle  als 
Stäbchen  entsprechend  den  Strichelchen  von  Fig.  16a  und  16  b 
vorstellt,  wie  ich  es  früher  getan  hatte.*)  Aus  diesem  Grunde 
wohl  setzt  sich  die  konische  Störung  über  die  Grenzfläche 
hinaus  fort  und  wird  zu  einer  doppelt  konischen  Störung ,  wo- 
durch allenthalben  d^r  Übergang  aus  einer  Orientierung  der 
Moleküle  in  die  andere  ein  stetiger  wird.^)  Die  Entstehung 
doppelt  konischer  Störungen  beim  Zusammentreffen  der  ab- 
gerundeten Enden  von  Stäbchen  erklärt  sich  vielleicht  einfacher 
als  ich  früher  (a.  a.  0.  S.  805)  angenommen  hatte,  nämlich 
dadurch,  daß  vom  Treffpunkt  aus  beim  Zusammenfließen  die 
Masse  radial  nacli  dem  Umfang  strömt.  Jedenfalls  ist  eine  scf 
durch  Abkühlung  stark  erhitzter  Schmelze  zwischen  Objekt- 
träger und  Deckglas  entstandene  flüssig-kristallinische  Schicht 
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Fig.  16. 


Fig.  17. 


nicht  wie  die  eingangs  Ijeticichlete  aus  erzwungen  homogenen 
Feldern  (Pigg.  7 — 10)  zusammengesetzt,  sondern  eine  einheit- 
liche Masse,  deren  Struktur  al)er  infolge  der  Anwesenheit  zahl- 
reicher doppelt  konischer  Störungen  (deren  Achse  häufig  ge- 
krümmt ist)  nicht  als  homogen  bezeichnet  werden  kann. 
Achsen  und  Basislinien  der  doppelt  konischen  Störungen  sind 
(■nstetigkeitshnien  der  Struktur,  die  an  Stelle  der  Unstetig- 
keitsflächen  tei  den  erstgenannten  oder  bei  festen  kristalli- 
nischen Stoffen  treten.  Da  die  ziisammonfließenden  Stäbchen 
naturgemäß  der  Glasfläche  parallel,  d.  h.  horizontal  liegen, 
gilt  dies  auch  von  den  Achsen  der  doppelt  konischen  Störungen, 
sowie  von  den  Molekülreihen  (4ner  durch  Zusammenfließen 
von  Stäbchen  gebildeten  Schicht.  Zur  Erkermung  ihres  Ver- 
laufs   eignen  sich    lx»sonders   z^vischen  gekreuzten  Nicola    bei 


1)  O.   Lehmann,  Die   L"hif  von  den  flüssigen  Kristallen.   1918. 
S.  287. 

2)  Derselbe,  ebenda,  8.  331.  Figg.  134—137  u.  332. 
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verschiedenen  Orienlieruiigeii  des  Präparats  aufgenouiuieije 
Photographien^),  aus  welchen  man  erkennt,  daß  die  Molekäl- 
reihen,  welche  zugleich  den  Verlauf  der  optischen  Achsen  an- 
geben, übc^rall  geradlinig  sind.  Im  natürlichen  Licht  erscheinen 
die  doppeltkonischen  Störungen  dem  unbewaffneten  Auge  als 
Trübung,  unter  dem  Mikroskop  als  blaßgraue  Bhoniben  mit 
schwarzen  Diagonalen,  von  welchen  die  längere  die  Achse  der 
konischen  Störungen  ist,  die  kürzere  deren  Basis  (als  Projektion 
in  Form  einer  geraden  Linie  gesehen).  Im  polarisierten  Liclit 
erscheinen  je  nach  dem  Azimut  der  Polarisa tiousebene  die 
Rhomben  sehr  dunkel,  umfaßt  von  hellen  Linien  oder  gar  nichT. 
Zur  Beobachtung  des  Verhaltens  einer  solchen  Schicht  bei 
Verdrehung  nuttels  des  Apparates  Fig.  3  eignen  sich  besonders 
Stellen  letzterer  Art,  an  welchen  im  iiolarisierten  licht  nur  die 
Ix^iden  Diagonalen  erscheinen.  Fhidet  die  \eröchiebung  der 
l)eiden  Glasplatten  in  der  Eichtung  der  längeren  Diagonale 
statt,  so   muß  sicli    naturgemäß   der   T'oi>i>elkegel  aufrichten. 
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Fig.  18. 


Fig.  19. 


Fig.  20. 


wie  die  Figg.  18a,  19a,  20a  von  oU^n  gesehen  (im  Grundriß) 
und  Fig.  18b,  19b  und  20b  im  Aufriß  darstellen.  Man  kann 
dies  mit  Leichtigkeit  verfolgen,  sowie  -wm-V  die  Stuikung  in  die 
frühere  Lag(^  bei  entgegengesetzter  \ers(hiebui)gsrichtnng  und 
die  Aufrichtung  des  anderen  Endes  Ixd  Fortsetzung  der  letzteren. 

Über  die  Stellung  Fig.  20  läßt  sich  die  Achse  nicht  auf- 
richten. Bei  fortgesetzter  Verschiebui»^  si>nlten  sich  ihre  Enden 
(Pig.  21)  und  schließlich  setzt  sich  die  Spaltung  der  ganzen 
Länge  nach  fort ;  auch  die  Ellipst»  zi>rteilt  sich  und  die  beiden 
so  entstandenen  Bogen  vereinig(ai  sich  mit  den  Spaltungs- 
stücken der  Achse  zu  zwei  geschlossenen  Ifalbringen  (Fig.  22), 
zwischen  welchen  daiui  neue  kleine   konische   Störungen  auf- 


1)  O.  Lt'hiuann,  FJüBsip«'  Kridtaik".  1904.  'r^f.  5.  VW.  \\\  Dit-  I^-hii^ 
von  den  flüssigen  KrJHtallen.   S.  311.  Fijj.  05. 
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treten  (Fig.  28).  öftei-  sieht  man  gleichzeitig  zu  Ix^iden  Seiten 
senkrecht  zur  Richtung  der  Kegelachse  kleinere  parallele 
doppeltkonische  Störungen  aus  der  großen  ge'wissermaßen 
herausspringen  (Fig.  24).  auch  können  ganze  Serien  solcher  in 
Eogenforni  aus  der  ursprünglichen  Kegelbasis  nach  beiden 
Seiten  sich  ablösen,  während 


Fig.  21. 


Fig.  22. 


Fig.  28. 


Fig.  24. 


Fig.  25. 


hich  die  Kegelachse  spalt^^t 
(Fig.  25);  zuweilen  gelien  in 
dieser  Ai't  ganze  Sc li wärme 
vf»n  Kett-en  kleiner  konischer 
Stöningeu  von  der  großen 
aus.  Die  Lichtbrechung  spielt 
Ijei  diesen  Vorgängen  eim- 
große  Bolle  und  täuscht  Er- 
sc'heinungen  vor,  die  in  Wirk- 
liehkeit  ganz  anders  verlaufen, 
rvls  man  sie  zu  sehen  glaubt . 
Rs  ist  deshalb  nicht  leicht 
zu  sagen,  welches  hierl)ei  die 
wirklichen  Strukturändenm- 
gen  sind. 

Steht  die  dopiK'ltkonisclie 
Stöning  vor  oder  nach  der 
T«*ilung  symmetrisch  zu  den 
IHagonalen  des  Nicols.  welcher 
unten  (als  Polarisator)  eingeschaltet  sein  möge,  so  sieht  man 
innerhalb  der  beiden  EUipsenbögen  blaßgelbe  blaßgrau  um- 
randete rundliche  Flecke  (Fig.  26a).  Dreht  man  das  Präparat 
um  45®  nach  der  einen  oder  anderen  Seite,  so  tritt  nur  ein 
inteiosiv  gelber  Fleck  mit  schwarzer  Umrandung  im  einen 
(Fig.  26b)  hzr^\  anderen  EUipsenbögen  (Fig.  26c)  auf.  Ver- 
wendet man  aber  das  Nicolsche  Prisma  oben  als  Analysator, 
Bo  erscheinen  bei  der  synuuetrischen  Stellung  Fig.  26a  beide 
Hecke  intensiv  gelb  mit  dunkler  Umrandung  oder  sie  fehlen 
ganz,  das  Feld  ist  weiß  (nach  Drehung  um  90®).  In  den  45®- 
St^llungen  sind  die  Flecke  dagegen  nur  schwach  zu  sehen, 
ähnlich  wie  zuvor  Ixn  Fig.  26a.  Demnach  ist  somit  hier  nicht 
gleichgültig,  ob  das  Nicoische  Prisma  unten  oder  oben  ein- 
geschaltet wird,  die  doppelt  konische  Störung  verhält  sich  in 
der  verdrehten  Lage  so,  wie  wenn  sie  Schraubenstruktur  hätte. 
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Öb  solche  tatsächlich  durch  iiiechanischo  Verdrehung  hervor- 
gerufen Amrde  oder  ob  es  sich  um  eine  Wirkung  der  natürlichen 
Stniktur  der  doppeltkonischen  Stöning  handelt,  ließe  sich 
durch  B^obachtung  schräger  (lopj)eltkanischer  Störungen  in  nicht 
deformierten  Schichten  feststellen.  Im  Prinzip  ist  dies  möglich, 
da  die  Achse  der  konischen  Störungen  immer  der  optischen 
Achse  der  flüssigen  Kristalle  oder  flüssig-kristallinischf'n  Schich- 
ten, in  Avelchen  sie  entst(4ien,  parallel  ist. 

Beispielsweise  bilden  sich  in  einer  halbisotropen  auf  g«^- 
sättigter  Lösung  schwinunenden,  an  die  Grenze  gegen  Luft 
(wohl  infolge  der  Wirkung  der  ,,ßicrhtkraft-Oberflächenspan- 
nung**^)  angeschmiegten  Schicht  nahe  gleichgroße  konische 
Störungen  aus,  deren  Achse  ebi'nso  wie  die  optische  Achse 
senkrecht  zur  Oberfläche  ist. 2)  Ursache  ihrer  Bildung  dürften 
die  infolgi^  Verminderung  der  gewöhnlichen  Oberflächenspan- 
nung durch  die  Erwärmung  hervorgerufenen  Kontaktbewe- 
gungen  (Wirbel  infolge  kapillarer  Ausbreitung)  sein,  durch 
welche  von  ungefähr  gleichweit  vou(»inander  abstehenden 
Punkten  aus  radiale  Strömung(»n  in  der  Flüssigkeit  entstehen, 
die  ganz  wie  die  oben  erwähnt(»n  beim  Zusammenfließen  der 
stäbchenförmigen  Kristalle  sich  bildenden  radialen  Strömungen 
die  konische  Anordnung  der  Molekülachsen  zur  Folg€^  haben. 

Anschmiegung  läßt  sich  selbst  noch  an  der  Grenze  flüssiger 
Kristalle  gegen  eine  andere  Flüssigkeit  (statt  gegen  Luft)  beob- 
achten^), dagegen  nicht  an  der  Grenze  gegen  die  isotrope 
Schmelze  oder  gegen  di(»  eigene  Lösung,  da  hier  offenbar  die 
Zentralkraft-Oberfläc*henspanmn)g  zu  schwach  ist  und  nur  die 
Bildung  ellipsoidischer  (oder  stäbchenförmiger)  Gestalt  der 
flüssigen  Kristalle  hervorzubringen  vermag  oder  iimge kehrt, 
falls  Tröpfchen  der  isotropen  Flüssigkeit  in  den  Kristall  ein- 
geschlossen sind,  ellipsoidische  Form  d(a-  h^tzteren,  derart,  daß 
die  Längsachse  des  Elhpsoids  der  optisclicni  Achse  des  Kristalls 
parallel  geht.  In  letzterem  Fall  sieht  man  häufig  in  dieser 
Bichtung  an  den  stark  gewölbten  Stellen  der  ellipsoidischen 
Tröpfchen  konische    Störungen  auftreten,  deren  Achse  eben- 

1)  O.  Lehmann.  Vorh.  d.  Deutschen  phyt«.  Ges.  16.  S.  443.  1914. 

2)  Derselbe,    Die    Lehre    von    den  flüssigen   Kristallen.     1918. 
S.  212.  Fig.  68  u.  69. 

3)  Derselbe,  ebenda,  fc>.  302.  Fig.  47. 
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falls  dieselbe  Eicht ung  liat.')  Osache  ist  wobl  wieder  eine  dort 
eintretende  radiale  SirönuiDg.  Ferner  bilden  sich  annähernd 
glek-hgro£e  konische  Störungen  mit  vertikaler,  der  optischen 
Achse  parallelen  Achse  in  lialbisotropen  an  Glas  angeschnüegten 
Schichten,  falls  bis  ziu*  Bildung  isotroper  Schmelze  an  der 
Unterseite,  also  bis  zm*  LoslösiiDg  der  flüssig-kristallinischen 
Schicht  vom  Glase  erhitzt  wird. ^)  Kontakt bewegnngen  scheinen 
auch  hier  die  Ursaclie  zu  sein  in  Verbindung  mit  dem'^ümstand , 
daß  sich  infolge  der  IjOs1ösuij<^  vom  Glase  die  Richtkraft- 
oberllächenspanmirg  frei  betätigen  kann.  Die  Bildung  gleich- 
großer „Perlen**  (d.  h.  konischer  Störungen)  am  freien  Rande 
angeschmiegter  Schichten^)  st^ht  augenscheinlich  damit  im  Zu- 
sammenhaDg. 

Erzeugt  man  in  gleicher  Weise  in  erzwungen  homogenen 
Schichten  durch  Erwärmung  konische  Störungen,  so  steht 
deren  Achse  natürlich  nicht  senki-echt  zum  Glase,  sondern 
parallel  zur  Kristallacbse,  also  in  jedem  Feld  anders.*)  Statt 
kreisförmig  erscheint  dementsprechend  im  allgemeinen  die 
Kegelbasis  elliptisch  oder  paral;olisch,  nur  in  denjenigen  Fel- 
dern, die  beim  Drehen  des  Piäparates  immer  dunkel  bleiben, 
bei  denen  also  die  Achse  st^nkrecht  zum  Glase  ist,  ist  sie  ein 
Kreis  wie  Ix^i  angeschmiegtcnv  Schichten. 

Ich  habe  nun,  um  die  olx^n  aufgeworfene  Frage  zu  ent- 
scheiden, das  Verhalten  solcher  Störungen  mit  elliptischer  Basis 
im  pol^isierten  Licht  untersuclit,  konnte  aber  nur  einfache 
(nicht  doppelt -)konisclu*  Störungen  erhalten,  welche 
immer  das  Aussehen  von  Fig.  27a  und  b   hatten,      Q^ 
gleichgültig,  ob  das  Nicoische  Prisma  unter  oder      ^^  ^ 
über  dem  Präparat  eingeschaltet  wurde.     Gründe       ^ 
dafür,  daß  bel^inzufügung  des  zweiten  Teils  einer      |M|j| 
doppeltkonischen  Störung  Ane  Ändenmg  eintreten 
müßtv,  lassen  sich  nicht   erkennen,   so   daß  wohl     p.    ^^ 
zu    schließen    ist ,    daß    die    tatsächlich    im   frag- 
lichen Fall  beobachtete  Schraubensirukiur  eine   Folge   der  De- 
formaiimi  ist. 


1)  0.  Lehmann,  Die  Lehre  von  den  flüssigen  Kristallen.   S.  344. 
Fip.  164  u.  165. 

2)  Derselbe,  ebenda,  S.  312.   Fig.  70  ii.  71. 

3)  Derselbe,  ebenda,  S.  322 ff. 

4)  Derselbe,  ebenda,  S.  318.   Fig.  83. 


516  0.  I^hmann. 

Da  bei  tropfbar-flüaaigeii  Kristallen  ganz  ähnliche  Ver- 
drehuDgon,  ■wie  sie  auf  mechaiiischoin  Wego  zu  erhalten  sind, 
auch  durch  fremdo  Bcimischungeu  erhalten  worden  können*), 
versuchte  ich,  olt  nicht  durcli  Mischung  zweier  verschieden- 
artiger schleimig-kristalUiiischer  FliisBigkeiten  Schraubenstmk- 
turen  zu  erhalten  wären.  ISei  Minchungen  der  schleimig-flüssig- 
kristallinischen  Hydrate  von  Atnrnoniumoleat,  Dimethylamin- 
oleat,  TriraethylLUninoleat ,  Kalimnoleal  und  Lezithin,  die  aich 
anscheinend  in  allen  Verhältnissen  mischen,  konnte  ich  keine 
Drehui^  der  Pul'irigatioiiaeljene  oder  Zirkular  Polarisation  {wie 
sie  bei  Verdrehung  doppelt  brechender  Lamellen  übereinander 
ehitreten  müßte,  beobachten.  Dies  ist  auch  natürlich,  da  sich 
die  genannton  Stoffe  so  wrhalton,  wie  wenn  sie  aus  blättchen- 
förmigen  einachsigen  Mulukülen  Ixständen,  deren  optische 
Achse  aenkretlrt  zur  Fläche  sind  und  deren  Orientierung  in 
ihrer  Ebene  sich  beständig  ändert  (balbisotrope  Struktur).*) 

Einen  weiteren  Versuch  machte  ich  mit  Paraazoxj-benzoe- 
säureäthylester,  welcher  sich  in  allen  Verhältnissen-mit  Anisat- 
aniinozimtsäureäthylester  iniftcht,  obschon  im  festen  Zastftnd 
keine  Isomorphie  vorhanden  igt,  wie  man  leicht  daran  erkennen 
kann,  daß  beim  Erstarren  dtT  in  ISerülirung  gebrachten  ftöesig- 
kristallinischen  Schichten  die  sich  bildenden  festen  Kristalle 
des  ersteceu  Esters  starke  Krümmungen  und  schließlich  sph&ro- 
lithibche  Verzweigungen  erleiden,  sobald  sie  in  die  Mischzone 
beider  Ester  hineinwachsen.  Die  flüssigen  MischkristsUe  sind 
von  den  lüistallen  der  reinen  Siibstanzen  nach  Form,  mecha- 
nischen und  optischen  Eigenschaften  kaum  zu  unterscheiden 
und  da  diese  einachsig  sind,  war  auch  hier  Strukturrerdrehung 
nicht  zu  beobachten,  üleicbes  gilt  für  die  schleimig -flüssig- 
kristallinischen  Mischungen  vonParaa7oxybenzo«äureäthyleater 
und  Paraazoxyzimtsäureäthylester. 

Da,  wie  oben  bemerkt  (S.  607),  anzunehmen  ist,  daß  die 
tlüsflig-kristallinische  Modifikation  des  Paraazoxybenzoesäure- 
esters  (d.  h.  das  KristalUnolokül  tlerselben)  einem  einachsigen 
System  angehört  und  gleiches  schon  mit  Bücksicht  auf  die 
chemische  Verwandtschaft  auch  für  die  beiden  anderen  8t<^e 
anzunehmen  sein  wird  (bei  welchen  direkte  Prüf\ing  wegen  der 
Uimiöglichkeit   erzwungen   homogene    Schichten    herztistellen. 


1)  O.  Lehmann,  Ann.  d.  l'hy^.  &S.  S.  631.  JSl». 

2)  Sereelbe,  Dio  U-hif  von  den  flüsBigm  Kristallen 
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nicht  ausführbar  ist),  da  man  also  aimehmen  muU,  daß  die 
Moleküle  der  gemischtoii  Stoffe  sämtlich  z\ir  optischen  Achse 
senkiecbte  Blättchen  sind,  so  lit^ie  sich  in  der  Tat  auch  hier 
nicht  einsehen,  weshalb  iht^iung  der  Polarisationsobene  auf- 
treten sollte,  selbst  weim  die  Blatte  hon  gegeneinander  gedreht 
würden,  denn  btu  den  Glimmerkombinationen  von  Keusch, 
durch  welche  solche  Diehung  hervorgerufen  wird,  sind  nicht 
einachsig  sich  verhaltende,  sondern  doppeltbrechende  Blättchen 
schraubenförmig  übereinandergesehichtet . 

Besserer  Erfolg  war  deslialb  zu  erwarten  bei  Cholesteryl- 
V6rbindu7igen,  deren  Si'hillerfarU^n  schon  früher  zur  Annahme 
von  Schraubenstruktuven,  hervorgebracht  durch  Miscliung  zweier 
flüssig-kristallinischen  Modifikationc^n  gefülirt  hatten^),  wodurch 
die  Zweiactisigkeit  oder  mindestens  doppel brechende  Natur  der 
Molekülblättchen  nach  obigen  Überlegungen  außer  Zweifel 
wäre.  Da  von  manchen  die  Bichtigkeit  der  von  mir  gegebenen 
Erklärung  der  Schillerfarben  (durch  Mischung  zweier  Modifika- 
tionen) bestritten  wird^),  wäre  also  zu  prüfen,  ob  durch  Mischung 
von  zwei  verschiedanartiijon  Cholestervl Verbindungen  Schrauben- 
struktur erhalten  werden  kann.  Dies  trifft  in  der  Tat  zu  und 
zwar  erklären  sich  dadurch  die  bisher  rätstdhaften  von  mir 
früher  als  „Schwebungen  der  Homöotropie**  bezeichneten 
eigentümlichen  optischen  Jirscluanungen  bei  Mischungen  von 
Cholesterylchlorid  und  Cliolesterylcimiamylat'),  die  ich  damals 
durch  beschränkte  Misdibarkeit  (Heterotropie)  erklären  zu 
können  glaubte.  An  Stelle  des  Cholestervlcinnamylats  ver- 
wendet man  besser  Cholesterylpropionat  oder  Cholesteryl- 
caprinat.*)  Man  bringt  kleine  Giengen  der  beiden  Stoffe  neben- 
einander auf  einen  Objektträger,  bedeckt  mit  einem  etwa 
25  qnun  großen  Deckglas,  schmilzt,  bewirkt  durch  IJin-  und 
Herschieben  des  Deckglases  gute  Mischung  der  beiden  Stoffe 
und  läßt  dann  bis  zum  Entstehen  der  flüssig-kristallinischen 
Modifikationen  abkühlen,  woUu  man  durcli  wiederholtes  An- 


1)  O.  Lohmann,  Die  Lolire  vondeafJüaa.  Kristallen.  1918.   fcs.  350. 

2)  W.Voigt,  Physik.  Zeit.schr.  17.   S.  159.  1916. 

3)  O.  Lehmann,  Physik.  Zoitschr.  7.  ö.  578.  1906;  2.  S.  583. 
1910;  Zeitschr.  phys.  Chem.  73.  S.598.  1910;  Die  noiio  Welt  der  flüssigen 
Kristalle.  1911.  S.  235;  Die  Lohre  von  den  flüas.  Kristallen.  1918.  .8.  349. 

4)  I>er  früher  empfohleno  Motatolylcholesterylester  ist  dagegen 
nicht  geeignet. 

AnoAlen  der  PhjiUE.    IV.  ¥o\%e.    til.  34 
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drücken  uiKlVcirtihielifii  dfs  IXt- kglascs  mit  d*i-  Präpariemad*'! 
dio  Ansclmiii'gui'g  der  Sehichtori  an  das  Gl;is  bogiiiistigt, 

Fig.  28  stflU  athematisch  ein  solches  Pr&parat  dar,  bei 
welcliom  links  Cliolesterjlchlorid.  iwlils  Cholester\ Ipropionat 
(oder  -caprinat)  vorhanden  ist.  In  den  Feldern  ghils  und 
nopq  (infolge  von  Ansihmiegung  sthwir/,)  befinden  sich  die 
in  höherer  Temjieratur  stabilen  Vodifikationrn  I,  in  den  Feldern 
abef  \ind  Jmcd  die  bei  niederer  Temperatur  stabilen  Modifi- 
kationen II.  In  den  Mise hge bieten  der  beiden  Modifikationen 
zeigen  sich  die  SchillerfurU'iispekfren  und  zwar  beginnend 
mit   Violett   bei   gh   bzw.  no  und  endigend  mit    Rot   bei  ö  / 


li;;|!      i      i      'll; 

Med./  1  1  ;  !  1  ;     *fpa.  il       \\\\ 

CAm 

wem ^|!    f^/9/./J     ^1  r^ 

8 

■  il :  i  L — 1 — '     i'''' 

M«i 

1  1  I  •.IHiis\sraufrli'wf.  \\  \  \  \Sch*»rT 

Fig.  28. 

bzfl-.  Im.  Alle  diese  Felder  sind  ^■on  fi-inen  , .öligen  Streifen" 
durchzogen,  welche  gegen  ah  hzv.  cd  hin  besonders  diok 
und  einfach  werden.  Sie  setzen  sich  wobl  auch  als  graue 
kammartige  Vorrsgurgen  ül)er  ah  bzw.  de  hinaus  in  das 
Misciigebut  der  II.  Modifikationen  beider  Stoffe  ah  cd  hinein 
fort,  welches,  da  sich  die  Mischung  besonders  leicht  anschmiegt, 
in  der  Regel  gleichmäßig  schwarz  (ohne  ölige  Streifen)  er- 
scheint, aber  beim  Andrücken  des  IX'ekglases  mittels  einer 
Prllgniemadel  plötzlich  aufbUtzt,  indem  sieb  dann  die  Molekül- 
a4:hsen  vorübergehend  schief  stellen.  Die  angrenzenden  Felder 
e  j ah  und  Im  cd  sind  indes  nicht  nur  wegen  des  feinen  Ge- 
wirrs von  öligen  Streifen  nicht  völlig  dunkel,  sondern  auch 
deshalb,  weil  in  der  Nähe  der  Grenzen  ah  bzw.  d  etwas 
von  der  anderen  Bubstanz  als  Nerunreinigdug  beigemischt  ist, 
wodurch  Drehung  der  Polaris utionsebene  hervorgerufen  wird, 
Fig.  29  deutet  die  Zunahme  der  Helligkeit  gegen  das  schwarze 
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Miscbgebk't  an  niitcr  der  Aimalimo,  daß  es  sifii  um  fitie  Kom- 
bination von  Chok'storylcblorid-  und  -cinnamjlat  bandle.  Ganz 
ebenso  hat  man  siüli  bei  Fig.  28  di5  K ellig ktitsvertpilung  vor- 
zustellen. Von  e  /  g*'g»'ii  1  b  bzu-.  von  l  m  gegen  c  d  hin  ninunt 
die  infolge  der  Aiischniiegiirg  vorhandene  ].>Hnkelheit  der  Felder 
beständig  ab  und  die  an  ob  bzw.  cd  angrenzenden  Zonen  er- 
scheinen geradezu  weiß  oder  hellgelb.  Durch  Drehen  dea 
Präparates  ändert  sich  die  Helligkeit  nicht,  es  handelt  sich 
also  um  Drehung  der  Polarisationsebene,  die  vm  so  größer  unrd, 
je  mehr  der  etwe»t  Substanz  von  der  anderen  beigemischt  ist,  also 
um  Schraubenstruklur,  lierbeigeführt  durch  fremde  Beimischung. 
nach  welcher  eben  gesucht  wiirde. 

Um  Dunkelheit  (dunkelblau  oder  dunkelbraun)  zu  erhalten, 
muß  man  auf  der  Seile  des  Chlorids  Fig. 28  an  der  Stelle  stärkster 


~J3%        J'Äjfl'/ ' 


Fig.  29. 


Fig.  SO. 


Drehung  {bei  ab)  den  Polarisator  um  etwa  25«  entgegengesetzt 
dem  Uhrzeiger  drehen,  auf  Seite  des  Propionats  (bei  c  d)  etwa 
ebensoviel  im  Sinne  des  Uhrzeigers.  Die  Drehungen,  welche 
durch  allmähliche  Zumischung  roii  Chlort  zu  Profionat  Jcervor- 
g^acht  Korden  sind,  also  entgegengesetzt  gleich  denen,  welche 
durch  Zumischung  von  Propional  zu.  Chlorid  entstehen,  eine 
Regel,  die  an  das  Gesetz  von  Gleichheit  von  Wirkung  und 
Gegenwirkung  erinnert  und  jedenfalls  dazu  U'itragtn  kaim. 
die  Natur  der  Sehraubenstruktur  weiter  aufzuklären.  Sie  läßt 
es  auch  als  selbstverständlich  erscheinen,  daß  in  dem  dunkeln 
.Mischgebiet,  in  welchem  die  Stoffe  in  annähernd  gleichen 
Mengen  gemischt  sind,  keine  Drehung  der  Polarisalionsebene 
auftritt,  womit  wohl  auch  in  Zusammenhang  steht,  daÖ  hier 
besonders  leicht  Anschmiegung  erfolgt.  Fig.  30  sucht  den 
Zusammenhang  der  Drehung  mit  dem  Mischungsverhältnis  (fast 
senkrechten' Abfall  gegen  die  Mitte)  zu  veranschaulichen. 


.  Li^hwiiin 


Dit'  Vorspiüngi'  aii3,hwitiz(Pig.29),  vo»  welchen  auf  S.618 
div  Rede  wur,  bildi'ii  sitli  gowöhiilitili  erst  nach  einiger  Zeit.  la 
der  Regel  schiebt  sich  tx'iiii  Abkühle»  oiiio  gleichmäßig  bellgraue 
Si'bichl  iibtr  a  b  in  dos  sithwiirze  Gohii-t  vor  mit  einem  oder 
mehreren  (bis  zu  vier  dunklen  zu  ab  pttrallolen  Streifen, 
Fig,  31a).  IVim  Ei'Wännen  zieht  siu  sioli  wieder  zurück,  wobei 
die  Streiten  deutlicher  hervotlreten,  dagegen  schiebt  sich  mm 
eine  ganz  ähnliche  gestreifte  dunkle  Sihieht  von  cd  aus  vor 
(Fig.  31b).  Hie  Streifen  vetHihwinden  bei  bestimmter  Stellung 
^ewöhtüiili,  abi-T  keineswegs  immer,  wenn  die  Längsrichtung 
einer  Nicoldiagormle  piiriillel  ist)  fast  ganz,  insofern  dann  die 
zwischeidiegendt n  h(ll<n  Streifen  glich  dunkel  werden;  Bie 
treten  iimgekihit  nm  so  starker  hervor,  je  mehr  man  sich  der 


uiri  45"  gedrehten  Stellung  näliert,  da  dami  die  hellen  l 

des   Maxinuun  an  Jielligkeit.  erreichen,  während  die  dunkeln 

imiuor  gleich  dunkel  bli^ibL^i. 

Si'hiftht  ituin  einen  Giiis-  oder  (Juarzkeil,  welcher  mit  einer 
entgegengesetzt  orientiert  i>lani)aralleleii  i'lallr'  verbunden  ist, 
Bo  daß  der  dunkle  Streifen,  welcher  der  Dicke  Null  entspricht, 
sich  nicht  an  der  S.'hnoide  des  J\eila,  sondern  in  einiger  Elnt- 
fernui^  davon  befindet,  so  über  die  Streifen  des  Präparats, 
dftl.1  sein  dunkler  Si reifen  quer  zu  ersteren  steht,  so  nimmt  der 
letztere  Streifen  Zickzackforni  an.  wie  Fig.  32  zeigt,  und 
gleiches  gilt  für  die  farbigen  Streifen  an  underen  Stellen  des 
Keils.  Es  folgt  somit,  daü  die  hellen  fitreifcn  ahceefiselni  «nt- 
geg^mgesetde  Doppelbrechung  zeigen  und  zwar  bis  zur  Mitte  (in 
Fig.  32  durch  die  punktierten  Linien  angedeutet)  zunehmend 
bis  zu  einem  Alaxiimim.  Die  frühere  Annahme,  daß  die  Zu- 
sammensetzui^  der  Sclüdit  eine  entsprechend  wechselnde  sei 
(Bchwebimgen  der  Humöotropie),  ist  unnötig,  deim  ein  der- 
artiges  Sfreifensysteni    erhall    man  iiuch  durch   Kombination 


Vher  Strukturverrlrelnwii  bei  srhh'inihj-fliisisujt'v  Krisiolleu.      521 

eines  Keils  aus  finer  die  Polarisatioi.sobci.e  drehenden  Sub- 
stanz mit  einer  planparallolon  dopielbrechenden  Platte,  wie 
Fig.  88  andeutet,  in  welcher  die  Schwingungsrichtungen  der 
an  verschiedenen  Stellen  a\:s  dem  Keil  austretenden  Strahlen 
durch  große  Pfeile  dargestellt  sind  und  die  der  durch  die  doppel- 
brechende Platte  gehenden   (durch  die  Schwingungsellipse  be- 


^  ^  ^^  ^  ^ 
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Fig.  33. 

stinmiten)  Komponenten  durch  Ideinu  Pfeile.  I)ei90®und  IbO® 
erhält  man  (entgegengesetzt-)  elHptisch-  oder  zirkular-polari- 
siertts  licht,  bei  45,  135  und  225®  dagegen  geradlinig  polari- 
siertes. ]-ei  l^rehuiig  des  Systems  um  45®  vertauschen  diese 
Stellen  ihre  Pollen,  so  wie  man  audi  an  dem  wirklichen 
Präparat  die  Streifen  wundern  sieht. 

Als  Ursache  der  Entstehung  einer  Sc-hicht  mit  variabler 
Drehung  der  PolarisationselKiie  ähnliili  der  des  Keils  ist  wohl 
das  mit  sinkender  bzw\  steigender  Temixratur  veränderliche 
Mischungsverhältnis  der  iJolekide  zu  betrathten,  insofern  bei 
Annäherung  an  die  Erstarmi  gstempc-ratur  auch  Moleküle  der 
festen  Modifikationen  sich  bilden,  vir^lleicht  dadurch  bedingte 
Änderung  der  Arschnacgi  ig. 

Ursache  der  Lildung  der  doppelbrechenden  Schicht,  welche 
übrigens  mit  d(»r  drehenden  identisch  sein  kann,  dürfte  Ver- 
minderurg  der  Anschmiegung  oder  Zerrung  infolge  der  durch 
die  Temperaturänderungen  Ijedingten  Strömungen  sein.  Letztere 
könnten  auch  das  entgcgc-ngesetzte  Verhalten  auf  kaden  Seiten 
(Fig.  30a  und  b)  erklären,  welches  übrigc^ns  auch  das  um- 
gekehrte sein  oder  ganz  fehlen  kami.  So  ist  bei  Zeichnung  von 
Fig.  28  angenommen,  da/j  die  helk-n  und  dunklen  Streifen  auf 
beiden  Seiten  ganz  symmetvisi  h  auftreten.  Nach  energischem 
Streichen  des  Deckglases  mit  der  präparierten  Nadel  kann 
das  schwache  Mischgebiet  fiir  einige  Sekunden  hell  bleibten. 
Dabei  verschwinden  auch  die  erwähnten  kanmiförmigcn  Fort- 
sätze bei  a  b  bzw.  c  d,  stellen  sich  aber  alsbald  wieder  her.  Sie 
sind   ihrer  Natur  nach  identisch  mit   den  gestreiften  grauen 


SÜB 


(').  Lehviatin. 


&^hi(aitcii  (Fig.  31a,  b), 
satioiiflebeiic  und  falls  f 


in    (lor  Milli 


Fig.  34. 


Zfigcii  itlbo  iiiM-li  Diflmug  der  Polari- 
■  Nicoldiagonale  parallel  siii4, 
nU<*ln  Streifen  und  dunkle  Umrandung 
(l-'ig.  34  ii)  Ix'i  Drehung  nm  45"  in  der 
Mitte  einen  hellen  Streifen,  eingefaßt 
von  zwvi  dunkeln  (Fig.  34  b).  Sie  sind 
iils  Enden  öliger  Streifen  zu  betrachteo. 
Vereinzelte  solt-he  ölige  Streifen 
(z.  !!.  kleine  in  sitli  geschlossene  Hinge, 
Uögen  wHvr.  mit  entsprechenden  Aus- 
luBuhungi'n'}  finde»  sich  manchmal  auch 
frei  im  schwiirzen Felde,  forner  nicht  an- 
geschmiegt eSl  eilen  mit  dunklen  Streifen*), 
wie  Fig.  35  andeutet,  sowie  Fig.  28  in  der  Mitte  (mir  ein  Fleck 
niit  \ier  Streifen,  einem  halben  Kern-  und  einem  Konwrgenz- 
pimkl  verbindend),  wekhe  beim  Drelien  des  Präparafes  viermal 
hell  (weitä  bis  gelb  oiier  rot)  und  dunkel  werden 
wie  Kristalle,  Es  kommt  auch  vor.  daß  die 
ganze  in  Fig.  28  und  29  als  schwarz  an- 
genommene Misclningszone  Doppelbrechung 
oder  Dreluing  der  l'olarwationsebene  zeigt, 
nämlich  bei  dickeren  txhichten,  wobei  die  An- 
schmiegung nur  unvollkommen  ist  oder  ganz 
ausbleibt.  Die  Krscheinungtii  zeigen  ihmn  manche  Älinliehkeit 
mit  den  Ix-i  lO-llromphenanthren-S-  oder  -R-siilfosäiux'hydrat') 
bestdirii'benen,  lassen  sich  aU-r  wie  diese  schwer  im  einzelnen 
entwirren. 

]n  einzetnen  Fällen  scluint  auch  Laniellenbildiing  vorzu- 
kommen, wenigstens  zeigte  sich  zuweilen  bei  streifend  ein- 
fallendem Licht  ein  schwaches  Speklymn.  vergleichbar  dem 
Schillerfarbensin'kt  rum.  Stdiillerfarl)en  selbst  wurden  nicht 
beobachtet,  namentlich  niclit  an  di-n  einfachen,  lediglich 
die  Polarisationse bi'iie  drehenden  .Mischschichten, 

Noch  interessanter  als  die  idx-n  besiin dienen  Mischungen 
sind  solclie  von  Cholesterylchlorid  und  Cholesleryloleat,  weil 
man  liier  einzelne  vi  mein  am '.er  getreitjite  Kristall  Individuen 
erhftlt,  deren  Struktur  mit  aller  (ieuauif^ki'it  unteisuclrt  werden 


Fig.  35. 


1)  Vgl.  O.   Lohmami.  Ann.  il. 

2)  Derselbe,  clicndii,  S.  Ö4.  V 

3)  Deraelbe,  Ann.  d.  Phy».  .V 
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kami.  Die  dem  Oleat  beigemischte  freit»  Ölsäure  wirkt  näm- 
lich als  Lösungsmittel,  aus  welchem  sieh  sehr  kleine  fÜissige 
Kristalle  ausscheiden,  die  sich  ilami  allmählich  durch  Zu- 
ftammenflieJßen  vergröß.Tn  und  durch  die  Wii'kung  der  mole- 
kularen Eichtkraft  einfachere  Struktur  annehmen.  Infolge 
der  schleimigen  Konsistenz  nimmt  das  Zusannnenf ließen  lange 
Zeit  in  Anspruch  und  man  läßt  deshalb  am  besten,  ehe  man 
die  Beobachtungen  beginnt,  das  Präparat,  das  wie  die  vor- 
besprochenen durch  Nebeneinandersclimelzen  der  beiden  Stoffe 
unter  Deckglas  und  wiederholtes  Hin-  und  Herschieben  des 
letzteren  hergestellt  wurde,  ziinäclist  einige  Stunden  bei 
Zimmertemperatur  liegen. 

Auf  der  Seite  des  reinen  Cholesteryloleats  sieht  man  dann 
die  normalen,  kleinen  stäbchenförmigen  Kristalle,  welche  gegen 
die  Seite  des  Chlorids  hin  immer  größ.^r  werden,  offenbar  in- 
folge geringer  Beimischung  von  Chlorid,  oft  so  groß,  daß  sie 
lange,  sich  durch  das  ganze  (iei-ichtsfeld  hindurch  erstreckende, 
lialbisotrope  Zylinder  bilden.  Sie  gleichen  ganz  den  aus 
ttlkoholicher  Lösung  sich  aus.-cheidenden  schleimig  -  fiü  ;sigen 
Kristallen  von  Ammoniumoleathydrat  und  zeigen  (»benso  wie 
diese  häufig  doppelt konit^che  Störungen.^) 

Auf  diese  im  wesentlichen  ho  nogenen,  stäbchenförmigen 
flüssigen  0!(  atkristalle  folgen  dami  nacli  der  Seite  des  Clilorids 
hin  sehr  fun  schraffierte  elüpsoidische  oder  kugelige  Trcpfen*), 
deren  Struktur  imi  so  einfach(»r  und  gröber  ^\ird,  Jl>  mehr  man 
sich  d:n'  Chloridseite  nähert.  Manche  der  Stäbchen  an  der 
Übergangsbtelle  sind  teilweise  oder  ganz  mit  dieser  tropfbar 
f!ü«?sigen  Mischkristallmasse  übtrzegen;  die  Schraffierung  des 
Überzugs  ist  aber  nicht,  wie  man  erwarten  könnte,  regelmäßig 
orientiert  gegen  die  Struktui*  der  Stäl)chen,  sie  ist  auch  nicht 
(^inmal  gleichmäßig,  sondern  zeigt  sehr  vielfache  Wechsel  und 
ist  so  fein,  daß,  wie  in  anderen  Fällen  starker  Strukturstörung^), 
nur  die  Stellen  ])lötzlicher  Rieht  imgsänderung  deuthch  hervor- 
treten. Man  muß  hiernach  die  großen  Stäbchen  mit  verein- 
zelten konischen  Störungen  als  oleatreiche  Mischkristalle  auf- 
fassen, die  fein  schraffierten  Tröpfeln  und  Überzüge  als  chlorid- 
reiche.   Daraus,  daß  die  Grenzt^  zwischen  Überzug  und  Gnind- 

1)  0.  Lehmann,  Die  Lehre  von  den  flüssigen  Kristallen,  S.  304 ff. 

2)  Derselbe,  ebenda  S.  466 ff. 

3)  Vgl.  O.  Lehmann,  Flüssige  Kristalle.  Taf .  34.  Fig.  1. 
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masse  ininicr  sehr  scharf  zu  sehen  ist  (Fig.  86).  folgt,  daß  die 
Mischung  der  l)eidon  fhissig-kristallinischen  Sloffe  nicht  in  bc- 
liehigem,  sondern  mir  in  lx'schränkt<'m  ^'erhältnis  möglich  ist. 

Zwisdien  den  eni]:'ßoidischen  chloridreithen  Mischkrisfall- 
tropfen  und  den  auf  der  anderen  S(^ito  des  Pi'äparats  auftreten- 

flen  winzigen  stälx'henförmigen  flüssigen 
Kristallen  der  AFod.  11   des   reinen    Cho- 
lestervl«  hlorids    läßt     sich    eine    Grenze 
Fig.  86.  nicht  auffhiden.     Auch  hier  wächst  von 

(l(^r  Seite  der  leinen  Substanz  an  die 
Größe  der  Individuen  infolge  der  Aufnahme  des  Oleats,  doch 
kommt  es  nicht  zur  Bildung  deutlicher  Slälx'hen,  sondern 
die  ersten  unterscheid  baren  Individuen  sind  lx»reits  äul-erst, 
fein  schraffierte  Tropfen  mit  häufigem  Wechsel  der  Schraf- 
fierungsrichtung, ganz  wie  auf  der  Oleatseite.  Gegen  letztere 
hin  wird  die  S(^'hraffierung  grök-r  und  regelmäßiger,  ebenso 
wie  auch  die  Schraffierung  der  Tr()})fen  auf  der  Oleatseite 
gegen  die  Cliloridseite  hin  grülxT  und  regehnäßiger  wird.  Gegen 
die  Mitte  hin  gehen  also  die  schraffierten  Tropfen  auf  beiden 
Seiten  zunächst  in  solche  mit  stark-  uiul  dann  in  solche  mit 
schwachverdrehter  Struktur  üln^r.  in  der  Mitte  selbst  finden 
sich  Tropfen  fast  ohne  Verdrehung,  allerdhigs  meist  wie  auch 
die  übrigen  auf  einer  Seite  an  das  Glas  aiigesclnniegt  und 
doshalb  von  anderem  Aussehen  und  anderer  Struktur  als  frei- 
schwebende Krislalltropfen,  l'ie  in  zweiter  Hauptlage  l)efind- 
lichen  gehen  aus  den  angeschmiegt en  schraffierten  Tropfen 
dadurch  hervor,  daß  die  Zahl  der  Streifen  ab-  und  ihre  Breite 
zunimmt,   bis   schließlich   nur  noch   ein  einziger  sehr   breiter 

Streifen  in  der  Mitte  vorhanden 
ist,  wie  die  Figg.  87a,  b.  c  an- 
deuten. l)iese  Figuren  sind  ge- 
zeichnet in  d(T  Annahme,  daß  die 
Längsrichtung  der  Streifen  der 
kurzen  Nicoldiagonalon  parallel 
ist;  bei  Verdrehung  um  90"  (^rscluinen  die  Streifen  nur  sehr 
blaß,  z.  13.  tritt  an  Stelle  der  Fig.  B7c.  Melche  die  einfachste 
Tropfenform  dai'stellt,  Fig. 88.  Zwischen  gekreuzt(^n  Nicols  wird 
der  Anblick  der  in  Fig.  39  skizzierte.  Zu  Ixiden  Seiten  sind 
schwarze  Streifen,  in  der  Mitte  (ine  langgezogene  blaue  Ellirso 
(entsprechend    dem  Streifen  Fig.  87c)   mit    roter  t'msäumiinp 


Fig.  37. 
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(punktiert).  Pei  Creljiir.g  dos  PiH]Hna<s  vm  45*^  M'erdon  die 
zuvor  weißen  Felder  schwarz,  die  schwarzen  Streifen  weiß 
und  die  blaue  EUifse  hellgelb  (Fig.  40).  Kei  parallelen  Nicols 
erscheint,  wie  Fig.  41  andeutet,  die  Mitte  der  Ellipse  rotgelb, 
ihr  Rand  tief  dunkelblau,  fast   s(hwarz  urd  die  Spitzen  der 


Pig.88.        Fig.  39.        Fig.  40.         Fig.  41.         Fig.  42. 


beiden  von  ihr  abgegrenztf'U  Sicluhi  sird  grau.  Eei  den  an- 
geschmiegten  Tropfen  mit  zahlndchen  Streifen,  Fig.  37a,  b,  ver- 
balten sich  die  letzteren  beim  l-rehen  des  Präparats  zwischen 
gekreuzten  Nicols  wie  einachsige  Krist allnadeln,  d.  h.  sie  werden 
bei  einmaliger  Drehurg  viermal  hell  und  dunkel,  letzteres 
dann,  wenn  sie  den  Nicoldiagonalen  paralkl  sind ;  die  Zwischen- 
räume bleiben  zuweilen  (nicht  immer)  dunkel,  vno  es  der 
Anschmiegurg  entspricht  (Fig.  42). 

Durch  Peobachturg  im  Kapillarioiator^)  kami  man  sich 
davon  übca'zergen,  daß  die  Tropfen  mit  einfacher  Schraffierung 
wirklich  angesclimicgt  shtd.  da  die  an  vertikaler  Pohrwand 
sitzenden  erschehien,  wielMg.48  zeigt.  Freischwebendo  Tropfen 
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Fig.  43. 


Fig.  44. 


Fig.  45. 


lassen  auch  die  Schraffienng  auf  der  lliickscute  erkennen,  wie 
z.  B.  der  Tropfen  mit  schräger  Achse  (Fig.  44)  mit  ringförmiger 
Schraffierurg  oder  Tropfen  mit  Spiralschraffierung,  wie  sie 
früher  eingehend  untersucht  und  Ix^schrielx-n  woirden.^) 

Aus  jenen  älteren  Iniersuchungen  und  den  neuesten*) 
folgt,  daß  die  Struktur  der  argeschmiegten  Tropfen  die  in 
Fig.  45  dargestellte  sein  nniß.  wobcd  dir*  Linien  die  Normalen 
zu  den  optischen  Adisen  (di«'  Pichtungen  der  blättchenförmig 


1)  0.  Lehmann,  Die  Lehre  von  den  flüssigen  Kristallen.  S.  3^8. 

2)  Derselbe,  ebenda  S.  4/)0ff. 

3)  Derselbe,  Ann.  d.  Phys.  58.   S.  044 ff.   1919 
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gedachten  Moleküle)  Ix^deuteii  iiiul  Punktierung  Stellen  mit 
regellos  gelagerten  Molekülen  (also  kleinem  Brechungsindex), 
welche  die  starke  Lichtbrechung  der  Streifen  bedingen.  Die  da- 
zwischenliegenden Konvergenzstellen  der  Moleküle  sollten  als 
feine  Trennungslinien  erscheinen,  doch  treten  solche  hier  (ver- 
mutlich der  geringen  Lichtbrechung  wegen)  nur  undeutlich 
h(^rvor  oder  entziehen  sich  vollständig  der  Beobachtung. 

Fig.  46  stellt  einen  Tropfen  mit  nur  z\vei  Streifen  in  natür- 
lichem Licht  dar.     Zwischen  gekn^izten  Nicols  erscheinen  die 


Fig.  46.  Fig.  47. 


Fiff.  48. 


beiden  Streifen  in  der  Hellstellung  gelbrot,  zwischen  parallelen 
in  derselben  Stellung  blau.  Das  dazwischenliegende  ange- 
schmiegte  Gebiet  kann  im  ersten  Fall  schwarz,  im  anderen 
weiß  erscheinen;  es  kann  aber  auch  entsprechend  der  Struktur 
eines  Konvergenzpunktes  ein  schwarzes  bzw.  weißes  (schief - 
gezogenes)  Kreuz  zeigen,  ähnlich  wie  in  ausgedehnten  honio- 


Fig.  49. 


Fig.  50. 


Fig.  51. 


genen  angeschmiegten  Schichten  da  und  dort  einzelne  Kem- 
und  Konvergenzpunkte  (ganze  oder  halix»)  mit  entsprechenden 
Streifen  aufzutreten  pflegen. 

Gewöhnlich  sind  zwei  oder  mehr  schraffierte  Tropfen  regel- 
mäßig vereinigt,  besonders  häufig  drei  oder  \der.  Letzteren 
Fall  stellen  die  Figg.  47  und  48  dar.  Ferner  ist  häufig  die  An- 
ordnung der  Streifen  eine  spiralige  und  aus  solchen  Spiralen 
können  sich  regelmäßige  quadratische  Systeme  bilden  (Fig.  49), 
welche  zwischen  gekreuzten  Nicols  Systeme  von  schwarzen 
Kreuzen  bilden  (Figg.  50  u.  51).  wie  sie  auch  in  anderen  Fällen 
beobachtet  wurden. 
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J^ei  großer  Konzentrat ion  können  zahlrcklie  Tiopfen  zu 
zusammenhängenden  Sihichfen  sich  vereinigen,  l)ei  welchen 
je  nach  der  Znsannnensetzung  die  Dichte  der  Schraffierung 
von  Stelle  zu  Stelle  sich  ändert.  Beispielsweise  ist  in  Fig.  52 
eine  solche  Schicht  sluzziert,  welche  auf  der  einen  Seite  vor- 
wiegend Oleat,  auf  der  anderen  vorv\iegend  Clilorid  enthält 
und  deshalb  auf  diesen  Si»iten  frine  Sehr  äff  iennig  zeigt,  welche 
gegen  die  Mitte  zu  grölxr  wird  und  in  der  Mitte  unter  starker 
Verbreiterung  sich  allnuihlich  verliert.     Da   die  Streifen  Aus- 


O/edf 


Otlond 


Fig.  52. 

läschungen  parallel  ilirer  Längsrichtung  zeigen,  bildet  sich  bei 
ringförmig  geschlossenen  Stieifen  zwischen  gekreuzten  Nicols 
natürlich  ein  schwarzes  Kreuz,  welches  bei  verwaschen  aus- 
laufenden Streifen  sich  in  die  streif(^nlose  angeschmiegte  Masse 
hinein  fortsetzen  kann,  da  diese  im  allgemeinen  wegen  Di*ehung 
der  Polarisationsek^ne  nicht  dunkel,  sondern  hell  erscheint. 


% 


Oicat 


Fig.  53. 


Cm  die  Verhältnisse  bess(»r  übersehen  zu  köimen,  ist  in 
Fig.  53  von  solchen  Komplikationen  abg(^seh(^n  und  der  ein- 
fache Fall  angenonmien  wordi*n.  der  auch  wirklich  vorkommt, 
daß  sich  üljerall  mir  (unfache  runde  angeschmiegte  Tropfen 
ausgeschieden  halben  und  zwar  Wi  vorherrschendem  Oleat  auf 
der  linken  Seite  und  vorherrschendem  Chlorid  auf  der  rechten 
Seite.  In  der  Mitte  sind,  was  el)enfalls  häufig  zutrifft,  an- 
geschmiegte Trox)fen  in  1.  Hauptlage,  welche  naturgemäß 
zwischen  gekreuzten  Nicols  ein  schwarzes  Kreuz  zeigen,  dessen 
Arme  sich  al)er  nicht  bis  zum  Bande  erstrecken.  Fig.  54  zeigt 
(nnen  V)esonders  großen  Tropfen  dieser  Art  zwischen  gekreuzten 
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Fig.  54.        Fig.  55/        Fig.  56. 


Nicols.  Kr  cischoint  im  wcscuilü  lieii  avcü.».  den  fehK-iidi*n 
Kreiizarnxn  cnlsjn'ofhdMl  iirdcn  sich  alwr  in  der  Käho  des 
Randes  elli])tische  rolgellx?  FlK'keji.  üeijiarallelen  Nicols  tritt, 
wie  in  Fig.  55  angedeutet,  ein  gra\:(.'S  Krenz  in  der  Bandzone 
unter  45*^  auf,  die  Randzone  selbst  ist  blaugrün  (punktiert) 
gefärbt.  Die  Mitte  des  Tropfens  ist  glei( lif örniig  gell)  und  durch 
einen  dunkehdoletten  Ring  ^on  der  Randzone  geschieden. 
Beim  Drehen  des  Präparates  ärdern  sich  in  Ix'iden  Fällen 
natürlich  die  Erschein  in^icTi  niclit .  da  alles  rings  um  die  Mitte 
symmetrisch  ist . 

F-s  kommen  auch  Tropfen  mit  schiefst ehender  Achse  \or, 
bei  welchen  deutlich  erkennbar  ist.  daJ."  die  Randzone  in  ihrer 
Struktur  einem  Streifen  äquivaleiLt  ist.  indem  die  elliptisch  ge- 
wordene Rand/one  geradezu  den  ersten  Streifen  darstellt,  auf 

welchen  ein  zA^'eiter  paralleler 
folgt  (Fig.  ijO).  r>as  schwarze 
Kreuz  zeigt  sich  innerhalb  der 
l^Ui]  se  im  wesentlichen  un- 
verändert, l'ls  gibt  übrigens 
auch  syunnetrisdie  Tropfen,  bei 
welchen  das  schwarze  breuz  ganz  fehlt .  die  zwischen  gekreuzten 
Nicols  z.  r>.  als  gelbrote  StheÜK'n  erscheiucMi.  deren  Farl)e  sich 
beim  Drehen  des  rrä]>arat(s  nicht  ändert,  wohl  al)er  beim 
Drehen  des  Analysators,  wobei  sie  in  die  koni])k'n:entäre  blau- 
violette  ülxTgeht,  ganz  wie  In-i  einer  die  Polarisationsebone 
drehenden   (^hiarzplatte. 

Man  könr.tc»  sich  mn  hiisidiilicb  di  s  (irvid^s  der  eigen- 
artigen Erscheinung  die  X'orstelhng  inadien,  die  einfachen 
Kristalltropfen  seien  enie  (henusche  VerbiiMhn  g  von  Oleat 
und  Chlorid,  etwa  eine  IVfolekular-serbiiiduiig.  und  dic*se  Ver- 
bindung habe»  die  Fähigkeit .  sowohl  Clilorid  wie  Oleat  als  Bei- 
mischung aufzunehmen  und  erfahre  dacbinh  eine  um  so 
stärkere  Strukturverdrehurg,  -e  gröTer  der  Ciehalt  an  fremder 
Substanz,  was  ebc^n  durch  die  zunehmende  Feinheit  der  Schraf- 
fierung sowohl  nach  der  Chlorid-  wie  nach  drr  Oleatseite 
(Figg.  52  u.  53)  zum  Ausdruck  käne. 

Dieser  Annahme  widerspricht  alxr.  daU  die  Kristalltropfen 
zunehmende  Drelnmg  der  Polarisati<fni>ehcnr.  gegen  die  Mitte  hin 
zeigen  und  zwar  zu  beiden  Seite^i  der  Mitte  vmi  entgegengesetztem 
Sinn  ganz  wie  die  oben  l>f*handelten  Präparate  (Figg.  28  u.  29). 
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In  der  Mitte  liegen  Ivristalllropfen  \oii  entgegiiigesetztem 
Drehungssinn  unmittelbar  iiebeneinunJer,  wie  man  leicht  er- 
sieht, wemi  der  zum  Analysator  gekiouzte  Polarisator  einmal 
etwa  um  45®  nach  rechts,  dann  um  45®  nach  Ihiks  gedreht  wird. 
Die  bei  gekreuzten  Nicols  schwarzeu  bzw.  grauen  Kreuze 
(Fig.  57a)  drehen  sich  mit  halbn*  (Jeschwindigkeit  mit,  t?er- 
halten  sich  aber  qanz  verschieden,  insofern  Ixd  Drehung  nach 
nrÄte  die  Kreuze  auf  der  Oleatseite  dunkelblau  werden  und  sich 


Fig.  57  a. 


Fig.  57  b. 


Fig.  57  c. 


dtark  ausdehni'U,  ftTiur  die  zwisc  ln'idiegendeii  Feldt-r  grau, 
während  sie  auf  der  Chhridseite  fast  verschwinden,  so  daß  die 
Tropfen  als  weiLV*  Svdieilx*ii  ersdieiiien  (Fig.  57b).  Va^'i  Divhung 
nach  linlcs  ist  das  Verhalten  genau  umj^flvi'hrt.  es  werden  die 
Tropfen  der  Chloridseite  dunbd,  die  d^r  Oleatseite  hell  (Fig.  57c). 
Analoges  gilt  flu*  Tropfen  in  Jl.  Hau]>tlagr',  welche  jeweils  dann 
dunkelblau  werden,  wenn  di«*  Nerbindungslinie  der  Pole  einem 
blau  gewordenen  Ivreu/arm  parallel  ist,  weiß  dagegen,  wenn 
sie  einem  Aveilk^n  K'rcuzariu  parallel  geht 
(Fig.  58).  Ist  nur  wenig  Lösungsmittel 
vorhanden,  so  dal;»  sich  die  Tropfen  zy 
einer  zusamnienliängenden  Schicht  ver- 
einigen, so  gilt  auch  für  diese  das  gleichi'. 
Dieselbe  zeigt,  wie  schon  oU'n  l^emerkt, 
gegen  die  Oleat-  bzw.  Chloridseitc  hin  äuliia-st  feine  Scdiraffierung 
(Fig.  52)  mit  häufigem  Rieht ungswecliS(d,  der  iK^sonders  zwschen 
gekreuzten  Nicols  auffällt,  da  alle  die  FeldiT,  in  welchen  die 
Schraffierung  eint^r  Nicoldiagonalo  parallel  läuft ,  dunkel  er- 
seheinen, ebenso  wie  diejenigen  Fekk^r,  in  welchen  Anschmiegung 
stattgefunden  hat,  so  daß  die  o]>tisch(^  A(dise  in  die  Sehrichtung 
fällt.  Gegen  die  Glitte  zu  zeigen  namentlich  die  angeschnuegten 
Felder  deutliche  mehr  und  mehr  wachsende  Aufhellung  und 
die  Mitte  sell)st  ist  bei  der  gewöhnlich(m  Dicke  der  Präparate 
gelbrot.  Sie  zeigt  al>er  dunkle  Stn^ifen  entsprechend  Kern- 
und     Konvergenzpunkten,    wie     bei    gewöhnlichen    tropfbar- 


Fig.  58. 
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flüssig-kristallinischen  Sdiichten^)  und  auch  entsprechend  halben 
Kern-    i;nd    Fonvergenzpi.nkten    wie    bei    Troniphenanthren- 
sulfosäurehydrat^),  lx*i  welch  letzterem  ebenfalls  starke  Drehung 
der  Polarisatiorsebere  zu   lK'obacht(»n  ist.     Je  nachdem  man 
den    Polarisalor    i:aih    rcdits    oder    links    dreht,   werden    die 
dunkeln    Streifen   dunkelblau    bzw.  hellgiau   oder   unjgekehrt 
(wie  bei  Fig.  57b  und  57c)  und  auch  die  Felder  nehmen  im 
ersten  Fall  einen  dunklen  gt wohnlich  l)ravren  Ton  an,  die  auf 
der  anderen  Seite  werden  \  U'gekt.hrt  hell,  fast  weiß.  Die  Grenze 
zwischen  rechts-  und  linksdrehen d(^r  blasse  ist  nicht  geradliing, 
sondern   ganz   unregehr ät-ig,   es    gil)t    wohl   aucli    dazwischen 
Gebiete  ohne  Drehung  ents]!rechend  den  inverdreliten  Tropfen. 
Man  hat  also  ganz  wie  Iku  den  zi:erst  l)ehai)delten  Präx>a- 
raten   die?   eigentümliche^    Erscheinung,    daß   Zumischung   ^'on 
wenig  Clilorid  zu   Oleat   Drehung  der  Polarisationsebene  nach 
links   hervorruft,    Zumischung    von    wenig    Oleat'  zu    Chlorid 
ebenso  starke   Drehung   nach    rechts.      Daß    die   Mitte    keine 
Drehung  zeigt,  könnte  also  so  gedeutet  werden,  daß  hier  beide 
Stoffe  in  solcher  Menge  gemischt  sind,  daß  sich  die  Drehungen 
aufhelx^n.     Es  würden  also  die  unverdrehten  Tropfen  in  der 
Mitte  nicht  eine  chemische  Verbindung  von  Clilorid  und  Oleat 
sein,  sondern  eine  Mischung  zu  etwa  gleichen  Teilen.    Die  Er- 
scheinung, daß  zu  beiden  Seiten  der  Mitte  (ohne  Drehung  der 
Polarisationselx-ne    und    ohne    Sirukturverdrehung)    zunächst 
starke   Drehung  der  Polarisationsebene  auftritt   und  wie  hier 
stetige  Abnahme  der  Drehung  \)ei  gleichzeitiger  Zunahme  der 
Feinheit  der  Schraffienng  zu  l)eobachten  ist,  fand  sich  ebenso 
l)ei   den   olien   behandelten   anderen    Stoffpaaren,  wobei   kein 
Grund  zur  Amiahme  einer  chemischen  V(*rbindung 'vorlag,  was 
somit   für   diese    Erklän.ngsweise   sprechen  würde.    Wäre   sie 
richtig,  so  müßte  es  wirklich  kontinuierlichen  ÜU^rgang  von 
den  stäbchenförmigen  schleimig-flüssigen  Kristallen   des  Cho- 
lester>lchlorids  (n)it  konischen  Störungen)  l)is  zu  den  kugeligen 
Misch Irist alltropfen  (welche  im  wesentlichen  diesellx«  Struktur 
aufweisen  wie  normale  Kristalltropfen^)  geben  mul  zwar  unter 

1)  Vgl.  O.  Lehmann,  Die  Lehre  von  d.flüss.  KristalJen.  S.  421  ff. 

2)  O.  Lehmann,  Ann.  d.  Phys.  65.    S.  97.   1918. 

3)  In  einem  Fall  beobachtete  ich  sogar  bei  einem  Tropfen  in 
[auptlage    eine    windschief    gebogene    Trennungslinie    wie    bei 

Kristall  tropfen  von  Paraazoxyphenetol  und  Anisaldazin.  Vgl.  die  Lehre 
von  den  flüssigen  Kristallen.    S.  421.  Fig.  361. 
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Vermittlung  der  elli]  soidisclieii  sehr  fein  schraffierten  Misch- 
kristalltropfen, yyie  ich  schon  früher  vermutete  und  zwar  wäre 
der  Übergang  hier  rodi  vollkonnnener  als  Ix'i  den  früher  beob- 
achteten Mischungen  (Cholester>  llx'nzoat  und  Paraazoxvphene- 
tol),  weil  die  gemischten  Stoffe  chemisch  näher  verwandt  sind. 
Da  indes,  "^ie  die  I'nlersuchungen  ergelxai  haben,  die  Schraf- 
fierung nicht  in  die  Tiefe  dringt,  der  Kern  der  Kristalle,  welche 
richtiger  als  geschichtete  Mischkristalle  Ix^zeichnet  würden, 
viel  mehr,  homogene  Struktur  U^sitzt,  so  erklärt  sich  die  Zu- 
nahme der  Drehung  der  Polarisationsebene  gegen  die  Mitte» 
hin  wohl  einfach  durch  die  Abnahme  der  Struktur  verdrillung 
(Schraffierung),  da  sie  um  so  vollkommener  auftreten  muß,  je 
mehr  die  Eichtuug  der  optischen  Achsen  der  Schichtung  sich 
nähert.  Die  Drehung  der  Polarisationsebc^ne  hat  also  mit  der 
durch  die  Schraffierung  zum  Ai^sdruek  kommenden  Struktur- 
verdrillung  direkt  nichts  zu  tun.  Letztere  müßte  eigentlich  der 
chemischen  Zusammensetzung  gemäß  nni  der  Feinheit  der 
Schraffierung  zunehmen,  nimmt  aber  in  Wirklichkeit  ab  (vgK 
Fig.  80),  weil  sie  ihrer  Natur  nach  überhaupt  nur  in  der 
Richtung  der  optischen  Achse  und  wenig  davon  abweichen- 
den Richtungen  beobachtet  werden  kann. 

-  Da  ihr  Auftreten  auf  Cholesterylverbindungen  und  die  be- 
kannten Vorlände rschen  Stoffe  beschränkt  ist,  muß  wohl 
angenommen  werden,  daß  die  betreffenden  flüssigen  Kristalle 
dieser  Stoffe,  obschon  im  halbisotropen  angeschmiegten  Zu- 
stande scheinbar  optisch  einachsig,  in  WirkUchkeit  optisch 
zweiachsig  sind,  und  daß  bei  Mischung  derselben  schrauben- 
artige Verdrehungen  der  zweiachsigen  blättchenförmigen  Mole- 
küle auftreten  analog  den  Ghmmerkombinationen  von  Reu  seh 
und  zwar  so,  daß  beim  Überwiegen  des  einen  Stoffes  die  Ver- 
drehung im  Sinn(?  des  Uhrzeigers  stattfindet,  beim  Überwiegen 
des  anderen  in  entgegengesetztem  Sinne.  Daß  auch  der  Win- 
dungssinn der  8piralförn)igen  Schraffierungen  zu  beiden  Seiten 
der  Mitte,  wie  man  vermuten  könnte,  und  demgemäß  der 
etwaige  Rotation_ssinn  der  Tropfen i)  die  entgegengesetzte  wäre, 
habe  ich  nicht  beobachten  können.  Die  Tropfen  ertragen 
keine  Erwärmung,  welche  himeichend  wäre  die  Erscheinung 
der  Rotation  hervorzubringen. 


1)  0.  Lehmann,  Die  Lehre  von  den  flüssigen  KriBtallen.  S.  437^ 
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Ei'zeugimg  von  S.?hraubc*iistrukt.ur  durch  mechanische  Ver- 
drehung ist  bei  orzAvungou  hoinog<.'non  schleimig-flössigen 
Kristallen  nicht  möglich,  Ixd  biolchon  mit  konischen  3traktur- 
stöningen  nur  in  geringem  Maße  und  nur  bei  starker  De- 
formation der  letzteren.  Durch  fremde  Beimischungen  (Bildung 
von  Mischkristallen)  entsteht  SLjhraubenstruktur  dann,  wenn 
sich  die  Moleküle  (die  nicht  als  einfache  chemische  Moleküle 
aufzufassen  sind,  sondern  als  größere  Atomaggregate),  nicht 
wie  einachsige  Blätteheu  v(*rhalten,  was  z.  B.  für  die  Cholesteryl- 
verbindungen  zutrifft .  Sie  äußert  sicli  in  Drehung  der  Polari- 
satioasebeno  bei  angesclnniegten  Schichten,  welche  sich  trotz 
der  Zweiachsigkeit  der  Mokküle  als  einachsig  verhalten,  weil 
nur  die  Ebenen  der  lyättchen  parallel  bleiben,  während  die 
J\antenrichtungeu  sich  beständig  ändern.  Diese  Drehung 
wächst  hei  geringem  Zusatz  eines  Stoffes  II  zum  Stoff  I  mit  der 
Metige  des  Ztisatzes  bis  zu  einem  Maximum  und  verschwindet 
dann,  faUs  Anschmiegung  eintritt,  weil  sie  bei  Zusatz  von 
Stoff  I  zu  Stoff  II  im  Fall  des  Maximums  ungefähr  ebenso 
groß  ist,  aber  den  entgegengesetzten  Sinn  hat.  Finrlet  keine  An- 
schmiegtmg  statt,  so  zeigt  sich  im  Fall  des  Maximums  ein 
schroffer  ümschlaj  von  Hechts-  ii,nd  Linksdrehung.  Wird  in 
einer  keilförmigen  S:*liicht  gleichzeitig  gewöhnliche  Doppel- 
brechung durch  Sjhi<'fstellung  der  Moleküle  hervorgerufen,  so 
zeigen  sich  die  optischen  Erscheinungen,  welche  früher  durch 
Sehwebungen  der  Homöotropie  zu  erklären  versucht  wurden. 

Karlsruhe,  Physik.  Institut  der  techn.  Hoi'hschule. 
30.  August  1919. 

KEingegangen  3.  September  1919.) 
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2.  l>ie  JDiäperaion  der  Luft  im  ultravioletten 

Spektrum  f 

von  Wilhelm  Traub. 

(Tübinger  Dissertation.) 


Das  theoretische  Interesse,  das  die  Refraktion  und  Dis- 
persion in  Gasen  bietet,  ist  ein  erhöhtes  geworden  durch  die 
Arbeiten  über  den  Molekülbau  von  Debeye^)  und  Sommer- 
feld.*) Die  Refraktion  und  Dispersion  der  Luft  hat  vor- 
wiegend praktische  Bedeutung.  Was  das  zahlreiche  Beob- 
aohtungsmaterial  anbelangt,  so  weichen  die  absoluten  Werte 
bei  allen  Gasen  stark  voneinander  ab.  Bei  Luft  schwanken 
die  Angaben  für  {n  —  \)  10^  zwischen  2918  (Lorenz)  und  2954 
(Ketteier)  für  A  =  5462.  Bei  genauer  Betrachtung  dürfte  ja 
einigen  Arbeiten  nicht  allzuviel  Gewicht  beigelegt  werden,  sei 
es,  daß  sie  weniger  sorgfältig  ausgeführt  worden  sind,  sei  es, 
daß  die  angewandte  Methode  keine  größere  Genauigkeit  zuläßt. 

Völlige  Unsicherheit  in  die  Beobachtungen  der  Refraktion 
der  Luft  brachte  die  Arbeit  von  Pose j  pal.*)  In  n  —  1  ~ 
JBTpO  +i5p)  findet  er  für  Drucke  unterhalb  1  Atmosphäre 
für  ß  einen  mehr  als  -siermal  so  großen  Wert  wie  die  seit- 
herigen Beobachter.  Seine  Methode,  den  Koeffizienten  ß  zu 
bestimmen,  ist  den  bisher  angewandten  überlegen.  Aus  seinen 
Beobachtungen  erhält  Pose j  pal  für  0*^  und  760  mm  Druct 
<n  -1)10^  =  2916,7  ±1,4  (für  A=5462Ä.E.),  den  er  als 
^»korrigierten  Wert  der  Luftrefraktion**  bezeichnet.  Posejpal 
sieht  eine  Bestätigung  seiner  Messungen  darin,  daß  sein  Wert 
mit  dem  von  Lorenz*)  übereinstimmt.  Lorenz  beobachtet 
die  Verschiebung  des  in  einem  Jaminschen  Interferenzial- 
refraktor  zustande  gekommenen  Interferenzsystems  bei  einer 
Druckänderung  von  0  bis  etwa  760  mm,  und  es  ergibt  sich 

1)  P.  Debeye,    Sitzungsberichte  der  Bayer.  Akademie  zu  Mün- 
chen 1915.  S.  1. 

2)  A.  Sommerfeld,  Annalen  d.  Phys.  58.  S.  508.  1917. 

3)  V.  Posejpal,  Annalen  d.  Phys.  53.  S.  629.  1917. 

4)  L.  Lorenz,  Wied.  Annalen  11.  S.  70.  1880. 
Jknoilen  der  PhjBlk.    lY.  Folge.   61.  35 
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Bo  unabhängig  von  ß  der  richtige  Wert  f ür  n  —  1  (denn  es 
ist  dann  in  Formel  (4)  S.  538  p^  +  pg  ^  760).  Allerdings 
haben  andere  Forscher  größere  lÄuckunterschiede  angewandt 
und  Pose j pal  sieht  hierin  den  Grund  größerer  Werte  für 
n  —  1.  Aber  gerade  bei  Koch^)  war  Pi+Pj  wenig  von 
760  mm  verschieden,  worauf  Koch  ausdrücklich  aufmerksam 
macht.  Koch  findet  aber  fi\r  (n  -1)10'  den  Wert  2987. 
Dieser  Wideispruch  ist  vollständig. 

Was  die  Dispersion  im  Ultraviolett  anbelangt,  so  ist  sie 
für  kein  Gas  weiter  als  bis  2300  Ä.E,  untersucht  worden. 
Den  Dispersioiisveilauf  der  Luft  haben  verfolgt:  Koch*)  bis 
2379  I.E.,  Kayser  und  Bunge«)  bis  2360  A.E.  Außer  dea 
Absolutwerten  zeigen  auch  die  Dispersionsmessnngen  erheb- 
liche Abweichungen: 

A  Kayser  u.  Bunge  Koch  Diff. 

Ä.E.  (n  -  1)  10'  (n  -  ly 

5462  2926,5  2937,0  10,5 

2577  ,     3146,9  3165,0  18,1 

Außer  Koch  und  Kayser  und  Bunge  haben  noch 
Bentschler*)  und  Howell^)  die  Dispersion  der  Luft  im 
Ultraviolett  untersucht  (mittelst  Perot-Fabry-Interfero- 
meter).  Bentschler  kam  nur  bis  3341  Ä.E.,  Howell  bis 
2652  A.E.  (Statt  versilberter  Interferometerplatten  und  eines 
Konkavgitters  wie  Bentschler, ^l^enützt  Howell  vernickelte 
Platten  und  einen  Quarzspektrographen.)  Beide  konnten 
keine  größere  Genauigkeit  erreichen. 

Aus  oben  erwähnten  Gründen  veranlaßte  mich  Herr 
Professor  Paschen,  die  Absolutwerte  möglichst  genau  zu 
bestimmen  (die  Absicht  war,  die  vierte  Stelle  in  (n  —  1)  10' 
festzustellen)  und  den  Dispersionsverlauf  mögUchst  weit  ins 
Ultraviolett  zu  verfolgen.  Ich  habe  die  Untersuchung  für 
Luft  ausgeführt. 

VersuohBanordnung. 
Bevor   ich    die   angewandte    Methode    bespreche,   möchte 
ich  kurz  über  eine  andere  Methode  berichten,  die  ich  zuerst 

1)  J.Koch,  Nova  acta  Regiao  Soc.  Scient.  Upsaliensis,  Ser.  IV, 
Vol.  2,  No.  5,  S.  24. 

2)  J.  Koch,  Arkiv  för  Mat.,   Astron.  och  Fysik  8.  S.  20.  1912. 

3)  H.  Kayser  u.  C.  Runge.  Wied.  Anna'en  50.  S.  293.  1893. 

4)  H.  C.  Rentachler,  Astrophy.-?.  Journ.  28.  S.  435.  1908. 

5)  J.  Howoll,  Physcal  Review  Ser.  2.  6.   S.  81.   1915. 
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ausprobiert  und  die  sich  ihrer  groüeii  Einfachheit  halber  (das 
ganze  Irtterferometer  besteht  aus  einem  einzigen  Objektiv) 
auBseibhnet,  die  ich  aber  aus  gleich  zu  besprechenden  Gründen 
schließlich  doch  nicht  angewandt  habe.  Sie  schließt  sich 
eng  an  die  von  Rayleigh,  Bamsay  und  Travers^)  und 
Dorns  Schülern 2)  angewandte  Methode  an  (Beugung  an  einem 
Doppelspalt)  und  ist   die  folgende   (Fig.  1):  S  ist  ein  mikro- 


Fig.  1. 

metrisch  fein  verstellbarer  Spalt  (Spaltöffnung  horizontal). 
Sein  von  dem  achromatischen  Objektiv  A  (Brennweite  25  cm) 
entworfenes  Bild  würde  bei  B  entstehen  (-4  ß~  150  cm). 
D  ist  ein  Doppelspalt  (ebenfalls  horizontal).  Seine  Zwischen- 
wand war  1,5  mm.  die  Öffnungen  je  0,75  mm  breit.  Macht 
man  den  Spalt  S  genügend  eng,  so  treten  bei  B  (horizontale) 
Interferenzen  auf.  Zwischen  A  und  D  befand  sich  das  60  cm 
lange  Doppelrohr  R^  2?2  «^"^  Messing.  Die  (horizontale)  Tren- 
mingswand  von  R^  ^^^^  ^2  '^atte  eine  Dicke  von  1  mm.  Die 
Verschlußplatten  waren  so  aufgekittet,  daß  die  Kittschicht 
an  der  Zwischenwand  zwischen  R^  und  Bj  i^^ht;  breiter  als 
1  TTun  war.  An  dem  Orte  größter  Schärfe  der  Interferenzen 
(etwa  bei  B)  befand  sich  der  Spalt  des  Spektralapparates» 
der  die  horizontalen  Interferenzen  spc^ktral  zerlegte. 

Die    Interferenzen    waren    h'i   obigen    Dimensionen    noch 

o 

sehr  eng.  Sie  hatten  bei  A  =  2140A.E.  einen  Abstand  von 
0,09  mm.  Noch  stärkere  Vergrößerung  hatte  zu  große  Licht - 
Schwächung  zur  Folge  und  die  Zwischenwand  des  Doppel- 
spaltes konnte  auch  kaum  schmäler  als  1,5  mm  gemacht 
werden.  Der  kleine  Abstand  der  Interferenzen  ist  der  Nach- 
teil der  Methode:  Steht  z.  1>.  der  Spektralapparat  nicht  ab- 
solut fest  und  verschiebt  sich  dadurch  etwa  die  über  den  Spalt 
des  Spektralapparates  angebrachte  Marke  (Spiimfaden)  nur 
um  Yioo  ^^>  so  gibt  das  l3ei  ).  =--  2100  A.E.  schon  einen  Fehler 

1)  Lord  Rayleigh,  W.  Ramsay  und  M.  W.  Travors,  Proc.  Roy. 
Soc.  62.  S.  228.  1898;  64.  S.  198.  1899. 

2)  Vgl.  z.  B.  K.  Herrmann.  Verhandl.  d.  Di'utschen  Phys.  Gc- 
Hellscb.  1908.  S.  210. 
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von  Vio  einor  Streifeiiltreite.  AuUerdüin  gi^hing  es  mir  niobt, 
iiiiterlialb  2100  Ä.E.  brauchbare  Iiitorfereiizen  zu  bekommet!. 
Es  wurde  deshalb  die  Jamingcbe  Anordnung  voigesogen. 
Im  wesf'Utlicben  wurde  PluJispatoptik  verwendet.  Jaminscbe 
RefraktorplHltou  aus  Flußspat  von  den  gewöliiüicben  Dimen- 
sionen standen  natürlich  nicht  zur  Verfügung.  Als  solcfa*- 
diente  vielmehr  eine  in  zwei  Teile  zerschnittene  exakt  {dan- 
parallele  Flußspatplalle  von  5  mm  Picke.  Auch  hier  wie 
bei  ilei-  zuerst  Ix^proi^henen  Methode  mußte  die  Wand  des 
Interferenzdoppehohrs  inögliclißt  dünn  sein;  sie  hatte  eine 
Dicke  von  1  ram  und  die  planparallelen  Flußspat wrachluß- 
platteii  wm-en  wiedei*  so  aufgekittet,  daß  die  Kittscbieht 
/wischen  den  beiden  Bohren  DH^ht 
''^  .breiter   als    ]  mm   war.     Die  An- 

ordnung   war     im    einzelnen    die 
folgende  (Fig.  2): 

Der   \erlikale    Spalt  S  stand 

'■^~---   -    --"- ^^^^^      im  Brennpimkl  des  achromatiacheo 

Objekti^'s  .-i  (Mremiweit^  26  cm). 
P,  und  fj  sind  diu  Refraktor- 
platten  ;  ßj  R|  dfts  51  cm  lange 
l^opivlrohr  aus  Messing.  Ihifi 
"  achromalische  Objektiv  B  (Btenn- 

Pig.  a.  weite  ebenfalls  25  cm)  entwarf  bei 

K.  dem  Ort  der  photographisshen 
Platte,  ein  scharfes  Diid  der  horizontalen,  dur<.h  das  Prisma^ 
(im  sichtbaren  Spektrum  ein  Glasprismn  mit  großer  Dis- 
persion, iiri  ultraviolett  bis  2026  Ä.E.  ein  Quarzpristna,  bis 
1854  ein  Plußspatprisma)  spektral  zerlegten  Interferenzen. 
Befindet  sich  der  achromatische  Streifen  (Guugunterscbied  0) 
im  Gesichtsfeld  bei  K,  so  erscheint  das  Si>ektriim  bei  Be- 
lichtung mit  weißem  Licht  von  nach  Violett  konvergierenden 
Interferenzen  durchzogen  —  ein  zum  achromatischen  Streifen 
symmetrisches  Bild. 

Über  die  Mitte  des  Spaltes  S  war  als  Marke  ein  Kokon- 
faden gezogen  und  der  Refraktor  so  justiert,  daß  bei  kom- 
munizierenden Interferenzröhre!!  {die  Röhren  Tf,  und  B, 
konnten  in  der  gewöhnlichen  Weise  unter  sich,  sowie  mit 
/juleitungsröhren  für  die  Gase,  mit  Manometer  und  Pumpe 
in  Verbindung  gesetzt  werden)  das   ISild  des   Kokonfadens  in 
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der  Mitte  des  achromatischen  Streifens  bei  K  zii  sehen  war. 
Bei  Beobachtungen  im  äul'ersten  Fltra violett  war  außerdem 
noch  bei  K  eine  Marke  ai^ge bracht,  da  hier  die  Spaltmarke 
auf  der  photogi'aphischen  Platte  nicht  immer  mit  gewünschter 
'Deutlichkeit  hervortrat. 

Wird  etwa  durch  Druckänderung  in  der  einen  Höhre  ein 
Gangunterschied  hervorgebracht,  so  liegen  im  kontinuierlichen 
Spektrum  die  Interferenzen  schief  und  es  kann  mit  Hilfe  des 
kontinuierlichen  Spektrums  festgestellt  werden,  wieviel  Inter- 
ferenzbanden für  irgendeine  Wellenlänge  mehr  gewandert  sind 
als  für  eine  andere. 

Zur  genauen  Destimnumg  und  Konstanthaltung  der  Tem- 
peratur waren  die  Interferenzröhren  in  ein  Wasser bad  gesetzt. 
Das  Thermometer  war  in  fünfzigstel  Grade  geteilt  und  mit 
dem  Normalthermonieter  verglichen.  Das  zur  Druckablesung 
benutzte  Manometer  hatte  einen  lichten  Durchmesser  von 
etwa  l^mm,  30  daß  der  Fehler  infolge  Kapillardepression 
sicher  kleiner  als  Vio"^"^  ^^^'  ^^^^^  völligen  Trocknung  der 
Interferenzröhren  waren  an  ihnen  Eeliälter  mit  Phosphor- 
pentoxyd  angebracht. 

Um  eine  etwaige  Durchbiegung  der  planparallelen  Ver- 
schluBplatten  der  Interferenzröhren  festzustellen,  wurde  das 
InterferenzsA  stem  Ixü  kommunizierenden  luftleeren,  sowie  bei 
konrmaunizierenden.  mit  Luft  von  Atmosphärendruck  gefüllten 
Röhren  photographiert .  Weder  eine  Verschiebung,  noch  ein 
l'nschärferwerden  der  Interferenzen  konnte  festgestellt  werden, 
ein  Zeichen,  daß  sich  die  Platten  nicht  durchbogen. 

Die  Formel  für  n  -  1 . 

Es  sei        L  die  Länge  der  Interferenzröhren, 
s  die  Zahl  gewanderter  Streifen, 
).Q  die  Wellenlänge  im  Vakuum, 
),^  die  Wellenlänge  beim  Druck  p^, 
/g  die  Wellenlänge  beim  Druck  pg, 

(die  Temperatur  sei  zunächst  als  konstant  vorausgesetzt). 
dann  ist:  j         j^ 

oder 


Z(A-  j-^)-*A 


i   /  0 
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oder 


s*  ^ 


oder 

(1)  K-i)-(«»-i)=    i, 

Nun  gilt  allgemein 

(2)  n  -1  =c(p  +/?p*). 
also  aiicli 

7i2    -  1    =  C  (2)2  +  ß  Vi)  ' 

dauiit  naeb  (1) 

(3)  c  I  (/.,  -  p^)  +  ,9(^,  -  />,) (/;,  +  ;^,)  j  -  -'-^  • 

Ist  nQ'  der  Brechungsexponent    Ix^i  ^760  mm,   so  ist  nach   (2) 

"^^^'    (3)  '_   1  —       *  •  ^0  •  '760(1  +  ß_'  760) 

Will  man   den   Brechungsexponenten  auf  0®  reduzieren, 
so  hat  man  n^    —  1  mit  1  -\-at  zu  multiplizieren;  es  ißt  also 

»  .  Ao  •  760(1  +  |9  760)(1  +  «/) 


n^-  1  = 


oder 


/>(Pi  -;>*)[i  +i'^(/'i+/>,^] 


'«0-  1  = 


^^d^i  -p«> 


s  •  io  •  760(1  -f  a/) 

i  +  1^  •  760 

oder,  da  ß  eine  kleine  Größe. 

5  •  Ao  •  760(1  +  «jf) 


(4) 


^*o-  1 


« 

Nach  Mascart  ist  nun  /3  ==  0,0000007,  nach  Kayser 
0,00000095.  Die  neueste  Arbeit  über  die  Abhängigkeit  des 
B/echungsexponenten  vom  Druck  ist  die  schon  erwähnte  von 
Pose j pal.  Er  findet  /?=  0,00000396.  Aber  selbst  dann 
würde  die  Korrektion  ß  [760  —  (pj  +  pg)]  die  Fehlergrenze 
nicht  übersteigen,  da  bei  meinen  Messungen  760  —  (Pi  +  P2) 
durchschnittlich  weniger  als  30  mm  betrug.  An  Stelle  der 
Formel  (4)  l)enutzt^  ich  deshalb  die  Formel 

<»  .  üo  •  760(1  +  nt) 

i-  iPx  -  Pt^      ■ 

die  man  unter  der  Annahme  n  —  1  =  cp  abgeleitet  hätte. 


(5)  »0-  1  = 
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Für   o    wurde    nach    übereinstimmenden   MeSHiingen   von 
Regnaul t  und  Chappuis  der  Wert  0,00367  benutzt. 


Beobaohtnngen. 

Aus  Formel  (4)  oder  (5),  S.  538,  folgt,  wenn  n^  bzw.  ?^  die 
BrechungFexponenten  für  die  Wellenlängen  X^  bzw.  ),^  bedeuten  : 

Wj  -  1        *,  kl 

Weiß  man  also,  wieviele  Interferenzen  für  die  verschiedenen 
Wellenlängen  bei  einer  Druckänderung  in  einer  Bohre  gleich- 
zeitig über  den  Kokonfaden  gewandert  j-ind,  po  ist  die  Dis- 
persion damit  charakterisiert.  Zur  Bestimmung  des  Absolut- 
wertes des  Brechungsexponenten  für  irgendeine  Wellenlänge  ist 
noch  die  genaue  Kenntnis  der  Druckänderung,  Temperatur 
und   Länge    der   Interferenzröhren    erf(irderlich    [Formel    (5)]. 

Als  Ausgangspunkt  wurde  die  grüne  Hg-Linie  gewäjilt. 
Für  sie  wurde  der  Absolutwert  genau  bestimmt,  relativ  zu 
ihr  wurden  die  Brecliungsexponenten  füj-  die  anderen  Wellen- 
längen gemes'^en. 

Zunächst  beobachtete  ich  im  Hg- Spektrum.  Die  Inter- 
ferenzröhren wurden  ausgepumpt,  h'\<  ein  mit  ihnen  in  Ver- 
bindung stehendes  Geißlerrohr  Kathodenstrahlen  zeigte,  hierauf 
lang.sam  Luft  so  lange  eingeführt,  bis  die  Luft  in  den  Inter- 
ferenzröhren einen  kleinc^n  Überdruck  (etwa  5  mm)  gegen  die 
Atmosphäre  hatte.  Die  Luft  wurde  durch  eine  Flasche  mit 
XaOH,  ein  Ätznatron-,  ein  Chlorkalzium-  und  ein  Phosphor- 
pentoxydrohr  geleitet .  Hie  war  also  trocken  und  kohlensäure- 
frei. Das  Interferometer  wurde  sich  einige  Zeit  überlassen, 
bis  Temperaturglei  chgewicht  eingetreten  war.  Jetzt  wur'Je 
bei  kommunizierenden  Interferenzröhren  eine  Aufnahme  des 
Hg-Spektrums  gemacht ;  hierauf,  um  in  den  Röhren  Atmo- 
sphären druck  herzustellen,  die  Röhren  mit  der  Atmosphäre 
etwa  eine  Minute  in  Verbindung  gesetzt  (die  Verbindung 
geschah  durch  ein  längeres  Glasrohr  durch  die  Gae  de -Kolben- 
pumpe hindurch,  in  die  auch  kohlensäurefreie  Luft  eingeleitet 
war),  eine  Röhre  abgeschlossen,  Temperatur  abgelesen,  die 
andere  Röhre  ausgepumpt ,  Manometer  abgelesen  und  min 
das  Hg- Spektrum  zum  zweitenmal  photographiert.  Über 
diese  zweite  Aufnahme  wurde  noch  (in  kontinuierliches  Spek- 
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inini  photograpbiert  (im  sichtbaren  Spektrum  Azolampe.  im 
Ultravioletten  ein  Cd-Funke).  Aus  der  pbotograpbischeu 
Platte,  die  unter  dem  Komparator  ausgemessen  wurde,  konnten 
durcb  das  Linienspektrum  für  die  einzelnen  Wellenlängen  die 
ßrucbteile  der  über  den  Kokonfaden  gewanderten  Streifen 
entnommen  werden.  Es  wurden  beispielsweise  bei  einer  Auf- 
nabme,  bei  der  die  Druckänderung  731,01  mm  betrug  und 
die  Temperatur  16,52^  abgelesen  wurde,  für  die  grüne  Hg- 
Ldnie  eine  Streifenwanderung  von  ...  ,89  gemessen.  Die  ganze 
Zahl  gewanderter  Streifen  bekam  ich  folgendermaßen: 

>ievor  mit  photograpbischen  Aufnahmen  und  Messungen 
begomien  wurde .  hatte  ich  aus  vier  Vorversuchen  den 
Brechungsexponenlen  der  Luft  für  die  grüne  Hg-Iinie  pro- 
visorisch bestimmt,  indem  ich  in  einem  hinter  der  Kamera 
aufgestellten  mikrometrisch  verschiebbaren  Fernrohi-e  direkt 
die  bei  einer  bestinunten  Druckänderung  vorbeiwanderndeu 
Streifen  gezählt  hatte.  Es  ergab  sich  als  vorläufiger  Wert 
(n  —  1)  10'  =  2932,2.  Die  Länge  der  Interferenzröhren  wurde 
ebenfalls  provisorisch  gemessen  (mit  Kathetometer)  zu 
510,16  mm.  Aus  vorläufig  bekanntem  Brechungsexponenten 
(2932,2),  Länge  der  Röhren  (510,16),  abgelesener  Druckänderung 
und  Temperatur  (in  unserem  Heispiel  731,01  mm  bzw.  16,62^ 
berechnete  ich  nach  Gleichung  (5),  S.  538.  die  Zahl  gewanderter 
Streifen 

iH  -   1)  •  /^  •  (;;,  -  0^) 

in  unserem  Beispiel 

^,  ^     2932,2  .  :)10,1H  .  731,01     ^  ,.,     ... 
5462,2«  .  760  •  1,06068     ~  ^**^'^0. 

Es  waren  somit  für  die  grüne  Hg-iinic  248,39  Streifen 
gewandert,  um  einen  ganzen  Streifen  konnte  man  sich  nicht 
täuschen:  Die  beobachteten  und  Ix^rechneton  Tiruchteilip  der 
gewanderten  Streifen  differierten  in  der  Regel  um  weniger 
als  Vio  ^iner  Streifenbreite.  Der  provisorische  Wert  für 
(n  —  1)  10',  sowie  die  provisorische  Längenmessung  der  Bohren 
dienten  nur  dazu,  die  ganze  Zahl  der  bei  den  photographischen 
Messungen  gewanderten  Streifen  festzustellen.  Sämtlichen  im 
folgenden  mitgeteilten  Beobachtungen  sind  nur  )>hotographi8che 
Messungen  zugi-unde  gelegt. 
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Hatte  ich  so  für  die  griino  Fg-Jiiiie  die  Zahl  der  ge- 
wanderten Streifen  bestimmt,  so  koinito  mit  Hilfe  des  kou- 
tinuierlicben  Spektrums  auch  für  die  anderen  Wellenlängen 
die  Zahl  gewanderter  Streifen  festgestellt  werden.  Schon 
nach  zwei  Aufnahmen  war  das  kontinuierliche  Spektnim  zu 
entbehren,  man  konnte  sich  nicht  vm  einen  ganzen  Streifen 
tftuBchen. 

Das  Eg-Spektrum  benützte  ich  bis  2763  I.E.  Von  257S 
bis  2026  A.E.  diente  als  Lichtquelle  der  durch  hochgespannten 
Wechselstrom  erzergte  Funke  einer  Legierung  \on  10  Proz. 
Cd  mit  90  Proz.  Zn.  Als  Kapazität  dienten  vier  Leidener 
flascben.  Selbstinduktion  wurde  keine  benützt.  Hier  verfuhr 
ich  folgendermafen: 

Es  wurde  bei  kommunizierenden,  mit  Luft  gelullten  Höhren 
photographiert :  1.  das  Hg-Si'ektrum.  2.  das  Cd-Zn- Spektruni, 
8.  wieder  das  Fg-Spektrum.  Nun  wurde  eine  Eöhre  aus- 
geprumpt  und  photograi»hiert :  4.  das  Hg-Spektrum,  5.  das 
Cd-Zn- Spektrum,  6.  Lochmals  das  Hg-Spektrum.  Die  Auf- 
nahmen 8.  und  4.  liefüiten  die  {gleichzeitig  gewanderte  Inter- 
ferenisenzahl  für  die  Wellenläi.gen  des  Hg- Spektrums,  die 
Aufnahme  2.  und  5.  für  die  Wellenlängen  des  Cd-Zn- 
Spektrums.  Tm  den  Anschluß  des  Cd-Zn-Spektrums  ans 
Hg-Spektrum  zu  erhalten,  Ix^rechnete  ich  sowohl  avs  1.  und  6., 
sowie  aus  8.  und  4.  für  A  =  4046Ä.E.  die  Zahl  gewanderter 
Streifen  und  nahm  aus  beiden  l^eobachtungen  das  arithmetische 
Mittel.  Nur  so  hatte  ich  für  eine  Bg-Linie  die  Zahl  gewanderter 
Streifen,  die  den  gewanderten  Streifen  der  verschiedenen 
Wellenlängen  des  Cd-Zn-Spekti-ums  entsprach;  denn,  während 
die  Belichtungszeit  für  das  Fg-Spektrum  etwa  8  Minuten 
betrug,  betrug  sie  für  das  Cd-Zn-Spektrum  eine  schweif  he 
Stunde,  in  welcher  Zeit  kleine  Änderungen  denkbar  waren. 
Meistens  konnte  allerdirgs  zwischen  den  Aufnahmen  1.  und  8. 
bzw.  4.  und  6.  kein  Unterschied  festgestellt  werden. 

Eei  zwei  Aufnahmen  tekam  ich  (bei  einer  Hehchtungs- 
zeit  von  P/j  Stunden)  kontinuierlichen  Grund  bis  2026,  so 
daß  die  Zahl  der  gewanderten  Interferenzen  ohne  weiteres 
einwandfrei  festgestellt  werden  konnte. 

Die  Dispersion  von  1990  bis  1854  bekam  icli  auf  folgende 
Weise.  Es  wurde  wieder  wie  oben  Ixn  kommunizierenden, 
mit  Luft  gefüllten  üöhren  photographiert  1.  das  Hg-Spektrum, 
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2.  das  AluminiumfuDkeiispektrum,  3.  das  Hg-Spektrum.  Von 
einer  Röhre  wurde  Luft  ausgepumpt  und  4.  das  Hg-8pektrum, 
5.  der  AI-Funke,  6.  das  Hg-Spektnim  photographiert.  Aus 
1.,  3.,  4.  und  6.  wurde  für  die  Hg-Linie  2968  I.E.  die  Zahl 
gewanderter  Streifen  bestimmi.  Aus  ihr  berechnete  ich  mit 
Hilfe  der  Koch  sehen  Oispersionsformel  (S.  545)  die  Zahl 
gewanderter  Streifen  für  die  AI-Linien  1990  bis  1854.  Nun 
zeigten  schon  bei  2145  und  2026  Ä.E.  meine  Dispersions- 
niessungen  von  den  extrapolierten  Kochschen  kleine  systema- 
tische Abweichungen  (Tab.  3,  S.  546).  Diese  Abweichungen 
mußten  bei  1990  etwa  dieselben  sein  wie  bei  2026.  Dies  war 
auch  der  Fall.  Von  jetzt  ab  wurden  sie  systematisch  weiter 
größer,  so  daß  die  Zahl  gewanderter  Streifen  mit  ziemlicher 
Wahrscheinlichkeit  angenommen  werden  konnte.  Zur  sicheren 
Feststellung  photographierte  ich  bei  kleineren  Druckänderungen 
(etwa  Y4,  dann  Yg  Atmosphäre).  Die  Annahme  wurde  be- 
stätigt. Schließlich  erschien  bei  einer  Druckänderung  von 
71mm,  was  87  gewanderten  Streifen  der  Linie  1854  A.E. 
entsprach,  kontinuierlicher  Grund,  so  daß  auch  der  leiseste 
Zweifel  noch  beseitigt  wurde. 

Bei  den  Dispersionsmessungen  bis  /=  2026  Ä.E.  wurde 
das  eine  Eohr  vollständig  ausgepumpt.  Für  /  =  5462Ä..E. 
wanderten  etwa  250  Streifen,  für  /.  =  2026  Ä.E.  nahezu  800. 
Die  Interferenzen  der  Linien  1990  bis  1854  zeigten  bei  voll- 
ständigem Auspumpen  einer  Eöhre  infolge  der  kleinen  Dis- 
lx>rsion  des  Flußspatprismas  nicht  mehr  die  gewünschte  Schärfe: 
es  hätte,  um  sie  zu  erreiclien,  der  Spalt  S  (Fig.  2)  sehr  enge 
gemacht  werden  müssen,  was  mit  einer  Lichtschwächung  ver- 
bunden war.  (Die  AI-Linien  im  äußersten  L1tra\'iolett  sind 
alle  verbreitert,  da  der  größeren  Intensität  halber  keine  Selbst- 
induktion benützt  wurde.  Als  Kapazität  dienton  sechs  Leidener 
Maschen.)  Ich  zog  es  deshalb  vor.  bei  kleineren  Druckände- 
rungen zu  messen;  immerhin  wanderten  im  Maximum  für 
1854  noch  486  Streifen. 

Die  Expositionszeit  betrug  hier  etwa  P/g  Stunden.  Der 
AI -Funke  wurde  nicht,  wie  die  Hg-Lamix»  oder  der  Cd-Zn- 
Funke,  durch  ein  Objektiv  auf  den  Spalt  S  abgebildet  (Fig.  2), 
sondern  befand  sich  direkt  hinter  S,  Da  die  Überschlags- 
stelle an  den  Elektroden  nicht  konstant  gehalten  werden  konnte, 
mußte  während  der  ganzen  Expositionszeit  in  einer  dem  Ob- 
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jektiv  A  gegenübergestellten  Glasplatte  das  Aluminiumlicht 
beobachtet  und  die  Stelle  des  Al-Punkens  dauernd  nach- 
reguliert werden,  um  größtmöglichste  Intensität  zu  Ix^ kommen. 


ErgebnisBe. 

Bei  den  verschiedenen  Messungen  wurde  abwechselnd  das 
eine  oder  andere  Interferenzrohr  ausgepumpt.  Um  ein  Bild 
der  Genauigkeit  zu  geben,  ist  in  Tab.  1  angegeben,  wieviele 
Streifen  (s)  der  obenstehenden  Wellenlängen  (A)  10000  Streifen 
der  grünen  Hg-Linie  nach  meinen  einzelnen  Beobachtungen 
entsprachen. 

Tabelle  1. 


Ä  =  4047 

8 

Ä  =  2968 

8 

13717,7 

10337,9 

13717,7 

19336,5 

13718,6 

19336,7 

13717,9 

19336,9 

13718,2 

19337,9 

13718,6 

19337,2 

13717,6 

.Alittel  13718,0 

19:^37,2 

iL  =  2026 

8 

31261,6 
31260,8 
31260,2 
31260,2 
31257,6 
31255,8 
31251,3 


Ge- 
wicht 

(2) 
(1) 
(1) 

(2) 
(2) 
(2) 
(2) 


31252,9 


k  =  1864 

Ge- 

8 

wicht 

36817,7 

(2) 

36827,1 

(2) 

36838,0 

(1) 

36819,2 

(1) 

36817,6 

(3) 

35835,7 

(3) 

35825,6 

Der  mittlere  Fehler  des  Mittelwertes  würde   darnach   lie- 


tragen: 


l)ei  /.  =  4047  Ä.E.  ±  0,14.  also  etwa  0,001  Proz., 
-  2968  Ä.E.  ±  0,24.     .,        „     0,0018    „ 
=  2026  Ä.E.  ±  I.IB.     „        „     0,0087    „ 


Bei  l  =  1654  sind  die  Abweichungen  etwas  größer,  da  die 
Köbren  nicht  mehr  ganz  ausgepumpt  wurden;  immerhin  beträgt 
der  mittlere  Fehler  auch  hiei*  nur  ±  ^«8,  also  etwa  0,01  Proz. 

Die  große  Genauigkeit,  die  hier  bei  den  Dispersions- 
messungen  zu  erzielen  ist,  ist  durch  die  Methode  bedingt: 
Die  photographische  Platte  allein  gibt  die  Dispersion;  Tem- 
peratur- und- Druckablesungen.  Länge  der  Interferenzröhren 
kommen  gar  nicht  in  Eechnung.  Irgendwelche  Veränderungen 
während  einer  Aufnahme  wirken  bei  allen  Wellenlängen  gleich- 
zeitig und  in  gleicher  Eichtung. 

Was    die    Absolutwerte    anbelangt,    so    kommt    hier,  der 


544  H'.  TrnuL 

Fehler  duii-h  Temperati^r-  und  Uriukbcobiuhtuiig,  sowie  dc-r 
konstante  Fehler  der  Messung  der  Köhrenlänge  in  Reebnuiig. 
Die  einzelm^i  1?(  obachtungon  finden  sich  in  Tab.  2. 

Drr   mittlere  Fehler   würde  demnach 
Tabelle  2.         ^  g  j^  ^jg^  o,0034  Proz.  betragen. 

fj|r^^5462  Pi^    Länge    der    liöhren    wurde    auf 

2932,89  folgende     Weise    geiiMbsen:      Auf    einem 

2932,42  Messingßtah*   waren   zwei  gegen  einander 

2932  69  gerichtete   Spitzen  ai  s  Kupfer   verschieb- 

2932,24  bar  (die  ehie  Spitze  uoch  mikrometrisch). 

2932,95  \jit    ihnen    wurden    die    mit    Verschluß- 

2932,9i>  platten  versehenen  Röhren  an  der   Stelle 

Mittel  •>93*^  74  ^^^^    Zwischenwand    abgetastet     und     die 

Entferniiiig  der  Spitzen  mit  dem  Katheto- 

meter  gemessen;    die    Dicke  der  Verschlußplatten    da\on   ab- 

j^ezogen.     Die  Messungen  ergal^en: 

an  der  einen  Röhre nseite        an  der  gegenüberliegenden 

515.88  516,02 
515,91  515,99 

515.89  516,02 

Mittel  515,89111111  Mitt  1  616,01  mm 

Die  V(?r8chlußplatten  wann  also  etwas  schief  aufgekitUit. 
Die  Höhe  des  benutzten  Licht  bündeis  war  aber  nicht  ganz 
halb  so  groß  als  die  Entfernung  der  Punkte,  an  denen  bei 
den  obigen  zwei  Messungen  die  Kupfersi)itzen  angesetzt  wurden, 
so  daß  die  Lichtwege  der  entft^rntesten  Lichtstrahlen  inner- 
halb der  Tnterferenzröhren  um  0,5  mm.  \om  mittleren  Licht- 
strahl also  um  0,25  mm  differierten.  \/2o  mm  dürfte  bei  der 
Messung  der  Röhrenlänge  gesichert  stän;  das  ist  0,01  Proz. 

Der  Durchschnitt  der  obigen  zwei  Messungen  ist  516,95. 
Die  Dicke  der  Verschlußplatten  Ix4rug  2  •  2,95  =  5,90  mm. 
also  die  Länge  der  Luftschicht  in  den  Röhren  510,06  mm. 
Der  Glasmaßstab  des  Kathetometers  ist  jmf  0®  zu  reduzieren. 
Damit  wird  die  Länge  der  Luftschicht  510,10  mm.  Nimmt 
man  an,  der  Fehler  \on  0,01  Proz.  in  der  Längenmessnng 
der  Röhren  addiere  sich  zu  dem  I^t  obachtungsfehler  von 
0,0084  Proz.,  so  macht  das  inuner  noch  nur  vier  Einheiten 
in  der  fünften  Stelle  aus.  Die  vierte  Stelle  in  (n  -  1)  10' 
«lürfte  demnach  für  sämtliche  Brechungspxponenten  sicher  sein. 
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In  Tab.  3  sind  die  nrechuiigsexpononten  sowie  dio  10000 
Streifen  der  grünen  llg-Linie  entspn^^hende  Stroifenzahl  der 
verschiedenen  WoUenlängoii  a  angegeben.  Außerdem  stehen 
dort  die  von  Koch  und  Kavier  und  Runge  gefundenen 
Werte. 

Koch  arbeitet  nach  dersclUai  Methode*  wii^  ich.  Er  gibt 
den  Fehler  seiner  Disix^rsionsniossungen  auf  weniger  als 
0,01  Proz.  an.  Den  Absobitwert  Ix-stimmt  Koch  bei  seinen 
Dispersionsmessungen  im  Ultrn violett  nicht  genau;  er  nimmt 
einen  früher  von  ilim  auf  nidit  photographischem  Wege  be- 
stimmten Wert  dos  Jirechungsexpononten  für  /.  =  5462  an. 
Koch  verwendet  das  JHg-Si)ektnmi  und  ein  Vergleich  ist  teil- 
weise direkt  möglich.  Für  die  anderen  von  mir  benützten 
Wellenlängen  hal)e  ich  nach  d<»r  von  Koch  angegelK^en  Dis- 
jiorsionsformel: 

3^    »•  -  1    __       :>TIU90  .  lO"^  87003.10'^ 

~2     n*+':i    ""    211,140  -  10**^*   "^    4«,r)608  -  lO'T» 

(A  in  cm)  die  Brechungsi'X|;oiu'ntoii.  sowie  die  10000  Streifen 
der  gi'ünen  Hg-Linio  entsprechende  Streifenzahl  lierechnet. 
Die  intrapolierten  W(*rte  sind  mit  einem  Stern,  die  extra- 
polierten mit  einer  Klammei-  versehen  (Koch  beobachtet  bis 
2379  Ä.E.).  Bis  2300  Ä.E.  stimmen  die  DisiK^rsionsmessungen 
{s)  gut  überein  (bis  auf  0,01  Proz.).  Die  Abweichung  bei  2026 
ist  schon  merklich;  sie  entsinicht  l>ei  800  gewanderten  Streifen 
0.4  einer  Streifenbreite.  Von  jetzt  ab  nehmen  die  Abweichungen 
rasch  zu,  was  ja  durch  die  nun  l)eginnende  Al)sorption  der 
Ijuft  verständlich  ist . 

Die  Absolutwerte  weichen  voneinander  ab.  Koch  nimmt 
zwar  kohlensäurehaltige  Luft ,  was  al)er  die  Worte  von  (m  —  1)  10" 
nur  um  etwa  eine  Einheit  der  Werten  Stelle  größer  macht, 
die  Abweichungen  würden  dann  immer  noch  drei  Einheiten 
der  vierten  Stelle,  also  0,1  Proz..  beitragen. 

Kayser  und  Runge  haben  mittelst  Hohlprisma,  ein- 
geführt zwischen  Gitter  und  Kassette,  die  Dispersion  der 
Luft  bis  2860  Ä.E.  bestimmt.  Ich  habe  ebenfalls  nach  der 
von  ihnen  angegebenen  Disi^Msionsformel 

[n  -  1)10»  -  23787  +  131,610-^-3  +  3,16  •  lO-^A"*  (A  in  cm) 
für  die  von  mir  benütztc»n  Wellenlängen  die  Werte  ausgerechnet 
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\ 

n 

:  Traub 

• 

Tabelle 

3. 

(V»kuuui) 

Traub                                        Ko 

ch                            Kayseru.  Run 

Ä.E. 

8 

1 

1 

10000 

{n-l)W          s            Diff. 

(n-l)lO'    Diff.   ;.(n-l)10»-    Difl 

1 
6462,26 

2932,74  i 

10000 

2937,00     +4,26 

2926,4*     -  6,: 

4359,56 

12671,9    2966,09  1   12672,7 

+  0,8 

2970,60     +4,61 

4047,70 

13718,0    2981,26 

13717,7 

-0,3 

2986,53     +4,27 

i  2970,7        -10 

3342,44 

16908,0  i  3034,29 

i   16909,3     +1,3 

3038,93     +4,64  i    3021,8*  .  -12 

2068,15  > 

10337,2    3081,63  '   19338,5  i  +  1,3 

3086,31      +4,68  : 

2763,61 

21101,2  '  3119,68 

■  21103,7   :  +  2,5 

3124,59     +4,91      3107,2*     -12 

2673,83 

22872,5 

3160,78 

1  22874,7* 

+  2,2 

3166,71  *i  +4,93 

2313,53 

26121,6 

3244,70 

(26121,0) 

-0,6 

(3249,37)    +4,67 

2145,06 

28861,0 

3323,93 

(28864,4) 

-6,6 

(3328,02);  +4,09  . 

2026,05 

31252,9 

3399,71 

(31238,4) 

-14,5 

(3403,07) :  +  3,36 

!  (3386,8)      - 12 

1990,62 

32072,1  1  3427,63 

(32047,4) 

-24,7 

(3429,97)  1  +2,34 

1935,86 

33445,2  ;  3476,21  •  (33401,0) 

-44,2 

(3476,67):  +0,46 

1862,77 

35556,8     3556,16  ;•  (35464,1) 

-92,7 

(3552,06) '  -  4,10 

(3620,4)      -36 

1854,73 

35825,6 

3567,58  i 

(35712,0) 

-113,6 

(3561,50)    -6,08 

(3528,3)      -  39 

(Tab.  8).  Die  Luft  war  bei  Kayser  und  Kunges  Messungen 
kohlensäurehaltig  und  nicht  getrocknet.  Für  trockene  Luft 
wäre  nach  Kayser  und  Eunge  (n  —  1)  10'  um  etwa  dre'i 
Einheiten  der  vierten  Stelle  z\i  erhöhen.  Die  Abweichung 
von  meinen.  Messungen  wäre  demnach  bei  A  =  5462  noch 
vier  Einheiten  der  vierten  Stelle,  so  daß  sich  mein  Wert  in 
der  Mitte  der  von  Koch  und  Kayser-ßunge  gefundenen 
befindet.  Es  sei  noch  der  Wert  von  Cuthbertson  erwähnt; 
er  findet  für  kohlensäurehaltige  Luft  (n  -  1)  10' =  2986. 
Cuthbertson  beobachtet  bei  verschiedensten  Drucken  (er 
läßt  400,  600,  800  Streifen  vorbeiwandern). 

Kayser  und  Eunge  haben  Druckänderungen  von  etwa 
10  Atmosphären. 

Mit  dem  Werte  von  Pose j  pal  (2916,7  ±  1,4)  ist  der 
von  mir  gefundene  ebenfalls  (wie  der  Kochsche)  im  Wider- 
spruch. 

Die  Beobachtungen  lassen  sich  durch  die  Dispersions- 
formel 

'*  "*    199,5534  -  10»  i*    "^    48,8i93~-TÖ-*i~*" 

(A  in  cm)  wiedergeben.  Die  beobachteten  und  wiederberechneten 
Werte  finden  sich  in  Tab.  4.  Selbst  die  Differenzen  bei  186 
und  186  betragen  weniger  als  0,02  Proz.;  immerhin  sind  sie 
auffallend.     Es  könnte  sein,  daß  sie  der  bei  186  beginnenden 
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Tabelle 

4. 

t. 

(//  -  1)  10' 

(//  -  1)10^ 

Differenz 

beobachtet 

1 

berechnet 

5462 

2932,74 

2932,58 

-0,16 

4359 

296P,09 

2966,19 

+  0,10 

4047 

2981,26 

2981,38 

+0,12 

:m2 

3034,29 

3034,55 

-f0,26 

2968 

!            3081,63 

3081,80 

+  0,17 

2753 

3119,68 

3119,73 

+  0,05 

2573 

3160,78 

3160,91 

+  0,13 

2313 

3244,70 

3244,49 

-0,21 

2145 

3323,93 

3323,63 

-0,30   . 

202ß 

3399,71 

3400,02 

+  0,31 

1990 

1            3427,63 

3427,71 

+  0,08 

1935 

3476,21 

3476,33 

+  0,12 

1862 

!            3556,16 

3556,78 

+0,62 

1854 

3567,58 

3567,05 

-0,753 

starken  Absorption  der  Luft  und  dem  damit  verbundenen 
raschen  Ansteigen  des  Brechungsexponenten  zuzuschreiben 
sind.  C.  Runge  ^)  hat  die  Wellenlängen  dieser  Aluminiuni- 
linien  im  Vakuum  und  bei  Atmosphärendruck  bestimmt.  Er 
findet  die  Unterschiede  0,68  bei  1854  und  0,61  bei  1862, 
während  nach  der  extrapolierten  Kayser  und  Rungeschen 
Dispersionsformel  beidemal  sich  die  Unterschiede  0,61  A.  E. 
ergeben  sollten.  Runge  weist  hier  auf  die  Möglichkeit  hüi» 
dieser  Unterschied  könnte  in  der  bei  1862  scharf  einsetzenden 
Absorption  der  Luft  und  dem  damit  verbundenen  raschen 
Ansteigen  des  Brechungsexponenten  seinen  Grund  haben. 
Die  vorliegenden  Messungen  haben  gezeigt,  daß  ein  solch 
rasches  Ansteigen  des  Brechungsexponenten,  wie  Runge  es 
für  möglich  hält,  nicht  stattfindet.  Es  dürfte  vermutlich 
bei  den  Mesf^ungeii  Runges  entweder  die  im  Vakuum  ge- 
messene  Linie  1854  um  0,07  A.  E.  zu  groß  oder  die  in  Luft 
gemessene  um  soviel  zu  klein  ^ein. 

Aus  der  DisperfionJrformel  berechnet  sich  die  Eigenwelleii- 
länge  der  einen  Elektrcnengattnng  zu  A^  =  1511  A.  E.,  die 
der  zweiten  zu  A^  =  708  Ä.  E.  (Koch  findet  A^  =  1421  Ä.  E. 
und  Aj  =  688  Ä.  E.).  Die  erstere  ist  dem  Sauerstoff  zuzii- 
Fchreiben,  da   nach  Lyinan^)  Sauerstoff  einen  kräftigen  Ab- 

1)  C.  Runge,  Wied.  Annalen  55.  8.  44—48.     1895. 

2)  Th.Lyman,  Astrophys.  Journ.    27.    S.  87.    1908. 
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Sorptionsstreifen  zwisch(»n  1760  und  1270  Ä.E.  zeigt,  w&hrend 
Stickstoff  zwischen  1800  und  1250  Ä.E.  nur  schwache  Ab- 
sorption aufweist.  Die  aus  der  Disi^rsionsformel  berechnete 
Eigenwellenlänge  (1511  Ä.E.)  fällt  cenau  in  die  Mitt«  des 
fraglichen  Ateorptioasgebietes  (1515  A.E.). 

Z  usammenf asBung. 

Es  wurde  der  absoluie  Wert  des  Brechungsexponenten  der 
kohlensäurefreien  trockenen  Luft  für  die  grüne  Hg-Linie  mög- 
lichst genau  bestimmt  [(n  -  1)  10^  =  2932,74].  Die  vierte  Stelle 
dürft«  gesichert  sein.  Die  Messung  ergibt  (wie  auch  die 
Kochsche)  einen  vollständigen  Widerspruch  mit  den  Mes- 
Hungen  Posejpals  (liestinmiung  von  K  und  /?  in  n  —  1  = 
/f  p  (1  +  ß  p)  und  damit  von  n  —  1). 

Die  Dispersion  der  Luft  wurde  bis  1854  Ä.E.  untersucht. 
Die  Beobachtungen  lassen  sich  sehr  befriedigend  durch  eine 
diele ktronische  Dispersionsformel  wiedergeben.  Die  Disperdons- 
messungen  stimmen  mit  denen  von  Koch  im  gemeinsam 
beobachteten  Spektral bereich  sehr  gut  überein;  im  Bereioh 
kürzerer  Wellen  finden  von  den  extrapoliert^^n  Kochschen 
Werten  Abweichungen  statt. 

Zum  Schlüsse  sei  es  mir  gestattet,  Herrn  Prof.  Paschen 
auch  an  dieser  Stelle  für  die  Anregung  und  Hilfe  bei  der  Afl)eit 
herzlichen  Dank  zu  sagen. 

Tübingen,  Physikalisches  Institut,  August  1919. 

(Eingegangen  9.  September  1919.) 
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8.  Spezifische  Wärme  und  Zustandsgletchung 

van  Kristallen; 

van  K.  Försterling. 


Einleitiuiff* 

In  einer  früheren  Arbeit^)  hatte  ich  gelegentlich  anderer 
Überlegungen  das  Gesetz  der  thermischen  Dilatation  isotroper 
einatomiger  Körper  aus  dem  tiamiltonschen  Prinzip  her- 
■  geleitet.  Die  inzwischen  von  M.  Born*)  ausgebaute  Dynamik 
der  Kristallgitter  gestattet,  die  dort  angewandte  Methode  auch 
auf  ein-  und  mehratomige  Kristalle  zu  übertragen. 

Die  thermische  Dilatation  steht  in  engem  Zusammenhang 
mit  dem  Energieinhalt  des  bei  reffenden  Körpers.  Da  die 
von  Born  und  v.  Karman  ausgearbeitete  Theorie  der  spezi- 
fischen Wärmen,  welche  von  Born  ihre  endgültige  Fassung 
in  den  Gleichungen  (189)  und  (198)  (S.75— 76)  des  angeführten 
Werkes  erhalten  hat,  noch  nicht  in  einwandfreier  Weise  mit 
den  Beobachtungen  verglichen  ist,  habe  ich  zunächst  versucht, 
diese  Theorie  an  einigen  Beispielen  zu  prüfen,  zumal  nach 
einer  Bemerkung  von  Grüneisen')  die  Bornsche  Theorie  ver- 
sagen sollte.  Indessen  knüpft  die  Rechnung  von  Grüneisen 
an  die  Näherungsformel  (200)  (S.  77)  an,  welche,  wie  unten 
gezeigt  wird,  auf  die  bei  Pluüspat  vorliegenden  Bedingungen 
nicht  zulässig  ist.  Besonders  lag  mir  daran,  in  dieser  Arbeit 
die  aus  der  Bornschen  Theorie  sich  ergebenden  Atomfrequenzen 
festzustellen,  deren  Lage  gegenüber  den  Reststrahlenwellen- 
längen in  der  nachstehenden  Arbeit  auf  Grund  der  Reflexions- 
theorie berechnet  werden  soll. 

•  Nach  Born  zerfällt  der  Energieinhalt  in  2  Tefle,  die  im 
wesentlichen  den  beiden  bereits  von  Nernst*)  auseinander  ge- 
haltenen Anteilen  entsprechen:  der  Bewegungen  der  Moleküle 

1)  K.  Förfeterling,  Ann.  d.  Phys.  47.  S.  1127.  1915, 

2)  M.  Born,  Dynamik  der  Kr  etallgitter.     Teubner,  1915. 

3)  E.  Grüneisen,  Ann.  d.  Phys.  56.  S.  384.  Anm.  2.  1918. 

4)  W.  Nernst,  Wolfs  kehl  Vortrag  Göttingen  (Teubner  1914)  S.  79, 

Annalen  d«r  Phytik.    rv.  Folge.    61.  86 
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als  Ganz«'  und  der  AIoilk'  eiiietü  Moleküls  gegeneinander. 
Während  der  letztere  Anteil  dem  Einsieinschen  Gesets  unter- 
worfen ij^t,  wii'd  der  andere  Anteil  nach  der  Methode  von 
Debye^)  entwick(»lt.  Allerdings  liesteht  hier  schon  bei  jao- 
tropcm  Körpern  ein  wichtiger  l'nt-ersclüed:  Während  Debye 
für  die  transverifiialen  und  longitudinalen  Wellen  eine  gemein- 
same Grenzfrequenz  ansetzt,  wird  in  der  Bornschen  Theorie 
für  eine  jede  der  Wellengattnngen  eine  l)e8ondere  ange- 
nommen. Eine  Entscheidung  zwischen  diesen  1)eiden  An- 
nahmen ist  experimentell  bisher  niclit  möglich  gewesen.  J>»- 
gegen  werd(»n  wir  in  der  Theorie  der  thermischen  Dilatelion 
zeigen  kömn^n,  daß  der  liornsche  Ansatz,  aber  nicht  der 
De by seile  mit  dem  IT.  Hauptsatz  der  Ttiermodynainik  ver- 
träglich ist. 

I^i  einem  Kristall  liegen  die  Verhältnisse  recht  koiupU- 
ziert.  Hier  pflanzten  sich  in  jeder  Eichtung  8  Wellen  fori. 
I3etrachten  wir  einen  dieser  Wellentyp(Mi  und  zwar  nur  solche 
Wellen  dieser  Art.  deren  Fortpflanzungsrichtung  in  einoni 
Kegel  vom  Offnungswinkel  dQ  liegt,  ho  kann  man  auf  jede 
solche  Gruppe  die  Debyeschen  l^etrachtungen  anwenden  und 
für  sie  eine  Grenzfrequenz  aufstellen,  die»  al)er  von  der  Rich- 
tung des  herausgegriffenen  Kegels  d  ii  abhängig  ist.  Die  SnnV 
mation  läßt  sich  bish(»r  lun*  für  nicht  zu  tic^fe  Temperaturen 
durchführen,  nämlich  nur  in  d(au  l^reich.  wo  die  von  Debye*) 
angegebene  Reihe  für  die  six'zifisclu^  Wärme,  welche  nach  ge- 
raden Pot(aizen  der  reziproken  Temi)erütiiren  fortschreitet, 
konvergiert.  In  diesem  Falle»  braucht  man  nämlich,  wie  man 
sogleich  sieht,  die  Gleichungen  für  die  Geschwiruligkeiten  der 
Wellen  nicht  explizit  aufzulösen,  tdn  Kunstgriff,  von  dem  be- 
reits Thirring*)  Gebrauch  gemacht  hat.  Während  auf  diese 
Weise  der  Anteil  der  Molekülschwinguiigen  der  s))ezifi8chen 
Wärme  aus  anderen  Daten  vollständig  zu  l)erechnen  ißt,  be- 
steht bei  der  Anwendung  der  Einsteinsclien  Funktion  in 
der  Wahl  der  Frequ(*nz  der  Atomsclnvingimgen  eine  gewisse 
Willkür,  da  die  Rubensschen  Beobachtungen  nur  einen  Anhalt 
für  die  ungefähre»  Lage  dieser  Frequenz  bieten.  Wir  Werden 
sehen,  daß  in  dem  eben  abgegi-enztcn  dei-  Theorie  zugänglichen 

1)  P.  Debye,  Ann.  d.   Phys.  89.  S.  789.   1^12. 

2)  P.  Debyo,  a.  a.  O.   S.  799.    Formel   12. 

3)  H.  Thirring,  Phys.  Zeitschr.  14.  S.  867.    1913. 
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Gebiete  die  ßorn-Karmanseho  Tlu'oric  sich  an.sgczeirhiu.t 
)6Wfthrt. 

Für  die  Theorie  der  Zustandsgleicluiiig  isotroper  einatoniigi-r 
kfirper  liegen  eine  Reihe  Versuche  vor,  welche  sicli  zum  Teil 
af  Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen  [S.  Ratiiowski*),  P. 
ebye*)],  zum  Teil  auf  div  Anwendung  de»  Virialsaizes 
L  Mie*),  E.  Grüneisen*)]  stützen.  Die  ursprünglichen 
räneisenschen  Entwickluiige]i  gehen  von  den  Kchwingungen 
les  Atoms  unter  dem  Einfluß  anzii^hender  und  abstoßender 
r&fte  auBy  während  Debye  sich  auf  die  Vorstellung  von 
iBtiscben  Wellen,  welche  den  Kör^x^r  durchziehen,  stützt, 
arch  thermodynamische  13etra<;htungen  hat  Grüneisen  seine 
>rroehi  in  verschiedener  Richtung  erweitert. 

Debye  bildet  zunächst  die  freie  Energie  des  betreffenden 
örpers.  Deren  Existenz  und  damit  die  Gültigkeit  des  zweiten 
auptsatzes  wird  also  vorausgesetzt,  statt  daß  sie  sich  als 
onsequeiiz  der  molekulartheoretiachen  Vorstellung  ^T)n  seilet 
gftbe.  In  Wirklichkeit  liegt  die  Sache  sogar  so,  daß  die 
rund  Vorstellungen  der  Debyeschen  Theorie  zusammen  nüt 
r  Annahme  einer  Grenzfrequenz  im  Widerspruch  zum  zweiten 
Bkuptsatz  stehen,  wie  bereits  (»rwähnt  wurde.  Die  folgenden 
»trachtungen  versuchen  eine  Darstellung  der  thermischen 
latation  zu  geben  allein  auf  (irund  molekulartheoretischer 
>r8tellungen  ohne  Zuhilfenahme  therniodynaniischer  IJe- 
ihungen.  Nur  eine  Annahme  muß  außerdem  hinzugezogen 
)rden:  das  Plane  ksche  Gesetz  für  die  mittlere  Energie  eines 
riodischen  Freiheitsgiades.  Eine  innere  Vollkommenheit. 
e  sie  die  kinetische  Theorie  der  idealen  Gase  besitzt,  läßt 
ih  also  der  Molekulartheorie  des  festen  Körpers  infolge  des 
ineinspielens  der   (^lantentheorie  zurz(»it  nicht  geben. 

Spesiflsche  WIrme. 

§  1.    Allgemeine  Formeln. 

m 

Die  folgenden  JMrachtungen  mögen  sich  auf  ein  Gramm- 
3lekül  der  betreffenden  Sul)stanz  Umziehen,  das  entsprechende 


1)  S.  BatnowHki,  Ann.  d.   Phys.  88.  S.  637.   1912. 

2)  P.  Debyo,  Wolfskchlvortrajr.     Gottinpon  1914.     S.  27. 

3)  G.  Mie,  Ann.  d.  Phys.  11.  S.  657.   1903. 

4)  E.  Grüneisen,  Ann.*  d.  Phys.  89.  8.257.    1912. 
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Volumen  sei  V;  es  bedeute  ferner  N  die  Zahl  der  Moleküle  in 
einem  Gramn  olekül,  h  und  h  die  beiden  Konstanten  in  der 
Plane kschen  Strahlungsformel  und  #  die  absolute  Temperatur. 
Paßt  man  eine  der  drei  Wellenarten  (7)  ins  Auge,  so  sei  ihie 
Geschwindigkeit  q>^.  Die  Maximalfrequenz  Vj  sei  definiert  durch:   ] 

Mit  Debye  sei  die  charakteristische  Temperatur 

(1)  ^->. = i  ''j 

eingeführt,  wobei  aber  jetzt  O^  ebenso  wie  v^  von  der  Bichtong 
der  Welle  abhängt.  Der  Energieinhalt  aller  Wellen  einer 
Gattung  mit  der  Fortpflanzungsrichtung  im  Kegel  dß  Bei 

(2)  ±.s    dii  ^  -^9NktJ^(-^y  f-^    dx'dQ 

0 

ynd  der  partielle  Differential quotient  nach  #  bei  konstantem 
0  werde  mit  y.  bezeichnet,  also 

Die  Energie  der  AtomschwinguDgen  (Einst einsehe  Fank- 
tion)  der  iten  Art  Aton^e  mit  der  Frequenz  V4  sei: 


«»*-! 


Ähnlich  wie  oben  sei 

definiert.    Der  Energieinhalt  U  eines  festen  Körpers  ißt  dann 
nach  der  Born-Karmanschon  Theorie  gegeben  durch 

(6)  ^=i|j*i''^  +  ?V 

Das  Integral  ist  über  die  gesamte  Einheitskugel  zu  er- 
strecken. A^s  spezifische  Warne  bei  konstantem  \olumen  e 
wollen  wir  zi  rächst  mit  Debye  den  partiellen  Differential- 
qvotienten  3  17/3  #  bei  liorstantem  0  ansehen,  also  annehmen, 
daß  die  Elastizitälskoistanten  nicht  direkt  von  der  Tempe- 
ratur, sondern  nur  vom  Volumen  abhängen  können.    (Auf  eine 
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&Wieiterung  der  Theorie  in  dieser  Hinsicht  soll  in  einem 
iififtteren  Paragraphen  eingegangen  werden.)  Für  die  spezi- 
fische Wfirme  findet  man  dann: 

Eline  Prüfung  dieser  Formel  ist  nur  im  Gebiete  tiefster 
Temperaturen  durchgeführt  worden,  wobei  die  auftretenden 
Integrale  durch  ein  Interpolationsverfahren  numerisch  aus- 
gewertet wurden.^)  An  dieser  Stelle  soll  eine  Beschränkung 
auf  nicht  zu  tiefe  Temperaturen  stattfinden  auf  ein  Gebiet, 
wo  die  von  Debye*)  angegebene  Reihe  (yoo  =  hN) 


(8) 


(f )■.(!)•   (I)' 


1-^47^4- 


feo  20       '      560  18144 

(I)"        (I)" 


+ 


633600  23063040 


für  jede   Bichtung  der   fortschreitenden   Wellen   konvergiert . 
Wenn  wir  die  Dichte  mit  q  bezeichnen  und  abkürzen: 

h      3 

'  '  ■  und  o  ö>  .*  =  q. 

so  ist  ^j^ffV^r 

Die  Größe  g  ist  ähnlich  wie  bei  Debye  zu  berechnen; 
ist  M  das  Molekulargewicht,  so  ist 

_±    y_  1  35,74  >  10"^ 

Die  Werte  für  «ö^-,    bzw.  für  qj  sind  aus  der  Elastizität stheorit^ 
sni  berechnen. 

Das  Koordinatensystem  X,  Y,  Z  sei  den  eventuell  vor- 
handenen Symmetrieachsen  des  Kristalls  zugeordnet.')  Das 
Koordinatensystem  X',  Y\  Z'  sei  so  orientiert,  daß  die  Fort- 
Pflanzungsrichtung  der  betrachteten  Welle  mit  der  2' -Achse 
zusammenfällt;   die    zugehörigen    Elastizitätskonstanten   seien 

1)  Hopf  u.  G.  Lechner,  Verh.  d.  Deutsch.  Phys.  Gea.  8.  «43.  1916. 

2>  P.  Debye,  a.  a.  O,  S.  799. 

3)  W.  Voigt,  Lehrbuch  der  KristÄllphysik.  S.  99. 
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(■hk   hzw.  Oj^^\  die    Verruf  kiiiigskomponenten  im  gestricheDen  : 
Küordinatensysteni  u\  v\  w' .   Pie  Hewegiingsgleichungen  beim 
Ffhlpii  äußerer  Kräfte  lauten  dann: 


(10) 


o 

dt* 

o 

e 

,  ö'a 


«-*' 


,  ö«r' 


.d'ir' 


56    ö»'*    "*■*■»*    dt"   '*"^"   (9*'«' 


=  c 


,    Ö«tt' 


,   d«p' 


,  d«tr' 


46     ÖV 


'»      •     ^44     >»*'!      •     ^*4»    7)»>t   » 


'35     ^ 


^'»    +  '*84     ö?»    "^  ^- 


l'ierbei   hängen  die    c^^  mit  den  (^  durch  die  folgenden  Be- 
ziehungen zusanmien.  falls  a.  /3.  }^  die  BichtungskodinTiB  der 

I   C66'=^ii  «'+^6«  /5Hc65  y2+2re5  /?  y+^^Cj^  y  a+2ci.a£^ 

(11)  C44'=Ceea2+C2^/^2^C44y2+2c24/?y+2c4eya+2c^a/J^ 
I  o^^c^  «^+^44  /3*+^88  y*+2c43  j8  y+Scjg  y  a+2c54 a  /J? 

Cm' =^46' =^16  a^+Cea  /S^+C54  y2+(t;64+C62)  /*  y+(c56-rci4)  y  a 

+  (^14+%)«/^^ 
^48'=^34'^<^65  «H^M  i^^^+t'*»  ^^  +  (^88+^44)  /3  y+{C46+C«)  y  a 

Führt  man  in  die  Bewegungsgleichungen  (10)  periodische 
Lösungen  ein,  so  erhält  man  als  ik^stimmungsgleichung  für 
die  (ieschwindigkeit  «ö  bzw.  für  g  eine  Gleichung  8.  Grades 
von  der  Forni: 

(12)  g»  -F  a  g«  +  fc  g  +  c  =  0. 
deren  Lösungen  g^,  gg.  q^  sein  mögen.    Hierin  ist 

r  ^=  -  (^/i  +  ^2  +  ^s)  =  -  (C33'  +  C44'  +  «^ssO* 

^  =  -^  ^2  ^8  +  ^1  93  +  7l  9t   -  +  (C44'Cb6'  +  ^8S'^44' 
(1*^)         \  +  ^SS'^BS'  -  [^46'*  +  <^  +  ^84'^), 

ö  =  -  7l  9a  93  =  -  [^88'  C44'  ^Bb'  +  2^34'  C35'  C4^' 


""  (^83    ^45       +  ^44   ^8B       +  ^B5    *^84     '  J  • 


r 
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H 


Für  den  vorliegenden  Zweck  siud  nur  die  Ruinmen  ^q" 
zu   l«*rechneTi.    Es  findet  sieh 


(14) 


'/;   -  -   O. 


8 


Die    höheren    Potenzen    lassen   sich    nach    folgender    Re- 
kiirsioDsforniel  berechnen 


3  f        3  H  ^ 

(14a)      S  yy*  ■=  -  i  o  2  ^r    ^'  ■*■  ^  ^'  ^/"  ' "^  "^  ^  f^  ^/'  ~ *'*' 


DieB)^   Summen  lassen  sicli  Iciclit    bilden  und  aus  ihnen  sind 
dann  die  Integrale 


(15) 


zu   berechnen.^) 


1)  Bei  der  Integration  über  dit*  Einheitukugel  fallen  alle  Integrale, 
weiche  Ungerade  Potenzen  von  a*  ^,  y  «enthalten,  fort.  Ferner  sind  alle 
Integrale  gleich,  welche  durch  zyklische  VcTtauschung  von  a,  /?,  y  aus- 
einander hervorgehen.     Die  wichtigsten  Inteprale  sind  di«    folgenden: 
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Aus  den  Gleichungen  (7)  und  (8)  folgt  nun  nach  Eün- 
föhrung  der  Integrale  (14)  für  die  spezifische  Wärme  bei  kon- 
stantem Volumen  des  Grammoleküls  eines  beliebigen  Kristalls: 


(16) 


kN 


=  3  - 


20      »*  "^  680     *♦ 


1  ^  j;»* 


18  144  9*    '   6S8  600  ^ 


88  068  040  9^* 


+  ... 


oder  mit  leicht  ersichtlicher  Abkürzung: 


(I6a) 


§  2.    Begal&re  Kristalle. 

Das  Schema  für  die  Elastizitätskonstanten  hat  für  regu- 
läre Kristalle  die  folgende  Form: 


11 


12      *'12 


11 


12 

'11 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Cu 

0 

0 

'44 


0 


'44 


Es   vereinfachen  sich  die   Beziehungen  zwischen  den   c^^ 
und  ^k',  so  daß  gilt: 

^56'  =  ^11  «*  +  ^44  iß^  +  y*)»  <^U    =  ^64'  =  (^12  +  cj  <^  ß^ 

Cu  =  «11  ß^  +  c^  (a«  +  y«),       Cßg'  =  C35'  =  (c^j  +  C4J  a  y, 
Css'  =%y*  T-c^ia^  +  ß%      c^'  =c^'  =  (c,a  +«44)/?^. 

Die    Koeffizienten    der    Gleichung    dritten    Graden    für 
g:a,  b,  0  drucken  sich  durch  die  Cj^j^  in  folgender  Weise  auH: 

ö^  --(<^ii+2c44), 

6  =  --  C44  (2cii 4-  C44)  +[cii2  -  2cii  C44  -  Ci,  (Ci2  -h  2C44)] 


f  a^f  +  a^ß'  +  ß^rf^^^ 


f'^^r-än^tr,'        .-'-'— .05' 


4  vi 

21"  ' 


fa^ß'fdSi       ^"^ 


y  («•/?• +  j9«  7«  +  «» /•)<^'ß  = 


471 


Spezifische  Wärnie  und  ZustandsgJpühung  von  Kristallen.   .')57 


'S 

oB 
EH 


+ 
o 


00  O»  CO  CO  CO 

C4  lO  00  T-i  o 

«»  «^       •«       «^  #N 

*-•  t*  «  o  »o 

CO  93  Ol  04  «^ 


OD  ^  O» 

IM  kO  kO  lA  «-N 

^   ^   ^  ^   ^ 

00  00  "^  CO  o 

t-  «O  f  O  Ol 


00  00  00  Od  CO 

»-«  ^  O»  "^  o 

•^    ^    «^    *k  «« 

00  99  ^  Oi  lO 


s 

S 

« 

3 

«0 

o 

o 

o 

o 

o 

»H 

lH 

rH 

»H 

rH 

^^ 

o 

^i^ 

*H 

» 

«o 

CO 

O» 

lO 

OJ 

•« 

m*. 

•k 

«k 

5^-^ 

CO 

9* 

Od 

Ol 

•• 

M 

m 

s 

0« 

•• 

o 

O 

o 

o 

O 

v-4 

«-« 

^- 

T^ 

^^ 

• 

• 

• 

• 

• 

o» 

o 

t- 

00 

Oi 

^ 

ad 

01 

t- 

Ol 

•% 

*^ 

•ik 

«« 

00 

t- 

CO 

o» 

Ol 

• 

«4 

•• 

1» 

o  o  c 


"^  O  "*  Ol  00 

lO  "^  Ol  00  00 

«^    •%    •«    «k  »^ 

Ol  Ol  «-I  00  rH 


I  o 


00   »   » 

o  o  o 


• 

CO 

• 

• 

CO 

• 

oo 

00 

o 

o 

00 

»w 

»>^ 

0S 

m- 

Ol 

t- 

lO 

Oi 

•o 

I 

o 


00 
t*  M  O»  ^  00 
lO  OO  r-l  «-4  00 

0^  ^  0\  9^  01^ 

"^  Ti  O  Ol  -* 

i    I 


lO  Od  lO  09 

-^  Ol  CO  0«  00 

•%    #fc    «^    ^    «h 

00  1-«  o  ^  o 


t-  iO  00 
,  t-  C-  t-  CO  X 

•^     «^     «ik    ^     v^ 

CO  ^  CO  CO  CO 

w*  00 


CA 


M 


o 

S 


"  ^  -2  -5:  2  .^ 


^^  ^^ 

••      "S^ 

c 

1  o  o 

fi^ 

1 

•                   • 

.    CO    o 
CO     MO 

1 

t: 

.    •«      »     « 

o 

1 

••           M           V« 

^ 

o  o  o 

IM 

^H      VH      ^4 

!      .       •       • 

'S 

CS 

1 
1 
( 

^  —  o 

'    OD    O    lA 
»k      »k      ^ 

:     Tl     ^     OD 

1 

•«13 

G 
_     O 

1 

> 

1 

«         «         «         M 

1« 

W4 

r^          r»          94         w^ 

«4 

OL 

o  o  o  o 

o 

»      e 

e' 

tH     rH     1-^     1-^ 
■        •        •        • 

•^    O    CD    CD 

• 

00 

E 

'    "5 

01^  00^  T-J^  O^ 

^ 

K   s 

1 

"  oT  ccT  r^  ccT 

09 

c 

• 

1 
1 

'    ••      M     e     e 

^ 

g\ 

^"^ 

,        W»            W*            W*            9» 

«4 

J 

— ^ 

'  o  o  o  o 

o 

1 

■ 

1-H      v-4      vH      ^^ 

lH 

i< 

^ 

:    •    •    •    • 

• 

'U 

"^ 

i    CO    »A    tA    MO 

^ 

o 

^^ 

1 

;    >A    00    MO    1-« 

.2 

1 

1 

1             ^*           ^*           ^           ^ 

;    lO    T-i    <«    ^ 

00 

'S 

1 
1 

1 

1 

1 

«      »      1»      1» 

• 

ijj 

«r 

o  o  o  o 

*-4     ^4     iH     tH 

o 

8 

•      •       •      • 
t«    00    Ol    Ol 

• 
CO 

c 

©1^  00^  Od    i-J^ 

OB 

1 

i 

^  rfT  ^  ^ 

^ 

1 

TS 

' 

^      «      n      «f» 

•• 

o  o  o  o 

o 

>           BR 

!  'S* 

1-4     vH     f-4     1-« 

»N 

;  1 

V                  #                  #                  • 

0«   O   Ol   t* 

• 

04 

«0    00    "^    Od 

Oi 

^  ^ 

1 

^*            ^            ^*            ^% 

00     r-t     f     00 

^ 

_     .           —   . 

1 

1 

>            • 

•  t 

• 

«, 

: 

'■1 

E 
'      § 

1 

;  ä 

'          1 
1 

<i  'S 
&  9    >■ 

(^  00  QC 

! 

41 

1 

;  1 

^  5 

■  r  ■  "■ 


.")ö8 


h'.  ?'örMerling. 


4.  [a^  /J2  +a*  ;'*  -'  ß^  y^]  c„  [fr„  -  c„)*  -  (c,^+cU>*] 

I  2  ' 

i-  ^ll  ^44    «  • 

We  Werte  der  El astizitäts konstant eii  nach  den  Messungen 
\(nx  W.  Voigt^)  und  die  daraus  berechneten  Werte  der  Inte- 
grale J^,  .J^ sind  in  der  vorstehenden  Tabelle  angegeben.  Die 
IVuckeinheit  ist  g/cni*.  Im  also  die  betreffenden  Größen  im 
absoluten  jVfaß  zu  hal)en,  sind  die  c^^  mit  981,  die  J^,  J,  .  . 
mit  881,  981*  ...  zu  multiplizieren.  Die  letzten  8  Spalten  ent- 
liHlten  die  Größen  q,  M,  g^,    (Vgl.  Tabelle  I.) 

Würde  sich  der  Anteil  der  akustischen  Schwingungen  an 
der  sivzifischen  Wärme  durch  eine  einzige  Debvesche  Funk- 
tion ausdrücken  lassen,  so  müßte  J^,  =  J^*^  sein.  Die  vorstehende 
Tabelle  zeigt,  daß  diese  1  Bedingung  auch  nicht  einmal  in  grober 
Alinäherung  erfüllt  ist.  Tab.  TI  gibt  die  Werte  64.  o,  .  .  der 
Formel  (16a)  an. 

Zu  der  Energie  der  molekularen  Schwingungen  oder 
akustischen  Wellen  tritt  noch  (*in  zweites  Glied,  welches  von 
den  Atomschwingungen  herrührt.  Die  Frequenz  derselben  ist 
so  gewählt,  daß  sich  die  berechneten  Werte  c„  den  Beob- 
achtungen möglichst  gut  anpassen.  Die  entsprechenden  Werte 
von  Cr  sind  den  Tab(>llen  entnommen,  welche  W.  Nernst*) 
in  seinem  Buche  ,,Die  theoretischen  und  ex|)erimentellen 
Grundlagen  des  neuen  Wärmesatzes**  mitteilt.  Die  folgenden^ 
Tabellen  enthalten  den  Anteil  der  Atomschwingungen  e^  den 
Anteil  der  akustischen  Wellen  q  und  die  beobachteten  und 
berechneten  Werte  von  c».  Die  ersteren  sind  den  Angaben  von 
W.  Nernst  auf  dem  1.  Solvay-Kongreß  entnommen.  (/J  =  Ä/fc.) 


Tabelle  III. 

Steinsals:  ß^  »  226. 

■ 

a        ßj& 

4,21 
4,78 
5,52 

^ert. 

1 

4,42 

4,87 
5,56 

0,  her. 

8,63 

9,65 

11,08 

e,  baob. 

HO'» 

138» 
•2850 

•  Int< 

2,06 
1,64 
0,96 

9rpolierter  V 

8,e5* 

9^8 
10,98 

1)  W.  Voigt,  Lehrbuch  d.  Kr  stallphysik.  8.  744. 

2)  Vorlag  W.  Knapp,  Halh-  a.  S.   1918. 
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Tabelle  III  (Fortsetzung). 


Sylvin:  ß^  -  190. 

^—^ 1 

8,88        1      4,19       ! 
4,06              4,57 
5,08        ;      5,80 
5,64        ,      5,74       , 

Cp  her. 

7,52 

8,63 

10,88 

11,38 

c«  beob. 

70« 

«7« 

187« 

?86« 

2,72 
2,19 
1,39 
0,81 

7,54 

8,66 

10,86 

11,46 

Jtei  Flußspat  als  einem  dreiatomigen  Kristall  sind  xwe\ 
verschiedene  Eigenfrequenzen  zu  erwarten.  Zwar  läßt  sich  die 
spezifische  Wärme  mit  einer  einzigen  Eigenwellenlänge  A=41,6// 
wiedergeben,  aber  diese  Darstellung  würde  nicht  der  Bauni- 
gittertheorie  entsprechen,  nach  der  Flußspat  eine  optisch  wirk- 
same Eigenfrequenz  und  eine  zweite  optißch  nicht  nachweis- 
bare Eigenfrequenz  Ix'sitzt.  IX^mentsprechend  ist  bei  der 
folgenden  Berechnung  verfahren.  Die  beobachteten  WerU' 
sind  der  Arbeit  von  Eucken  und   Schwers*)  entnommen. 

Tabelle   IV. 

Flußspat:  /?/  =  286,  ß^"  =  420. 


H 


ßyl»    i    ß:'ia 


// 


r^.  her.    I   c,  beob. 


4,85 
5,27 
5,59 


3,86 
4,61 
5,20 


4,34 
4,98 
5,39 


18,05 
14,81 
16,18 


18,20  • 

14,60 

16,10 


180<»       ;      1,59  2,38 

286,5«    t      1,21       ,      1,78 
328  «^       :      0,87       !      1,28 

•  Interpolierter  Wert. 

Leider  ist  die  Zahl  der  gemessenen  Punkte  innerhalb  des 
ISereichs,  wo  unsere  Formel  konvergiert,  gering.  In  der  folgen- 
den Tabelle  sind  die  optisch  wirksamen  Wellenlängen  Xq  an- 
gegeben, welche  den  ß^  der  Tab.  III  und  IV  entsprechen. 

Tabelle  V. 


Flußspat 
Steinsalz 
Sylvin    . 


ßr 

286 
226 
190 


5,89 .  10" 
4,65 .  10" 
3,9    .10" 


51,0/* 
64,5  iu 
77,0  ju 


l>ie  >lo  sind  stets  größer  als  die  von  Rubens  beobachteten 
Reststrahlenwellenlängeii.     In  der  Tat  ergibt  die  Theorie  der 


I)  A;  Eucken   n.    Schwers,    Verh.    rl.    Deutsch,  Phyt*.    Oes.   16. 
S.  578.   1913. 
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Beflexion,  daß  die  Eigenschwingung  gegenüber  dem  Maximum 
des  Eeflexionsvermögens  um  recht  erhebliche  Beträge  nach 
größeren  Wellenlängen  verschoben  ist.  Auf  diese  optischen 
Fragen  gehe  ich  in  der  folgenden  Arbeit  ein.  Auf  alle  Ffille 
liefern  die  Bubensschen  Beststrahlenbeobachtungen  einen  un- 
entbehrlichen Fingerzeig  bei  der  Berechnung  von  Cj.  Bei  kom- 
plizierter gebauten  Körpern,  für  die  keine  Beststrahlmessungen 
vorliegen,  würde  diese  Berechnung  ganz  willkürlich  sein.  Aus 
diesem  Grunde  ist  von  der  Ausrechnung  von  c.  für  Natrium- 
chlorat  und  Pvrit,  deren  Reststrahlen  noch  nicht  bekannt 
sind,  abgesehen  worden. 


§  8;  Trigonales  KrtataUsystem, 

In  diesem  Paragraphen  sollen  die  Formeln  für  das  trigonale 
Kristallsystem,  soweit  es  eine  zweizählige  Symmetrieachse  be- 
sitzt, aufgestellt  werden.  Das  Schema  der  elastischen  Kon- 
stanten ist  folgendes: 


'11 


'12 

'ii 


'18 
'IS 


'14 


—c 


14 


Ca.      0 


'44 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

^  —  i  (^11  ~"^ii) 


'44  *'14 
^66 


Von  der  Belation  c^  =  i^  (%  —  c^j)  ist  zunächst  kein  (ge- 
brauch gemacht  worden,  so  daß  unsere  Formeln  ohne  weiteres 
auf  das  tetragonale  System,  soweit  es  eine  zwei-  und  vierz&hlige 
Symmetrieachse  besitzt,  sowie  auf  das  hexagonale  System 
spezialisiert  werden  können.     Es  gilt: 

^K  =  ^11  a*  +c^ß^  +  Cu  y^  +  2ci4  ß  y» 
C44'  =  Cee  ö^  +  ^11  ß^  +  C44  y^  -  2ci4  /9  y, 
Caa'  =  0440«  +  C44  /J2  +  C33  y\ 


^45;  = 

C34    = 


2^14  a/3  +(C44  +Ci3)ay, 

^4  («'  -  /s^)  +  (^13  +  ^44)  ß  y- 


Die  Koeffizienten  der  Gleichung  8.  Grades  für  q:  a,  b,  e 
werden: 
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-  a  =  (c,,  +  Cm  +  e«)  +  [(cj,  +  c^)  -  (c„  +  c,,)]  y* 

h  =  (ä*4-/?*)  (Cu  <w-rCn  C44+C44  c„  -c^»)  -r  y*  (c4«*+2c„  C44) 
+  [2C44  (cxi  +  cw)  +  Cii'  +  <«•  -  (c»+Ce,)*-2c,4*]a«/9» 
+  [(«u  +  O  (c«4  +  Cas)  +  2C44*  -  (c„  +  C44)*  -  4cm1 

[a»  y«  +  /3a  y'^  -  4c„ [a«  ß  y  (c^  +  c««  +  c„  +  c^^ 
+  i  (a«  -  /3«)  /?  y  (c«4  +  c„  +  c^  -  cj]. 

Der  recht  komplizierte  Ausdruck  für  c  soll  nicht  aus- 
führlich angegeben  werden.  Berücksichtigt'  man  das  in  der 
Anmerkung  (8.  655)  Gesagte,  so  ergibt  sich 

—Jcdii  =  Ja'rfß  {c^^(c„  c^^  +  2  c„  cj  -  c„*(c,i  +  e,,)^ 

+  2c,8  h,  Csa  -  (C44  +  «is)T  -  «u*  [3  Ki  +  «••) 

Wir  wollen  diese  Formeln  auf  die  spezifische  Wärme  des 
Quarzes  anwenden.  Die  Werte  von  Jj  .  .  Ja  lassen  sich  ohne 
Schwierigkeit  avs  den  a,  6,  c  streng  berechnen.  Bei  J^  wurden 
einige  Annäherurgen,  welche  sich  aus  den  Parameterwerten 
der  Qijk  darboten,  eir geführt,  indem  für  a  ein  konstanter  Mittel- 
wert —  statt  18,5  +3,9  y^  ist  19,8  gesetzt  —  eingeführt  wurde 
«und  außerdem  zur  lildurg  von  h^  die  Größe  6  auf  die  Form 
annäherungsweise  gebracht  werden  konnte: 

6  =  4  (a*+/S*+y*)+B(aV^+y^/3*+/'*a^)  -  (Ca*  -Bß^)  ß  y  , 
worin  A^  J3,  C,  D  geeignete  Mittelwerte  bedeuten.     Jj  wurde 
nnr  in  roher  Annäherung  durch  Mittelwertsbildung  berechnet. 

Tabelle  VI. 


^xx 

1 

Ob3                        ^44            1             ^1« 

^18                       ^4                       '*6« 

0,68    10»   10,75 .  10*  5,82 .  10«    0,71.10»    1,44- 10»    1,72.108    8,99.10» 

Ji 


J. 


J, 


J, 


1,98. 10»      I     1,61  •10"     I     1,52 -10"     I     1,52.10"     |     1,60.10«» 
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Die  Einheiten  iii  dieser  Tabelle  siiid  dieselben  wie  in 
Tab.  T ;  die  c^ifc  sind  ebenfalls  den  Beobachtungen  von  W.  Voigt 
entnommen,  liei  einer  Dichte  q  =  2,65  und  einem  Molekular- 
gewicht Af  =  60,8  findet  sich  für   Quarz:  j«  =  6,0  •  10-'. 

Die  folgende  Tabelle  gibt  die  Koeffizienten  der  Reihe  (16a) 
für  c«  wieder.  * 

Tabelle  VU. 


5,88 .  10* 


9,96 .  10*» 


«3 

1,72 .  10" 


a^ 


2,88  .  10»' 


4,61  .  10«* 


Kntsprechend  den  zwei  bekannten  Reststrahlgebieten  IftiJt 
«ich  die  spezifische  Wärme  mit  Hilfe  zweier  Atomschwingungen 
darstellen.  Die  folgende  Tal)elle  gibt  die  Anteile  derselben 
e^'  und  Cj",  ferner  den  Anteil  der  akustischen  Schwingung  Cj 
und  schließlich  die  berechneten  und  die  l)eobachteten  Wert^ 
für  c,  wieder. 

Tabelle  VIII. 
Quarz:  (9/  =  556;  ft,"  -  1860. 


(i;i&      :     ß,''l& 


I 


I.... 


// 


Cr  ber. 


0«  beob. 


288  <> 

2,88 

5,80 

3,79 

0,61 

4,36 

8,76 

8,78 

380  • 

1,69 

4,08 

4,72 

1,74 

5,08 

11,54 

11,29 

416« 

1,84 

3,26 

5,14 

2,68 

5,38 

18,15 

12,97 

556« 

1,0 

2,43 

5,48 

3,72 

5,64 

14,84 

14,73 

Die  optischen  Wellenlängen,  welche  den  angegebenen  ß^ 
entsprechen,  sind  26  /i  und  10,7  jui. 

Es  sei  l)einerkt,  daß  infolge  der  Doppelbrechung  statt  mit  * 
den  zwei  Atomschwinginigen   streng  genommen  mit   vier   zq 
rechnen  wäre. 

Die  erreichte  Ülx^reinstimmung  zwischen  beobachteten  und 
berechneten  Werten  für  c  ist  sehr  gut.  Allerdings  ist  zu  be- 
achten, daß  die  Frequenzen  der  Atomschwinginigen,  wenn 
auch  durch  die  Eubensschen  Reststrahlenmessungen  ungefähr 
bestimmt,  doch  in  gewissen  Grenzen  den  Beobachtungen  an- 
gepaßt werden  konnten.  Ferner  ist  der  Bereich,  in  welchem 
die  Reihe  (16a)  konvergiert,  relativ  klein,  da  für  die  Kon- 
vergenz nicht  die  Größe  der  mittleren  Geschwindigkeit,  sondern 
die  ungünstigste,  d.h.  in  unserem  Fall  die  größte  in  irgend- 
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einer  Bichtung  vorkoniinende  GoBchwiiuligkeit  iiitil^g(^beiul  ißt. 
AndererBeits  muß  hervorgehohm  werden,  daß  bei  den  berwjh- 
iieten  regulären  Kristallen  nüt  den  angenommenen  Parameter- 
werten der  Ci^jt  die  Beobachtungen  von  Eucken  und  Schwers 
im  Gebiet  tiefster  Temperaturen  (d'-Gelaet)  ohne»  neue  Hilfs- 
annabmen  mit  guter  Genauigkeit  dargestc^llt  werden. 

Es  sei  noch  hinzugefügt,  daß  sich  ohne  vollständige  Auf- 
lösung der  Gleichung  (12)  und  Diskussion  der  Lösungen  ebenso- 
wenig wie  das  Konvergenzgebiet  der  Reihe  (16a)  der  Gültig- 
keitsbereich des  Debyeschen  ^'-Gesetzes  abgrenzen  läßt;  denn 
hierfür  ist  die  kleinste  m  irgendeiner  Richtung  vorkommend«* 
Geschwindigkeit  maßgel)end. 

§  4.    Über  eine  Erweiterung  der  bisherigen  Annahmen. 

• 

Bisher  war  angenommen,  daß  die  elastischen  Konstanten 
bei  konstant  gehaltenem  Volumen  nicht  von  der  Temperatur 
abhängen,  eine  Annahme,  die  aus  verschiedenen  Gründen  — 
z.  B.  wenn  man  der  Theorie  der  Wärmeleitung  die  Debyesche 
Auffassung  zugrunde  legen  will  —  nicht  streng  erfüllt  zu  sein 
scheint.  Es  soll  daher  diese  Annahme  in  diesem  Paragraphen 
fallen  gelassen  werden  und  die  Formel  für  die  six'zifische  Wärme 
eines  einatomigen  isotropen  Körpers  dementsprechend  ent- 
wickelt werden. 

Der  Energieinhalt  eines  einatomigen  Körpers  U  ist  ge- 
geben durch: 


^^=.^^^9,(1;). 


wobei  ipj  nur  eine  Funktion  des  Argumentes  0/0  ist.  Be- 
zeichnet man  den  ursprünglichen  Debyeschen  Wert  für  die 
spezifische  Wärme 

ir-i  l        t    ^       '\  f        dg>j 


"«, 


und  bedenkt,  daß  nach  (9) 


d  log  ^ .  d  log  qj 


ist,  so  wird  jetzt. 


•"    «      ,^1  2'VJ        »  )     ^^ 
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wenn  Uj  die  Gesaniteiiergie  der  jten  Wellenart  ist.  Für  sehr 
tiefe  Temperaturen  verpchwindet  das  Zusatzglied,  da  es  wie^ 
klein  wird;  für  sehr  hohe  Temperaturen,  bei  denen  man  in  der 
Beihe  (8)  nur  das  zu  1/^^  proportionale  Glied  beizu behalten 
braucht,  geht  c«  über  in: 

Da  die  elastische  Kraft  mit  der  Gröte  der  Ausschläge  der 
Schwingungen  abnimmt,  so  ist  auch 

d  log  qj 

negativ;  c^  übersteigt  also  den  Wert:  c^j,  =  QN  k.  Die  beob- 
achteten Überschreitungen  des  Dulong-Petitschen  Wertes 
finden  also  auf  diese  Weise  ihre  Erklärurg.  Am  Schluß  dieser 
Arbeit  kommen  wir  auf  diese  Frage  noch  firunal  zurück. 

ZuBtandsgleichanif  Ton  KristalleiL 

^  §1. 

Um  zu  der  Zustandsgieichung  des  festen  Körpers  zu  ge- 
langen, ist  es  nötig,  auf  die  Grundvorstellungen  der  Born- 
Karmanschen  Theorie  der  Kristallgitter,  welche  ja  auch  der 
im  (ersten  Al)schnitt  Ix^handelten  Theorie  der  spezifischen 
Wärme  zugrunde  liegt,  etwas  näher  einzugehen.  Nach  dieser 
Auffassung  bestellt  ein  Kristall  im  allgemeinen  aus  8  ineinander 
gefügten  Kristallgittern,  so  daß  einem  Elementarbereich  ^-Atome 
zukommen.  Wir  sprechen  daim  von  einem  5-atomigen  Kristall. 
Unsere  Betrachtungen  mögen  sich  auf  ein  Grammolekül  der 
Substanz  beziehen;  die  Zahl  d(^r  Moleküle  sei  N,  Die  Wärme- 
bewegung  besteht  nach  der  Born-Karmanschen  Vorstellung 
in  einer  großen  Anzahl  von  Wellenzügen,  welche  den  Kristall 
durchsetzen.  Zunächst  handelt  es  sich  darum,  die  gesamte  Be- 
wegung in  eini^  Keihe  von  voneinander  unabhängigen  Wellen 
aufzulösen,  d.  h.  in  solche  Schwingungen,  dpren  l^lnergie  nur 
von  den  Koordinaten  {xj^)  und  den  Geschwindigkeiten  (ac»')  je 
eines  einzigen  Pi'eiheitsgrades  abhängt.  Im  allgemeinen  werden 
diese  Wellen  nidit  linear  y^olarisiert  sein  und  daher  sind  die  x 
und  x'  a-s  komplexe  Größen  aufzufassen.  Jst  vj^  die  Frequenz 
der  kien  S(hwirgurg,  T^  und  q^j^  die  kinetische  und  potentielle 
Energie  derselben,  so  ist^): 

1)  M.  Born,   Dynamik  der   KriHtallgittcr,    S.  60.      l>ort  ist  das 
.r*  und  Vk  mit  Pj  und  (Oj  bezeichnet. 
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(18)  y,=  rr-         a».  =  v  r,-. 

Die  Schwingungen  zerfallen  nun  in  2  Gattungen: 

1.  Die  akustischen  Wellen  oder  Schwingungen  der  Mole- 
küle; für  di(»se  hängt  die  Frequenz  r^.  von  der  Wellenlänge  /.j, 
ab  und  es  ist  in  erster  Annäherung 

(19)  'V  =  2'-rJ. 

wobei  cük  wieder  die  (leschwindigkeit  der  fcten  Welle  bedeutet. 

2.  Die  Schwingungen  der  Atome;  bei  ihnen  ist  für  dit- 
hier  in  Betracht  komnu^nden  Wellenlängen  die  Frequenz  un- 
abhängig von  der  Wellenlängt». 

Denkt  man  sich  mm  die  äußere  Gestalt  des  Kristalls, 
welche  durch  die  La  gr  an  gesehen  Koordinaten  J)J^  gegeben 
sein  mc^,  verändert  und  zwar  so  langsam,  daß  der  zeitliche 
Differentialquotient  der  Pf^  klein  ist  gegen  die  Periode  der 
oben  besprochenen  Rchwingnngi'n,  so  wird  einer  Verändenmg 
der  Koordinate  i\  eine  Lagrangesche   Kraft   P^  entsprechen: 

^~'     '   ^pu     ^  dt  dp,:  ' 

P;^  bedeutet  hier  die  äußere  Kraft  und  die  Differentiation 
ist  so  zu  verstehen,  daß  die  Koordinaten  und  Geschwindig- 
keiten der  schwingenden  Teilchen  {xj^^  Xj^)  unverändert  bleiben. 
Multipliziert  man  die  Lagrangesche  Gleichung  mit  At  und 
integriert  über  ein  s^hr  großes  Zeitinl ervall,  so  verschwindet 

1        _d  T 

U  -  h   ö;V 

Sind  r,  <P,  P  die  Miltelworte  der  betreffenden  Größen,  so  gilt 
dann: 

w         "^-  -^'^  • 

Führen  wir  in  diese  Gleichurg  die  Werte  (18)  ein.  so  wird 

(21)  n  =  +  '^.''-V*'  =  2*;.-^--J^''*. 

Um  die  resultierende  Kraft  zu  erhalten,  hat  man  alle  die 
/^  zu  summieren,  welche  herrühren: 

1.  von  den  akustischen  Wellen. 

2,  von  den  Atomschwingungen; 

Aanalen  der  Physik.    IV.  Folge.    61.  37 
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als   (li'ittes   koinmcii  iioch   die   Kräfte  hinzu,  welche  von   den 
statischen  Spannungen  hemihven. 

1.  Es  existieren  3  akustische  Wellen.  Wir  greifen  eine  (j) 
<lavon  heraus.  Die  Zahl  der  Eigerschwingurgen  (dZ)  einer 
solchen  Welle,  deren  Frequenz  zwischen  (r)  und  (r  +dv)  lieg«^n 
und  deren  Fortpflanzungsrichturg  in  den  Kegel  d  Ü  fällt,  läßt 
sich  durch  die  Maximalfrequenz  folgendermaßen  ausdrücken: 


Ä 


dZ.^  ^v^dväil,       A 


4  71 

SN 


Die  gesamte  äußere  Kraft,  welche  diesem  Wellentyp  ent- 
spricht, ist  also 

(22)      K,,  =  ^iP.),=  2ffj^{.,^0^fj^ä.läß. 


Der  Index  (;)  gibt  an,  daß  nur  über  solche  (fc)  zu  sunj- 

mieren  ist,  welche  zur  ^ten  akustischen  Welle  gehören. 

Nun  ist 

h  log  »'   __   ö  log  X         fi  log  (0  • 


(23) 


dpi 


r^Ph 


Da  CO  für  ein  und  denselben  Wellentyp  den  gleichen  Wert 
hat  und  /.  für  alle  Oberschwingungen  sich  nur  durch  einen 
von  ph  unabhängigen  Faktor  unterscheidet,  also  d  log  /  für  alle 

denselben  Wert  hat.  so  gilt  dassell)e  von  ^ --  -Man  kann 
also  diese    Größe  vor  das   üb(4*  v  erstreckte   Integral  nehmen 

d  lOfiT  V 

und  durch    .  g     ^  ersetzen.   Bedenkt  man  ferner,  daß  die  poten- 

tiello  Energie  im  Mittel  gleich  der  halben  Gesamtenergie  ist 
und  setzt  man  die  gesamte  Energie  aller  Wellen  des  ;ten 
Wellentypus,  deren  P'ortpflanzungsrichtung  in  den  Kegel  d  Q 
fällt:- 


(24) 

so  wird 
(25) 


- —  €.  c/i2  =  2     ;- 

\n     J  An       V 


I 

0 


^'"«'^rfß. 


''J         AnJ    J      dpH 

2.  Falls«  Atomarten  im  Elementarbereich  des  Kristalls  vor- 
kommen, bestehen  im  allgemeinsten  Falle  entsprechend  den 
3  Freiheitsgraden  jedes  Atoms   (3ä)  Atomfrequenzen,  die   in 
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Annäherung  als  unabliängig  von  der  Geschwindigkeit  und 
Wellenlänge  vorausgesetzt  werden.  Sei  f,  die  Energii*.  weicht^ 
einer  Atomsch^^-inginig  zukommt:  dann  wird  einfach 

8.  Statische  Spannungen.  Die  DeformatiousgiöLVn  x,.  y  . 
2,,  Zp*  Zj,  (Ty  mögen  in  diesem  Kapitel  der  Reihe  nach  mit  dt'u 
Lagrangeschen  Koordinaten  ;>i  .  .  .  ]'«  Ix^zeichnet  werden. 
Natürlich  könnte  man  auch  ebensogut  gewisse  Komhinatioiu^ii 
der  Deformationsgrößen  mit  den  p^  idenfizieren  und  wir  werden 
das  gelegentlich  auch  tun.  Sind  wieder  die  Cf^j,  die  Elastizitäts- 
konstanten des  betreffenden  Körpt^rs,  so  ist  die  poti^ntiell«» 
Energie  gegeben  durch: 

(27)  «^-^S^'-^./'aP»- 

h       k 

Die  äußeren  Kräfte  A^^  .  .  .  A'g,  welche  den  inneren  Span- 
nungen Xj^y  . .  Ay  das  Gleichgew^icht  halten,  sind  dann  gegelx'ii 
durch : 

Die  gesamte  Kraft,  welche  an  die  Koordinate  j;^  angreift, 
ist  durch  Summation  über  die  Bestandteile  1,  2  und  3  zu 
bilden.  Die  resultierenden  Kräfte  seien  Sj  .  .  .  Sq,  Die  Zu- 
standßgleichung  erhält   dann  die  Form: 

(28)  5;=+A^  +  V  ;-r./''>K^rfß  +  V*/i°«'''. 

Würde  also  an  einem  Körper  eine  I)(»formation  ausgeführt 
werden,  so  widerstreben  ihr  1.  die  rein  elastische  Kraft  A, 
welche  durch  die  wahren  Elastizitätskonstanten  Ix'stnnmt  ist, 
2.  die  Druckkräfte  der  Wärmelx^wegnng,  welche  in  den  Uaden 
letzten  Gliedern  der  Gleichung  (27)  enthalten  suid.  In  Ih«- 
sonders  einfachen  Fällen  kann  man  den  Vorgang  so  auffassen, 
daß  die  Gesamtkraft  Z  durch  Konstanten  c^jt  Umstimmt  wird, 
welche  eben  infolge  der  Wärm<'lx»wegung  t»twas  von  den  r^^^ 
abweichen.  Erhöht  man  die  Temperatur  unttT  Verm(?idung 
der  thermischen  Dilatation,  so  bleilxMi  die  c^^k  konstant, 
während  die  c^iJ  variieren.  Die  so  definierte  TemjK^ratur- 
abhängigkeit  der  c^fc'  'äßt  sicli  nun  mit  Hilfe  der  Formel  (27) 

87* 
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diskutiHi-eu  und  dieses  ist  von  Debye^j  für  isotrope  Körper 
geschoben.  Indessen  ist  die  wirklich  l)eobaehtete  Temperatur- 
jihhängigkeit  der  elastischen  Konstanten  eine  andere,  da  die 
Wirkung  der  thermischen  Dilatation  noch  zu  berücksichtigen 
ist.  Denn  zufolge  der  Volumen-  und  eventuell  auch  Gestalts- 
änderung ändern  sich  auch  die  c^^,  worauf  Debye  gerade 
seine  Theorie  der  thermischen  Dilation  gegi'ündet  hat. 

^  2.    Folgerungen  aus  der  ZuBtandsgleiohung. 

Die  Formel  (27)  koimte  ohne  Hinzuziehung  der  Quanten- 
tlieorie  allein  aus  den  (rleichungen  der  ]\Iechanik  hergeleitet 
werden.  Für  das  Folgende  brauchen  wir  spciziellere  Annahmen 
über  f.  und  t,.  Wir  wollen  in  Übereinstimmung  mit  dem 
Planckschen  Ansatz  annehmen,  daß  die  mittlere  Energie  eines 
Fieiheitsgrndes  die  Form  hat 

(29)  «  =  ,.y(.;-). 

Nach  den  Entwicklungen  von  Einslein  und  Debye  hat 
<lHnn  6j  und  Si  dieselbe  Form  wie  ?i. 

Aus  dieser  Ik^ziehung  ergibt  sich  die   Identität : 


(30) 


de       _      _  'i     ^  * 
r   log  *'  "~  d  *f 


HierlxM    ist    vorausgesetzt,   daß    r   nicht    expliziert    von   ^  ab- 
hängt.    Der  gesamte  Energieinhalt    U  ist 

(31)  f^='^  +  y~N:  ftjd<i  +  ^,,. 

"^^  j=zi  J      ''  ,-.4 

Fehlen  äutVre  Kräfte   (E,,  =  0),  so  wird   (28) 


<^*"  »-j:+,li,'/'/rr"-'^+l" 


d  log  Vi 


Aus    (80)   folgt    die    si)ezifische    Wärme    bei    konstantem 


]>iuck  Cp 

p  ""  ^    dp,    dd    ^ 


+  .'/^-  y^^^^^  ^Wß 


dpK       d<^ 


1    ^  ClllL 

471  J^'J    \   f?.V 

y^  i  dti  ö  fc,_  '^   d  log  »'.       dpn  \ 


Hieraus  erhält  man  c  .  indem  mun 


1)  P.  Debye,  Wolfskehlvortrag.     S.  38  u.  42. 
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setzt.  Berücksichtigt  man  noch  die  Gleichung  (80),  so  erhält 
man: 

Unter  Heranziehung  von  (28a)  ergibt  sich  daraus: 

(32)  '^,-^.--^1^'^;- 

Die  bekannte  Eelation,  die  sich  mit  HUfe  des  zweiten 
Hauptsatzes  der  Thermodynamik  allgemein  beweisen  läßt.  Für 
isotrope  Körper  geht  diese  Eelation,  falls  man  als  Lagrangesche 
Koordinate 

p^  =  ^-^-'''      und  entsprechend     X^  =  -  ^-  fl~  '''] 
(x  =  Kompressibilität)  setzt,  über  hi: 

(33)  c^  -  c„  =  9  ';*  «^ , 

wenn  a  die  thermische  lineare  Dilatation  liedcutet. 
Auch  die  Tileichiing 

fV  ^11*    ^    J_      ä  Cr 

gewinnt  man  ohne  weiteres  aus  (27a)  durch  zweimaliges  Diffe- 
rentieren  nach  der  Temperatur,  falls  man  die  aus  (28)  folgende 
Beziehung 

/q4>  cf«  fc J_        ()  ö^ 

berücksichtigt.  — 

Die  Zustandsgieichung  (28)  läßt  sich  in  folgender  Weise 
umformen;  es  sei  h  eine  ganze  Zahl,  so  daß  v.  =  hv.  ist.  Wie 
schon  benutzt  worden  ist,  ist  dlog  v  unabhängig  von  h.  Statt 
auf  Formel  (25)  läßt  sich  also  auf  Formel  (22)  zurückgreifen. 
Da  nun  ferner  der   Quotient 


v^  d  y 


v^ 


{dv  =  T'dh) 

r 

von  f^  unabhängig  ist.  so  ist: 


j      dpK  (^Ph 


ri'-S'^' 


0 


dph    ^J 
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Hierin  ist  xpj  eine  neue  Abkürzung;  entsprechend  sei  y%-  defi- 
niert  durch 

Somit  ninnnt  die  Zustandsgieichung  die  Form  an: 

Hierbei  ist  der  Klammerausdruck  die  freie  Energie  fl.  In  der 
Tat  läßt  sich  zeigen,  daß  der  partielle  Differential quotient 
von  H  nach  der  Temperatur  die  negative  Entropie  des  Körpers 
ist.  Es  ist  dalx'i  nur  zu  berücksichtigen,  daß  die  Entropie 
eines  Freiheitsgi^ades  (s)  \m  der  Annahme  (29)  über  u  die 
Form  hat : 


-SMiHi) 


Die  zugj'unde  gelegten  Vorstellungen  iUx»r  die  molekulare 
Struktur  der  Kristalle  führen  also  unter  Berücksichtigung  des 
der  Plane kschen  Formel  entsprechenden  Ausdrucks  für  die 
mittlere  Energie  eines  Freiheitsgrades  zu  einer  vollständigen 
Übereinstimmung  mit  der  allgemeinen  Thermodynamik.  Wesent- 
lich für  den  Gang  der  Eechnung  ist  indessen,  daß  die  Maximal - 
frequenz  v.  genau  in  derselben  Weise  von  den  j)^  abhängt. 
wie  jedes  Vj  des  betreffenden  Wellentypus,  wie  es  naturgemäß 
ist,  da  die  (Irenzfrequenz  eine  der  unendlich  vielen  Frequenzen 
der  betreffenden  WelU^nart  im  Kontinuum  ist. 

Offenbar  genügt  die  vonDebye  ursprünglich  eingeführte, 
für  alle  3  Wellen  gemeinsame  (Irenzfrequenz  dieser  Bedinginig 
nicht.  Der  Born -Karmanschen  Auffassung  entsprechen 
8  Grenzfrequenzen,  welche  definiert  sind   durch: 


Hierin  ist  ö  der  Elementarabstand  im  Kristallgitter,  der  bei 
nicht  deformierten  Kristallen  ein  Skalar  ist.  Die  gh^icMörmigen 
Volumendeformationen,  w^elche  für  uns  in  Frage  kommen, 
kann  man  sich  in  einer  entsprechenden  Änderung  von  ö  be- 
stehend denken.  Daher  hängt  d  genau  in  dersell)en  Weise  von 
der  l^^formation  ab  wie  die  Wellenlänge  ),.  Der  Born-Kar - 
mansche  Ansatz  ist  also  auch  in  dieser  Beziehung  im  Einklang 
mit     dem    zweiten   Hauptsatz    der   Thermodynamik   und   er- 
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scheint  soinit  als  eim«  Verlx'sseruiig  der  ursprünglichen  l>cbyc- 
schen  Fassung.  — 

Eine  allgemeine  Diskussion  der  Formel  (28)  bei  Kristallen 
ist  sehr  schwierig  und  zurzeit  nicht  einmal  möglich,  da  weder 
die  Änderung  der  elastischen  Konstanten  mit  dem  Volumen 
oder  der  Temperatur  noch  die  der  Eligenfrequenz  der  Atom- 
schwingungen Vi  bekannt  ist.  Wesentlich  (»inf acher  werden 
die  Vorgänge  bei  sehr  tiefen  Temj)eraturen,  wo  e.  proportional  d^ 
und  «t  verschwindend  klein  wird.  Dann  läßt  sich  (27)  schreiben 

Hierin  ist  C\  von  der  Tem})eratur  unabhängig  und  enthält 
mir  die  elastischen  Konstanten  und  deren  Ableitungen  nach  ]Jf^. 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  läßt  sich  leicht  zeigen,  daß 
der  Temperaturverlauf  der  thermischen  Änderung  aller  De- 
formationsgrößen x^.  x^  .  .  .  bei  hinreichend  tiefen  Tempera- 
turen der  spi^zifischen  Wärme  proportional  geht.  Fehlen  näm- 
lich äußere  Kräfte   (Z^  =  0).  so  gilt 

Im  ganzen  erhält  man  sechs  solcher  linearen  Gleichungen 
in  den  j)^.  Bei  Auflösung  nach  2>ä  ergibt  sich  für  die  einzelnen 
^)j,  die  Form: 

worin  (\'  wieder  unabhängig   von  der  Temj)eratur  ist.     Für 


.  ^    erhält  man 


Da  man  hinreichend  tiefen  Temperaturen  d^  neben  i>^  ver- 
nachlässigen kann,  so  wird  in  der  Tat:     .^'    proportional  mit 

1?^,  also  mit  der  spezifischen  Wärme  Cy.  Dasselbe  gilt  selbst- 
verständlich auch  fiu-  alle  linearen  Kombinationen  aus  den  IV- 
formationsgrößen . 

§  3.    Isotrope  einatomige  Körper. 

Fül*  isotroiK^  einatomige  KörjX'i-  verschwindet  Si,  ferner 
werden  alle  Größen  von  der  Richtung  unabhängig,  so  daß 
(28)  auf  die  einfache  Form  kommt: 
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iJedoutet  h  dou  Torsionsmodul,  x  die  Kompressibilität, 
ü  die  Dichte,  so  sind  die  Cieschwindigkeiten  der  drei  akustischen 
Wellen  geg<4x»n  durch: 

(iW,*=  (>ö>2*-  =  <7i  =  Ä 

1,2. 

und  die  potentielle  Energie  der  Volunieneinheit  in  der  Helm* 
holt zschen^)  Nornialforni : 


Für  (^1 -T- n.2  T  ^73)  führen  wii*  den  Wert       ,r-*'  ein  und  ver- 

stehen  unter  I^q  ^'^^  Volunien  kam  absoluten  Nullpunkt.  AI» 
Gleichgewicht skdingung  für  einen  isotro]X'n  (»inatomigen  Körper 
bei  einem  allseitig  gleichgroßen  Ihnjck  77  ergibt  sich  (p^  =t?): 


(35) 


1    r  —  K 


8 


jei  •      f  lg  > 


Man  kann  diese  letzte  Formel  ohne  Benutzung  molekular- 
theoretischer Annalinuai  ableiten,  etwa  den  Grundlagen  ent- 
sprechend, wie  sie  P.  ])ebye  si'incr  Theorie  der  si)ezifiseheii 
Wärmen  zugrunde  gelegt  hat.  ]in  folgenden  soll  diese  Rech- 
nung durchgeführt  werden,  welche  icli  in  meiner  eingangs 
zitierten  Arkit  kiirz  angedeutet  hatte.  Einige  Ungenauig- 
keiten  in  dies(*r  früheren  Darstellung  wt'rdcn  damit  zugleich 
berichtigt . 

Die  pot(*ntielle  Energie  jao  Volunn^icinheit  einer  ein- 
zelnen transversalen  Welle  ia^  -\- Oo  -'  a.^  —  0)  sei: 

qPi  =  Y  *  J  ^^^2  --  '^a)"  +  K  -  ^1)"  +  (^'"1  -  ^2  "*]  ^  ^' '   ^'ö  ^  =  71  > 
während  sich  für  jede  lougitudinal(*  Welle  ergibt : 


^3   = 


2x+l^]/-i-^^='/./-r^^ 


wenn  o^  senkrecht    zur  Ebene  konstant(»r  Phase  liegt,  so  dali 


1)  H.  V.  Helniholtz,  Vorlesungen  über  die  Dynamik  kontinuierliclk 
verbreiteter  MasBen,  JS.  120. 
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«Tg  —  ^^3  =  0.       Die    gesamte    i  üteiilit*lle     lOnergi«'    tlei*    trui  s- 
versalen  Wellen  im  VoIiim<*ii   I'  ist  diinii: 

^1 '  *   *-  Vi- 

die  der  lorgitiidiiialeii  Weütii: 

Der  gesamte  Driick  K  aün*  aki.stisthen  Wellen,  welcher 
das  Volumen  V  zu  verändern  strebt,  ist  dann  nach  Formel  (19) 
zu  berechnen.  Da  die  kinetische  Er;ergie  gleich  dem  Piodiikt 
aus  Dichte  q  und  Volumen  V  mu!li])liziert  mit  dem  Quadrat 
der  mittleren  Geschwindigkt^it  ist,  die  (icsamlniasso  q  F  sowohl 

wie  die  mittlere  Geschwindigkeit   U'i  der  Differentiation  nach 

d  T 
Th  uDg^ändert  bleibt,  so  verschwindet    y  .^  und  es  bleibt  übrig: 


,,  .      n  ( 0,  +  0,) 


Die  Differentiation  nach  1'  ist  hierl;ei  so  zu  verstehen,  dal;> 
überall  die  Verrückuigeji  ai  s  der  (ilrichgewichtslage  unver- 
ändert bleiben.  Fassen  wir  also  zwei  Punkte,  deren  Ent- 
fernung r  sei,  und  in  den-n  diP  Vcrrückiii  gen  ^^  und  Ig  seien, 
ins  Auge,  so  sind  bei  der  lÜffen^ntiation  die  Verrüekungen 
fj  und  ^2  unverändert  zu  lassen.  dtig<gen  der  Abstand  r  ent- 
sprechend der  gleichförniigen  Volumendüatation  wie  F'/*  zu  ver- 
ändern.     Nun   ist    die    jotenticüc    P'nergie    9?  homogen    vom 

2.    Grade  in  den   I)eformatioi.sgrören  x^.  =  -g-  ,   ist   also   wi(^ 

F*"*'  zu  variieren.  1  ei  der  Differentiation  i)artiell  nach  F 
bleiben  also  konstant  die  (iröL'en 

Daher  wird: 

^1  dV  ^3  ff  y 


11      ö  log  7, 
,  6  "^   2     d  log  l'  _ 

1     ,     1     6  lüg  7, 
6     ■     2     ölogF. 

- 

Addiert  man  h 
Kräftf^ 

ierzu  noch  den  Ai 
1     V-  r, 

X               1 0 

nteil  dt'] 

> 

•  statisch  elastisch 

leu 

so    erhält   man    den    gesamtiMi    iiincr<'n    J^ruck,   welcher    dem 


574 


A'.  Für  Sterling. 


äußeren  //  das  (Tleichgewiclit  hält.  Das  Resultat  ist  dasselbe 
wi<^  das  in  Formel  (85)  zum  Ausdruck  gebrachte,  denn  es  be- 
steht die   Beziehung 

d  log  V      d~\og  r  "^  3      6  "*■  2  (9  log  r  J' 

wolx'i  w    eine  neue  Abkürzung  ist. 

Bei   fehlendem   äußeren    I>ruck  lautet   dann   die    Gleich- 
gewichtsl)edingung : 


V  ^  ^   y  "  j 


(an  Stelle  von  iv.  schreibt    Grüneisen  y). 

Durch  totales  I afferent ieren  dieser  (lleichung  nach  #  findet 
man  die  thermische  Yolumendilatation. 

IVzeichnet   man  die»  Enc^rgie  der  Volumeneinheit 


e 


V         P 

und  nimmt  an,  daß  x  und  y  sich  relativ  wenig  mit  der  Tempe- 
ratur ändern,  so  folgt : 

J  V  ^,      d  K, 

d.^  Ajdit 

J 

Wie  schon  (uüneisen  Ix^merkt,  lit^fert  also  die  Born- 
Kar  mansche  Theorie  zwar  ein  Parallelgehen  der  thermischen 
Dilatation  mit  der  si)ezifischen  Wärme,  al>er  keineswegs  eine 
direkte  Pioportionalität.  L(4zt<'re  wird  nur  bei  sehr  tiefen 
und  sehr  hohen  Tem[H'raturen  existieren. 

Man  kann  nun  versuchen,  die  hier  entwickelten  Gleichungen 
mit  anderweitigen  R^obachtungen  in  Beziehung  zu  setzen. 
(irüneisen  hat  gezeigt,  daß  man  die  ex|ieriment eilen  Tat- 
sachen darstellten  kann  durch  (»ine  (rleichung  von  der  folgenden 
Form 


1     V-  l\ 

X 


►  0  * 


Hierin  ist  Uq  eine  Konstante  und  e  die  gesamte  Wellen- 
energie {e  =  2^1  +  Sq).  Diese  Gleichung  gilt  iii  der  Gegend 
von  +  150®  bis  auf  1  Proz.  genau.  Es  müßte  also  angenähert 
gelten 


_  ,i,   —  *i    ^  ^^S  7i     ,     t 
0       B     ^iog  r  "*■  ^^ 


f'  log  r  "^  6 


26 
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Da  vorausgesetzt  ist,  daß  die  elastischen  Konstanten  niclit 
direkt  von  der  Temperatur  abhängen,  sondern  nur  insofern 
als  das  Volumen  sich  mit  der  Temperatur  ändert,  so  läßt  sich 
die  letzte  Gleichung  auch  folgendermaßen  schreiben: 


_        1 


?i_    ä^ogq^  «^    d  log  ga 

e        d^       "*"  26        d& 


+  ; 


Die  Veränderungen  der  elastischen  Größen  q^  und  53  lassen 
sich  nun  aus  Beobachtungen  von  Clemens  Schaefer^)  be- 
rechnen. *   Hierbei   ergibt    sich,    daß  — ^j|:      immer   negativ, 

~  -    dagegen  bald  positive,  bald  negative  Werte '  annimmt . 

Die  Größe  Wq  ist  stets  positiv,  wie  sie  nach  Grüneisen  sein 
soll,  während  aber  der  Zahlenwert  bei  Platin  ziemlich  gut 
stimmt,  ist  das  berechnete  Wq  bei  Kupfer  etwa  doppelt,  bei 
Aluminium  etwa  8  mal  größer  als  es  nach  Gri^neisen  zur 
Darstellung  der  l^eobachtungen  sein  müßte.  Der  Grund  könnte 
zum  Teil  daran  liegen,  daß  die  Annahme,  daß  die  Elastizitäts- 
konstanten nicht  explizit  von  der  Temperatur  abhängen,  streng 
genommen  nicht  richtig  ist,  eine  Möglichkeit,  die  wir  bereits 
im  letzten  Paragraphen  des  ersten  Teils  dieser  Arbeit  diskutiert 
haben.  Ferner  hat  Eucken^)  darauf  hingewiesen,  daß  sich 
für  die  numerische  Berechnung  der  spezifischen  Wärmen  nach 
der  De by eschen  Theorie  die  Berücksichtigung  der  Temperatur- 
abhängigkeit der  elastischen  Konstanten  bei  Metallen  Schwierig- 
keiten ergeben.  Bei  dem  physikalisch  schwer  zu  definierenden 
Aufbau  der  Metalle  bieten  diese,  wie  auch  Eucken  betont, 
offenbar  kein  brauchbares  Material  zur  Prüfung  der  Theorie. 
Hierfür  kämen  wohl  allein  Kristalle  in  PVage,  über  die  jedoch 
keine  Beobachtungen  vorliegen. 

Nach  den  von  Born  und  v.  K4rni4n  und  von  Debve  in 
<lie  Theorie  des  festen  Körpers  eingeführten  Vorstellungen  halten 
sich  also  bei  einem  einatomigen  isotropen  Körper,  welcher 
keinen  äußeren  Isräften  unterworfen  ist,  die  durch  die  ther- 
mische Dilatation  her\'orgerufenen  elastischen  Spannungen  und 
der  Druck,  welchi^i  die  elastischen  Wellen  bei  ihrer  Reflexion 
an  der  Oberfläche  des  Kör})ers  hervorrufen,  das  Gleichgewicht. 


1)  Clemens  Schäfer,  Ann.  d.  Phys.  6.  S.  220.   1901. 

2)  A.  Eucken,  Verh.  d.  Deutschen  Phys.  Ges.  16.  S.  571.    1913. 
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Dieser  innoro  Druck  siebt  durchaus  in  Analogie  mit  dem 
Strahl ungsdruck,  den  in  einem  spieg(^lnden,  mit  einem  durch- 
sichtigen Dielektrikum  angefüllten  Hohlraum  die  elektro- 
magnetischen Wellen  auf  die  Wandte  ausüben,  zumal  wenn 
die  Größe  der  J)ielektrizitätskonstante  ^on  der  Dichte  abhängt. 
Ist  die  Geschwindigkeit  der  Wellen  unabhängig  vom  Volumen 
(wie  es  für  Schallwellen  bei  Gasen,  für  elektromagnetische 
Wellen  im  Vakiuim  der  Fall  ist),  so  ist  der  Druck  proportional 
dem  dritten  Teil  der  Wellenenergie. 

Wären  die  elastischen  Konstanten  sehr  wenig  oder  gar 
nicht  abhängig  von  der  Dichte,  so  würde  ein  negativer  Druck 
proportional  dem  sechsten  Teil  der  Wellenenergie  verbanden 
sein,  welcher  das  Volumen  zu  verkleinern  strebt.  Ein  solcher 
Körper  würde  also  (?ine  negative  thermische  Dilatation  zeigen. 

Danzig-Langfuhr,  Ph>sik.  Inst.  d.  Teehn.  KochschnK 
28.  August  1919. 


(Eingegangen  2.  Septemhcr  1919.) 


577 


-4.   Über  die  Verschiebung  des  Maximums  der 
^efieocUyn  gegen  die  Lage  der  Eigenfrequen»; 

van  K.  Försterling. 


Einleitung. 

Für  die  Kenntnis  des  Aufbaues  eines  niebratoniigen  Kri- 
^*  5^Uß  ist  nax-h  den  heutigen  Anschauungen  die  Frequenz  der 
At  c^mschvringungen  im  Molekül  verbände  eine  wichtige  charakte- 
**iw tische  Größe.  Die  am  unmittelbarsten  zu  beobachtende 
^^^ixkung  dieser  Schwingungen,  soweit  sie  auf  geladene  Teilchen 
^'»  J^ückzuf Uhren  sind.  Hegt  auf  optischem  Gebiet.  Es  handelt 
^ic-li  dabei  um  die  l^ekarmte  Erseneinung,  daß  das  Reflexions- 
^''f  mögen  in  der  Nähe  d(*r  Eigenschwingung  besonders  gi'oße 
^^^^Tte  annimmt.  Mit  Hilfe  der  lUibensschen  Eeststrahl- 
^^^tjhode  ist  es  gehmgf^n,  die  Maxiina  des  Keflexionsvermögens 

***i  einer  Reihe  von  Substanzen  zu  iK^stimmen.  Eine  quanti- 
tative l^erechnung  'der  Verschiebung  des  Reflexionsmaximums 
S*^??enüber  der  Eigenfrequenz  sclhünt  wegen  der  großen  Kom- 
«^^^55iertlieit  der  darauf  U'/üglichen  Formeln  noch  nicht  bekannt 
^'^  sehi,  obwohl  schon  mehrfach  auf  di(^  Existenz  dieser  Ver- 
^^■liiebung  hingewiesen  ist.  um  zahlreiche  ['nstimmigkeiten  mit 
^^^cierweitigen  Resultaii^i  zu  (Tklärc^i. 

Im  folgenden  soll  gezeigt  werdcm,  daß  sich  die  in  Frage 
j^ Allmenden  Formeln  ohne   komplizierte   Rechnungen  ableiten 

*^s^en  unter  Einführung  einiger  Vernachlässigungen,  die  durch- 
*^^^s  unbedenklich  erschc^inen. 

§  1.    Grandgleichungen  für  Reflexion  und  Dispersion. 

J5s  sei  rii  der  l:Jrechungsindex  des  eisten  Mediums,  welclies 
^**^  durchsichtig  vorausgesetzt  wird,  ^/g  und  ^2  Brechungsindex 
^^Hd  Absor])tionsindex  des  z^-eiten  Mediums.     Führt  man  die 
-^hküi'zung  ein 


2  7?,  «^ 


-»  ? 


f»o  ist  das  Reflexionsvermögen  gegelx*n  durdi: 


578  A'.  Försterling. 

eine  Formel,  die  bei  groi^eiii  Reflexionsverinögeu,  d.  b-  kleinem  d 
nähern ngsweise  ülxTgeht  in:  - 

(2a)  1     -  B  -26. 

Es  soll  nun  vorausgesetzt  werden,  daß  in  dem  betrachteten 
Spektral  Ix^reich  sich  nur  eine  isolierte  Eigenfrequenz  befindet 
und  die  übrigen  Eigenfrequenzen'  so  weit  entfernt  sind,  daß 
ihr  Beitrag  zum  Brechungsindex  als  konstant  angesehen  werden 
kann.  El^enso  soll  von  der  Dispersion  des  ersten  Mediums 
abgesehen  werden.  Die  Formeln  für  die  l)isix»rsion  einer  im 
Kristallgitter  fortschreitenden  Welle  sollen  der  Bornschen 
Theorie  entnommen  werden,  unter  Hinzufügimg  eines  D&m- 
pfungsgliedes  v\  Man  kommt  so  auf  die  üblichen  Drudeschen 
Dispersionsformeln  zurück,  welche  wir  nur  in  einer  Hinaiclit 
idealisieren  wollen:  Währen^l  in  der  ursprünglichen  Formel 
das  Dämpfungsglied  mit  der  variablen  Frequenz  multipliziert 
vorkommt,  soll  hier  statt  dessen  ein  konstanter  Mittelwert 
der  Frequenz  gesetzt  werden,  eine  Annahme,  die  bei  der  sum- 
marischen Einführung  der  Dämpfung  in  die  Dispersionstheorie 
sicherlich  unbedenklich  ist.     Die  Gleichungen  lauten  dann: 

Hierin  sind  o,  Vq  und  v    konstante  Größen. 
Setzt  man 

(4)  -^--^i  =  x;  /    ,  =  P. 

so  nehmen  die   Gleichungen  (3)  die  Form  an: 

(3a)  h"  '^^" 

Diese   Größen  sind  in  d(»n  Ausdruck  (1)  für  d: 

2 
(la)  d^ 


n,    ^/| 


«0    "0 


:■""  -  -•'  -  :s 
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einzuführen.    Zuvor  soll  aljer  in  doi'  Formel  l'ür  d  eine  weit(»r»' 
Vernachlässigung  eintreioii.  indem  im  Nenner  von  (la) 


w, 


//, 


=  1 


gesetzt  wird.  Diese  Vernathlässigurg  entspricht  etwa  der  l)e- 
kannten  Annäherung,  weicht*  P.  Drude  so  erfolgreich  in  die 
Theorie  der  Reflexion  des  Lichtes  an  Metallen  eingeführt  hat. 
Sie  ist  um  so  mehr  berechtigt,  je  größer  ^2^(1  +  ^2^)  neben  1 
ist.     Führt  man  weiterhin  zur  Abkürzung  ein 

(5)  y  =  1  +  x{x  +  P)  -I-  y  (1  +  x^)  (1  +  [:r"+  PY), 

SO  findet  sieh  zunächst : 


n. 


ff.- 


^.(l  +  ^2^+l 


L«o 


'  =  9^  +  ^/2 

"     X«  +  1 


and  hieraus 
(6) 


v2  ^  "i*        y 


§  2.   Maximum  der  Beflezion. 

Das   Heflexions Vermögen   li  hat   ein   Maximum,  wemi   Ö 
einen  möglichst  kleinen  Wert  anninmit.     Es  muß.  also  gelten 


also  auch 


dx 


dd^  ^   P'   dy  ^ 
dx  2     dx  ' 


Solange  P  =^  0,  ist  ein  Verschwinden  der  zweiten  Klaimiier 
nicht  möglich.  Das  Maximum  des  Reflexions  Vermögens  liegt 
demnach  bei 

(7)  x,,  =  ^PI2, 

also  nach  (4) 

•      An  dieser  Stelle  wird 


yu  =  -' 


(8) 


//, 


Su  =  — =;^ 


«0  Vi  +  i"n 


mo 
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Das    Ix'i    (Ion    Rcslstnihlfivqiioiizoii    U^obaclitete    BeflexioDfi- 
vermögou  ist  relativ  hoc'h,  z.  Ji.  gibt  Ilubous  für  das  mittlere 
Reflexionsvermögf'ii  (^s  Steinsalzes  0.8  an,  dem  ejbwa  P  =  20  ' 
ontsprechon  würde. 

fJoi  Ijoljoni  Tleflexionsvfrniögon  wird  also  in  Annäherung 

|//.u=i-4'ii;.. 

Mit  diesen  Werten  (^,/  unt)  Jfj/  mögen  die  entsprechenden 
(Irößen  Öq  und  Ko-  welch(^  für  die  Kigenfrequenz  v  =  Vq  gelten, 
vorglichen  werden,  wenigstens  in  Annäherung  für  den  Fall, 
dati  P  groL»  ist  neln^n  1.     Es  ist 

2(1  +  P) 


A  2  ^  "i- 


'0 


n,'   1  +  (1  +  7^;- 


2 

1   -f  /^' 


also  nfi  her ungs weise 


ff,  =  ;;■  V2//>. 


Unter  der  Voraussetzung,  dal.^  das  erste  Medium  das  Vakiuim 
ist  (also  n^  =  1)  und  unter  Heriieksiclitigung  von  (8a)  geht 
die  l(»tzte   Oli'ichung  üln'r  in: 

Wäre  also  die  Abhängigkeit  d»*s  Ht^flexions Vermögens  ^■on 
der  Proq.ienz  bekannt,  so  lielV  sieh  liiernus  allein  die  Lage 
von  Vq  gegen  r^f  (Tmittehi.    Wenn  lM'ispi(»lsweiso  Mo  =  1,5  und 


J^M  =  I  Je '       s^  f^^8^  ^^ 


H 


M 


|0,72 
1 0,75. 


Läßt  man  das  Jjielit  naeheiniinclrr  iin  4  Kläehen  der  zu  unter* 
suchenden  Substanz  reflektieren,  so  läge  also  Vq  an  derjenigen 
Stelle,  wo  die  Kurve  der  reflekti»»rten  Litensität  rund  auf 
V4  bzw.  auf  V3  des  maximalen  Wertes  gesunken  ist;  und  zwar, 
wie  aus  Formel  (7a)  hervorgtht,  naeh  der  Eichtimg  größerer 
Wellenlängen  verscholK^n.  Ijegt  man  die  Kurviui  von  Bubens 
für  Steinsalz  und  Syhin  zugMind<v,  so  würden  sieh  die  Eigen- 
frequenzen ergelx'U  flu* 

Steinsalz  etwa  GO /i  (Maximum  dtr  Kei'lexion  l>ei  52 /i). 
Svhin  ,.      74//  (  ..  .,  64/i). 


über  die  Verschiebung  des  Maccimums  der  Befleximi  usw,    581 

Die  so  geschätzten  Werte  für  Vq  sind  aber  äußerst  unsicher, 
weil  einmal,  wie  Br.  Buben s  selbst  betont,  seine  Darstellungs- 
methode  der  Intensitäts  Verteilung  nur  eine  ziemlich  rohe  An- 
näherung ist^),  ferner  aber  besonders,  weil  fremde  Einwirkungen 
(Wasserdampf)  die  Gestalt  der  Kurve  stark  beeinflussen.  Es 
ist  daher  von  großer  Wichtigkeit,  daß  die  in  Formel  (7a)  vor- 
kommende Konstante  q  sich  aus  anderweitigen  Daten  be- 
rechnen läßt,  während  das  unbekannte  v'  in  ihr  nicht  auftritt. 

§  3.    Anwendung  auf  sweiatomige  Kristalle. 

Die  folgenden  Betrachtungen  sind  durch  eine  Arbeit  von 
M.  Born*)  veranlaßt,  in  welcher  er  nach  dem  Vorgange  Deh- 
iingers')  die  Eigenfrequenzen  der  Atome  Vq  aus  anderweitigen 
Beobachtungen,  gestützt  auf  die  Eaumgittertheorie  der  Kristalle 
zu  berechnen  sucht.  Aus  den  dort  angegebenen  Daten  ist 
nun  auch  die  für  den  vorliegenden  Fall  so  wichtige  Größe  q 
zu  berechnen.  Ist  F  die  Summe  der  Ladungen  einer  Atomart 
im  Grammolekül,  d  die  Dichte,  fi^  und  //g  die  Atomgewichte, 
so  findet  sich  für  g 

Q  =  • 

Aus  (7a)  folgt  dann  für  die  Wellenlängen  ?,q  und  Ajf : 

(10)  j^  ""  17  +  2V47i«o«  **  17  "^  ^  ' 

wobei  q'  eine  neue  Abkürzung  bedeutet.  M.  Born  hat  auch 
die  Xo  berechnet  und  Werte  gefunden,  welche  von  dem  Maximum 
der  Eeststrahlen  erheblich  abweiche^.  Während  Hr.  Born 
aber  in  der  genannten  Abhandlung  bereits  auf  die  Verschiebung 
des  Reststrahlenmaximums  gegen  die  Eigenwellenlärge  hin- 
weist, hat  er  in  einer  späteren  Abhandlung*)  doch  hierin  einen 
Widerspruch  gegen  die  Grundannahme  seiner  damaligen  Rech- 
nung zu  finden  geglaubt,  mit  Unrecht,  wie  wir  im  folgenden 
zeigen  werden.  Die  folgende  Tabelle  enthält  in  der  ersten 
Spalte  die  aus  den  von  Born  benutzten  Daten  berechneten 
Werte  von  q';  in  der  zweiten  die  von  Born  gefundenen  Aq, 

1)  Rubens,  Sitzungsbcr.  d.  Berliner  Akad.  S.  523.   1913. 

2)  M.  Born,  Sitzüngsber.  d.  Berliner  Akad.  8.608.  Formel  (1). 
1918. 

3)  W.  Dehlinger,  Phye.  Zeitschr.  16.  S.  276.  1914. 

4)  M.  Born,  Thy»,  Zeitechr.  19.  S.  539.  1918. 
AfUMOen  der  Phyaik.    IV.  Folge.   61.  88 
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in  der  dritten  die  nach  Formel  (10)  hieraus  berechneten  Im 
und  schließlich  in  der  letzten  Spalte  die  von  Eubens  beob- 
achteten Reststrahlenwellenlängen  ?.ß. 


*jf 


.1  _ 


Steinsalz  .  . 
Sylvin  .  . 
Bromkalium 
Jodkalium    . 


1,74   .10*  ! 

1,00    .10*  ! 

0,562 .  10*  j 
3,46    .10^ 


66,7  fi 

50,9/1 

68,0^ 

78,0  „ 

61,6  „ 

M,4h 

94,0  „ 

76,8  „ 

w,»» 

115,0,, 

95,3  „ 

94,1  „ 

Die  Ü  bereinst  ininmng  der  berechneten  und  beobachteten 
Eeststrahlenwellenlängen  ist  angesichts  der  verschiedenartigen 
smr  Berechnung  verwandten  Daten  eine  sehr  gute.  Bei  Brom» 
kalium  waren  die  Beobachtungen  der  Best  strahlen  besonders 
schwierig.*)  Um  noch  weitere  Beobachtungen  heranzugehen, 
könnte  man  z.  B.  auf  die  von  Paschen  berechneten  Dis- 
persionsformeln für  Steinsalz  und  Sylvin  zurückgreifen.  Diese 
Formeln  sind  so  berechnet,  daß  sie  die  sehr  genauen  Paschen- 
schen  Beobachtungen  möglichst  exakt  darstellen.  Es  muß 
indessen  darauf  hingewiesen  werden,  daß  die  in  den  Formeln 
auftretenden  Konstanten  nicht  unbedingt  einen  physikalischen 
Sinn  haben.  Die  Dielektrizitätskonstante  berechnet  sich  nach 
der  Paschenschen  Formi4  für  Steinsalz  zu  5,68,  während  der 
experimentelle  Wort  6,55^)  ist.  Bei  Sylvin  hingegen  folgt  aus 
der  Paschenschen  Formel  3,87,  der  experimentelle  Wert  aber 
ist  4,70.  Man  wird  daher  zu  allgemeinen  Schlußfolgerungen 
die  Konstanten  der  auf  Sylvin  bezüglichen  Formel  nicht  be- 
nutzen können;  für  Steinsalz  würde  aus  der  Paschenschen 
Formel  ^'=2,02*10+*  folgen,  für  ^o  ungefähr  60 /i,  was  von 
den  oben  angegebenen  Werten  nicht  allzu  verschieden  ist. 

Schließlich  mögen  diejenigen  Werte  für  die  Eigensch^win- 
gung  Xq  zum  Vergleich  herangezogen  werden,  welche  ich  für 
Steinsalz  und  Sylvin  in  der  vorangehenden  Arbeit  aus  der 
Darstellung  der  spezifischen  Wärmen  nach  der  Born-K&r- 
m&nschen  Theorie  erliielt: 

Steinsalz  Aq  =  64,6  fi, 
Sylvin      ^  =  77  /«. 


i)  H.  Habens,  Sitzungsber.  d.  Berliner  Akad.  S.  627.   1913. 
2)  Vgl.  W.  Voigt,  Kristallphyaik.  S.  467. 
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Die    Übereinstimmung   mit    den  in   Tab.  1   angegebenen 
Werten  für  i^  ist  "wiederum  recht  gut. 

§  4.    IPluBspat. 

Komplizierter  sind  die  Verhältnisse  beim  Flu£spat.  Die 
Ttaumpttertheorie  ]&£t  hier  nur  eine  Beststrahlenwellenlänge 
«u.  Diese  Aussage  steht  wohl  kaum  in  unbedingtem  Wider- 
spruch zu  den  Beobachtungen  von  Eubens^),  welcher  bei  einer 
größeren  Zahl  von  Eeflexionen  ein  doppeltes  Maximum  der 
Intensität  wahrnahm.  Da  nämlich  die  Intensität  der  be- 
nutzten Lichtquelle  innerhalb  des  Streifens  sehr  stark  variiert 
(die  Intensitäten  an  den  beiden  Enden  dessell)en  vorhalten  sich 
'Wenigstens  wie  1 : 3),  kann  ein  zweites  Maximum  entstehen, 
wenn  der  steilste  Absturz  sich  an  einer  Stelle  des  Speftrums 
liefmdet^  wo  das  Beflexionsvermögen  noch  im  Steigen  begriffen 
ist.  Man  kann  durch  Aufzeichnung  und  Durchrechnung  eines 
speziellen  Beispiels  leicht  die  Kurvort  Fig.  2  dor  ol>^n  zitierten 
Bubensschen  Arbeit  erhalten. 

Aus  den  von  M.  Born  benutzton  Daten  ergibt  sicli: 

FlnBspat     .     •     .        4,18*10^  58,1^  35,9 /u  31,6 /i 

Der  von  Bubens  beobachtete  Wort  kann  infolge  dor  oben 
erörterten  Intensitätsverteilung  sehr  wohl  etwas  zu  klein  sein; 
doch  wird  kaum  hierauf  allein  die  Differenz  zA\isch(»n  X^  und 
ilit  zurückzuführen  sein,  sondern  es  wird  die  immerhin  vor- 
handene Unsicherheit  in  den  benutzten  Daten  eine  Bolle  spielen. 
Der  aus  der  spezifischen  Wärme  abgeleitete  Wort  Ao  =  51,0^ 
liegt  dem  von  Born  Ix^rechneten  ^  sehr  nahe.  Zweifellos  be- 
steht bei  der  Wahl  der  beiden  Eigenfrequenzon  zur  Dar- 
stellung der  spezifischen  Wärme  eine  gewisse  Willkür;  be- 
sonders da  nur  bei  wenigen  Temperaturen  Eoobachtungon  vor- 
liegen. Immerhin  wäre  eine  Wiedergabe  dos  Ten)poratur- 
Terlaufs  der  spezifischen  Wärme  Ix^roits  mit  einer  Eigenwellen- 
länge ilo  =  45  ^  nicht  mehr  ohne  orheblicho  Eohlor  möglich. 

ZusammenfaBBung. 

In  der  vorstehenden  Arl)eit  wurde  die  Lagt?  des  Maxi- 
mums des  Eeflexionsvermögens,  welche  nach  der  Best  strahlen« 

1)  H.  Bubena,  Ann.  d.  Fhys.  09.  S.  576.  1899. 


684    K.  Förster Hny.    Cbvr  die  ]'erschicbuiu/ des  Maximums  m 

methode  Reincasen  wird,  gegenülier  der  Kigeiifrequenz  dee 
Körpers  berechnet.  Uio  Verse tiiebuiig  ist  aehr  betrftchtlieh 
und  darf  keineswegs  vernacliläsäigt  werden;  sie  koimte  bei 
einer  Reihe  der  wiclitigsten  Kristalle  aiiß  vorhandenen  Daten 
Iwrechiiet  werden.  Es  zeigt  sich  nunmehr  eine  sehr  gute  Über- 
einstimmung zwischen  den  Kube naschen  Iteststrablbeob- 
achtungen,  den  Freqiienzeu,  welche  aus  der  Theorie  der  spezi- 
fischen Wärme  folgen  und  schließlich  denjenigen  Werten, 
weffihe  M.  Born  aus  der  Gröliie  der  PieleUizitätskonstanten  und 
gowiBser  optischer  Daten  berechnet  hat, 

Danzig-Laugfuhr,  Physik.  Inst.  d.  Techn*.  HochBchtde, 
28.  August  1919. 

(Eingegangen  2.  September  1919.) 
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1.    I>le  magnetische  SusxeptibHität  i'oh   Antimon 
und  Wi97nut;  ein  Beitrag  mtr  Kenntnis  der  Form 

der  ßfagnetonen^]; 

roH  Hector  Isnardi  und  Itivharft  Gans. 

(Nach  Mctisiingen  von  Hector  Isiiardi.) 


Nach  der  Langcvinsclieii^  kinetischen  Theorie  des  Ma- 
gnetismus muß  die  spezitische  Saszeptibilität  )^  diamagnetischer 
Körper  von  der  Intensität  des  Feldes  JI  unabhängig  sein, 
während  die  experimentellen  Arbeiten  vonHonda*)  undOweu*) 
in  einigen  Fällen  einen  ausgesprocheneu  Einfluß  von  II  auf  / 
zeigen  (vgl.  Fig.  1  und  2). 


fS  20  25 


fO  fS  20  2S 


Fig.  1. 


Flg.  2. 


Beide  Forscher  schreiben  diese  Nichtkonstanz  der  Saszep- 
tibilität der  Gegenwart  kleiner  Mengen  Kisen  zu  und  deuten 
ihre  Resultate  als  Überiagerung  der  negativen,  konstanten  Sus- 
zeptibilität  des  diamagnetischeu  Körpers  (die  gera^le  Linie  // 

1)  Auezug  aiH  der  Veröff^ntlichuug  in  Coiitribiicion  al  eatudio  d-.* 
Is9  ciencias.     Uuiverdiiad  de  La  Plata.  2.  S.  bt».  11)17. 

2,  P.  Laiigevin,  Ann.  chim.  phys.  (8)  5.  S.  70.  1905. 

3)  K.  Honda,  Ann.  d.  Phys.  ^l.  S.  1027.  UUO. 

4)  W.  Owen,  Ann.  d.  Phys>.  Xi,  S.  «57.   liU2. 
Annalen  der  Btisrtik.     IV.  FuIkc    C.  '^^^ 
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in  Fig.  3)  und  der  variablen  Suszeptibilität  des  Eisens  (die 
Knrve  R  in  Fig.  3),  so  daß  eine  Kurve  vom  Typus  C  entsteht 
Nun  hat  einer  von  uns^)  eine  statistische  Theoria  des 
Magnetismus  entwickelt  unter  der  Annahme,  daß  die  Magnetonen 
starre,  elektrisch  geladene  Körper  sind,  die  sich  unter  dem 
Einfiasse  des  äußeren  P'eldes  und  der  thermischen  Agitation 
befinden. 


t 


1 


x 


I 


Fig.  H. 

Nach  dieser  Theorie  ist 


Fig.  4. 


(1) 


/  = 


-  .V 


e.'- 


Anr 


24_-  C 


f  1   +  /'  -'-'  (/)]  , 


WO  N  die  Anzahl  Magnetonen  im  Gramm,  ejm  die  spezifische 
Ladung  des  Elektrons,  Ay  B  und  C  die  Hauptträgheitsmomente 
des  Magnetons  bedeuten,  von  denen  A  und  B  als  gleich  an- 
genommen worden  sind,  so  daß  B  in  der  Formel  nicht  vor- 
kommt,    li  ist  eine  Abkürzung  für 


(2) 


,         3  .1 

-      .1 


£i  eine  transzendente  Funktion,  die  von  Gans  berechnet  und 
in  einer  Tabelle  niedergelegt  worden  ist,  und  deren  Argument 


(3) 


Y^Il 


2  m  V    2  k  T 


dem  Felde  direkt  und  der  Wurzel  aus  der  absoluten  Temperatur 
umgekehrt  proportional  ist,  denn  k  ist  die  bekannte  universelle 
Konstante  der  statistischen  Mechanik. 


1)  R.  Gans,  Ann.  d.  Phys.  41>.  S.  149.  1916. 
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Nach  Gleichung  (1)  wird  x  durch  eine  Kurve  vom  Typus 
der  Fig.  4  dargestellt,  die  durch  einen  bestimmten  Wert  x^ 
für  schwache  Felder  und  einen  anderen  Wert  Xr  ftir  sehr 
starke  Felder  gekennzeichnet  ist,  und  zwar  gilt 

(4)  '/  =      \  ■ 

^         Ä 

Nur  wenn  A  =  C  ist,  d.  h.  wenn  alle  drei  Hauptträgheits- 
momente einander  gleich  sind,  so  daß  /<•=  0  und  ;  ==  0  ist, 
wird  X  ©in®  vom  Felde  and  der  Temperatur  unabhängige 
Konstante 


tu- 


(5)  /o  =  -^4 

Da  die  Kurve  C  der  Fig.  3  und  die  Kurve  der  Fig.  4  für 
starke  Felder  denselben  qualitativen  Verlauf  zeigen,  haben  wir 
f&r  einige  Stoffe  mit  größtmöglicher  Genauigkeit  /  in  seiner 
Abhängigkeit  von  U  gemessen,  und  zwar  innerhalb  möglichst 
weiter  Grenzen  und  besonders  ftlr  schwache  Felder,  um  zu 
entscheiden,  ob  die  etwa  beobachtete  Veränderlichkeit  von  x 
durch  kleine  Eisenbeimengungen  hervorgerufen  wird  oder  sich 
durch  Verschiedenheit  der  Hauptträgheitsmomente  desMagnetons 
erklärt,  mit  der  Nebenabsicht,  A  und  C  mittels  der  Gleichungen 
(3)  und  (4)  in  absolutem  Maße  zu  bestimmen. 

Wir  haben  für  die  Beobachtungen  Sb  und  Bi  ausgewählt 
wegen  des  starken  Feldeinflusses  bei  diesen  Substanzen  nach 
Honda  und  Owen. 

Wir  bedienten  uns  der  Weissschen^) Meßmethode,  welcher 
die  Kraftwirkung  in  einem  inhomogenen  Felde  zugrunde  liegt, 
mußten  also  die  Feldstärke  und  ihren  Gradienten  ballistisch 
messen  I  und  zwar  letzteren  mit  einem  eigens  konstruierten 
Schlittenapparat,  so  daß  der  ballistische  Ausschlag  bei  seiner 
Verschiebung  direkt  den  Gradienten  ergab. 

Zur  Eichung  in  absolutem  Maße  benutzten  wir  Wasser 
mit  dem  von  Weiss  und  Piccard^)  bestimmten  Werte. 


1)  P.  Weiss  und  G.  Focx,   Arcb.  d.  sc.  phys.  et  nat.  31.  S.  4,   19 
89,  117.  1911, 

2)  P.  Weiss  und  P.  Piccard,  C.  R.  155.  S.  1284.  1912. 

89* 
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Natürlich  wurde  der  schwache  Magnetismus  der  Suspension 
gemessen  und  in  Rechnung  gezogen. 


1.    Antimon. 


Ehe  der  zu  den  Messungen  benutzte  Zylinder  gegossen 
wurde,  wurde  das  Metall  und  die  Brouzeform  mit  beißer 
Schwefelsäure  gewaschen.  Es  ergaben  sich  folgende  drei  MaB- 
reihen. 


// 

-;f.lO« 

II 

-/.lO' 

//   i 

1 

-/•!<>• 

2Ü75 

0.77S7 

1  U2i* 

0,7 '.»50 

3350  ; 

0,8189 

3ÜSG  , 

0,7670 

154:i 

0,«0?7 

50i»0 

0,8092 

4100  : 

(»,s018 

207  r» 

0.7410 

6830 

03100 

:)084 

0,sll2 

308«; 

(»,7838 

8500 

0,8895 

«000 

0  Ö2:)4 

4100 

0,M145 

10171»  ; 

0,8166 

6750 

0.S183 

5084 

0,81)48 

13260  1 

0,7ö90 

7460 

0.8158 

6(^00 
6750 
7460 
8046 

0,^1 71» 
0,8164 
0,8143 
0,7!»L>3 

1 

Fii^.  5. 

Die  Resultate  sind  gra))hisch  in  Kig.  5  dargestellt,  in  der 
auch  zum  Vergleich  die  Hondaschen  Hesult.ite  eingezeichnet 
worden  sind. 
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2.    AmerikanlBches  Wismut.') 

Das  granulierte  Material  wurde  fein  gepulvert.     Die  Er- 
gebnisse sind  folgende. 


u 

'-/•JO- 

1466 

1 ,220 

1062 

1,241 

3081 

1,240 

3244 

1,24H 

4480 

1,256 

6002 

1,289 

8917 

1,282 

116ISÜ 

1 ,279 

Wegen  der  graphischen  Darstellung  vgl.  Fig.  5. 

8.   Kahlbaumaches  Wismut  in  Stangenform. 

Da  beim  amerikanischen  Wismut  ein  deatlicher,  wenn  auch 
schwacher  EinHuti  des  Feldes  beobachtbar  war,  haben  wir  uns 
aus  Eahlbaumschem  Wismut  eine  Stange  gegossen  und  er- 
hielten die  folgenden  Resultate. 


1 

1   ^ 

1084 

1,352 

146^) 

1,349 

imi2 

1,347 

3244 

1,369 

3935 

1,358 

1001 

1,358 

49ÜU 

1 ,328 

8028 

1,334 

11720 

1,317 

13680 

1,3Ö7 

Hier  war  eine  systematische  Abhängigkeit  von  der  Feld- 
stärke, wie  aus  der  Tabelle  und  der  Figur  hervorgeht,  gänzlich 
verschwunden.  Drehte  n)nn  jedoch  die  Stange  um  ihre  Achse 
um  90",  so  ergab  sich  für  das  Feld  //  =  8028  Gauss  der  Wert 
;^  ==- 1,17.  10""**.  Das  ist  ein  EinriuÖ  der  Kristallstruktur. 
wie  ihn  Owen  (a.  a.  0.^  bereits  festgestellt  hat. 

1)  Wismut   aus   der  Filinlc  von  Merck  in  den  Vereinigten  Staaten. 
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4    Kahlbaum  Bches  Wismut  in  Pulverform. 

Aus   diesem  Grunde   haben  wir  auch  mit  pulverisiertem 
Wismut  Yon  Kalilbaum  Messungen  gemacht.     Es  ergab  sich 


// 

/.lü" 

1084    1 

1,21b 

I46(;    1 

1,223 

1  i»62    1 

1.215 

:i24-l    1 

;  ,221 

893Ö    1 

l  .221» 

4001    ] 

l  220 

4000 

1 ,223 

8028    1 

1,228 

11720    1 

1,214 

iijoyo 

1  222 

Der  in  dieser  Maßreihe  gefundene  Wert  steht  in  befrie- 
digender Übereinstimmung  mit  dem  Mittelwert  aus  den  beiden 
Zahlen,  die  in  zueinander  senkrechten  Richtungen  bei  der 
Stange  gefunden  wurden. 

In  die  Figur  haben  wir  auch  die  von  Owen  anKaklbaum- 
schem  und  elektroljtischem  Bi  ermittelten  Werte  eingetrageD. 

BrgebaisBe. 

1.  Die  Resultate  unserer  Messungen  zeigen,  daß  die 
magnetische  Suszeptibilität  des  Bi  und  Sb  nicht  von  der  Feld- 
stärke abhängt,  daß  also  die  scheinbare  Abhängigkeit,  welche 
Honda  und  Owen  beobachtet  haben,  auf  Meßfehler  und  iteil- 
weise  vielleicht  auf  Verunreinigung  durch  Eisen  zurQckza- 
tilhren  ist. 

2.  Ein  Vergleich  mit  der  G aussehen  Theorie  ergibt,  daB 
die  Hauptträgheitsmomente  eines  Magnetons  untereinander 
gleich  sind.  Wir  haben  dieses  Resultat  zwar  nur  ani  Bi  und 
Sb  festgestellt,  wahrscheinlich  gilt  es,  nach  den  Messungen  von 
Honda  und  Owen  zu  urteilen,  aber  auch  fUr  die  übrigen 
Kiemente. 

La  Plata,  April  1917,  Instituto  de  Fisica. 

(Eingegangen  4.  Oktober  1919.) 
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2.    Vber  das  piexooptische  Verhalten  von  Topasf 

von  Robert  Bppendahl. 

(Oöttinger  Dissertation.) 


Eialeitung. 

Das  optische  Verliulten  eines  durclisichtigen  Kristalles  ist 
bekannt,  wenn  die  Parameter  seines  Polarisationsovaloides  ge- 
geben sind.  Die  (ileichiHig  desselben  lautest,  auf  ein  beliebig 
im    Kristall  orientiertes  Achsensysteni  X'.  Y',  Z'  bi^zogen: 

^  ^  l         "  +  2a,,  X'  y\ 

Hierin  sind  die  aj^j^  ParaUh'ler  des  Kristalles,  die  sogenannten 
Polarisationskonstant (»n^).  für  das  betreffende  Achsi^nsystem. 
Im  Falle,  daß  das  Af'hsensystem  mit  den  Hauptachsen  des 
Ovaloides  zusanimenfälh.  Averden  die  «23 •  ''ai*  «12  —  0  und 
die  Ali-  n^i  nnd  a^  vw  den  (Quadraten  der  Haupt  licht  gesch  win- 
digkeiten . 

15ei  konstant«*n  äulit»ren  l^dingungen  sind 'die  Polarisations- 
konstanten  nur  Punktionen  der  Wellenlänge.  Bi»i  Änderung 
der  äußeren  Umstände,  die  Einfluß  auf  das  physikalische  Ver- 
halten des  Kristalles  halM*n,  ändern  si<'  sich  dagegen  im  all- 
gemeinen gleichfalls.  Pur  die  Änderung  des  optischen  Ver- 
haltens eines  Kristalle?;  s|)(*ziell  durch  elastische  Information 
hat  F.  Pockels^)  nach  dem  Vorgang  von  Fr.  Neumann*) 
die  Polarisations konstanten  als  lineare  Punktionen  der  De- 
formationsgrößen h/W.  der  l>ruckkomiH)nenten  angesetzt  und 
auf  dieser  Grundlagt*  die  Theorie  der  Ijt'ohacht  baren  Erschei- 
nungen abgeleitet,  die  erhaltenen  Resultatt»  auch  durch  ex- 
ix»rimentelle     rntersuchungeii    an     Kristallen    des    regulären 

1)  W.  Voigt,   Oöttinger  Nachr.  1896.   Heft  3.    JS.  17. 

2)  F.  Pockels.  Wied.  Ann.  N.  F.  87.  1889;  Lehrbuch  der 
Krietalloptik  S.  467.    HK)6. 

3)  F.  Neumann.  Ahh.  d.  Berliner  Akad.  11.  1841;  Pogg.  Ann. 
54.   S.  449.  1841. 


•^% 


l\.  Hppcviltihl. 


SNsft'ii.^  M»\\i.'  ilt'S  ilimiLoiMlrist  hell  Svstfins  geprüft  und   be- 

In  M»vlü  i^ri^ilt  r  ArUit  ist  riu  Vortivter  di-s  rhombischen 
S\>t»'iris.  lämliili  Topas.  lUr  rnti'isiuhur.g  unterworfen, 
wiiliii'iul  im  Aiiliai  ^  ki  r/  iiU*r  I\oIk\i  huii.gen  am  hexagonalen 
l\'r>ll  Uiiilui'i  wird.-)  Kiiu'  nnilüjairi.'  rntersuchuKg  des 
^Mo.oo^MiN,  luMi  Wrbaltiis  \oii  Natiiiiun  l.lorat.  das  wegen 
ilt>stu  Alxiiviiät  liu  i:anz  l>i  sor.dt  n  s  IiiTinssf  erweckt,  führte 

Vt'vnu.ilii h  \vi  i:f  11  ojii>ilur  StöriTigi-n  des  benutzten 
Iwisialln  all  i-idi  <         »\ii  ht    /u  sulnnn   KrgiV>i'issen  r-rd  muß 

Pir  \\  oImi  \:i\  1  i:i  n  /\  r  i  •  ?!i!!:n:v!  s:  i^r  |»i5zoopiis<-hen 
Koiis!;uiii'!'.  dt  i  !^  .-•-irlui'.i  ii  i^Mj'.ill'.  sii.d  :iij  Ph^ sikalis«. ben 
lisiiiiir  .  •;  *-oti;!.;tr.  li'.iili:;:  ■!■  wnidt-ii:  si».-  beziehen  sich 
i  U  i\-i^  w.i  .iu-  ii  v^' .u  ! :-. !  iZ- '..  ^•:':.  ro<- k-.  U  avf  den  ^pe- 
:i  11.  V'  \\i\\  :  :^ '*.  .*  ^t  V:  Vr:  vk-.  >.  :  !  ir!:  ..i>-  thtoretisiht-n 
rosv.;lv  i\  >^^'-..'.. 'v  ;•..■•  .:":.•  ;  :::.  *::..•.  ]\i\\  rechtwiukligts 
IVi'.-lii  l  \'.i;  vi  ^i".  •:  c:.  ■  * :  ■ :   l^i  .  :  ■ :  i .  !  ^  ^- iTr-n  den   Kristall 

ji     .:..:.       •  -  .-•.:•..  l  r .ikt  ai>gtM-tzt. 
^.  —  '  j:  :   -.  ..  ..•  ■   i>.  by  idfU  zu  dieser 

\:  ■        :    . "'   -    "w-  ri"    m  i  äcLsi 

. .  * .  •    .:>■*»  r  i.'Ui prt  2.*ioi l« - 

-  V    ^     -     -     -    -■-.    iVotöili^vii  jjTrn 

.-■•::  übende     IV- 

^^  ^      •  .  •     V-rr^si^-lli. 

f  ■  -^     ^-    -- "  ..  .  ^        -   :!'    lo\ii^     n  Lte 

""*•----  ■   -ii^r  5^-Lw-rre 

-      -"        •    ^  '  ■:    ri>^h;läTte 

'"•.  i'li^ly-    ylau 


■  ■      *  %  ^ 


.  \1     i^> . 


.^'. 


•v      .      .      .. 


X 


*      » 


*  •  *  ■ 


^   xs 


-..«»  ."«v 


^      •    ^ 


•t:  i^!> 


V  •         \ 


X        •• 
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Anr.    11. 


X 


\     •      c-     ^ 


VS4 


Tri! 


/  her  (las  j'ii'inonflsrlir    \  t^rlialfm   n^ii    rn^His.  ."tJ^ 

sator  auf  die  Tischplatli'  iinfgt  s(  hnnibt  wirtK*,  ilas  Krisitill- 
präpurat  direkt  vor  bzw.  hiulir  «Kr  öffimrg  des  Koiupoii- 
sators  zu  stohoii  kam.  Z\  r  Ai  siil.mrg  d(  8  l'riick^.s  wurde  auf 
die  obere  Elndllädie  dts  l\ristallparalkl(*)»ivods  ein  passeiidis 
Stablstlick  anfgcwtzt  odt'i*  aiifgokiltef .  das  in  oine  Spitzr 
endigte.  lUcse  Spitze  wiederum  tng  (»iiu^n  ib  ssingrahiiien.  in 
dessen  Avsschnitt  die  Säi-le  uvd  das  K'ristallpräparat  stand 
und  dessen  Ebene  senkreibl  zi  r  IN  obachtin.gsric  blimg  war. 
Das  Eäbmtben  fiibrie  di  n  b  (inen  Spalt  in  d(r  Tiscb^hitte 
nach  inten,  wo  es  mit  einer  Anbäigevorrichti.ng  versebeji 
wurde,  die  vcrmitlekt  einer  Slal'ls])itze  nnt  einem  borizontal- 
steLenden  Heliel  in  Virbirdn  g  stand.  Ihi  Ix'i  diesei  Vor- 
richtung der  Ih'v.tk  zwischen  zwei  verlällniHmäl-ig  weit  ent- 
fernten Spitzen  wirkte,  so  war  die  l'i  si(  be-rlieit  in  der  iTuck- 
richturg  nuht  so  groü.  wie  Ini  dem  Poe  kelsscben  Apparat; 
au£erdeni  war  die  Aufstelb  i  g  der  Pi'snien  eine  viel  Ix'qiiemere 
und  leichtere.  I'ie  Sdiwierigkiiten  indessen,  einen  gleicli- 
iräl:'ig  über  den  Qi(rs(linitt  dt  s  lVäi>aratcs  \erteilten  V-nick 
zu  erzielen,  auf  die  Poekels  s(  l  on  in  ai  st übrlic  her  Weis»'  ein- 
gegai:gen  ist,  waren  nidit  mir. du-  groB.  Pas  Verl  ältnis  de^ 
Hebelarirts.  an  dem  die  Stabls]>itZ4'  di  s  Hahnieis  aigriff,  zu 
dem  Felx'larm.  an  wehlum  di«'  Telasti  i  g  wirkte,  war  ver- 
schieden. Es  war  1  :  5  In-i  den  meisten  b'omiH'i:satornnssnngfn, 
bei  den  M^ssongen  der  al»<obiten  Verzögenmgen  (hi^egen 
1  :  9,7. 

Die  Ai  sführnrg  der  Mes.siirgen  geschah  in  anaU)ger  Weise, 
wie  Ijei  den  Intersr.!  hm  gen  xon  Poekels.  Zir  ^^•ssnllg  der 
relativen  Vt  rzögerni  gi'n  diente  (krsrlU-  Üahinetsche  Kom- 
I^erisator  älterer  K()i:stniktion.  den  er  In'i  seinen  l  nter- 
sudningen  im  Physikalischen  Iiistiti;t  zu  (iötthigen  In-nutzt 
hat.^)  Infolge  einer  währencklem  an  tlemsellM-n  Ncngenommm«*!! 
Ai  swechselir.'g  der  (^rarzk»  il«^  In-tri  g  der  Streifenal»stand  fiu 
Na-Licht  nicht  '23. S  rnKh'ehuiigrn  dir  Tiomnnl.  >-<nh|eni 
9.7*2  Uindrehungen. 

Bei  sämtlichen  IN  ()ha<  litui  j^^'n  «ler  nlali\«'n  Wr/ögeiiiiigt-n 
war  da»s  Krisfallprisma  zi  m  l'OmiHi. sator  so  orientiert,  dal» 
die  S(hwingungsrichtiing<'n  im  Prisma  parallcd  waren  zu  denen 
im   Kompensator.      Psnm   gilt    fiii-  «h'e   dirdi    Prjuk  »-rz'rpt« 

I)   F.   Porkels,  Wip.l.   Ann.   N.  K.  ;17.    S.  hi«.   188H. 


■ilutivf  Wrzögivuitg  A  ilcr  lioriKoiital  Mchwiiigeiiden  Welle  h 
jcgfii  die  vcilikiil  scliwing.*iulc  t;  liei  13('Si'ln'änkuiig  auf  GliedtT 
■rst)'!'  ürdiimiffT 


+  - 


-  K  - 
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iiic'iiii  bezeJcliiH'l  D"  die  Dii-kc  di's  l*i*isiuus  in  der  lifob- 
iivlil iingsrielitiiiig  \-oi-  der  Koinpi-essioii,  D  diejauige  während 
der  Kompression;  ji  den  angewandtcii  Drndk  in  Gr^inm  pro 

()imdrahnilliniet(T.     Deiwllx-  isl 


''=7 


oder 


wo  y  dif  am  Hebelendi'  wirkende  IVlasliing  und  Ki'/i,  der 
ytiei-aclniiH  des  Prismas  ist.  D  ~  D"  isl  die  Dicktfn&nderung 
des  Präparates  in  der  UeobiichtringsriehUiiig.  n^"  imd  n,"  be- 
zeichnen die  iirMvriingliehon  Urechungsindizes  der  horizontal 
und  der  vertiknl  schwingenden  Welle.    l>ns  Glied 


ist  eine  Korrekt  iou  für  die  relative  Verzögerung  der  entsteheuden 
Dickenändening.  <lie  si)e/iell  bei  stark  doppelbrechenden  Kri- 
slallen  von  r.inwirkung  isl,  Ik'i  schwach  dopi>elbrechenden 
lü'istallou,  wie  TojJaK.  U'trUgt  diese  J\orrektion  nur  einen 
kleinen  Bruchteil  von  1  Proz,  niid  kann  bei  nicht  hpIu-  genauen 
.Messungen  vcrniichlässigt  werden;  Ix-i  regulären  Kristallen 
\rr schwindet  sie  überhaupt.  Ferner  küeielinct  v  dio  Ge- 
schwindigkeit des  Lichtes'  im  leeren  Kaum,  tu"  diejenige  im 
undeformierten,  a>  diejenige  im  deformierten  Kristall.  A'  ist 
die  durch  die  Kompression  erzetigle  Kt reifen \erschiebung  des 
Kompensfttors,  ausgedrückt  in  I'mdivhungen  der  Trommel. 
Die  rngenauigkeil  der  Einstellung  des  schwarzen  Kompen- 
satorstreifeiis  war  je  nach  der  Deutlichkeit  des  Streifens  ver- 
schieden. Wie  ging  selten  iiljer  ±  0,004  A  hinaus,  und  betrug 
in  den  ineisten  Füllen  ungefähr  O.OO'i -0.004  A. 

l>er  pro  Millimeter  Lichtweg  durch  die  Druekeinheit  von 
1  g  i>ro  Quadratmiltinieter  erzeugte  (iLingunlerschied  werde 
mit   A    l>ewichnet .     ]''ür  ihn  gill : 
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j  ,    l)  -  u^     II, r  -  ?^" 
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^  r^,  ist  hierbei  dit*  durch  1  g  i)r(»  Quadratmilliiiiutor  hervor- 
gerufene Ihieare  ])iKitution.  Ist  also  A^^^  durch  die  Beob- 
aclitung  gegeljeu,  ferner  die.  linei^re  Dihitation  Ix'kannt,  so 
läßt  sich  der  in  der  J...}  stt»hende  Ausdruck  Ix^rechnen.  Der- 
selbt*  enthalt  die  (hircli  das  Polarisationsovaloid  und  den 
Ansatz  von  Pockels  «^'egi'benen  KoiTstanten  des  Kristalles. 

Die  Messung  tler  absoluten  Verzögerungen  wurde  mit 
einem  Jaminschen  I nt er ferentialrefraktor  spezieller  Konstruk- 
tion ausgeführt,  der  nach  Angaben  von  Prof.  Voigt  kon- 
struiert war.  ZwisclK'U  d<^n  Platten  dessellx^n  stand  außer 
dem  Kompressionsapparat  ein  zur  Messung  der  absoluten  Ver- 
zögerung dienendfr  Janiinscher  Komi)en8ator.  Sämtliche 
Apparate  waren  frst  mif  (»iner  grot.rn  Steinplatte  montiert, 
um  Erschi'itterungtMi  zu  vt^rmeiden.  Als  Schutz  gegen  TemjX'- 
raturschwankungtMi  war  das  Ganzt'  mit  einem  Pappkasten  um- 
geben, der  Fenster  fin*  den  eintretenden  Lichtstrahl  und  das 
l^eobachtungsfernrohr  cntliielt.  Ferner  ragte  aus  demselbexi 
das  Ende  des  zu  belastenden  Heliels  und  die  Tronnnel  des 
Jaminschen  Komjunsatcns  herav.s.  Zur  Aulhebung  der  durch 
das  zu  komprimierend.»  Prisma  lier vorgerufenen  ursprünglichen 
Verzögerungen  des  einen  Li(  htstrahles  wurde  innner  ein  zweites 
])assendes  Präparat  in  den  Gang  des  anderen  Strahles  gestellt . 
l'ni  die  relative  Stellung  der  In^iden  Prismen  zu  fixieren,  waren 
dieselben  nahe  einander  zwischen  dünne  Stahlstreifen  gekittet. 
l'jine  etwaige  Bewegung  des  komiHÜmierten  Prismas  wurde  so 
durch  das  Kom]H'nsati(>nsprisma  mitgemacht.  Der  Abstand 
der  beiden  interferierenden  Strahlen  und  infolgedessen  auch 
der  Ijeiden  nel^eneinanderstehenden  Präparate  lx»trug  etwa 
1  cm.  Infolge  der  benutzten  intensiven  Lichtquelle  und  eines 
passend  gewählten  ICinfallswinkels  des  auf  die  erste  Platte  des 
Jamin  auffallenden  Strahles  wurde  erreicht,  daß  die  Ver-* 
zögerung  sowohl  der  \ertikal  schwingenden  wie  der  horizontal 
.schwingenden  Welle  in  den  meisten  Fällen  gemessen  werden 
konnte.  Die  Intensität  des  Interferenzbildes,  das  durch  die 
vertikal  schwingende  Welle  erzeugt  wurde,    war    die    größere. 


infol^«^  der  trilwrijsiMi  Polaiisaiion  \m  der  Rotlcxion  an  den 
(llcis]»la1i<'n  (U">  Intrrf«  rriiiiahvlraklors.  Ji-doi  li  gciiiigie  auch 
die  hit^'iisiiät  des  Iiit('if«'n'ii/J)ild('s  d«'r  lioiizoiital  S(  liwiii«:^rndt'ii 
Wrllc  zu  grnarrii  M(ssi:i'<^rn.  An  iimI  fiir  sich  genügt  <lif 
IVobaclitiuig  t'inrr  d(T  In'idrn  S<  liwingiirgi'n.  du  di^^  ndaliw 
Wrzögi'rnrg  mit  dem  Kom])cnsator  Instimmt  war.  I.^ocb 
war  t'S  wihischenswrrt ,  U'ido  Si  Inviugr.rgen  zvgäiiglkh  zu 
machen,  um  liesoiid«  rs  diejenige  mit  der  größeren  ahsolnteii 
Verzögerung  messen  zu  können.  l>iests  war  lür  die  am  Topas 
und  IWyll  zu  messenden  Verzögerungen  von  weseutlicher  He- 
deutung,  da  hier  unter  rmsländen  die  Verschiebungen  der 
Inti'iferenzstreifen  dei-  horizontalen  Welle  die  größeren  waren.  — 
Die  Trennung  der  Ixuden  senkrcK^ht  zueinander  polarisierten 
Interferenzbilder  erfolgte  dvinh  ein  grol^  s  Nicolsches  Prisma. 
das  hinter  dem  l^eobachtungsfernrohr  in  den  St-rahlengang  Z 
eingeschaltet  wurde. 

Für  die  durch  ]>ruck  erzeugte,  absolute  Verzögemrg  gilt:    — 

oder    herzogen   auf   die    Längentunheit     1  mm    und    die    IVurk 

einheit  1  g  pro  Millimeter: 

(3 )         S„y  =Yi-p.  ,-y  -  •  ">■ '  +  ,7.  /,T  •  -  -i-  -  • 

Hierlx'i  ist  das  letzte  wegen  der  Dickei^änderni^g  des  Pl'iäiua...^^ 
auftretende    Glied   in   keinem   Falle   zu    vertuuhlässigen.    WL.^r 
die  Messungen  an  Topas  und  hVr\ll  gezeigt  haben,  kann  da«- 
seljx^  sogar  von  derselben  GröI.'<'iiordnui'g  sein,  wie  die  direkt 
durch  ]>ruck  erzeugte  Verzögerur^g.    Ks  kann  der  durch  Ihruck 
erzeugten  Vm-zögerung  entgegenwirken  und  dieselbt.^  sogar  ^sviw 
großen   Teile  wieder  aufhel>en.      Das    (Ilied  spielt  hier  soioüt 
keineswegs   die   Kolle  t'iner    Korrektion.      Fine    Kenntnis     ^^^ 
elasfiscluMi  Fjigensdiaften  eines   Krist alles  ist  daher  bei  di^*^ 
Messungen,   Ixm'   denen  <las  Präparat  in   Luft   steht,  erfor^^^^' 
lieh;   prinzii>iell   könnte   man  natürlidi  das  zu   deformiere^ '•^^^^ 
Prisma    auch    in    eine     Flüssigkeit     von    naliezu    demsel-  ^^ 
l>rechungsindex  stellen,  dann  würde  die  Flüssigkeit  die  Dicl^**''' 
änderung  ausgleichen  und  das  letzte  (ilied  in  obiger  Gleich '■^''W 
würde  wegfallen.     Hin  Flüssigkeitstrog  zwischen  den  Pla*^^^^ 
des  Refraktors  würde  jt-doch  die   i>entlichkeit  des  Interferc*^'* 
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'Mid<*8  wesentlich  eins<liränk('n   und  dalu^r   zionilicli   viele  ex- 
perimentelle Schwierigkeiten  vi-rursachen. 

Als  Lichtquelle  wurde  zuerst  Na-Li(  lit  Wnutzt,  späterhin 
Jedoch  die  gelU^  Heliurnlinir  juit  der  Wrlirnlänge  /  =  588////. 
Genauere  Einzelheiten  üUt  die  Art  der  Messungen  mit  dem 
fnt-erferentialrcfraktür.  ilirer  Ar.sfidirung  im  einzelnen,  sowie 
'•ber  die  Aufstellung  der  !\ristall]>räparate  und  die  dalx^i  sich 
♦ergebenden  Sihwierigkeiten,  finden  sicli  in  aüst'iduliclier  Weise* 
"^  den  Arbeiten  von  Pockels.  so  daß  hier  die  Erwähnung 
de^rselben  gen\lg(»n  kann. 

Daft  piezooptische  Verhalten  von  Topas. 

a)  Die  benutzten  Prismen. 

I)ub  Material  für  (Ue  vorliegende  Arljeit  wurde  mir  in 
*i^bi*ns würdiger  Weise  von  Hrn.  (Jelieimrat  Voigt  zur  \'er- 
fügnng  gestellt.  Die  k'inilzlen  sechs  reehtwinkligeii  Parallel- 
^pipodu  waren  ai  s  densellx'ii  siljirischen  Kristallen  gesclmitten. 
ilie  seiner  Zeit  das  Material  für  die  Hestiunnung  der  Klasti/itäts- 
konstanten  des  Toj)ases  geliefert  halH-n.^)  hie  gi-raue  Kenntnis 
(lieser  Konstanten  flu-  die  verwt'iid«  len  Präjuirate  wai-  sein 
wertvoll,  weil  (abgesehen  von  dein  olnn  Arsg«'fiihrten)  si» 
nicht  nur  eine  h*estinnnung  der  ]uezooptis(lien  Konstanten. 
sondern  auch  eine  siihere  Üerei  hnnng  der  elasiooptisdu-n 
Konstanten  ermöglidit  wurde.  llierlH*i  ist  als  piezooptische 
Konstanten  nach  Pockels  die  Konstanlengrup]>e  lH'Zk*ichnet . 
die  man  erhall,  wenn  man  die  Tohnisat ionskonstanten  als 
lineare  Funktionen  der  Dnirkkomponcnfvn  ansetzt,  als  elasto- 
optische  dageg<*n  di(\ienige,  die  In-i  der  Kniwickelnng  dei 
Polarisations konstanten  in  lineare  Funkt if)nen  der  Defonna- 
/lonsgfTÖjSeM  erhalten  wird.  Pie  Perstellung  der  Prismen  ist  von 
der  Firma  }h\  Steeg  und  l^euter  in  Honihurg  v.  d.  II.  aus- 
geführt worden.  l)ie  l>imension<'n  und  Orient itrung<n  d«'i 
einzelnen  Prismen  sind  unten  angtgelH-n.  IhiUi  werdm  die 
Richtungen  dir  Prismenkanten  mit  L.  A\  und  A'g  iH'Zeiclnut . 
wobei  L  die  Ijängsrichtung.  die  inuner  uiit  der  Pruckrichtung 
zusammenfällt,  K^  und  A'o.  w«'lche  dir  Üeobachtungsrich- 
tungen  sind,   je   eine   der  schmalen   Prisni(»nkanten    l)edeutet . 


1)  W.Voigt,  Wied.  Ann.  34,   S.  081.  1888  (fla.scll.sl  auch   eine 
Begehreibung  der  aus   Sibirien  atanimcndon   KriptalloK 


.-.!>? 


W,  Kj'penihiM. 


Sic  werden  auf  das  iiatiirliiho  Syninietrii-acbst'iisy stein  X". 
Y",  Z"  dor  vltom bischen  Kristallf  (das  zugleich  optisches  Syni* 
niptrieathspiiaysteiii  ist,  und  Kwar  in  dt-r  Weist-,  daß  2"  parallel 
der  ersten  optiNpliPn  Mittelliiiif  liegt  und  w,"  <  Wj,"  <  ■»,"  ist) 
lie  zogen . 

Prisma   1 . 

L  parallel  Ä"  =  7,0Ü  nun 

K^      ..        1"- 3,710     ., 

K,      ..         ■/."  =  3.(192      ,. 


L  parallel  V"  =  7,06  luin 
A',      ,.        2»--=  3,708  .. 


Prisma  3. 


L  parallel   Z"  =  7,06  mm 

A",      ,.        .Y"  =  3.702  .. 

Aj      ..        V'>  =  3.709  .. 
Prisma  4. 

L    in  der  Mittellinie  von  X"  ii .  V"  =  7,06  mm 
A',  parallel  Z"  =  3.689   .. 

T\\  senkrecht  zu  L  u.  A'i  =  3.709   „ 

Prisma  5, 

L    in  der  Mittellinie  von  1""  \\.  Z^  =  7,07  mm 

h\  parallel  X«  -  3,698  „ 

A'u  senkrecht  zii  L  u.  A'j  =3.710  .. 

Prisma  6. 

L    in  der  .Millellinie  von  Z"  u .  X"  =  7,02  nmi 

A'i  parallel  \°  =  3,692  ., 

A'a  senkrecht  zu  A",  u.  L  =3,708  „ 

Diese  6  Prismen  sind  zur  Bostimiiuiiig  der  12  piSzooptischen 
Konstanten  des  Topases  arsreichend  und  bieten  außerdem 
noch  Möglichkeiten  für  die  Prütung  der  Theorie  \fzw.  der 
Messungen. 

Die    natürlichen  optischen    RigenHchaften   des    Materiales 
waren  recht  gute.     Es  konnten  in  fast  allen  BeobachtiingB- 


über  (las  [nezoopiifiche  Vf^rhnlfen  »o?/.  Topas,  r>99 


^htungen  deutliche  Interfereiizbilder  ciiialteii  werden.  Eine 
Ausnahme  machte  Prisma  2,  dessen  eine  Beobaxihtuiigsiichtung. 
für  die  Messungen  mit  dem  Interferentialrefraktor  unbrauchbar 
war.     Eine  Bemerkung  üIxt  die  Art  und  die   Ursache  dieser 

optischen  üm-egelmäßigkeit  findet  sich  in  dem  Abschnitt  über 

die  Beobachtungen. 

b)  Allgemeine  Theorie  für  rhombiecbe  Kristalle. 

Entsprechend  der  Syninii'trie  der  rhombischen  Kristalle, 
nach  der  die  X®-,  Y®-  und  Z^- Achsen  zweizählige  Symmetrie- 
achsen sind,  gilt  für   die   Polarisatioijskoustanten  als  lineare 


Funktionen  der  Deform ationsgröPen  x^ 
fundamentale  Ansät z^): 


•     •    • 


y> 


folgender 


(4) 


a 


11 


CO 


02  


^22    ~  ^v 


02   _ 


2^21  ^x  +  P22  IJv   +  P23  ^2  ' 


«33  -  ^^^     =  Ihi  ^x  4  P32  Ih  +  Psa  ^«• 

«23  ==  P44  !h  »    ^*3l  =="  Ihb  ^x-    «12  ==  2'fl6  ^y 


der  bei  Einführung  der  l)ri;ckkomporent(»n  X. 
die  Form  gewinnen  mag: 


y 

St  ...» 


(5) 


«11    -ö>x 


02  _ 


=    -  !^X1  ^r  -f  -'T^12 


«22     ~  ^v        ^^  <^21  ''^  X  ~r  ^22   ^  V     I    ^23^«!' 

033    —  (Ü2^^  =    —  [jl^i  Xj,  4-7r32  Yv   4-^33^^}, 

«23  "^^     ~ -^44   ^  «»    «31  ^^    ~^55'^ar'    «12  ^^    ~"  ^«6  *^V 


In  diesen  Gleichungen  sind  co^.^,  co,,^  und  eo,^  die  Haupt - 
lichtgeschwindigkeiten  des  nicht  deformierten  Kristalles.  Ihre 
reziproken  Werte,  die  Hauptbrechungsindizes»  die  von  Mühl- 
heims*)  an  einem  sibirischen  Topase  lx*stimmt  worden  sind, 
und  welche  für  di(^  vorliegenden  IVrechmingen  verwertet 
wurden,  sind: 

n,ö  =  1,01327;    ?//  =  1,61597;    n/  =  1,62252. 

Zur  Berechnung  des  Zusammenhaiigfs  zwischen  den  p^fc 
und  Ttkjt,  wie  auch  zur  Bestimmung  der  Dickenänderung  eines 
Präparates,  die  nach  obigem  bei  dc^n  Messungen  der  absoluten 


1)  F.  Pookels,  Wied.  Ann.  N.  F.  87.   S.  169.   1889. 

2)  Aus  Landolt-Börnste^ns  Tabellen. 


/»'.   KpiH'nilnhJ. 


"1 


rzügt'rurigni  ciiu-   ^vkliti^n«    1^)11«'   s]»itlt.  sind   folgeu 
<?huiigv^ii  ?;wis'*lK'ii  den   JH'forniationsgröi'.'cii  und  di*n 
onijX)nont('n  zu  U*nutz(*n: 


/'v   —  r^l2  -^J"     '        22    ■*  V  '^23 '''«'• 


Hierin  sind  die  5^^  die  FJastizitälsnioduln  des  Kristalle 
selben  sind  von  W.  Voigt  für  Topas  bestimmt  word 


s„  -=  l.B41-l()-8: 
.S33  .-.  8.771  -10-«: 
:      7,891 -10- »: 


.^r. 


55  — 

.S23  =   -0.G51  -lO», 
s^2=-  -1,358- 10-». 


.S22=  3.460 -10-8; 
.S4,  _-  9,059-10-«; 
Ä^  ^  7,485  10-«; 
..,3^- 0,840 -10-«; 


Die  Druckkomjionenlen  X^  ....  V,  ...  .  werden  i 
Gröije  des  Druckes  2^  ^'^^^^  dessen  Jiiclitungskosinns  l 
erhalten  dureh  die  Formeln: 


(7) 


X,  =^2)./,^:  V,  ^^,)/.;^:  Z,=p^l,^; 


Die  lineare  Dilatation  in  einer  l^iebtung  m  Ix'Sti' 
dann  durch  die  Gröl'en  ((>)  folgendern lafcn;  ts  wirc' 


( 1)  -  /;<» 


(8) 


+  t/j  • «  OS  (■?/*,  7/}  •  i  OS  (??/ , :)  -\- :,  •  i  os  {rn,  < 

+  'fy  MOS  (??/.  rr) 


Ferner  gelten,  wenn  man  die  in  zu  (G)  rezipro 
auftretenden  Elastizität skonstantcn  Cf,j^  heranziehe 
Substanz  eigentündiehen  Konstanten  rT;,^  und  fj^^.i 


(9) 


Vkk'=  >LJ^i.r'\!^ 


rr 


h ', 


=  V.- 


>.' /'/,.•• 


1 


1)  W.Voigt,  Wied.  Ann.  34.   1888. 

2)  W.Voigt,  Elementare  Mechanik   1901.   wS 

3)  F.  Pockels,  Lehrbuch  d.  Kristalloptik   1* 


über  dns  piezooytiüchv   \' erhalten  von   l'opa^.  tiOl 

In  der  vorliegenden  Arljeit  werden  ziinächst  mit  Hilfe  des 

^^leicbungssystems  (5)  der  Polarisationskonstanten  die  (Irölien 

^ikkfür  Topas  bestimmt  und  aus  diesen  mittels  der  ersten  dieser 

beiden   Formeln   (9)   die  elastooptischen   Konstanten  pj^^   Ix*- 

^echnet.    l>iese  Formel  ergibt  speziell  für  rhombische  Kristalle: 

^.v;  für  i  und  Ä  =  1,  2.  8. 

'  Vkk  =  (^kk^fck  f"i*  fe  =  4,  5,  «. 

Nach  den  Bestimmungen  von  W.  Voigt  haben  die  Elatizi- 
täiBkonstanten  Cj^j^  für  Topas  die  Werte: 

c„  =  28,70  •  10« :  c.^^  =  35,60  •  10« ;  r^^  =  80,02  •  10« : 
^44  =  11,04 -10«:  c'55  =  13,53-10«;  c^  -  13,36-10«: 
c^  =    9,01  •  10« :      ^3,  =    8,61  •  10« :      c^^  =  12,84  •  10« . 

Fallen  die  Polarisationshauptaclisen  des  deformierten  Ovaloides 
mit  den  natürlichen  Synunetrieachsen  des  Krist alles  zu- 
sammen, so  reduziert  sich  die  Gleichung  des  Polarisatious- 
ovaloides  (1)  auf: 

worin  die  Größen  a^,  a^^  und  a^  die  Quadrate  der  Haupt- 
liohtgeschwindigkeiten  bedeuten,  und  zwar  ist: 

Wenn  die  Hauptachsen  X',  i',  Z'  des  deformierten  Ova- 
loides aber  eine  vom  Symmetrieachsensystem  abweichende 
Lage  haben,  so  ist  die  Bestimmung  der  Hauptlichtgeschwindig- 
keiten schwieriger.  Bezeichnet  man  die  Richtungskosinus 
zwischen  den  Achsen  des  undeformierten  Ovaloides  X®.  Y^.  Z® 
nnd  X',  Y\  Z'  gemäß  dem  Schema: 

j^  X^     «,    ^2    a^ 

Vo      ß,    ß,    ß, 

^^      Vi    72    73 

so  geht  der  Ausdruck  des  Polarisationsovaloides,  bezogen  auf 
das  System  X«,  Y^,  Z®,  wieder  in  die  allgeuK^inere  Form  über. 

Annaleo  der  Phjtik.  IV.  Folge.    61.  40 


twl  U.  Eppeiiiinhl . 

Ilir>'  G  Koi'ffi/ifnti'ii  »:t<-lu'ii  (hiiiii  xa  (.Ich  liiiuiitlirhtgescfawindig- 
kiiti'ii.  diii  Pdliii'isiilioiiskunBliiiiU'ii  dos  aiii  da»  System  X', 
y.  '/.'  iK-ztipitiiii  Oviiloidcs  in  di'iii  ZiisninnieiJiBnge: 

'  "  i  fiir  /(  imd  fc  =  l.  -1,  3. 

\i,s  difw'ii  (ili'i(-liiiii)ji'ii  iK'stiiitiiicii  sicli  die  Hauptliriitgraehitiii- 
ili({kcitt'ii  des  d('fi>i'iiiicrli'ti  l^ri^t  alles  durch  ])e  Ziehungen 
/wisclh'u  di'ii  (ij,,.  uiiil  lU'ii  Itichtinig.-kiahuis  des  Hatiptachsen- 
s>sti-iii>  di's  ili'foriiiii  rtfii  Oviil(ii(li'>  Cf^fU  das  natfirlichf 
S>  m)iK-1i'ii-iii-h^i'iisysti'iLi ,     SÜ.  crjii-U'ii : 

"si  "s--  ":«  "3*--  ■■i"«  «»  ««  +  3a,i  o,  a, 
-f  3ou  «,  o,. 

"j::  :-r  -  "^«  ;v  -  -«M  ;'j  ;■>  -^  '^«si  Vt  y\ 

l>i.  l^>lillW;ltu>Il^klHl^unl1<'1utJ,t^tIuldilU'ial^dll^ehdeMPockel«- 
^v■iu■ll  Aiis;it/:  di-fniiiTt   m  Kli:u-lHin.  gfinäJ»  (4)  oder  (5). 

Fiir  dii'  Kiilituiiisli.i»#im;s  i',  ....>■,  t-rhfih  man,  Treu  die 
AudiTui!}:ir.  ,1.1  l.klugijihw-iiulipktitiii  diirv-h  starken  llmek 
Sil«  kUiii  situl  f;ii;i'u  ilio  l'iifoniizoii  der  Hani>t Ikhtgeschirin* 
.'.■.i:k- •.;.r.  II,  di»vivU'nvlii-r.d.-,i  Kristallen,  seihst  in  solche» 
\v.'  vV.!  <,liw.uh,i  IS.i'ivU'v.vhi-.v.^- "di.  GröUeu  (o„  -<»/*)■ 
.i,j  ^-.i'-ii  .1.  i;  l\;o!ii;a:i»nit!.  iv ot^rt kuial  iiud  dabei 
>oV.t   kliir.  v.oUii  dcv,  liuv^v.  ij(,.  ii«  T.uä  ti,)  reibet  nnd  aoch 


0.  • 


■,..lvll 


-  Oji)  oder  aoeh 
■rii.ln.  Es  folgt,  dafi 
■.  s:iid,    Ft-mer  muß  Bein: 

I-;:-,;   «.Wnui^: 


über  das  jnczooptischc  J'erhulie/n  atu   Topai>.  ^)i\ 

e  kleinen  l)i'ehiiugen,  welclu-  (las  PolHrisationsliaiiirtachseu- 
steni  X^  Y^  Z«  bt^i  JWoriniitiouon  um  dio  XK  YK  Z«- 
hse  erfährt,  mögen  mit  0^,  0^,  0^  Uzeichnot  werden.  Für 
.^selben  gelten  in  erster  Aniiälieruii^'  die   Gleichungen: 

>)    tg2<P,=  --^??-,  tg2<P,  « -^-'^i^,  tg2(p  «-iSiiL-  . 

Findet  die  IVehuiig  mir  \im  (^ine  der  Aelisen  Htatt,  so 
It  die  auf  jene  Achs^'  Ix'zügliche  der  Formeln  (15)  streng, 
ies  ißt  der  Fall,  wenn  n\u'  eine  der  (Jrößen  023,  031.  a^  von 
ull  verschieden  ist.  J^etreffs  der  ausführlichen  Ableitung 
eser  allgemeinen  Formeln  vergleiche  man  F.  Pockels.^). 

Mit  Hilfe  der  Hauptlicljtgescliwindigkeilen  (Og,,  «>„,  cDj,  des 
formierten  Ovaloids,  also  Ach  auf  (las  Aohsensystem  X\ 
',  Z'  bezogenen,  lassen  sicli  fernc^r  die  Lichtgeschwindigkeiten 
I  jeder  beliebigen  Kichtung  des  iviiatalles  l)estimmen.  Für 
eselben  liest eht  die  bekannte   (ileichmig: 

^"«    = ö-      +  — ^--   -C08(6/  ±  V). 

ihn  liedeutet  m  die  l>eobachtungsriclitung  im  System  A', 
',  Z';  17  und  F  sind  die  Winki4  zwischen  m  bzw.  der  Wellen- 
^rmale  und  den  optischen  Aclisen. 

c)  Spezielle  Formeln  für  den  Fall  einseitigen  Druckes. 

TVtswa  i.   Liegt  die  Ih-uckrichtung  parallel  der  X^-Achse, 
wird:  p  =  X^.    Nach  den  Formehi  (6)  ist  dann: 

//z  ^  -.r  ^--i^i,  -  <^ 

id  die  Gleichungen  der  PolarisationskoiLstanten  (5)  redu- 
?ren  sich  auf: 


<'>.r' 

('v"- 

/'••"^ll 

^%^ 

(V''  - 

/>  •  .Tjj, 

0>^ 

fr*,"'-^ 

P  •  --^ru 

«11  -ö>,^  «„  =  %'; 

''33   =   <«r' 

wird. 

1)  F.  Pockel8,    Wied.    Ann.   »7.    f<.  151f.    1889;     Lehrbuch   d. 
istalloptik  1906.  S.  «ß~<)8  n.  4<iS-4«H. 

40» 


H.  Kppeiuiahl. 


huliT  IVobachtiiiigsrichtuiig  parallel  Ä',  (||  !'">)  erhält  dem 
iiufli  (ii.>  Foriiii']  (2')  (iii*  liestult: 


(16)    J„  -  : 
(tt'iiii  i'x  ist : 


+  =^.-;^  •   -T--' 


und 


umi  (iir  dio  i)lii>i>liili'ii    WrzÖgeiuugen  S,  uud  J,  gelteu  nac' 
(Ä'^  die  Wnilfln: 

'   "-        -i      1   r»  ("'        ■/../*•        t      i      1 
IH<'  hi<>r  iii  IVtracht   koiuiiuiit)«'  Pk-kviiäiideniug  Uc 

/'     />•     />'  7.  =     ji- /r-.-,,- j."  ly-Lasa-io-». 

ln>uh>st'ii  wtrdiU  dh'  n-hiiivc  W-rz^rung  A,^  und  di 
.<lw.>linoii  \VrrÖjS'niiig.i»  t\  und  <*,.  IVr  Bereehimng  sin 
ilituu  dk'<  ii>  i .  ,  .1  ^tt>1h-r.d<'ii  Kot.:i!aiit<-nl»iulHQatiQnen  bn 
Konsi*nt.'n  i\!gäiijlvt\.  F-.U  di.  IV  obachtnngsrifhtwng  panllf 
^a.-  '"l'Tiiih  siih  iw<.wrt'l;tiv.  ivr  dio  wlative  Verzögeninf 


IS>     J  . 


i  IV!   dk'  :*'hM^h;!:'.i   VirE.y. 
I  >    .     -     '  •'■-1  » 


V»!» 


^  tvTvchiiet  sirb  Mit 
".-^i  t«h  (6): 


über  das  piezooftische  ]' erhalten  von   Topas.  605 


^alleB   zusammen .      Es   ist    daher :    a^  =  (Og^' 


2 


=  o>,*  und  für  die  Gleichungen  der  Polarisationskonstanteu 
[(ß)  ergeben  »ich  die  Formeln: 


CO 


■X 


fO, 


2 


Ol 


Ol 


02 


0  2    — 


OK' 


OK 


0  2    -. 


f^22- 


In  der  lieobachtungsrichtung  parallel  Äi[||Z**J  werden 
ffür  die  horizontal  und  die  vertikal  schwingenden  Wellen 
[folgende  Ausdrücke  erhalten: 


«**»«  -  «1.* 


n, 


—  _ii? 


I»,««- 


0), 


p  •  r' 


71 


«    > 


n 


Die  Gleichung  (2')  nimmt  daher  hier  die  Form  an: 
(ZU)     -^.»  -   ,;i  I  ^f  «X  t.«   ^    f  +    p  .  DO   [        i 


'y       2il 
und  (8')  wird  zu: 


1(21) 


^' 


I  *.  -  Ä  {>}  «/'  + 


p.  /><> 
-  D« 


w.«-  1] 


Die  Dickenänderung  parallel  der  <Z**-Achse  ist: 


jD  -  DO  =  D  • 


-  V  *  '^*'  •  %  =  p  •  D^  •  0,651  •  10-«. 


Die    Dickenänderung  wirkt   in   dieser   Kichtung  im   um- 
^ge kehrten  Sinne  wie  bei  Prisma  1  auf  die  Änderung  der  Doppel- 
brechung ein,  wegen  des  negativen  Vorzeichens  von  {^J^  —  Uy^) ; 
sie  sticht  die  durch  Druck  erzeugte  Verzögerung  zu  verringern, 
-  während  bei  Prisma  1  diesellx^  durch  die  Diekcmänderung  ver- 
größert wurde. 

Wegen  einer  in  dieser  iieobachtungsrichtung  auftretenden 
optischen  Unregelmäßigkeit  kanien  die  Formeln  (21)  nicht  in 
Anwendung. 

In  der  Beobachtungsrichtung  parallel  K^iW  X^]  gelten  für 
»^  die  in  l^tracht  kommenden  Geschwindigkeiten  ct>»  und  cd,  die 
Gleichungen : 


H.  EpiHni^ilil. 


Diese  Auedrückfi  iii  (2')  und  {3')  eingettetzf,  ergeben: 

lind 
(231 


».""  + 


f.D-   I     »"    I 


in  dieser  lieobachtunggriclituiig  ist  ferner  ili«  DicIh'II' 
änderung: 

Prisma  3.  Hier  wirltt  der  l)nicl(  parallel  der  Z'-Ai-bBe, 
K«  ibI   ]>  ^  /.,  niid 

Wz  -  :,. -.r, -d. 
nie   Gleichimgeii  (B)  werden  mi : 

.'.,*     -c>/^     --  -.Taa-p. 

Für  die  in  der  iJeobachtimgHrichtuug  iiutaUel  Ki[||X* 
in  Bettacht  kommenden  GeMcliwiiidigkeiten  m,  und  o>,  ge^litn 
die  Beziehungen: 


Die  z\i  messende  relftti\e   VereÖgcnuig  druckt  sich  dshpi 
fulgendemiaßen  uuh: 

lind  für  die  absoluten  Verzögerungen  gilt : 


(25) 


1>-  D'  In/  -  11 


Hb^r  düH  }nez<)optuche  Verhalten  von   Topas. 


mi 


Ferner  ist  die  in  Rwliiiung  z\i  setzende  Dickenändening: 

In  der  Iteobacbtungsricbtung  i)arallel  K^W\  Y^]  nind  di 
Liehtgeschwindigkeiten  co,  und  o),  zu  beobachten.  FVir  dies 
folgen  ans  dem  Ovaloid  die   Beziehungen: 


le 
e 


p  •  V* 


und      -— - 


Wx***-  w/  _  :r^5 


j»  •  p' 


In  (2')  eingesetzt,  wird  die  rtdative   Verzögerung: 


(26)       J^^^^-\^„J>^-yn;^^]^ 


l 


lind  die  absoluten   Verzögi*rungen  naeh  (3')  ergelien: 


(27) 


D-  D^ 

[»/  -  1 1 

P  •  Z)" 

Ä 

D  -  I/" 

\n*  -  l 

p  .  />" 

A 

Die  hierin  lV?t rächt  kommende  Diokenänderung  Umstimmt 
»ich  aus: 

D  -  /)o  =  D« .  //^  =--      p  D^  ^23  -=  p  •  />«  •  O.«;;-)!  .  10-«. 

Iki  Prisma  3  wirkt  —  genau  wie  in  der  lieobaehtungsrichtung 
parallel  Z^  des  Prismas  2  —  in  l)eiden  JJeobaehtungsrichtungen 
die  durch  die  Pickeiulnderung  entstehende  N'erzögening  der 
allein  durch  Druck  entstehenden  entgegen.  Infolge  der  ge- 
ringen natürlichen  DopiH'lbrechung  des  Topases  ist  dieses 
jedoch  ebenso,  wie  die  in  anderen,  liichtungen  durch  die 
Dickenänderung  entstehende  Vergrößerung  der  relativen  Ver- 
zögerung ohne  wesentliche  Hedeutung.  Die  Vernachlässigung 
der  Dickenändemng  bei  der  relativ»Mi  Verzögerung  wiirde  noch 
nicht  1  Proz.  hintragen. 

Prisma  4.  IJei  diesem  Präparat  liegt  die  I)ruckrichtung  L 
in  der  X^'-YM'jbc^ne  unter  -  45®  g<?gen  die  X^-Achse  geneigt . 
Demzufolge  ist  nach  (7): 


T 


^     2  ' 


]     = 


-  >  =/. 


o; 


(y06 


Ji.  Kp'fmidahl. 


und  nach  (6): 


__  IL.  ) 


2^  1*18  "^  ''^sai ' 


y 


z_  = 


yx  = 


=  z 


0, 


In  der  zu  L  senkrechten  J^eobachlungsrichtung  parallel  K^ 
wird  nach  (8)  die  Dickenänderung  des  Prismas  gegeben  durch: 

/J  -  />«  =  l  D" \x^  +  y„  +  *,}--  i  P  •  iy"  {*n  +  2»„  +  .„  -  *„j 

=  +  ;;./)•.  0,598  .  10-«. 

I>er  Ausatz  fiu-  die  Polarisatioiiskonstimten  (5)  reduziert. 
«ich  für  dies«'  IVnckrichtiing  auf:     i 


«11   -  «X 


a 


93 


a.,  =  0 , 


«12  =  +  /'"?^ 


In  der  tieobachtinigsrichtung  parallel  K^  erhäh  mau  auB 
dem  Ovaloid  für  die  C^iadrate  der  Ijicht  geschwindigkeiten  der 
horizontal  schwingenden  Welle  während  der  1  Belastung: 


vor  der  IHastung: 


<'>A*    ^  '^:i3  • 


COä0  55^C0.0  2    ' 


und  für  die   Quadrate  der  Lichtgi^schwindigkc^iten  der  vertikal 
schwingenden  Welle  während  der  Hc^lastung: 


0,2    =^'i+".«_a 


12  » 


vi)r  der   1  Belastung: 


ox 


oi 


ft> 


„^  _i____L-  ': 


T  . 


Über  das  piezooptische  Verhalten  von   Topas.  6l)9 

Rr  ergeben  sich  so  für  die  in  (2')  und  (3')  auftretenden  Größen 
e>Ä**^    -  Wa*  und  10^^^    -  ft>,,*  ^ü^  Werte: 

Der   durch    Druck  erzeugte   Gangunterschied   in   Wellen- 
längen wird  demnach: 


V*-V=  «.''"-  «38  ^  P 


Hierin  ist : 


£J[m 


tjt 


V 


n  0  +  f»  » 


m 


Nimmt  man  für  die  Breclnmgsindizes  n^  und  »iji®  einen 
gemeinsamen  Mittelwert  n„/  an,  so  gilt  in  genügender  An- 
näherung bei  Vernachlässigung  der  Dickenänderung: 

und  da  mit  derselben  Annäherung: 


^31    -   ^11 


Tim»  —  n 


'•X 


2A 


'sx> 


--11  =  -ü*!    .  J 


Wm 


«y 


usw., 


so  wird: 

(28-')      iü?  =  44 1  ^     +  ^     -  ~(2     +  J    )  -  2  J\  )  . 

Für  n'^  kann  ein  mittlerer  Brechungsindex,  etwa  n^®  ge- 
setzt werden.  Reclits  stehen  lauter  durch  die  l^bachtung 
gefundene  Größen;  n^/v^  kann  denmach  allein  durch  Koni- 
pensatormesBungen  erhaHen  werden. 

Die  Anwendung  der  Formel  (3')  ergibt  für  die  ubsoluten 
Verzögerungen  Folgendes : 


(29) 


2A       4   1  r«    ^    !'»    ^    r*     "^    i'«    ^ 


^_^««l  ,^   0;* 


v*  )    *» 


«10 


H.  I\ppt!thlalil. 


Prisma  ö.  Hht  wirki  dtr  J>riuk  lu  der  V'-Z^-Übem-. 
Die  Pruckriohi  iiiig  ist  uiitfi'  einoin  Winkel  ^"Oll  -45*  gegen 
(Hp  Y'-Ai-liSf  gi^neißt.    Alsdann  «rgilrf  sich  ans  (7): 

imd  dio  DeformuliiinsgröUi-n  (_li)  leduzicrt-n  Hidi  anf: 
.v.  =  - 4  !'„+■«!. 


In  ilfr  am  Ihui-kiiclitung  s^nkrt-chtcn  iVobachtungi- 
richtnng  parallel  K^  bt-rechnei  aich  die  Dickeuändemng  (K— 
Präparates  aus  der  tJrÖße  dts  IX-uckes  p  und  den  IVfomiatioiis- 
größen  nach  (8)  folgendermaßen; 

J-/)"-ö»    il.y,+  ^.  +  yJ »••;'-H>„  +  2>„ +  -„-•„; 

-+  fl"p- 0,783- 10-'. 

I'n-  GHchiingt-ii  (5)  wr-nk'ii  für  iliosf  Dnickrirhiungeii  zu: 


P  i-^- 


■-/■ 


".>  -+  P  'i  ■ 

".,-"„-0. 
Analog  wif  bei  Priunia  4  Ijentlintn  mii-Ii  aus  dem  Ovaloid 
für   die   lieobacbtungsricbtung   parallel   K^  die    Quadrate   der 
lichtgeschwindigkfift'n.     Man  erhält  folgende  Werte  fftr  di«- 
Quadrate  der  Uchtgcschwindigkeiffii  vor  der  Helastniig; 


und  für  die   ijuadratc  der  IJchlgesfli 
Itelastnng: 


iidigkeiten  währviid  d*-r 


über  das  piezooptisehe  Verhalien  vmt  Topas.  <>11 

cti^  ist  die  senki*echt  zur  l>iuckrichtuiig  soliwiiigoiid«  Welle 
und  0),  die  parallel  ziir  l>u('krichtung  schwingeude.  I>ie  ganze 
Reclmnng  kommt  auf  eine  zyklische  Verlause himg  der  Indizes 
heraus.  Der  für  die  Richtung  üCj  in  Itetracht  kommende  Gang- 
unterschied  ist  gogebm  durclipk 

£jhm    =   -TT-  \  I r — ;; «_        —     — 

(30) 


^*'  "■   2i  ll       2r» 


4 
03  I 


Hierin  ist 


/i  *>  =  -"  "^  '*• 


m 


•> 


ysn  setzen. 

Ferner  ergibt  sich  entsprechend  d(»r  Formel  (28"): 


(3<y) 


*fm 


worin  n„'  =  n^"  gesetzt  werdi'ii  darf . 

Für  die  absohiton  Verzögerungen  erhält  man  die  Wertr: 


(31) 


^/        _1_  i  \   [  7r,^  +  :k33  +  •''^s«  +  "^la  +  2ji44J^       Q3 
^«'     "   21   14   I  /•*  I)     "• 


+ 


nj  '  1 


Prisma  6.  Die  Diiickricluuug  ist  hi  der  X^-Z^'-Ebene 
unter  einem  Winkel  von  —  46^  g«^gon  die  Z®- Achse  geneigt . 
Kb  wird  daher: 


-h  ^  •      >    =  0  • 


7   -  a-  ^ 


0; 


^--J^     ^  =  0 


und  nach  (6): 


_  _  /^  ♦ 


I 


•^    "^  ~    2   »'"n    "  ^3<> 


'.  ==  ~    Y  r^ia  +  •''33!  • 


55  • 


612 


H.  Eppefidiihl. 


Für    die    Dickenäiideriuig    in    der    BeobacbtungBrichtung 
f>arallel  £j  senkrecht  ziir  Dnickrichtiing  berechnet  sich  nach  (8): 

-ö«  •;>.  0,240  .  10-*. 
Das  SvHtem  derPolarisationskonstanten  reduziert  sich  auf: 


«n  -  «« 


02 


-/»P^^)- 


«^^_ö,^o«^_„|i^.  t'Si.l 


''I         2         I' 


««-">/*=-?{ 


^«  "i"  ^8 


1. 


a 


28 


=  w,2==0s       «^31  =  +  P 


1-65 


'# 


Die  in  der  Beobacbtungsriclitung  parallel  K^  liegenden 
Wellengeschwindigkeiten  a>*  und  (o„  werden  wieder  aus  dem 
Ovaloid  bestimmt.  Für  die  absolute  Verzögerung  der  hori- 
zontal schwingenden  Welle  erhält  man  alsdann: 


+ 


2>-Z>« 


(31)        V'-ill^^^^llV     .     ,.^. 
und  für  die  vertikal  schwingende  Wellr: 


«/  -  1 


VW//  1      [1 

^^    ="21  IT 


Für  nj^  kann  hier 


^1  +^8  +  ^u  +^%H-\  *2;t55 


II-." 


3    .     ^-^^ 


'TM 


n,^  +  w," 


gesetzt  werden.  Die  Formel  fih*  die  relative  Verzögerung  int 
deshalb  hier  nicht  mit  angegeben,  weil  in  dieser  Beobachtungs- 
richtung  keine  Kompensatormessungen  ausgeführt  werden 
konnten. 

d)  Resultate  der  Beobachtungeu. 

Im  folgenden  werden  die  an  den  vei'schiedenen  übpa»- 
präparaten  erhaltenen  Werte  der  relativen  und  der  absoluten 
Verzögerungen  angegeben,  und  zwar  sämtlich  für  A  =  588  ^ufi. 
Um  die  Inhomogenität  der  Druck  Verteilung  zu  eliminieren, 
sind  die  Messungen  je  an  beiden  Kändern  und  in  der  Mitt«:^ 
des  Präparates  (L.Bd.;  M.;  R.Rd.)  ausgeführt;  das  Mittel 
aus  den  Resultaten  ist  von  der  Inhomogenität  im  wesent- 
lichen frei. 


über  das  jdezooptisvhs  ]' erhalf fn  von  Topas,  61 H 


Prisma  1. 

a)  Beobachtangsrichtung    A\  ||  Y^ . 
1.  Relative  Verzögerung  für  A  =  588/4//. 


Belastung 
am  Hebel  (1:  6) 


L.  R<1. 


M. 


2742  g 
4113 


6855 


1. 
2. 
3. 
4. 
5. 


0,945 

1,545 

1,65 

1,505 

2,615 


1,16 
1,765 

1,71 
1,72 

2,91 


R.  Rd. 


1,34 

1,815 

1,79 

1,88 

3,012 


Mittel 


1,148  =  J/ 
1,708 


1,709  =  Jt' 


1,717 
1,702 
2,846  =  AM 


Hieraus  berechnet  sich  na<;h  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate : 

T        ^lJ_  <^i_±_8J«'  •  gl  -H  ^' '  Q%      8,692 

"  "  "     ^"  Öj«  +  3  g.«  4-08*  *  5  .  9,72  ' 


ux 


0,3157  .  10 


—4 


Bückwärts  berechnet  sich  dann: 

Ji'=  1,140, 

.     J,'-- 1,709, 

^3'=-.  2,849. 

2.  Absolute  Verzögerungen. 
X- Schwingung. 


Belastung 
am  Hebel  (1:9,7) 

2436g 


L.  Rd. 


M. 


R.  Rd 


Mittel 


-  0,022     -  0,021      -  0,018 


-  0,020,  =  (5, 


Es  ergibt  sich  demnach  der  Wert 

K  ö^  •  8,692 


'1  = 

2436  .  9,7   ' 

=  -0,0317  .  10-*. 

Z- Schwingung. 

B 

Belastung 

L.Rd. 

0,223 
0,178 
0,175 
0,201 

0.271 

0,163 
0,178 
0,173 
0,173 

0.215 

R.  Rd. 

0,125 
0,178 
0,161 
0,138 

OJ52 

Mittel 

2436g      1. 
(3iach.Gew.)  2. 

3. 
4. 

2936  g      5. 

0,170  \ 
0,178  l 
0,170  ( 
0,171  J 
0,174  =  d' 
0,213  =  d^" 

Kl  4  li.  lippentJahl. 

Nach  der  Mftlidde  der  klcinslfn  Quadrute  ciiiSlt  ina«  hier: 

c  -—  d.'  ■  ip,  +  ÖJ'  ■  Q,       3,682^ 

^/=+ 0,2744     10-*. 


Ans  tUeseiu  Wert  prlialt  man  rückwärts  die  Werte: 
*  .i/'^  0.212. 


b)  BeobachtnngarichtuDg  ;  K^i^Z". 
1,  Relutivr  Verzuge ruiig. 


BelBBtung 

L.  R(l. 

M. 

R.Bd. 

Mitt«] 

1371t-      1. 
2, 
3. 

0,318 
0,350 
0,44111 

0.643 
0,772 
0,605 

0,054 
O.804 

0,748 

0,638 

<i,676    0.663  ^-  A,- 

0,648 

2742         4. 

e. 

0. 

1,42 
l,12r> 
1,14 

1,3« 
1,345 
1.325 

1.13 
1.445 
1,42 

133» 
1.296) 

7083          7. 

3,24 
3.47 

3.375 

3,37f) 

3,4«5 
3.215 

S!'.»-^/ 

Wegt'u  au  iingleichföniiigi^r  Druck  Verteilung  eoUen  die 
Messungen  1 — 8  zur  weiteren  Verrechnung  nicht  benutet 
werden;  ihr  Mittelwert  Jj'  atimnit  indessen  mit  den  andeteti 
WfSBungen  ganz  gut  übereiu. 

Die  JJetliodi-  der  kleinsliii    ytiadratc  ergibt   hier: 


'  Qi*  +  Ö,"  '  5  ■  fl.T2  ■ 


S,.  -  0,3619  ■  10- 


Hiickwfiilw  wird  i 


;  d„  berwhuH  : 
l,'=B0.(i50, 
.J,'j  1,800, 
,1,'=^3,86fl. 


über  (las  fnezooi>tMte  \  erhalten  von   Toiffia 


Hl  5 


2.   Absolute  Verzö>(i'ruiigMi 
F-Öchwingunji. 


Belastung 


2436  g      1. 
2. 


L.  R(l. 


0,167 
0.185 


M. 


0,178 
0.167 


K.  Hd. 


0,185 
0,169 


Mittel 


;;;{?j|d.  =  0,176 


Vjr  folgt  hieraus: 


^          0,176  •  3,710 
^ !'  "^      2436  •  9,7      ' 

fV^-  .-  0,2763.  10-*. 

- 

JC- Schwingung. 

Belastung 

■ 

L.Rd.          M.         K.  Hd. 

1 

Mittel 

1 

1 

2436  g      1. 
2. 

-  0,054     -  0,050     -  0,064 

-  0.063         0.0,54      -  o.O.'>2 

-  0,0ö6\  . 

-  0,056 1  ^'    ~ 

0,066 

lolglieb  wird: 

'  -  ~"           2436  .  9,7     • 

J^  ^  _- 0,0879  .  10-*. 

• 

Prisma  2. 

a)  Beobachtungsrichtnng  |  A\  |  Z^ . 

Öcboii  die  I^eubachtinig  im  luitürlichrn  Lichte  zeigte  einen 
schichtförmigen  Aufbau  (l(?ö  Präparates,  der  einem  Fort  wachsen 
des  ursprünglichen  Krist alles  am  Entstehungsorte  durch  schicht- 
förmiges  Ansetzen  der  Prisnionflächen  entsiJrach.  Die  Beob- 
achtung x>a^^£^U^l  der  Z^-Acluse  wurde  dadurch  erschwert;  die 
Streifen  im  Kom})enHator  waren  teilweise  recht  undeutlich. 
Die  Messung  der  absolui(Mi  Verzögerung  konnte  nicht  ausg(»führt 
werden . 


ßlfi 

H.  EppendaM. 
Kelative  Veriügerung, 

Be!ft«tuwK 

L.  Rd.          M. 

R.  Bd. 

Mittet 

^.. 

-. 

_     — =^.^        -^^ 

(4471  1! 

1. 

1.805         2.08 

1,88 

1.922  =  d^') 

2!t6l{ 

1,266         l,29!i 
14566         1,27 
1,335         1,27 

1.238 
1.19 
1,661 

1,266 

1.238    1.263  --    1, 

1.257 

7(183 

2.746         3,165 , 
3.07           3,066 
2.»8ö         3.10 

3,16 
2,96 

3,017  1 

3,00813.013=  J. 
3.016  1 

J,'   wird   zur  Üeiecbnung   von  A^^  iiicbt   benutzt.     A»6 
Af   und  J3'  folgt  nach  der  Ausgleichungsrechnung: 
'  •  0,  +  J,'  ■  Q,      3,688 
W  +  Qt'  '  5  ■  9,12 ' 

=  J^-A  =  +  0,3230-10-*. 


J,.=  ■ 


IWaim  wird  rüvkwärta: 

Mi'--l,901j. 
J,'=  1,257, 
_'!,'=  rt.Oll. 


bj  BeobacbtDDgsrichtnDg    K,,X'. 
1.  Relative  Venftgeruug. 


Belastung 

j    L.  Rd. 

,     1.06 
1,206 
0,956 

2,475 

1     2.905 

2.ftOn 

M. 

1.12 
I.I66 
1,10 
2,715 

2.77 
2.7(1 

R.  Rd. 

Uittel 

2966  g      1. 

2. 

3. 

7083          4. 

5. 

1,155 
0.986 
1,26 
2,92 
2,44 
2.72 

1,112» 

1,115  h.iii  -  j,' 

1.105  f 

2.703» 

2,705  \  2.701  =  J,' 

2,695 

Kh 

ist  demnach: 

A,^  = 

i 

»,708 
S.9,12 

daran b 

^.»  = 

s^ 

-  i,  -  0,2903 

10-' 

und 

ergibt  sici 

wieder : 

/!,■=  1,125, 

J2'-2.('.95. 

;i  i 


Cber  (las  piezooptische  Verhalten  von   Topa^.  HIT 


2.  AbHolute  Verzögerungei 
Z- Schwingimg. 

1. 

Belastung 

L.  Rd.          M.          R.  Rd. 

Mittel 

2436  g      1. 
2. 
3. 
4. 

0,158         0,125         0,143 
0,141         0,145         0,142 
0,150         0,141         0,132 
0,15«         0,142         0,132 

0,142 
0,143] 
0,141 
0,143 

0,142  -  <J, 

Daraus  berechnet  »ich: 


/?.= 


0,142  •  8,708 


2436  .  9,7     ' 

(y^-  + 0,2228-  10-*. 


■ 

y- Schwingung. 

Belaetong 

L.  Rd.          M.          R.  Rd. 

2436  g      2. 
4. 

1 

-  0,041      -  0,042     -  0,040 

-  0.043     -  0.047      -  0,047  ' 

Folglich : 

s^-~  0,0683  •10-^ 

Mittel 


0,041  \  jv  Q4Q«      _    J. 

0,046 1      ''-'^^    ^' 


Prisma  3. 

a)  BeobachtungBrichtung    Ki  '  X^ 
1.  Relative  Verzögerung. 


Belastung 


4471g      1. 

7083  2. 
3. 
4. 


L.  Rd. 


1,40 

2,265 

2,27 

2,19 


M. 


1,50 

2,36 
2,37 
2,36 


R.  Rd. 


1,515 

2,36 

2,375 

2,445 


Mittel 


1,471       .1/ 

2,328  \ 
2,338  \  2,333 
2,333  I 


Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ergibt: 

T   -  ^1  '  (>i  +  3^>  •  ft  .    8,709 

y*  (>i«  +  Bft'       '  5.9,72' 


4.  =  +  0,2507  .  10-* 


AnnritB  dtr  Phjiik.    rv.  Folge.    61. 


41 


Jo' 


618 


U.  Eppendahl. 


UückwärlB  U^cchnol  sich: 

4/=-l,4G9. 
/l  2' =2,826. 

2.  Absolute  Verzögerungen. 
T- Schwingung. 


Belastung 

L.  Rd. 

M. 

R.  Rd. 

1 

Mittel 

1 
2436  g      1.           0,126 

2.  0,153 

3.  0,127 

4.  0,117 
0.           0,121 
6.           0,098 

0,123 

0,121- 

0,115 

0,109 

0,100 

0,107 

0,092 
0,079 
0,120 
0,092 
0,081 
0,116 

0,1141 

0,118 

0,121 

0,106 

0,101 

0,107 

V=o.ui 

3936          7.            0.178 

0,163 

0.178 

0,173  -=  a/' 

l'ib    berechnet    sicli, 

wiederum    nach 

der    Methode     der 

k Uinsten   Qiuidrato : 

« 

<?,= 

+  0,1724    10-^. 

i 

Z- Schwingung. 

Belastung 

L.  Rd. 

M. 

H.  Rd. 

Mittel 

1 

1 
3936  u       1.          -  0,078 
2.       1    -  0,080 

-  0,081 

-  0,081 

-  0,079 

-  0.078 

1      " 

i  -  0,079 1   »            ^  ^^- 
-  0,080  r'=  -0,07Ö5 

Ks  wird  demnach: 

^  = 

d.  •  3,709 
■^  3936  .9,7  ' 

<^.= 

-0,0772.  10-^ 

b)  Beobachtangsrichtung  ;  K^i  Y" . 
1.  Relative  Verzögenmg. 


Belastung 

L.  Rd. 
1,23 

M. 
1.43 

R.  Rd. 
1 ,565 

4471  g       1. 

1,409 

2. 

1,395 

1,60 

1,335 

1,410 

3. 

1,39 

1,415 

1.42 

1,408 

4. 

1,34« 

1,425 

K42 

1,397 

5. 

1.39 

1,44 

1 .405 

1,412 

Mittel 


J'  =  1,407 


r 


über  das  yiezooptisehe  lerhalfmi  vcyti  Topas.  «19 


Eß  wird: 


_    1,407  •  3,702 


2 

»•        4471.  ö.  9,72' 

^,  =  ^.  -  ^.  -  +  0,2396  . 

10-*. 

■ 

2.  Absolute  Verzögenmgeu. 
X- Schwingung. 

Belastung 

1    L.  Rd.          M.          R.Rd. 

1 

Mittel 

3936^      1. 
2. 
3. 

0,112         0.129         0,218 
0,158         0,167         0,134 
0.157         (»,157         0,152 

0,153  ] 

0,153  l  6,.  =  0.154 

0,155  J 

Aus  d*  l)erechiiet  Hich: 


j    _   0,154  j_3,702 
' '  "~      3936  •  9,7"  ' 

4  =  +  0,1493  .  10-* 


Z- Schwingung. 


Belastung 


L.  R(l. 


M. 


R.Rd. 


393(^  g 


-  0,091  (»,(KK)     -  0.078 


Hiernach  wird: 


Ä  = 


-  0,086  .  3,702 
3936  .  9^      ' 

rJ.  =  ^0,0834.  10-*. 


Mittel 


-  0.086  =  <5, 


Prisma  4. 

Beobachtungsrichtung     /C, . 

1.  Relative  Verzögerung. 


Belastung 


L.  Rd 


M.  R.Rd, 


Mittel 


3471g 
4471 


1. 

2. 
3. 


1,255  1,275  1,125 


1,585 
1,415 


1,56 
1.57 


1,505 
1.64 


1,218  =-  Jj' 

^'^^\  1  646 
1,542  I  *'*^ 

41» 


J,' 


620 


R.  EppendahL 


Die  Methode  der  kleinsten   Quadrate  ergibt  hier: 

.    ,  _   Ji  '  Qt±  4*'^  Qf      3,689 
^^  ""         yi'+ Ö.'  5.9,72' 

J^;  =  ^V  >-  ^7  =  +  0,2639  >  10-^ 

Rückwärts  erhält  man: 

J^'=  1,207 
J,'=  1,555. 

2.  Absolute  Verzögerung. 


Belastung 


2436  g      1. 
2. 


L.  Rd. 


0,117 
0,124 


M. 


0415 
0,113 


R.  Rcl. 

0,116 
0,114 


Mittel 


-- — r 


S:}};}v=o.H« 


Daraus  wird: 


0,116  '  3,689 

2486  •  9,7     ' 
+  0,1811  ■  10-^ 


Belastung 


2436  g      1. 
2. 


L.  R(l. 


M. 


R.  Rd. 


Mittel 


0,058 
0.042 


0,062     -  0,048 
0,039     -  0,031 


-  0,037  )  ^^  "•"*^ 


Daraus  folgt 


0:  =  - 


0,045  >  8,689 
2436  .  9,7     ' 


5;  ;=  -  0,044  .  10 


—4 


Dieser  Wert  ist  sehr  unsicher.    Aus  d/^'  und  zl»/  würde 
'^*^®^^*  ä?  =-0,083-10-*. 


Prisma  6. 

Beobachtungsrichtung  H^^i. 
1.  Relative  Verzögerung. 


Belastung 


~^'.  .1 


4471g 


1. 

2. 


L.  Rd. 


M. 


1,60  1,77 

1,706  1,74 

1^5  1,74 


R.  Rd. 


1,91 
1,74 
1,89 


Mittel 


1,7601 

1.728 

1,728 


d.  '-  1,789 


über  das  piezooptische  Verhali^m^  vofi   Topas.  621 


Demnach  wird: 


^ 

.    „  _    1,739  •  3,698 
^Ap    —  4471-5.9,72  ' 

jj' =+ 0,2960  •  10-* 

« 

2.  Absolute  Verzögerungen. 

Belastung 

L.  Rd.         M.         R.  Rd. 

Mittel 

2436  g      1. 
2. 

0,108         0,109         0,112 
0,126         0,120         0,114 

S:!2S}v'=-t  0.116 

Aus  dfc"  berechnet  sich: 

^n  _   0,115  ■  3,698 
*    "      2436  .  9,7     ' 


^7"  =  + 0,1800- 10"-*. 


Belastung 


L.Rd. 


M. 


R.  Rd. 


2436g      1. 


-  0,064     -  0,064     -  0,072 


Mittel 


-  0,067  =  b^' 


Es  wird  demnach: 


sr  = 


r'  = 


_    0,067  >  3,698 
2436  .  9,7     ' 

-0,105.  10-*. 


PriBma  6. 

An  diesem  Prisma  wurden  in  der  lieobachtiingsrichtung 
parallel  K^  nur  Messungen  der  absoluten  Verzögerungen  vor- 
genommen, da  die  der  relativen  Verzögerungen  infolge  zu 
undeutlicher   Streifen  im   KomjX'nsator  zu   unsicher  waren. 

Absolute  Verzögerungen. 


Belastung 


2436g^   1. 
2. 


L.  Rd. 


0,110 
0,112 


iM. 


0,113 
0.121 


R.  Rd. 


0,107 
0.110 


Mittel 


Jn4}V"=  +0,112 


m^. 


R.  FppendnhI. 


Daraus  fol^t : 


d- 


V  '" 

^h 


0,1 12  '  3,692 
2436  •  9,7     ' 

+  0,1750-  IQ-* 


Belastung 


L.Rd. 


M. 


R.  R(l.    i 


Mittel 


2436  g      1. 
2. 

Es  folgt: 


0,027 
0,028 


0,032      -  0.033  .  -  0,031 1  jt  .,._ 
0,031  0,034  '  -  0,031 1  ^'     ""' 


-  0.031 


r 


_  _   0,031  '  8,692 


J  "'  =  - 


2486  •  9,7 

0,0484  .  10-* 


e}  Berechnung  der  Konstanten  and  Prüfung  der  The<)^ie 

bzw.  der  Messungen. 

Setzt  mau  in  die  Foriiielii  (16 — 81)  die  aus  den  Beob- 
achtungen gewonnenen  Bosultate  ein,  so  erhält  man  die  piezo- 
optifichen  Konstanten  oder  Kombinationen  derselben.  Wird 
jeder  Beobachtung  ein  ihrer  Zuverlässigkeit  ontsprecheiides 
Gewicht  erteilt,  so  l)eroehnen  sich  nach  der  Methode'  der 
kleinsten  Quadrate  füi*  die  pi&zooptisohen  Konstanten  stjh  des 
Topases  folgende  Werte: 

:Tji  =  -  0.504  •  10-«  •  t  ^ ;         ,^^^  =  4,  o,8'20  •  10-«  •  0« ; 

vTi8  =  +0.'2-22-  10  «•  r^: 
TTji  -^  -0.511  •  10-«  •  1-2;         ,1^  ^  -  0.5S8  •  10-»  •  p«: 

^23=  +  0,240  •  10-«  r^: 
TTj,  =    -  0.869  •  10-«  •  r2 :        ^z^^  ^  -j-  o,21s  .  10-«  •  r« : 

7133=  -  0.447- 10-«  r^: 
:r^=-       0.886  •  10-«    r«:        .t^^  -    -  0.229  •  10-«- 0«: 

7r«e  -=       0,786- 10«.  r^ 

Die    Beziehungen    (10)    ergeben    dann     für    die    elasto- 
optischen   Konstanten  des  Topases  folgerndes  Wei-tsystem : 

p,i  -::  0,085  •  t;2 :  />2,  =  4-  0,098  •  v« :  />3,  -    -r-  0,096  •  p«: 

p,2  =  +  0»069  •  r* :  p^^  =-    -  0,120  -  r^ :  i^^  -_-.  4.  0,085  •  ©«; 

P18  =  -  0,052  •  t;2 ;  /^j«  =  -f  0,065  •  r^ :  P33  -  -  0,088  •  r* 

P44  =  -  0,095  •  t?« :  />65  -       0,081  •  v^ :  p^  -^    ~  0.098*.  rV 


fber  daa  piezooptischp  Verhalttm  von   Topas.  82J^ 


Aus  den  so  gefundenen  Worten  der  piezooptischen  Kon- 
stanten kann  man  umgekehrt  niit  Hilfe  der  Gleichungen  (16 
bis  31)  die  relativen  und  absoluten  Verzögerungen  in  den 
speziellen  Fällen  der  J:?eobachtuiig  berechnen.  Die  auf  diest* 
Weise  gefundenen  Werte  werden  in  der  nachstehenden  Tabelle 
angegeben,  wobei  neben  jeder  berechneten  Größe  zugleich  du* 
beobachtete  Gröfe  gestellt  wir<l. 


Relative 

I. absolut.;     Berwhnet 

Vcraög.   ; 


Beol)rtc*htet 


*tZ 


^H 
5 

A 


XU 


•«V 


<». 


•w« 


4^0,316 
i  -  0,039 
1  +0^77 
'  -f  0.363 
j  4-04571 
!  -  0,093 
4-0,323 
4-0,291 
j  4-0,222 
I  -  0,068 
!  4-0,260 
:  4-0,176 


10-* 
10-* 
10"* 
10-* 
10-* 
10-* 
10-* 

Kr* 

KV  * 
IO-* 

Kr* 

K>-* 


4-0,316-  10- * 

-  0,032  •  10-  > 
r  0,274  •  10-  * 
h  0,362-  10- > 
r  0,276-  10» 

-  0,088  •  10-  * 
i^  0,323-  I0-» 
f  0,290-  Kr* 

■'  0.223-  Kr* 

-0,068-  Kr* 

0.261  •  10-^ 

0,172-  Kr« 


Relative  ' 

u.  absolut." 

Verzog,  i 


■'s 

<5. 


Berechnet 


Beobarhtet 


J 


hv 


-'Ar 

•v; 

C       /  *  / 


-0,073-  Kr*    -0,077    Kr* 
H-  0.240  -  Kr«  1  4-  0,240  -  Kr  * 

I  0,147  10-*  -f- 0,149-  Kr* 
-0,093  10-*  -0/)83-  Kr* 
-f- 0,262- Kr*  i-f  0,264-  Kr* 

i- 0,170-  Kr*  if  0,181-  Kr* 
-0,092-  10  *;  -0,044-  10-» 

r  0,298-  10-*     1-0,296-  Kr 

0,178-  Kr*    4  0,180-  10^* 
-0,120-  Kr*i  -0,106-  Kr» 

f  0,161-  Kr*j  4  0,176-  Kr* 
-0,048-  Kr*    -0.(H8-  10  * 


In  den  nieiöteii  Fällen  liegt  die  Differenz  zwischen  der 
berechneten  und  der  Ixobachteten  Größe  noch  innerhalb  der 
Fehlergrenze  der  optischen  l^eobachtungsiiiethoden.  hifolg«- 
der  negativen  Vorzeichen  der  n^^x  waren  die  beobachteten 
absoluten  Verzögerungen  außerordentlich  klein,  so  daß  die 
Genauigkeit  der  Tr^fc  nur  einige  Prozent  betragen  kann.  Ininier- 
hin  ist  eine  befriedigende  Üljereinstininnmg  mit  dem  Ansatz 
von  Pockels  erzielt  worden.  Die  (Jenauigkeit  der  p/^^^  ist 
übrigens  infolge  der  Arl  iln<'r  Berechninig  aus  den  nj^i^  eine 
entsprechend  gc^ringe. 

Ebenso  wie  Ijei  den  bisher  nntersucliten  Kristallen  Um- 
steht auch  bei  Topas  eine  Beziehung  tzj^^  =^hh  o<'^'i'  Pää  =  Pkh 
nicht . 

Daß  negative  Vorzeichen  säuitlicher  n^s  sowie  y^j^  verleiht 
dem    piezooptischen    Verhalten    des    Topases    ein   «eigenartiges 
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B.  Eppendakl. 


Gepräge,  wie  ja  schon  unter  den  vorliegenden  Beobaohtuiigei 
in  jeder  Beobachtiingsrichtnng  negative  Verzögerungen,  d.h 
Beschleunigungen,  gemessen  wurden.  In  einigen  spezieller 
Fällen  soll  die  Einwirkung  dieses  Vorzeichens  noch  näher  ans 
gefülirt  werden. 

Die  Größenordnung  der  Konstanten  ist  durchweg  dieselbe 

f)  Anwendung  der  gefundenen  Resultate  aqf  spesielle 

Fälle. 

Zunächst  soll  das  piezooptische  Verhalten  des  Topases  für 
den  Fall  allseiiig  gUiclien,  Druckes  diskutiert  werden.  Hierbei 
wird 

und  die  Gleichungen  der  Polarisationskonstanten  ergeben: 

—  V  i^2l  +  ^22  +  ^2»}  • 

w,*  —  oiz^^  -^  —  p  \:n^i  +-T^32  +^33} 
oder  nach  Einsetzen  der  Zahlworte  für  die  n^f, 

-  0,088  •  10- «r^-j). 

,02  .^    -  0,174- 10-»  •?:«-p. 

-ox«2  _-.:     -  0.140  •  10-«  T«-]). 

Durcli  allseitig  gleichen  Druck  erleiden  demnach  sämt- 
liche Hauptlichtgeschwindigkeiten  geringe  Verzögerungen,  oder 
was  dasselbe  ist:  Die  Haupt brechungsindizes  werden  bei  all- 
seitig .gleichem  Druck  zunehmen,  durch  allseitig  gleichen  Zug 
abnehmen.  Die  Änderung  der  Doppelbrechimg  durch  allseitig 
gleichen  Druck  ergibt  sich  ans: 

CO;,.*  —  O),^  —  ((Or^^  —  (O/^  ^)  =  —  P  (JTu  +  -^12  +^13—^81  —^82—^88) 

=  + 0.102    1 0-8 -r^.p 
Man  erhält  eine  geringe  Zunahme  derselben: 
„^_ „^ - (n^o_ ^^0)  =  +  ^' .  0,102 .  10-8 'p^  +  0,215 •  IQ-*  •  p . 

Die  Größe  des  halben  Winkels  der  oi)tischen  Achsen  wird 
dargestellt  durch : 

=  /-^4 — V  • 


0J,2   -a>^0  2^_,. 


2 

r 
2 


fOy*      CÜy 


(O. 


über  das  piezooptischf  Verhalten  ixm.   Tö]uui,  625 


Da  mm  für  Topas  gilt 


CO. 


«  -  CO,*  = 


(üj'^  -^ 


CO.*  —  COg-  =  COjc 


02 


co/2  -f  0,186  •  10-8    r^p,., 
V«  +  0,102  •  10-8  .  t?« .  p , 


so  wird  durch  allseitig  gleichen  Druck  der  Winkel  fl  vergrößert. 

Eine  weitere  An-wendung  der  erhaltenen  Besultate  läßt 
sich  auf  die  Änderung  der  Brechungsmdizes  des  Topases  dun^ 
Shtoärmung  machen.  Nach  Offret*)  wird  die  Änderung  der 
ßi^echungsindizes  des  Topases  durch  Temperaturerhöhung  um  1®: 


~di 


-  +  0,81  •  10-S 


dt 


+  0,90  .  10-fi , 


du, 
dt 


-  +  0,80.  10 


—  5 


'^^  bei  Temperaturerhöhung  der  Topas  eine  allseitige  Dilatation 
^^f  &hrt,  diese  Dilatation  aber  allein  gemäß  dem  pigzooptischen 
^^ihalten  des  Topases  eine  Abnahme  der  Brechungsindizes 
'^^irvorruft,  vorstehende  Werte  aber  eine  Zunahme  derselben 
^ligeben,  so  folgt  hieraus,  daß  dieser  Unterschied  durch  einen 
'^inen  Temperatureinfluß  auf  das  optische  Verhalten  des 
Topases,  der  den  piezooptischen  Veränderungen  entgegenwirkt 
*^id  dieselben  überkompensiert,  hervorgerufen  wird. 

Bei  gleichförmiger  Erwärmung  um  1®  C.  ist  nach  Fizeau 
**^    setzen: 

j,.  -  +4,84-10-«=  Ol. 

y,  =  +4,14-10-«=a,. 

2^  =  +5.92 -10-«  =03. 

Die  Änderung  des  optischen  Verhaltens  allein  durch  diese 
^'■^^rmische  Dilatation  würde  gegeben  sein  durch: 

=  Pir«i  +Pi2-a2  +  Pis'fls- 
=  P21  •  «1  +  P22  •  «2  +  P28  *  «8- 


ö>x*-co/*- 


eo»«  --C0/2 


co< 


2 


Ol 


02    


=  PSI  •  «1  +  P32  •  «2  +  Pss  •  «3- 


^^Ifr  nach  Einsetzung  der  Zahhverte  durch: 

^^^2  _  eo/2  ^  +  0  182  .  10-«  •  r^ 

co,2  -rV^  =  +  0,838  •  10-«  •  V«. 
0)^2  _  ^,^^0  2  _,  _|_  0,320  •  10-«  .  v«. 


1)  A.  Offret,  Bull.  koc.  fran^.  min.  18,  1890. 


t>if  Äiidonmg  di- 


II.  Kpi>enihhl. 

nrt't'liinifjKiiulizt'H 
.,0-.;     (t^)- 
0  --  0.684-  UJ- 


,-ini  denniai-li; 
0,713-  I0-"; 


Aus  diefloii  Wi>rti'ii  Ixrochunt  sich  in  W-vbiiidimg  mit  den  vnn 
Offret  orhaltoiifii  für  di-ii  n-iiieii  TeiiiiJt-riitiiivinfluß  folgendfi*; 


St 


-+0,85.10-' 


dl 


=  +  0,»7-lü-' 


.+0,87    10-». 


\ht  reine  Tenii)frivtiirciiitliiJä  iiix-rwit'Hi  aku  '^•in  sturk  di-n 
der  thermischen  T)ilHtHtioii.  ^u  diill  ilit>  lt>lxtt)re  in  ibrt'in  Kin- 
flnß  auf  diu  Äiidcnuif;!  di-r  1 'rcehungsindizea  iiur  in  «iiwr 
kleinen  Verinindoniiig  der  Wiiknug  zni'   (.irltuDg  kommt. 

l>ei  Krwärniinig  di's  Tiiimsrs  ciliftlt  nrnn  »llein  dnrt-li  di* — 
Dilatation  ^ne  Alninhnti'  di-r  ])mnicllnvchunn: 


,rf(«,- 


durch  rciiien  Tt^inpi^ratu 


=  -0,303-  10   «, 
infhiU  <'it[f  /iinithiiie  dersfÜH-n: 
■''  =  +  0.2-  10^«, 


iiacli  d<'i'  IScobachhinf;  von  Offtri  diigi-gcu  eijic  Ahiiuhiiii.^ 
der  Doppdbn'thuiig;  also  iil)>r\vi<gl  aiicli  in  Hinblick  anf  dit-»- 
Änderung  der  DoiilM'lbrfihiuig  dii.>  lliiTniischi'  Dilalalion. 

hn  folgenden  K<dl  die  Kiinnikuiif)  einmiig»n  Drucket  mit 
die  Änderung  des  (t])tisrbeiL  Vcrliiihei's  den  Toiuises  dfpj« 
Nähen'D  diskutiert  werdru.  IVt  Druck  wirke  z.  B.  in  de* 
XO-y-Ebeue.  I>ie  Itichtuiif:  des  iMicki-H  sei  unter  einein  ' 
Winkel  y  gegi-n  die  X^-Achse  fjeiieigt.  AlHdumi  erhält  mau  - 
für  die  PolHriHrtlioDsIvoiisfiinlen  fnlf;i'iidc   ÄuHdrücke: 


■  ms*  7 

.  .T|,-in*9)l-j> 

■«■..s^,    . 

;.-Tj2-siuä  ,?!■/. 

■■■1.^*7 

-  .T;„-sinSy;-;. 

l-iq.)-!,: 

„^,  ^  „3,    -.  ü  . 

über  das  piSiooptiJiL-bf  \'t:rhaH<-ii  roii  Tnpo^. 
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Wii>  diese  Gröüt-ii  sich  mit  di-r  Riclitiing  des  l)ruckt.-6 
äitdein,  aeigt  folgend«!  l'tibelli'.  in  der  ilifst'llK'ii  fiii*  den  orstcii 
Quadranten  di-r  X'*-Y"-Kly'ni'  für  vorHchifdcn«  Drurkiiclitung«'» 
berechnet  sind. 


T 

«h,  -  «/' 

«.1  -  '■*/' 

"•»  -J^" 

"ü. 

p.,- 

'■  OJSU-Hi  > 

0^9-10-" 

p..' 

.7 

■r  0,60t- 11)-« 

„ 

llC 

-■- 0.479- 10-' 

-  «.47»- 1»" 

t>,3li6  ■  »1- " 

■   n.l2«  ■  10  - 

»)• 

+  0,408 -10-» 

--  o;j«:i  ■  nt-  ■ 

-  t»,351  -  10-" 

;-  0,237  ■  10  ' 

:ki> 

+  0^98-l»-' 

-  0,238    11)  ' 

()j:W-H>"" 

:-0.3S0.10  ■ 

K> 

r  0,16*- 10-» 

0.05«-lic -• 

-    0.307  ■  liv  " 

:  nsm  ■  10  ' 

«• 

-HO/WB-IO-* 

t-  0,03«  ■  11)- " 

0,21M  ■  lir-" 

IWM  ■  10- ' 

*• 

+  OJOSO-Ut- 

-i   0.131  ■  lir- 

.  0.280-10-« 

1-0,362.10" 

«• 

-  0,114- 10-* 

-1  0,310-  in  ■ 

0.23« -lir» 

i  ».32O10  ' 

TO« 

-  0,224-10-' 

;■  0,455-  Hl-  " 

0,231)  ■  10-' 

-!-  0.237  ■  10  ■ 

m» 

-  0,296-10-» 

■   0.55»-  Hl  ■ 

■    0,223  ■  10-" 

'■   0.12»  ■  10  ■ 

*>• 

-  0.320  ■  I0-« 

if.m!:i-  in  > 

II.21H-  )(t— 

Eb  genügt  die  Angabt.'  für  den  t-rnti'H  Vx'diitiilei),  w>'il 
'Utolge  der  Syiumotric  den  KnMiallfS  im  diitt>ii  (Jirndnuilfii 
uie  Werte  sich  in  derselben  Hcihenfolgi',  im  zweiti'u  und 
vierten  Quadranten   in  niiigekclnter   lleihenfolgo   wifderholcn. 

Di»  Änderungen  der  HiiiiirtlielitgeHclmiidigkeiti'n  ItiSRt-u 
^^vh  min  ans  den  Pokri^iatioiiiikonätiintt'n  U-reelmen.  Kh 
'^«.im  liier  iiiit  genügeTider  Aniiälierung  a^  =  «>,',  a^  =  »>,• 
Besetzt  werden;  denn  dii-  Droliniig  (loa  Atliw'nsyöteni»  um 
'Uo  Z'-Achfl«   ist   i'iiie  anL'Hi'itrdi'iitlieli  ncr'utK*--      Ferner  wird 

Ea  lassen  sich  leicht   fol^emU-   IteHiiltatc   ülx  ixeh>'ii:    f'iir 
'■'''"'"■'■'  =  0,.".Ü4-  in-'./., 


-U,ni)4     10 


-  \.{)bH-  10" 


l>uri;h  einseitigen  Dniük  imrallel  iUt  A'"-A<;hse  wird  iiUo  h^ 
kleiner,  d.  h.  ai,  erfährt  eim.'  Ii<-Hihlfiiait{niiH.  Ii<'i  wachai^ndein 
^nkel  9)  nimmt  diese  Iteschleuuijriing  ah.  Bii-  wird  schlieU- 
lieh  bei  einem  Winkel  von  elwn  51  "j"  Null  und  giOit  dann  zu 
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negativen    Werten    über,    bis    bei 
zägeriing  frrcicht  ist.     Hier  wird: 


y  =90»    die    größte    V 


w,  -  n,"  -  +  -y  •  0,320  .  10-*  ■p=  +  0,671  •  10"*  ■  p . 

Hin  ähnliches  Verhalten  nur  in  umgekehrter  Beiheufo^  ze: 
die  Änderung  von  tu,'  bzw.  n,"  bei  Variation  der  Dmckiicbtu 
iti  der  X'-V-Ebene. 

Hei  9>  =  0"  erleidet  (u,**  eine  Verzögerung,  d,  h.  n^*  m 
größer.  J)iese  Verzögerung  nimmt  bei  anwachsendem  fi  i 
wird  bei  einem  Winkel  von  ungefähr  46"  =  0  und  nimi 
dann  entgegengesetztes  Vorzeichen  an. 

Für  »p  =  0*  wird : 


n^_„^"„  ^     0.511-  !0-*-p=+  1,078.  10"' 
Pur  9;  =  90"  wird : 


«^-71^«  =  -  -^-    -0.583- 10-«-;>  =  - 1,23. 10-». p. 

Ferner  wird  für   9p  =0",  alao   für  einseitigen   Dnick  paraU 
der  X^-Achse.  die  Doppelbrechung; 

"    ^)-P-=  +2,16. 10-". p 
''/^\.p=  +l,78.10-"*-p. 


und 

]n  dem  Ausdruck  für; 

sin  Si  = 


lüniDit  der  Zähler  um  einen  größeren  lietrag  üu  ab  der  Kenne 
iufolgedesaen  wird  auch  der  Binormalenwinkel  bei  die« 
rhnckricbtnng  etwaiä  größer. 


vT- 


{ 


über  dcts  piezooptüche  Verhalten  ron   Toptia.  629 

Für  einseitigen   Druck   parallel   der    i'®- Achse,   tl.  h.  für 
9'==?0®,  erhält  man  dagegen: 

iiud 
».-«,-  («.'  -  O  =  -  T^  ("'*  ;/■'")  • ;» -  -  0.21 2  .  10-« .  /. . 

Hier  nimmt  in  dem  Ausdruck  für  sin  ü  der  Zähler  um  einen 
gröfieren  Betrag  ab  als  der  .Nenner,  d.  h.  bei  dieser  Druck- 
richtmig  wird  der  Binormalonwinkel  etwas  kleiner.  Ferner 
sieht  man^  daß  bei  einem  Winkel  von  etwa  47^  die  mechanisch 
•^'aeugte  Doppelbrechung  n^  —  Hj.  —  (n„^  —  ^«®)  =0  wird.  Bei 
^ser  Druckrichtung  findet  also  keine  Ein^^arkung  auf  den 
i^inormalenwinkel  statt.  ^ 

Erwähnen  will  ich  noch,  daß  bei  einer  Druckrichtung  von 
45^   gegen    die    X^-Achse    und    einer    Beobachtungsrichtung 
P<'^rallel   der  Z®-Achse,   die    Kompeusatormessungen,   die    von 
^  —  n,  —{n^^  —  w«®)  abhängen,   s(»hr   unsicher  waren.      Ge- 
^^de   zwischen   40*^  und  50®  schwanW    diese    Dopixdbrechung 
außerordentlich  stark.     An  den  oberen  und  unteren  Bändern 
^öa   Präparates,   an   denen  sich   selten  eine   genjvu   definierte 
^^Hickrichtung  herstellen  läßt,  teilten  sich  bei   l^lastung  zu- 
teilen die   schwarzen   Komix?nsatoröt  reifen  gabelförmig,  ent- 
^Pirechend  dem  verschiedenen  Vorzeichen  der   Doppelbrechung 
^i  Druckrichtungen  zwischen  40®  und  50®.    An  Stellen  in  der 
^itte  des  Präparates,  wo  eint*  gleichmäßigere  Druckverteilung 
^'Oirhanden  war,  war  die  Verschiebung  des  schwarzen  Kompen- 
^^torstreifens  außerordentlich  gering,  so  daß  auf  eine  genaiu^ 
*^^«sung  dieser  Verschiebung  verzichtet  wurde. 

Wirkt  der  Druck  parallel  der  X®-A(hse,  ist  also  9?=0®. 
**^  wird  für  die  Doppelbrechung  n,  —  n,  —  (n,®  —  n,®)  folgen- 
^^»^  Ausdruck  erhalten: 

i^i^  Doppelbrechung  des  Topases  erfährt  also  bei  einseitigem 
^^^tick  parallel  der   X®- Achse  eine   geringe   Zunahme.      üm- 
^tehrt    ist    es    wieder    lx>i    einseitigem    Druck    parallel    der 
^^-Achse.    Hier  erhält  man: 
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Die  Doppelbfechuiig  des  Topases  orfälirl  bei  einseitigem  Drui-k 
piirallol  Y"  eine  geringe  Abnahme. 

l'iei  Dtuc  krielitnrgeii  KwiKclien  0"  und  90'  nimmt  die 
I>oppelbi'ec)iung  fiir  wnchsende  <p  iilj.  wird  Ix'i  Ptwu  70*  =0 
lind  nimmt  dann  negative  AVerte  im. 

Dieses  eigenartige  Oszillieren  der  nieelniniKch  erzeugten 
Lichtgeschwindigkeiten  Ix'i  Viiviationeu  des  Druckes  hat  Keittc'n 
Grnnd  in  dem  negativen  Vorzeiclien  der  tz^i,-  Diese  geben 
iineh  zu  ganz  fthnliirhen  Verliiiltnissen  in  der  Y^-^'-  und 
Z^'-X'-Kbene  Veranlassung.  Ka  werden  dort  dieselben  Ee- 
sultate  erhalten,  nur  mit   etwas  unileren  Zahlwerten. 

Speziell  für  einseitigen  Druck  parallel  der  Z"-A«ii8<'  mag 
iioih  der  Wert  für  die  lueehanisch  erzengte  Doppel brechniij; 
rangefiihrt  werden.     Man  erliiilt : 

„_ _  «^  _ in/  -  »J>)  =  _  '-'-'  ("""■■'•')  .,,==_  1,44  - 10-< .  /. . 

Sie  iiiunnl   \n-i  ilieyer  Ihiiekrii  blung  etwa«  ab, 

g)  Ober  die  Dispersion  der  mucli&nJBch  erseugteii  Llcbt- 
geBchwiiidigkciten. 
Ks  wurden  in  einigen  likhtungen  noch  iJeobuchtungeii 
illtiT  die  Abliängigkeit  dei-  durch  Dniek  erzeugt«*!!  Verzierung 
von  der  Farbe  geuiatht.  Diesel!)en  wurden  in  folgender  Wei»«- 
Husgetiilirl.  An  einer  Stelle  des  l^üparates  wnirden  niu-h- 
einander  die  Verschiebungen  des  Koinp'nsatorstreifens  bssw. 
des  Iiilerfi'reii/.slreifens  des  liefraktors  mit  den  verw  hie  denen 
Welli-nlftngen 

p,  —-W><fi/i.  .')HS^(ji(.  502/(/(  und  447 /v' 
gemessen.  Zugleicli  Wurde  geprüft,  ob  (Ue  Druckvert^ilung 
an  dieser  Htelle  während  der  Heo bucht  ungsreihe  dieselbe  l>Ueb. 
Da  die  Annahme  der  Pioportionulitäl  zwischen  Druck  und 
erzeugter  Verzögerung  zulassig  ist,  so  hat  man  hiermit  die 
Abhängigkeit  zwischen  den  durch  die  verschiedenen  Wellen- 
längen hervorgerufenen  Verzögerungen  gefunden.  Die  (iir 
X  =^  5H^  fAft  gefundenen  Werte  sind  schon  genauer  bestimmt 
worden.  Auf  die.se  lassen  sich  dann  die  für  die  anderen  Wellen- 
langen  reduzieren. 

An  Prisma  3  wurden  in  der  Ik'obaehtungsrichtiing  parallel 
X"  folgende   Koni|K'usatorniefisungen  erhalten: 


über  (bis  ptezooptische  Verhalten  wn   Topaa.  «i8I 


/ 


I 


Koiitr<»llc' 


^yz 


668 /i/f 
JS88  /!/< 

447  /!/« 


1 .434 
1.484 

1 .529 


],436 
1,480) 
1,481  I 
1.51(» 


0,2117    lir' 
0,2607    in-« 

o,;^04i  •  10-» 

0.3524    10-^ 


Es  läßt  sich  hit^nms  in  ^cnü^ciKUr  Annäherung  mich  d«*r 
Formel : 


~  .T, 


9  5  .     f      =  .'^*?       '*•• 


H  . 


// 


m 


wwWy    Venmchlässigung    (l«r    Dickenänderung     du'    Differenz 
— ,         für  die  vers(*hiedenen  Wellenlängen  lierechnen.     Man 
nrliält :  ^ 


<H)8  //// 
588  //// 
502  )i// 
447  ;//< 


0,67  •  Kr  " 
0,69-  M»  ^ 
OJl  •  10 " 
0,73 .  |(»  " 


In  der  l>eobachtungsrichtuiig  ])tiralleJ   V^  wurden  folgende 
Konipensatorniessungen  erhalten : 


/ 


Ko!itrt)|le 


J 


^i 


((68  /f/i 
688  ;i/i 
602///* 
447  //// 


1 ,898. 
1,901 
1 .905 
1.912 


I.IMM 


Hieraus    U» rechnet    sieh 
VVV-lIenlängen : 


••m  »Im*; 


0,2090- 10-* 
0,2396  10-« 
0,2860-10"« 
0,3290-  \ir^ 

für     die    verschiedenen 


«68  nn 
588  //// 
502  /<// 
447  /<// 


/"- 

0.665-  10-  *• 
0.669-  lO-«« 
0,675  U^-" 
0,684  •  10-  "^ 


Man   findet   aus   diesen   und   ähnlichm   hier   nicht    weiter 
ang«*fnhrten    neobachtun^'n,   daß  die  tij^i   mehr  oder  weniger 


Ö32     U.  EppendM.    Vber  das  pifzoopliscJie  l'erhaHen  von  Topai. 

von  lipr  Welleiiläiigt  nbliäiig*-!!.  Rs  wird  ulso  mich  bei 
t4aBtischer  IJeformatioii  dfn  Topaaea  imiiinv  eine  gfiingf'  Ändi-- 
riiiig  der  naf  ürlichcn  DispiTsioii  eintreten. 

Nacbtrkr- 
B«obaobtansen  nn  BerrU. 
ßut Spree hfiid   der    Symmetrie   des   hexagoiialeii    Systeßii' 
ist  für  die  Polarisationakoiictanten  als  Punktionen  der  l>ni^k- 
koniponentt^n  X^  ....  Y,  ...  .  zn  setzen: 

0,1    ■■-  Ol,"*  =    ■■  I-T,,  -Vj.  +  JTi,  V,  +7lifZ,\. 

"«s      o'r"*  ---  -I^TaiA',    rjr,,  1", +  713,2.!. 

«M  ^         -"t«   >'.-   "66=      -■^44'^i-    '•«=    -("11    -^h)-^'.- 

oder  als  Piniktiouen  der  Deforniationagroßen  x^  ....  y,  ...  .: 

«11       <"^''^=Pii^^  +  PiiU^+Vit^.- 
'ht  -  "»*"  *  =  Pii  ^.  +  Pn  i/.  +  Vis  ^z  ■ 

«M    -  "*."*   =  /'Sl  ^r  +  P3l  .V»  +  P33  ^f 

"m  =  Pm  i/=-  «56  =  i'44  ■  :*■  ««  =  i  (pii     -  jPia)  *.■ 
wobei  alfl  Z^-Aehse  die  sechszäblige   Symnietrieaclise,  die  X'- 
iind  V-Achee  in  der  zu  letzterer  senkrechten  Ebene  beliebig 
gewählt  ist. 

Die  Beoliafhtiingeii  der  relativen  und  absoluten  Ver- 
zögerungen an  zwei  würfelförmigen  Fräparsteii,  die  aus  einem 
braeiliaiiischeii  Aquamarin  hergestellt  wurden,  ergaben  für  die 
l»i8 ZOO ptischen  Konstanten  folgende  Werte: 

7Tn=  -  0.349- 10-«    [.■*;    jr,a  =  +0.581  •  Hl-"  o»; 
71,^^  +  0.7-25  ■  10-» -t!*: 

jTai  =  + 0.914  ■lü-»i;i':    .-133=    -  0.418- lO"«- p»; 
ji„  =    --i-is-lO-B-t:»: 
und  hieraus  berechnet- sich  für  die  elastooptiscben  Konstanten: 
p„  =  + 0,0099 -13«:     p„=  +0.175 -t-a:     p^  = +0,191  ■»■; 
p„  = +0,313-»»;      P33  =+ 0,023  ■  1'* ;     p,,  =  -0452-0«. 

Es  ist  mir  eine  augenehiiie  Pflicht,  meinem  hochverehrten 
Lehrer,  Hrn.  Geb.  Iteg.-Itat  Prof.  Dr.  Voigt,  aach  an  dies« 
Stelle  für  die  Anregung  zu  der  Arbeit,  sowie  für  sein  mir 
üteta  bewiesenes  Wohlwollen  meinen  nllerherzlichBten  Dftnk 
auszusprechen. 

(Eingpgaiigen  21.  Oktobor   1919.) 
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a.    Zur  beschleunigten   Bewegung   kugelförmiger 

KIhrper  in  widerstehenden  Mitteln; 

van  Fritz  Sigismund  Schmidt. 

(Leipziger  Dissertation.) 

Die  nachstehenden  l-ntersue hangen  wurden  im  Anschluß 
an  eine  Arbeit  von  Schiller  und  Döge^)  im  physikalischen 
Institut  der  Universität  Leipzig  im  Winter  1912/13  begonnen 
und  nach  Unterbrechung  durch  den  Krieg  im  ersten 
Vierteljahr  1919  abgeschlossen.  Es  sollte  die  Bewegung  kugel- 
föi-niiger  nur  unter  dem  Einfluß  einer  konstanten  äußeren 
Kraft  stehender  Körper  in  Flüssigkeiten  unter  Erweiterung 
des  Beobachtungsmateriales  von  Schiller  und  Doge  unter- 
sucht und  dabei  das  Hauptaugenmerk  auf  den  beschleunigt 
verlaufenden   Teil   der   Bewegung  gelegt    werden.      Hrn.    Dr. 

Schiller  danke  ich  für  seini»  wertvollen   Hatsohläge   l>ei   der 

l>iirchfiihrung  der  Arlx*it. 

I.  VerfluohBanordnung. 
a)  Aufstieg  von  Ballonen  in  Luft. 

Als  Versuchs  kör  per  dienten  in  Luft  steigende  Pilotballone 
'^ld  in  Wasser  fallende    beschwerte   Wachskugeln.      Zur  Fest- 
^^^llung  des    Bewegungsverlaufes   wurde   im  wesentlichen   die 
^'on  Schiller    und   Doge   angegebene   photographische   Pest- 
l^gUDg  des   Ortes   der   Körper  in   verschiedenen  Zeitpunkten, 
^fc  gleichen  Abstand  voneinander  hatten,  von  der  Ruhelage 
^Us  beginnend  benutzt.    Es  gelangten  zwei  verschiedene  Größen 
^'on  Ballonen  zur   Verwendung.      Die  größeren  waren  Pilot- 
ballone   der   Continental-CaoutcHouc    und    Guttapercha    Com- 
paüie  in  Haimover.     Sie  bestanden  aus  etwa  0,4  mm  starker 
Gunliniplatte,  hatten  g(»füllt  einen  Kadius  zwischen  26,8  und 
29,6  cm  und  wogen  mit  Zubinde-  und  Haltefäden  und  Halte- 
ring zwischen  61,ö8  und  67,07  g.     l>ie   kleineren  aus  schwä- 
cherem   Gummi    stammten    von    der    Firma    Katzenstein    in 
■I      A-^i»^— ^^^— 

1)  Physik.  Zeitfcchr.  13.   8.234.    HM2. 
ADnalen  der  Phfsik.  IV.  Folge.    Ol.  42 


(!:t4 
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Iji'ip/ij;.  Jlir  Hiidiiis  scliwtinktc  z^^rlii-ii  7,4  und  8,45  cm, 
ilir  (Ji'witrht  einKoliliflilich  King  und  Fiiden  zwiscbpn  1.62  und 
l.ß7g.  Als  Anfstit-gHort  diente  der  etwa  11  m  hohe  über- 
diichtc  Iiiolithnf  dix  ^»liysikaluiclipn  hietitntt<n.  ])ie  nä^bslf 
Wund  wur  von  der  AnfsticgBfltclK'  tilier  5ni  entfernt,  Znr 
Füllung  der  Itallonp  wurdo  Wafiserstoff  (FlaBcliengaB)  benntut. 
Während  dps  Anfstiegos  wiirdp  der  Ballon  mit  zwei  photo- 
gi«phiRclii'n   A)>parali'n.   deren   optiHche   Achsen  etwa   recht- 


^ 


B 
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winklig  ziieniander  standen,  photogriiphiert.  J>azn  ■war  eir 
Strnnikreis  heigefit^lll  (vgl.  Fig.  I).  in  dein  sich  ein  Metronour 
die  Ablnßvorrichtiing  für  den  l!ull<m  und  je  ein  aa  deff^ 
lüinieruB  ai^ebrnchter  Elektrtin'ngnet  befanden.  Dsb  Metro*' 
nom  schloß  den  Strom  dtmli  Kinlaiichen  eines  Drehtm  i^- 
einen  Quecksillx-rkontakl  in  gli'ichen  efwn  eine  halbe  Sekilnd^  - 
großen  Zeitinlervallen.  Hei  jedem  tjtrotiiachhiß  zogen  di^ 
l-^Iektromagnete  an  den  Kameras  einen  Heliel  an.  der  seb»i — 
Meits  auf  die  AiislösnngKhebel  der  \('rschhiBHe  wirkt*.  Diw  -^ 
Aiitonmt\'erKr'liliiHse  von  Banscli  und  honib,  Rpannt«n  sicl ' 
nach  jeder  Aiisltisung  sellwttfitig  M'i<'der.  so  daß  eine  beUelüg^^ 
Folge  von  Aufnahmen  gemacht  werden  k«niiite.  Die  Verachhiß-^ 
geechwndigkeil  wurde  so  groß  une  möglich,  nach  den  An-.* 
gilben  auf  tien  Verschlüssen  entsprechend  einer  RelichtnogP  ■* 
dinier  von  V,oo  Sekunde  gi-nommon. 


Zur  beschleunigtm  Bewegung  k}UjelJ€rmiger  Körper  ihw.    r»:).*» 

Die  Ablaßvorriehtung  VK'strtnd  aus  einem   doppolanuigcn 

et^^a   80cm  langen   zunächst    horizontal  stehenden   um  eine 

horizontale  Achse  drehbaren  Hebel,  an  dessen  einem  kürzeren 

Arm  ein  Gewicht  hing.     8<nn  Herabfallen  'vnirde  dunh  ein«* 

Sperrklinke  verhindert.     Das  Ende  des  längeren  Armes  vi-r- 

jtingie  sich  in  einen  dünnen   Draht,   unter   dessen  äußerstes 

Ende  der  Haltering  des  Ballons  g^^legt  wurde.      Ik'im  ersten 

StromschluJB  durch  das  Metronom  wurde  die  ö})errklinke  durch 

einen  Elektromagneten  zin*üekgezogt»n,  das  (lewicht  des  kiiizin 

Hebelarmes  sclmellte  den  langen  in  di(»    Hölu».      l)«>r   P>all<>n 

wurde  so  ohne  Stoß  freig« 'geben. 

Gleichzeitig  wurden  die  Verschliissf^  der  Kameras  das  erste- 
mal betätigt  und  der  Ballon  in  der  Ausgangsstellung  photi»- 
graphiert.  Dieser  ersten  Aufnahme  folgten  dann  nach  gleichen 
Zeiten  die  nächsten  während  des  Aufstieges  des  J Ballons,  bis 
dieser  den  Gesichtskreis  der  Kameras  \erlass(*n  hatte. 

Um  gute  Aufnahmen  kxx  erzielen.,  mußten  blau  gefä«'btr 
iiaDone   verwendet   werden.      Als    Hintergiund   für   die   Auf- 
Muhmen  wurden  lange  schwarze  Tuchstreifen  an  den  Wänd«*!i 
ST^nüber  den  Kameras  aufgezogen,  so  daß  verhindert  wurde. 
üaB  bei  der  mehrmaligen   Ik'lichtung  der  Platten  die  Stellen, 
'^o  der    13alk>n    sich    nicht    l)efand.    eine    Wirkung    ausnU-n 
tonnten.    Außerdem  Avunlen  lichtstarke  Objektive  (z^\*i  Zeil:^- 
Ttsaart»,   IJchtstärke    1:6,3    P»remiweitf    21  cm)   und   höchst - 
^^pfindliche   Platten    (Luiniire    i')    l^eniitzt.      Das   lacht    dr^r 
Sommermonate  reichte  dann  zur   Krzielung  brauclibarer  Auf- 
nahmen  aus.      l^e    gleich zeiti^T    Aufnahme   jedes    Aufstieges 
^iiwh    zwei    Kameras    hatte    den    Zweck,    Abweichungen    des 
^  ^»aDons  von  der  geraden  Aufstiegl)ahn  festzustellen  und,  fulls 
*^^lche   auftraten,    den    ^'treffenden    Aufstieg    ausschalten    zu 
•können. 

Vor  der  Füllung  stellte   eine    Wägung  das    (iewicht    (Ir.s 

-*  "iaflonfl  einschließlieh   Haltering  sowi»»   Halte-  und   Verschhif:>- 

*äden  fest.    Vor  dem  Aufstieg  wurde   zunä'hst    der   T'mfang 

^^-öt  einem  l^ndmaß  gemessen,  darauf  der  unt(?r  Umständeii 

^iit_j,ekannten  Gc^wichten  als   Jiallast    b« »Schwerte  [Ballon  da- 

^^^L   abgowogen,  daß  eine   angehängte    Wagschale    mit    Ge- 

/^^hten  so  belastet  wardtv,  bis  der  J^allon  ohne  zii  steigen  und 

^*'  lallen  schwebte.     Das   Gewicht  der  Wagschale  war  vorher 

'^^ttelt  worden.    l)ie  Zeiten  der  Messungen  von  Tmfang  uimI 
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Aiiflrii'b  wurdfii  iiotiiirt.  i'araiil  erfolgte  der  Aufstieg,  nacli 
ihm  wieder  FeBtatelluiig  des  Auftrieljes  uud  des  Umfanges, 
die  jetzt  im  allgemeinen  wegi'ii  des  ausgeströmten  Wasser- 
stoff» kleiner  aiiHfielen.  Ans  allen  Messungen  wurden  Auftrieb 
und  l'ntfung  nur  Zeit  des  Aufstieges  interpoliert,  l)ie  ver- 
wendeten Auftrielie  lagen  l)ei  den  großen  Ballonen  zwischen 
0,99  nnd  29,81,  bei  den  kleinen  zwischen  0,23  und  1,86  g. 
I'j-  wnirde  bei  den  gioßen  Iuk  auf  0,01,  bei  den  kleinen  bia  auf 
0,005  g,  der  IJmfimg  bei  beiden  (irößon  bis  auf  0,6  cm  be- 
stimmt. Ob  die  Luft  ruhig  war.  zeigte  der  beim  Abwiegen  mir 
l''eHtst*'lhmg  des  Auftriebes  sich  selbst  übeilassene  Ballon.  Der 
AnfstiegrtDUn  konnte  ilurcli  Schließung  t^ämtlicher  Öffnungen 
strömui^Bfiei  geViulten  wenlen.  Eine  Zu-  oder  Abnahme  der 
Ijutttemiwralur  mil  der  Hiilii-.  so  daß  sie  eine  dip  Bewegung 
merklich  beeinf hissende  Dichleänderung  hervoi^enifen  h&tt«, 
wiiv  niemals  nachzuweisen. 

Die  sü  gewonnenen  Platten,  zwei  von  jedem  BaUouaaf- 
stieg.  zeigten  den  Ballon  au  den  Orten,  die  er  zu  den  um 
gleiche  Intervalle  auseinanderliegenden  einzelneu  Aufnahme' 
Zeiten  innehatte.  Bei  Beginn  der  Bewegung  befand  eich  der 
IJallomnittelpunkt  ungefähr  0,75  m  über  dem  Boden.  Sein 
Weg  konnte  etwa  auf  einer  ötrecke  von  2,75  m  verfolgt  werden. 
Zur  Ausmessung  der  Platten  diente  ein  Koniparator  \'on  ZeiB. 
Mit  ihm  wurde  auf  jttder  Platte  der  Ort  des  oberen  und  «b- 
teren  llandes  jedes  Ballonbildes,  verglichen  mit  dem  der  Buhe- 
lage festgestellt  und  durch  Mittelbildung  der  jeweilige  Ort  des 
ßallonmittelpunktes  gefunden.  Mit  jeder  l-iamera  war  einmal 
ein  am  AufstiegBort  aufgehängter  Maßstab  photograpbiert 
worden,  so  daß  durch  Ausmeasen  dieser  Platten  das  Ver- 
größern i^  Verhältnis  der  photographischen  Apparate  bekannt 
wnirde.  Mit  dessen  Hilfe  ließ  sicli  der  Ort,  den  der  Ballon- 
itiitteljiunkt  zu  jeder  Aufnuhmezeit  gehabt  hatte,  finden.  Die 
Platten  wurden  bis  auf  0,01  nun  genau  ausgemesBen,  was  einem 
Wege  des  Ballons  von  0,6  mm  entsprach.  Bei  den  größeren 
(leschwindigkeiteii  war  jedoch  wegen  der  l'nsehärfe  der  Ballon- 
ränder größeif  Unsicherheit  bei  deren  t^nstellen  vorh^ideo- 
Da  aber  für  jeden  Ballonort  vier  Messungen  (oberer  und  un- 
terer Rand  auf  jeder  der  zwei  Platten)  zur  Verfügung  standen, 
fand  eine  gewisse  sellwttatige  Ausgleichung  der  EinateU- 
fehkr  statt . 


Zur  beschleunigten  ßcweguvji  kugelförmuje.r  Körper  umr.     Ji.ST 

Um  zu  sehen,  ob  dadiircli.  daß  der  IJallou  s«'iiH*  Ik'Wf^uiii^ 
in  der  Nähe  des  l^odens  Ix^gami.  i]i'Soiideiheitrn  in  dü^siM* 
hervorgerufen  wurden,  wurde  auch  eine  R(;ihe  von  Aufstirp;eu 
festgehalten,  bei  denen  der  l>allon  an  einem  längenMi  Faden 
als  ^wöhälich  an  die  Ablaßvorrichtung  gehängt  \Nnirde.  so 
dafi  sich  der  Ballonnüttelpunkt  hn  Anfang  etwa  1,5  ni  üUm- 
dein  Boden  befand.  Eni  Kinfluß  dü^ser  Än<lening  li<.»ß  sich 
nicht  erkennen. 

Bei  den  Aufnahmen  wurdi*  so  verfahren,  (iaß  (mu  einmal 
gefüllter  Ballon  nacheinander  mit  verschitnlener  JJelastung,  also 
verschiedenem  Auftrieb*.  h(K-hgelassen  und  jedesmal  photo- 
graphiert  wurde.  Während  der  Zeit  zwischen  dem  ersten  und 
letzten  Aufstieg  änderten  sich  Form  und  Inhalt  dos  Hallons 
nur  wenig.  Ballone,  deren  (iestalt  iu(*rklich  von  der  Kugel- 
form abwich,  wurd(»n  ausgeschaltet,  elK'iiso  solche,  die  in  einer 
erhebUch  von  der  Gerad(*n  abweichenden  Jiahn  aufstiegen. 
lind  ferner  diejenigen,  die  lx»im  Ablassen  eine  Jhehung  nr- 
fuhren,  die  durch  schlechte  Form  und  ungleiche  Wandstärb' 
des  Gummis  hervorgerufen  sein  di«rften.  Sehließlid»  wurde  zur 
P^fung  der  GtMiauigkeil  auch  von  einem  IJallon  eine  l^'ihf 
von  Aufnahmen  hergestellt,  ohne  daß  seine  Belastung  l)ei 
jedem  Aufstieg  geändtat  wurde.  Der  l'mfang  des  l>allons 
änderte  sich  während  d<T  fünf  vorgenonnnenen  Aufstiege  aücht. 
Die  folgende  Tab.  1  gil)t  di«*  dalx*i  g«'messi»nen  (Ir^schwindig- 
keiten  wieder. 


Talielh 

'    1. 

Zeit 

Auftrirl) 

0,24   !   0,71 

1.19 

1,67 

2,14 

2.62  s«- 

1.  Aufstieg 

10,61  L' 

20.2      5S.6 

S7,2 

117.4 

115.1 

vm'<tv 

2. 

10,45 

20.2      57,5 

92,6 

114,0 

103.5 

•  « 

•1.          .. 

9,96 

20.6      59.4 

96,4 

116,:J 

125.6 

104.8  ein  sn- 

4.           ., 

9,81 

20,2      56.:{ 

84,4 

114,7 

107,9 

ein,  s«M' 

9.55 

1S.7       56.7 

s;}.4 

115.1 

114,0 

104.2  (in  src 

Der  Radius  des  Baliones  war  in  allen  Fällen  20,8  cnj. 
sein  Gesamtgewicht  (einschließlich  Wasserstoff)  78,40  g.  Nach 
Tab.  1  muß  man  bei  (Jesdnvindigkeiten  ülx^r  lOOcm/sec  mit 
einem  mittleren  Fehler  von  etwa  ±  7  Proz.  r(*chnen,  der  in 
erster  Linie  durch  unkontrollierbare  <lie  Geschwindigkeit  Ix- 
einflussende    TrsachrMi  und  erst   in  /weiter  durch    l-ngenauig- 
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kiittn  der  Mtfjsuügeii  hervorgerufen  wird.    Für  die  Geacbwin- 
ilifikeit  \0D  50  cm/sec  beträgt  er  nur  ±  2  Proz. 

b)  yall  von  Kugeln  in  WasBer. 
Xtich  Jeraelbeii  Methode  wie  bei  den  Ballonen  wurde  auth 
der  jeweilige  Ott  von  in 
Wasser  fallenden  Wachs- 
kvgeln  bestininU.  Zur 
Kerstelluiig  der  Kugel« 
dientv  liienenwacha.  I>arcb 
Abdrehen  nach  allen  Sei- 
ten der  roh  geformten  Ku- 
gel aat  dem  Bande  einer 
glatt  und  scharf  aenkrecht 
zur  Achse  abgeschnittenen 
Messingröhre  von  krei«- 
{örmigem  QuerBchnitt  uml 
«twas  kleinerem  als  der 
beabsichtigte  Kvgeldnrch- 
niL-BSir  ließ  sieh  eine  gute 
Kvgelform  erzielen.  Das 
Ergebnis  der  mit  einer  Mi- 
kroiiiL'terschrnubenlebruan 
den  einzelnen  i\ugeln  nach 
verscliie denen  Bichtungen 
\  orgenonimeneu  Messun- 
gen der  Kugeldll  rcbmeBScr 
ist  in  Tab.  3  susammen- 
geaiellt,  die  außerdem  die 
(ifwiehte  der  Kugeln  in 
[luft  und  in  Wasser  "ge- 
ijU'sben,  dessen  Tempera- 
tur und  kinematische  Zä- 
higkeit V,  bei  der  die  Vpr- 
suclii'  iiusgt'führt-  wurden, 

enthält.  Dabei  ist  «•  =  —  , 

9 
wo  fi   den    Koeffizienten 
der   inneren   BeibuDg ,    q 
die  Dichte  der  Ftüssigkeit 
bedeHtel . 
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In  die  Kugeln  war  untor  der  ÜU-rfläclw  an  fiiu'r  Sttlh« 
etWBB  l'lei  eingearbeitet,  um  sie  schwerer  als  Wasser  zu 
Jinftcben.  Von  jeder  der  zwei  Uaiutzlen  Kugelgrößcn  wurden 
in^hiere  nahezu  gleichgioüt^  aber  verschieden  s<  hwere  Kugehi 
hergestellt.  Dem  Llei  gegenüber  in  U^ZDg  auf  den  Kiigehnittei- 
{lunkt  war  dicht  unter  der  ()l)ertlächt>  ein  kleiiu^r  eiserner 
Stift  eiugt^lassen.  Er  diente  zum  Festhalten  der  Kugeln  ^o^ 
dem  Fall  durch  euien  Elektronuigneten.  l)ie  Kugeln  fielen  in 
euien  1,5  m  hohen,  30  x  30 cm  weiten  Trog  aus  Kisenbledi. 
In  zwei  einander  gegenülierliegenden  S<*ilen   von  ihui  war  jr 


B: 


A  Ablafivorrichtiuig  mit    Haltciiiatfiit't 
U  Unterbrecher 
B^,  B^  Batterien 


AI   MctioiKi 
A'   KaintTH 


Ul 


Hin  fast  \oni  oberen  bis  /um  unteren  Hände  reichendes  (Ihis- 
fenster  von  löeni  hreite  luit  Mennige  eingekittet  und  ver- 
si'hraubt.  ÜU»r  dem  Troge  war  ein  />liiidrischer  Elekttoumgnet 
mit  senkrechter  Achse  gelagert,  dessen  unterer  Hand  etwii 
'2cm  unter  die  Wuss^Toberlläche  des  gefidlten  Troges  tiuu-ht»  . 
1 'ieser  Kaltemagnet  hielt  die  mit  dem  Kiseustift  nach  oben untii 
ihn  gebrachten  Wachski.gehi  bis  zn   Üeginn  d»'S  Kaltes  fest. 

"  Die  Aufnahmen  \Mirden  im  Zimmer  mit  dem  Fenster  im 
Hucken  mit  einem  der  oIkmi  l)es(hriel)eneii  photographisi-heu 
Apparate  mit  elektromagnetischer  Wrschlul-^auslösuDg  ai  > 
2.2  m  Entfernung  durch  (iie  U'ideii  CJlasfeuster  des  Troges 
hindurch  gemacht.     Zur  Sicht  burmachuiig  der   Kugehi  wurde 
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während  des  FuUes  mit  der  Hand  eiue  Glühbirne  an  dem  dem 
Objektiv  at^eweiidoten  Trogfeiister  mit  der  Kugel  mitgeftihrt. 
Die  Glühbiow  wai,  uui  das  Licht  diffuB  zu  machen,  mit  Seiden- 
papier uiiiWeidet.  Die  Kugeln  hoten  sich  vom  Ijampenhintär- 
gnind  im  Negativ  Weiß  auf  Schwarz  scharf  ah. 

Für  die  Aufnahmen  waren  zwei  Stromkreise  nötig  (vgl. 
Fig.  2).  i)er  erste  enthielt  den  Hallemagnet  und  die  Queok- 
silberkontakte  eines  Unterbrechers.  Er  war  vor  der  Aufnahme 
geschlossen.  Der  zweite  ging  durch  das  Metronom,  den  Elek- 
tromagneten an  der  Kamera  und  einen  Elektromagneten,  der 
den  am  ei'sten  Stromkreis  liegenden  Unterbrecher  öffnete- 
Diese  Öffnung  geschah  beim  ersten  Stromscbluß  durch  dns 
Jfetronom  gleichzeitig  mit  der  ersten  Aufnahme,  so  daß  auch 
hier  daü  erste  Kugelbild  auf  der  Platte  die  Kugel  am  An- 
fangsort,  die  folgenden  Bilder  sie  dort  zeigten,  wo  sie  sieb 
nach  gleichen  ZeitzwiHchenränmen  Infand.     . 

Es  wurden  Aufnahmen  im  vollen  Troge  von  30  X  30  «ni 
(inindfläche  gemacht,  wowie  auch  in  dem  verengten  Troge,  in- 
dem Blech-  und  Glaswände  in  vorsehiedenen  Ahütänden  ein- 
gehängt wurden,  um  den  Einfluß  der  Wände  kenne»  zii 
lernen.  Masse  und  Abtrieb  der  Kugeln  wurden  vor  dem  Fall 
durch  ihre  Wägung  in  Luft  und  in  Wasser  ermittelt.  Jede 
Kugel  Wurde  mehrere  Male,  bis  zu  sechsmal,  fallen  gelaesen 
imd  dabei  photographiert.  Um  zu  zeigen,  wie  weit  dabei  di*^ 
gemessenen  Geschwindigkeiten  liei  jedem  einzelnen  Fall  über — 
einfltimniti-n,  diene  Tab,  3.  Sie  gibt  die  dreimal  an  der  großei- 
Kugel  V  gemessenen  Geschwindigkeilen  wieder. 

Tabelle  3. 


Zeit 
Pf«tle  1 


3,81  21,45  18.61  j  2I.7S  24,36 
4,06  20,92  I  19,00  '  21,63  24.30 
4.81   1  21.88    17.95  [  22.63  |  23.99 


23.08  i  2ß,33  ,  26.47  cdi/k 
23.73  :  25,84  26,39  ,. 
23.77  ■  23.91  '  24.60      .. 


I>ie  Unterschii'de  sind  bei  den  kleinsten  Ijeobachteteu  Ge- 
tichwindigkeiten  erheblicVi.  Der  mittlere  Fehler  betrug  in  einigen 
Fällen  sogar  100  Proz.  Von  der  zweitkleinflten  Geschwiod^- 
keit  ab  findet  Übereinstimmung  innerhalb  2 — 8  Proz.  statt. 
Für  Geschwindigkeiten  über  25cm/sec  wfiehsen  die  Fehler  Im 
über  4  Proz. 
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Auch  von  den  Kugeln  wurden  nur  diejenigen  lH.'milzt, 
deren  Bahn  nahe  der  Senkri»chten  durch  den  Anfangspunkt 
blieb.  Die  in  Tab.  2  fehlenden  grol3(»  Kugel  I  und  kleine 
Kugel  III  wurden  aus  diesem  Gnmdo  ausgeschaltet.  Eni  in 
der  Mitte  des  Troges  aufgehängter  Maßstab  lieferte^  eine  Platte 
zur  Bestimmung  des  Abbildungsverhältniss(»s  der  Kamera.  Die 
Ausmessung  der  Platten  erfolgte  elx'nso  wie  die  der  Ballon - 
platten. 

Die  Ausmessung  der  Platten  lieferte  nach  Reduktion  auf 
den  wirklichen  Maßstab  die  Abhängigki^ii  <les  von  den  Kugeln 
bzw,  Ballonen  zurückgelegten  \Veg(*s  von  der  Ztut.  Durch 
Hildung  der  Differenzenquotient «mi  \\iir(lc  daraus  die  (reschwin- 
digkeit  für  die  in  der  Mitte  j^vischen  zwei  Auf  nähme  wit(»n 
liegenden  Zeitpimktc»  abgeleitet.  T)ie  so  gt^bildeten  Zeit- 
Gesehwindigkeitskurv<'n  lassen  «Mueii  leichteren  Einblick  in  die 
Bewegung  zu  als  die  Zeit -Wegkurven,  andererseits  sind  sit> 
mit  geringeren  Fehlern  Ix'haftet  als  di(*  Zeit-  Heschleunigungs- 
kurven,  die  man  duvch  llildung  der  zweiten  IHfft^renzfTi- 
quotienten  heranziehen  könnte. 

JWe    Ballone   wichen    dadurch .    daÜ   sie   einen   Füllansatz 

^nd  mit  ihm  durch  einen  etwa  15  cu)  langtMi  Faden  verbundt»n, 

^inen  Haltering  aus  dünnem  Draht  von  ungefähr  5  cm  Durch- 

'Oesser  trugen,  von  der  g(»nauen    Kugelform  mehr  ab  als  die 

*^achskugeln,  die  eine  allseitige  glatte  Oln^rfläche  hatten.    J«»- 

''och  ließ  sich   nicht  erkeinieu,  da  1.5  (buch  diese   I  nterschiede 

in   der  Form   der   \ erlauf  der    l;ewegung  In'ider    Kör|M»r   V(»r- 

^hieden  gemacht  worden  wäre. 

Die  Abtrielx»  der  Kugeln  konnten  (hirch  aidiaftende  dünne 
I^uftschichton  und-  kleine  Bläschen  gefälscht  werden.  ]>iese 
^rden,  soweit  möglich,  entfernt  und  die  Kugeln  nacli  der 
Wfigung  unter  Wasser  nicht  wieder  getrocknet,  sondern  unter 
Nasser  auflx^wahrt.  Die  großen  (Geschwindigkeiten  sind  mit 
größeren  Meßfehlern  bdiaftt^t  als  die  kleinen,  einmal  w^'gtMi 
der  größeren  Umschärfe  der  Uilder.  daiui  w^egt^n  der  größeren 
Wegstrecken,  aus  <lenen  die  (Jeschwindigkt^iten  interpoliert 
Werden  mußten.  Schlic^ßlich  ist.  (»s  möglich,  daß  die  Ge- 
schwindigkeit im  ersten  Zeitintervall  durch  einen  einseitig  wir- 
kenden Fehler  verfälscht  word(Mi  ist,  da  es  hier  auf  die  Gleich- 
zeitigkeit der  ersten  Aufnahme  und  des  Loslassens  ankonnnt . 
Es    ist    nicht    ausgeschlossen,    daß    durch    zuriickbkübenden 
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Mugiieliäiiius  das  Abfüllen  (t(-r  Krgeln  etwae  yt>ritO(^rt  werden 
kwiinte.  Uudurth  dürften  si^h  die  verhältnismäßig  großen 
A  bwtiithuKgen  dieser  Geschwindigkeiten  bei  verachiedenen  mit. 
<li-rRelbfii   Ktigel  erhHltencn  Platten  erklären. 


II.    Baabaohtans^ergebnUBa. 
a)  ätatioulc«  Bewegung.    Widers tundkoeffiiient. 
Der  Widerstand  einto   körj>erfi,  der  sich  in  einer  ruhenden 
Klüssigkeit  mir  unter  dem  Kinthiü  Keines  konstanten  Auf-  bsw. 
AlitrielK'fl  liewcgt.  ist 


'M 


Wp  =  ä<i- 


dt  ' 


wu  IVj  den  Widerstund ,  Ag  den  Auftrieb,  beide  in  Dynen 
iiuegi-drückt,  jf  die  ÄhwerfU-HebleuniguLg.  m  die  Masse  dt» 
Körpers,  v  seine  (iesibwindigkeit  und  (  die  Zeit  bedeutet.  Pur 
ftiitionärt^   ileweguifr.  wci 


dl 


=  Ü 


und  sonul  W  ~A  ist.  haben  Th»-orie  iind  die  verschiedensten 
Wrsuche  den  Widerstuikd  viü^ortionui  mit  v*,  F  und  q  er- 
Ki^ben  {F  größt(-r  Querschnitt  de«  Köriwrs  »lenkrecht  znc  Be- 
wtgungsrichtuiig,  q  J'itliU'  der  FlüMsigkeit ),  [«Us  die  in  l^etracht 

kuntnieude  lleynoldsche  /lOil 


(l  (in  Längenniuß  ile^  Korfierti.  y  ~ [i/ ft  die  kineniatiache 
Zähigkeit  der  Flüssigkeit,  wenn  (a  ihn!  innere  fieibung)  obor- 
hulh  einer  getvissen  (irf-nze  li<-gt.  Alh'ii^)  gibt  für  kngelfönnigi' 
Körper  an  (r  Kugelriidiiml: 

tfjpruportional  i-    für  //  =  '    <  1, 


lt.J 


1  <  «<  127, 
*>  1200. 


;<■  hi.-t  l-i7  <  It  <  1-2U0  fi-lilti'ii  JieöhBthtuiigen.  Zum 


r; 
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Teil  füllt  die  vorliegende  Arbeit  diese  Lücke  juis.    Im  l'erekhc 
des  quadratischen  GeKetzes  ist  also 


(•2) 


W  y  =^yf  Q  F  t**. 


wenn  mit  yf  der  Widerstands  koefl'izient  bezeichnet  wird.  DaUi 
ist  yff  solange  die  ßeiburg  im  Vergleich  z\i  den  Trägheits- 
wirkungen  keinen  merklichen  Kinlhiß  ausübt,  was  sie  nur  bei 
kleinen  Geschwindigkeiten  tut,  und  sohirge  der  durch  die  Lc- 
wegarg  des  Körpers  hervorgerufene  Turbulenzzustand  sich 
nicht  ändert^),  konstant  zu  erwarten.  Zur  Prüfurg  dieser  Vir- 
hältnisse  wurden  aus  den  Norliegenden  i!eobachtui»gen  die- 
jenigen herausgegriffen,  bei  denen  die  Körper  ihre  End- 
geschwindigkeit erreicht  hatten.  l>ei  sämtlichen  Ballonen  la^' 
der  Punkt,  \on  dem  ab  die  (ieschwindigkeit  konstant  wurde, 
außerhalb  des  FJereiches,  der  auf  den  Platten  festgehalten 
werden  konnte.  Nur  l)ei  den  Wachski: geln  mit  kleineren  Al>- 
trieben  ließ  sich  mit  Sicherheit  der  Eintritt  der  stationänn 
l>ewegung  durch  Konstanz  der  (Ieschwindigkeit  während 
mehrerer  Zeitintervalle  nachweisen.  In  Eig.  3  sind  die  ai  j^ 
diesen  Platten  nach    (ileichuig  (2)   ermittelten    Wert^'   von  y» 


0.3 

M 

A 

^« 

y 

0/i 

X 

"~< 

t 

(i.1 

ÖUO         eOO  700  80O  IKX)  KNJO         Uüü         1200 

0  im  wciteöteii  Trojjt*  gemesFoii. 
X   in  verengten  Trögen  gemensen. 

Fig.  3. 


V.V)0 


liU» 
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als  iHinktion  von  R  aufgetrag(!n  und  zwar  sowohl  die  im  wei- 
testen Troge  von  80  xSÜcm  (riiindfläche  wie  auch  die  im 
verengt^^n  Troge  gemessenen.  wi(;  in  Tab.  4  näher  angegeben  ist . 

1)  L.  Prandtl,  ik^r  LuftwiderytanH  von  Kugeln.  Nachr.  d.  kgl. 
(Je»,  d.  Wissensch.  zu  (Jöttingen.  Berlin  1914.  R.  Wenger.  Die  Rteij.- 
geachwindigkeit  der  Guramihallone  u.  die  Turbulenz  in  d.  AtnioHphän-. 
Ann.  d.  Hydrogr.  45  IV.     1917. 


Tn>gf!run(l  - 

IV 

M  X  .■»cm 
20  X  30  ., 
20  X  20  .. 
10  X  10  .. 

0,24 

0.21 
0.24 

F.  S.  SiJmidt. 


0.20 
0.22    I 
0.21 


WiderstandakoeffiEient  v  = 


Wg 


Die  im  weiti'sten  Troge  beobachteten  }'3n(^e8cliwii\clig- 
keiten,  auf  (Jnind  denn  y  Ijcipplinet  wurde,  sind  in  Tah.  5 
zus  am  mei)  Rest  eilt . 


6.2» 
6.5« 
6.3.5 


10.24  I 
lO.l.l  ! 
10,23  1 


.MittPl   .  .  .       «,14    I    6,40    I    10,15  ]    6.39    i  7,90      „ 

En<igeacli  w  i  Ulli );  kl!  i  ton . 

yi  aus  diesen  Werten  ermittelt,  schwankt  um  de«  Wert 
0,2-2  henin>,  ohne  daß  eine  klare  Abhängi^eit  von  B  zu  er- 
kennen wäre,  nie  9'ch  fllr  die  zwischen  600  und  700  liegen- 
den  Betrag«  von  B  andeutende  Vergrößerung  von  y  ("^gl-Kg.  3) 
könnt«'  gerade  noch  durch  die  Ungenauigkeiten  der  Gescfavin- 
digkeitsbestininiungen  erklärt  \verden  (vgl.  auch  S.662).  Fehler 
bei  diesen  machen  sich  etwa  in  doppt^tem  Maße  im  Werti? 
von  ip  bemerkbar.  Man  knmi  also  y>  im  Bereiche  600<  S<:1S00 
als  Konstante  ansehen  und  damit  das  quadratische  Wider- 
fitnndsgesetz  Oleichung  (2)  für  diesen  liereich  als  gültig  be- 
trachten. Der  Rinfluß  näher  gerückter  Wände  scheint  sich 
als  Vergrößerung  von  y>  und  somit  des  Widerstandes  geltend 
zu  machen.  In  der  Folge  ist  für  tp  der  Wert  0,22  zugrand? 
f^elegt.  In  Tab.  6  ist  eine  Keilie  von  aus  anderen  WidetBtaiids- 
raessungen  berechneten  Werten  \on  yi  zusammei^esteUt. 
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Tabelle  G, 


beob.  im  Bereich  || 
R 


V 


vr 


größer  '  kleiner 
1Ü8     I      ab 


I! 


948 


Shakflspear,  PhiL  Mag. 

1914.  S.  728      ...    10,21—0,24 

H.  S.  Allen,  Phil.  Mag.  i; 

1900.  S.  828,  519  .     .    ||0,17— 0,20     1200 

Heuelberg  u.  Birkeland,   ^ 
BeiMge    s.    Physik 
d.  freien  Atmosphäre. 
IV.  4 

Eiffel,  Sur  la  resistance  | 

des  sphöres  dans  Tair  j 
en  moayement.  C.  R. 

(1912)  S.  1597        •     .  I,      0,21 

PrandÜ,  Göttinger  Be-   i 

richte.     1914    ...  0,22 


\  bewegte  Kugeln  in 
Lui 


22  700 1;)    ruhender  £uft 

40  000  , 

Ballone 


(bewegte  Stahlkugeln 
in  ruhend. Wasser 


.  0,4—0,2       2000    ;  200  000 


i' 


^®^^i  in  ruhender 
«'^^  I       Luft 


'I  ruhende  Kugeln  im 
I    im  Lnftstrom 

80  000 ;  j 

1,1  ruhende  Kugeln  im 
50  000  I    Luftstrom. 


Danach  erscheint  es  berechtigt ,  auch  für  den  i3ereicli 
15(M)  <  B  <  50000,  der  für  die  in  dieser  Arbeit  gemachten 
Versuche  noch  in  Frage  kommt,  tp  zu  0,22  anzunehmen. 

b)  Beschleunigte  Bewegung.  Beobachtete  Geschwindigkeiten. 

Nimmt  man  nun  an,  daß  Gleichung  (2)  auch  für  nicht- 
stationäre Bewegung  den  Wert  des  Widerstandes  richtig  an- 
gibt, so  kann  man  die  Abhängigkeit  der  Geschwindigkeit  von 
der  Zeit  durch  Auflösung  der  aus  Gleichung  (1)  und  (2)  her- 
vorgegangenen Gleichung 

nacb  V  finden.^)     Man  erhält: 


(3) 


-  /  Ag     e 


^  YÄgy'QF.t 


-    1 


m 


VAgrC'f-''^ 


+  1 


In  dieser  Gleichung  sind,  wenn  für  xp  der  oben  ermittelte  Wert 
0,22  eingesetzt  wird,  alle    Konstanten  bekannt  bzw.  meßbar. 


I)  Hesseiberg  u.    Birkelaiid,  a.  a.  O. 


}•'.  S.  ScJiviidt. 

nrgibl  bk-Ii  fiuf   Kmvc  (vgl.  anch  Fig.  9).  die  zunfi-'hst 
seil   wä'lisl     und  pich  dnnn   Bsyiiiplotipcli    der    F.nd- 


ß.'Bptiwindipkoit 


J,'/ 


F,.V 


nähert.  J-'ür  (  =  0  iai  dir  Xeigiiiig  der  Kurvo  gegen  dif  (-Ai-Iisr 
f^IeicOi  Ag/m.  ^'oTl  zwei  Jiurveii  vfrlä'ift  dip  mit  gröBerr-in 
Anftriob  völlig  olK^rhalli  der  iiiit  kleinerem  Auftrieb.  l>er 
Wrglcifh  der  so  errechneten  «nd  beobachteten  Zeit-GeBcliwin- 
iligkeitukiirven   nmß   d«riil)t'r   Aiifsrlihiß  Kel)en.  ob  auch    f«r 

Cleichiing  (2)  Ijiiltigkeil  besitzt  bzw.  in  wulflier  Art  sich  ilt-r 
Widerstund  in  diesem  Falle  ändert.  Kr  wurde  für  alle  beoh- 
iVf'hteten  Uewegangen  der  Ralloni'  und  Ktigelii  angeHt«llt  niid 
.rgftl): 

1.  ])ie  beohftclil eten  (Jesi^hnindiglti'iti'n  hleihtui,  be\xn-  die 
l^jiid  gesell  windigkeit  (erreicht  wird.  kI^'Ih  kleiner,  als  sie  sich  zii 
denselben  Zeit^'n  aus  Gleielmng  (S)  err<?clinen.  Da«  quadra- 
tische (Jesetz  gilt  denmarli  nicht  fiii'  Ix-schleiinigte  Bewepinp. 

-  nondern  der  Widerstand  ist  im  gansien  größer  wfihrend  der 
'/Mt.  in  der  IJesi-hlenniginig  staltfindet,  als  er  bei  denselljen 
I n'sr'hwhidigkeiten  bei  st ivf ionftrer  Uewt^giing  si^in  würde.  IVr 
/.  iriic kg*' legte  Weg  ist    kleiner  als  in  diesem  Fnll. 

2.  Nach  df-n  I Beobachtungen  wächst  v  nicht,  wie  tilei- 
I  huiig  (S)  Verlangt,  dauernd  mit  t.  sondern  es  nimmt  zuii&eh&l 
■m  bis  wi  einem  Maximum,  das  kli'iner  als  die  Endgeschwindig- 
keit ist,  gebt  darauf  duicb  ein  Minininm.  nni  dann  erst  ineixt 
nach  weiteren,  aber  geringer<^u  S<  hwankungen  der  Endgiescbwin- 
iligkeit  asymptotisch  znziistrelun.  Diese  Eigentiimliehkfliteu 
iri'ten  in  gleicher  Weise  liei  den  iiallonen  wie  liei  den  Wachs- 
kugeln  auf.  Hei  den  gi'oßen  Iiallonen  reichen  die  Beob- 
airlitiii^n  infolge  der  räiimliclieii  Y<Thältiiis3e.  uiiter  denen 
sie  gemacht  Mvrden  mußten,  faul  alle  luir  etwas  über  duB  ernte 
-Maximum  hinaus.  Einige  konntc'n  sti  weil  %erfolgt  werden,  d»fi 
auch  das  folgende  Mininmm  nül  erfaßt  ■winde.  Die  kleinen 
liallone  und  die  Kugeln  lassen  alle  Maximum  imd  Minimum 
■  rkennen  bis  auf  die  kleine  Kugel  II.  deren   Kurve  nur  einen 
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Knick  Bufweist,  wo  das  Miixininiit  zii  Vfmiutfn  wäre  (vgl. 
^'ig-  7)'  ^^  Kugeln  init.  klrini'ri-n  Abtrieben  lialien  iwif  cini'i- 
längeren  Strecke  ihre  Endgegohnindigkeit  angenommen.  IVr 
Widerstand  ergibt  eicli  demnach  nicht  als  eindeutige  Funk- 
tion von  V,  sondern  er  nimmt  je  nach  dem  vorhergegangenen 
Vorlauf  der  Bewegtmg  verschiedene  Werl«'  liei  derselben  Vn- 
s"hwindtgkeit  an. 
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Fig.  4.     OroBi'  Balloi 


In  Pigg-  4 — 7  Bind  die  mit  einer  Anzuhl  von  llaUniii-n, 
tidwie  die  mit  den  Kugeln  erhahencn  Kurven  v  (/)  ■wiedci- 
tjegeben.  Bei  den  Kugeln  ist  daliei  \"on  mehreren  JedoHmnl 
"  zni  Verfügung  stehenden  Platten,  d.h.  Versiuhen  unter  glei- 
chen Bedingungen,  eine  auBpewähU  woTden.  deren  AnBmeRsun^ 
(reschwindigkeiten  ergab.  dii>  etwa  in  der  Mitte  zwiBehen  di-nen 
mit  fl&mtlicheii  Platten  gewonnenen  Werten  lagen. 


;•'.  .V.  Sclimiill. 
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c)  TraneforiDKlion  aller  Beobachtungeii  auf  ein«  FUiaigkflit 
und  eine  Körpergröße. 

Vorerst  ist  es.  niii  lUc  an  HhIIkiicii  und  Kugeln  versohit- 
dfiifu  MiiL^ätülvs  iiiitt  in  verschiede iu'm  Müstiigkeiten  gemachten 
Ijeubiu-httingen  iiiiteiiiandtr  vcrgleitrheii  zu  köimcn,  nötig,  alle 
nuf  eine  (Irölic  und  ciiif  FlOssigkeil  zu  transformieren.  ■  Es 
Mvrdf  Iiiei'zii  die  große  Kugel  IV  (Itadiiis  1,035  cm)  undWuser 
von  18"  (innere  Keilniug  // =  U.01Ü65.  Dichte  e=  0,9986. 
kiiicnirttiHclu'  Zähigkeit  r  =  O.OlOSfi)  gi-nonmien.     Das  Oeaett 


Zur  beschleuniijteu  Beweyuny  kuyeAförfnufer  Körper  wsir.     M[} 

über  die  Äluilichktät  von  ilüösigkeitsbewt^giuigen  verluugt,  daU 
folgende   Gleichungen  erfüllt  sein  niüssen*): 

\venn  zu  einer  iJewfgmig  in  einer  gewisKt^n  Massigkeit,  Ixi 
einem  gi^wissen  Längenmaß  (angedeutit  dun-h  den  Index  Null) 
die  ihr  ähnliche  in  einer  anderen  Miissigkeit  und  bei  (»ini^m 
anderen  Ijängenmaß  (anderer  Kör]H*rgrüiV')  gefunden  wi^rden 
soll.  Sämtliche  beobachteten  Zeitgi-schwindigkeitskurven  wur- 
den durch  die  Gleichungen  (4)  in  neu(»  Kurven  transformiort , 
die  die  Bewegung  eines  kugtdföriiiigen  Körpers  Nom  Radius 
1,635  cm  in  Wasst»r  von  18®  wiedergeben,  weiui  auf  ihn  dit? 
sich  aus  den  geniessonen  durch  die  erste  dt*r  Gleichungen  (4) 
ergebenden  Auf-  bzw.  Abtrielx»  wirken.  Als  Vergleichsniaß 
diente  der  Kadius  der  Körper.  Für  /i  und  q  des  Wassers  wur- 
den die  in  Kohlrauschs  Lehrbuch  der  i)raktischen  Physik 
für  die  vers^.hiedenen  TonijHa-aturen  angegelx^nen  Werte  ein- 
gesetzt.. Die  Temj)eratur  U-i  den  Hallonanistiegon  In^lrug  stets 
wenig  über  oder  unter  20®.  Für  die  Luftdichte-  wurde  iliv 
mittlerer  Wert  liei  den  Versuchen  0,0012  benutzt,  für  ihre 
innere  Reibung  das  Mittel  der  im  Talxdlenwerk  von  Landolt- 
liörnstein  für  20®  angegelK»Ti«ij  Werte,  nämlich  0,000190. 
Wenn  das  Ähnlichkeilsgesetz  richtig  ist,  müßten,  falls  zufälhg 
in  der  Reihe  der  1  Beobachtungen  zwei  vorhanden  wären,  deren 
Kräfte  (Auf-  od(^r  Abtriebe)  nacli  der  Trarsformation  ganz 
oder  nahezu  übereiiistinnnlen,  aucli  die  aus  den  unter  ganz 
verschiedenen  l'msiänden  beobachteten  Werten  von  v  und  t 
durch  Transformation  hervorgegangenen  Kurvten  ganz  oder 
nahezu  übereinst  in  inieu,  ini  übrigiMi  di(^  Kurven  sich  nach  deu 
zu  ihnen  gehörigen  transformierten  AuftrielK'ii  ordnen.  I  >as 
ist  bc»i  dem  vorliegi*nden  iM'obachtungsmaterial  durchweg  der 
Fall.  In  Pig.  8  sind  die»  aus  den  Kurven  der  Figg.  4- -7  durch 
IVansformation  gewoimenen  Kurvi'U  eingezeichnet.  Nicht  mit 
angeführt  sind,  um  die  ülx'rsiehl  niclit  zu  gefährden,  die 
l>allone  125  und  129.  die  in  aus  Fig.  4  leicht  ersichtlicher 
Weise  zwischen  l^zw.  üImm*  den  Kurven  von  124  und  IBO  liegen, 
sowie  große  Kugel  III  und  kleine  Kugel  \\  deren  Kurven  sei u" 


1)  VgLz.  B.  Cl.  Schäfer,  Einf.  in  die  theor.  Physik,  Bd.  I.  S.  904. 
Leipzig  1914. 

▲nnalen  der  Fhjnik.    IV.  Folge,    ül.  43 
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M*  mit  anderen  Kurven  dersi^lben  r\ugelgröße  ziisammen- 
5en.  An  jede  Kurve  in  Fig.  8  ist  der  dazugehörige  (trans- 
niierte)  Auftrieb  angeschrielK'n.  Tim  die  Herkunft  der 
irven  zu  kennzeichnen,  sind  die  zu  den  großen  und  kleinen 
Honen  gehörigen  (iesch windigkeiten  duix;h  Kreise,  die  zu 
n  großen  und  Weinen  Kugehi  gehörigen  durch  Fvreuze  be- 
chnet  und  die  zii  den  großen  Kugeln  und  großen  Ballonen 
t'iörigen  Kurven  ausgezogen,  dit?  zu  den  kleinen  Kugeln  und 
»inen  Ballonen  gehörigen  gistricheh  gezeichnet  worden, 
ißerdem  sind  die  Maxinui  von  v  notdi  besonders  auf  jeder 
lr^v  durch  einen  etwas  größ^^^en  Kreis  Umzeichnet.  Nach 
'hts  hin  srtzen  sich  die  zu  Auftrielxn  von  0,32  g  und 
Miier  gehörigen  Kurven  weiter  fort,  als  auf  Fig.  8  zu  erkennen 
.  in  der  Weisi*.  wie  aus  Figg.  6  und  7  ersichtlich  ist.  Dabei 
tspricht  der  letzten  n)it  der  kleinen  Kugel  IV  beobachteten 
it  von  15,75  Sek.  die  Zeit  37,8  8ek.  der  transformierten 
irve  mit  dorn  Auftrieb  0,03  g. 

Fig.  8  zeigt,  daß  sich  alle  Kurven  in  eine  nach  ihren  Auf- 
:.*l)en  geordnete  Schar  einfügen  und  daß  für  die  wenig  ver- 
liedenen  Auftrielx»  1,51  und  1,56.  die  einerseits  der  großen 
Igel  V,  anderers<*its  dem  Ballon  140  entsprechen,  die  trans- 
mierten  Bewegungen  nahezu  gleich,  die  ursprünglichen  dem- 
*h  ähnlich  verlaufen.  Auch  die  I ^Sonderheiten  aller  Kurven, 
e?  Maxima  und  ^finima,  zeigen  innerhalb  der  ganzen  Schar 

gesetzmäßiges  Verhalten,  wie  weiter  unten  noch  weiter 
jgeführt  wird.  Der  (instand,  daß  sämtliche  der  unter  den 
schiedensten  i)<^dingungen  gemachten  I^obachtungen  sich 
eine  gleichmäßig  geordnete  Sihar  transformieren  lassen,  ist 
e   Bestätigung  für  die  Richtigkeit  des  Ähnlichkeitsgesetzes. 

Von  jetzt  ab  werden  zur  Untersuchung  nur  nocli  die 
nsformierten  Werte   von  v,  t  und  A  lierange zogen. 

Näherungsweise  Darstellung  der  Beziehungen  zwischen 

Geschwindigkeit  und  Zeit. 

Es  wurde  nun  zunäclist  versucht,  den  zeitlichen  Verlauf  der 
schwindigkeit  durch  eine  (ileichung  darzustellen,  die,  ohne 
:  die  Schwankungen  der  (T(\schwindigkeit  und  deren  Durch- 
ig  durch  ehi  Maximum  und  Minimum  vor  Fjrreichung  der 
dgeschwindigkeit  Rücksicht  zu  nehmen,  geeignet  wäre,  in 
1er  Annäherung  die  Abhängigkeit  der  Geschwindigkeit  voti 
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(ier  Zeit  und  jedenfalls  liesner  ak  (Jleiclmiig  (3)  zu  benchreilien. 
ALs  braiicliliar  erwiew  sicli  die   (ileichuiig: 

(5)  '■-<>(!   -C). 

wo  V    dii'  KmlgeHcIiwindigkeit  glek-li 

Vvef 

C  eine  Konstante  kleiuei-  als  1  U-deutet.  iHe  KoiiBtHUI»  (' 
wurde  für  i-ine  Keilie  \'on  Kurven  <ler  Hehar  diircli  grapliiechf 
Ausgleichung  eniuttell.  Jii  ¥iff.  9  t^nd  nochmals  einige  lx-o1>- 
arhtetf  (traiisfonni«rte)  ifert-Ciescliwindigkeitßkiirvfn  aufge- 
fülirt  lind  dazu  die  nach  (ileicbnng  {5)  (ausgezogene  Knrw) 
und  uacli  tileiclniDg  (3)  (gestriclieltf  Kurve)  ern'chi»t+'  K^^^^■e 
gezeichnet.  Die  angeschriviienen  /jahU'ii  siitd  wieder  diu  zu 
den  einzt^lnen  Kurven  gelnirigeii  AuflrielK'. 

Uierauü  ist  dai«  auf  K.046  unter  1.  Gieeagl«  erBichtlieli.  daß 
die  beo))aelit<>ten  Geßcliwiniligkeit eii,  Ije^or  die  ]jewegui)g  sta- 


tionär gewi 
digkeit 


'den    ist.    In'V 


also  der  Werl   der   Endgeficlmiti- 


erreiclit  ist,  alle  unter  der 
Btriclielten)  Kurve  bleiben 
Nbigang  gi-gen  div  (-Acliai-. 


/  ^9 

IIS  Gleiebuiit;  (S)  erreclutetvti  (ge- 
Ik'i    diewr    int    für    ( =  0    die 

HS  ist  die  Anfungsl)eBchIeiULiguug, 
gleich  Ag/m.  l'ie  beobachtete  nescihleunigiing  für  (  =  0  tHt 
att'te  geriiigf^r  uIb  dieser  Werl,  da  die  wirkaanie  Kraft,  der 
Auftrieb,  nicht  im»'  die  Kör|iernuiKBe  allein,  sondern  auuli  die 
umgebende  FlüsBigkeil  Ixwldeumgeii  muß.  Vji  ist  daher  der 
Auftrieb,  der  gleich  der  Summe  aus  Produkten  von  Masse 
und  i^eecbleunigiing  des  KoriKT»  und  jeden  uiiigebendeii 
Plüssigkeitselementes  ist.  t^rötlei-  als  das  Produkt  von  Masse 
und  Besohlennigung  des  KöriH-rb  allein,  den  allein  der  Mefl- 
»ung  zugänglichen  UrölVu.  I>ns  heißt  alter,  es  macht  sich 
ttofort  l)ei  Beginn  der  Jtewegung  auch  für  v-ei-schwindend  kleine 
Geschwindigkeiten  ein  endlicher  Widerstund  bemerkbar,  was 
in  Gleichung  (2)  nicht  zum  Ausdruck  konunt.  >tomit!tt  man 
Gleichung  (5)  aL<i  näheniiigsweiri«  IVscIireibung  der  AbhKngig- 
keit  {{wischen  Geschwindigkeit  und  Zeit,  so  ergibt  sieh  bei 
Berei-hnung  des  Widei-slandes    H'g  =  Arj  —  m-^: 
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a  =  1 
d  V 


^E 


y^=-  ve  Cnn  6^  =  (ü  -  i?^;)ln  C, 

fFff  =  Äff  —  m  {v  —  ü£  In  C) , 

=  {A  (/  +  iw  V£;ln  6')  —  mlüC'  V , 
fyg  —  a^+  a^v  , 

wo  Oj  und  02  Konstante  sind.  (Jm  den  Unterschied  du»si*s 
Widerstandes  gegen  den  sich  bei  derselten  GtiBch windigkeit 
aber  stationärer  Bewegung  ergebenden  Widerstand  zu  finden, 
werde  Wg  in  zwei  Bestandteile  zerlegt,  einem  nur  von  der  (xe- 
schwindigkeit  nach  dem  quadratischen  Gesetz  abhängigen 
gW^  =y)  qFv^  und  einen  von  der  Beschleunigung  abhängigen 
gW^,.    Für  ihn  folgt  aus  Gleichung  (5): 

^y  -9^,  +  9^K  =  //^;  +  V^qP^'  =  Äff  -  m  J^' 
:  ^  di  •   ^      \dt   \n  C         '^'f 

und,  da  Ag  =  \p  qFvir^. 


=  -  \m  + 


2fQFvjA  dv 


m 

Für 


In  G 
dv 


\  dv         tp  (}  F  j  d  i^Y 
I  dt  hi»~C  \dt)   ' 


Tr<7=  weFv'+b.y^  +b, 


m 


dv 
dt 


=  0 


geht  diese  Gleichung  in  das  gewöhnUche  quadratische  Wider- 
standsgesetz übt^r,  für  v  =  0  gibt  sie  einen  von  Null  verschie- 
denen Wert  von  Wg,  Ferner  entspricht  Gleichung  (5)  da- 
durch besser  den  wirklichen  Verhältnissen  als  Gleichung  (8), 
daß  sie  die  Aimähorung  von  v  an  die  l^^judgeschwindigkeit 
richtiger  wiedergibt  als  diese,  wie  Fig.  9  erkennen  läßt.  Fig.  10 
zeigt  die  Abhängigkeit  des  Beschleunigungswiderstandes  W^g 
von  der  Beschleunigung  für  dc^n  Auftrieb  0,12  g.  Die  größte 
Abweichung  vom  quadratischen  Gesetz  tritt  also  nicht  bei 
Beginn  der  Bewegung,  sondern  erst  s])äter  ein,  wenn  die  U»- 
schleunigung  schon  abgenommen  luit. 


■.  ■ 
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Bei  der  Ausgleichung  der  Kurve  v  {t)  und  der  dabei  er- 
folgten Ermittlung  von  C  sind  Willkürlichkeiten  nicht  zu  ver- 
meiden, die  um  so  größer  sind,  je  weiter  die  zuletzt  beobachtete 
Geschwindigkeit  noch  hinter  der  Endgeschwindigkeit  zurück- 
bleibt. Im  ungünstigsten  Falle  ergeben  sich  daljei  Unsicher- 
heiten von  V  von  10  Proz.,  sofern  v  etwa  y,  v  ist.    Püi*  größere 


^. 


A  -  0,f2  g, 


3   dv/dt 

7.05  cm/sec 


C  =  0,65, 


m  =  18,51,  v^  ' 

V  »^.  =  .9,54^/,- 9,92  (-j;)'. 

Fig.  10. 

und  kleinere  t*  sind  die  Unsicherheiten  geringer.  Trägt  man 
die  Werte  C,  die  sich  aus  den  verschiedenen  Kurven  der  Schar 
in  Pig.  8  ergeben  halx^n,  in  Abhängigkeit  vom  Auftrieb  auf 
und  verbindet  man  die  Punkte  durch  eine  Kurve,  so  erhält 
man  Fig.  11.  Mit  ilirer  Hilfe  ist  es  jetzt  möglich,  den  Be- 
wegungsverhiuf  für  irgendeinen  Auftrieb  bei  beliebigem  Badius 
in  beliebiger  Flüssigkeit  zu  beschreiben.  Pazu  ernuttelt  man 
iuis  ihr  für  den  aus  dem  vorgegebenen  auf  die  Verhältnisst^ 
von  Fig.  8  transformierten  Auftrieb  den  Wert  von  C  Be- 
zeichnet man  alU^  Gröl:i(:Mi  unter  den  gegebenen  Verhältnissen, 
für  die  die  Bewegung  gesucht  wird,  mit  dem  Indc^x  Null,  dii» 
v<m  Fig.  8  ohne   Index,  so  ist : 

nach  der  8.  (TltMclmug  (4).      Da  ferner 
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ist.  sind  in  der  Gleichung 

alle  Konstanten  bekannt  und  damit  der  Verlauf  von  ü^  ange- 
nähert ohne  Iferüoksichtigung  von  Maximum  und  Minimum 
hstimmt . 


oOfiO 


10000 


15000  Ar 


Fig.  11. 


e)  Strömnngsverlauf  um  die  Kageln. 

Der  auffallendste  Unterschied  zwischen  den  ausgeglichenen 
und  den  beobachteten  Kurven  best(»lit  darin,  daß  v  in  Wirk- 
lichkeit nicht  dauernd  mit  /.  wächst,  sondern  gioße  Schwan- 
kungen erleidet.  Diese  müssen,  da  äußere  Einflüsse,  die  Ge- 
si'hwindigkeitsänd(?rungen  dieser  (iröß(»nordnung  hervorbringen 
konntc^n,  vollkommen  ausgeschlossen  waren  und  die  Erschei- 
nung in  ganz  gleicher  Weise  sowohl  in  Luft  vde  in  Wasser 
auftritt,  unl)edingt  mit  der  Bewegung  verknüjjft  sein.  Einen 
gt^wissen  Aufschluß  gab  die  Heobachtung  des  ßtrömungsver- 
laufes  um  die  Körper.  Wurde  eine  Wachskugel  in  Fuchßin- 
lösung  getaucht  und  darauf  vorsichtig  unter  den  Haltemagneten 
gebracht,  so  konnten  l^eim  Kall  der  Kugel  die  Strömungslinieii 
der  der  Kugel  benachbarten  Fliissigkeitsteile  sichtbar  gemacht 
werden.  Es  bildete  sich  kurz  nach  Beginn  der  Bewegung  ein 
Wirbelring  aus.  der  etwas  kleineren  als  Kugeldurchmesser  be- 
saß, dessen  Ebenem  senkrecht  zur  l^ewegungsrichtung  lag  und 
der  sich  an  die  Kugel  angehc^ftet  mit  ihr  mitbi^wegte.  Während 
der  Bewegung  vergrößertem  sich  seine  Masse.  Etwa  zur  Zeit 
des  ersten  Minimums  von  v  trennte  sich  der  Wirlndring  von 
der  Kugel  \nul  blieb  geg(»n  diese  zurück.    Die  Strömung  hinter 
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dfr*r  Kugel  wur<U*  von  da  ah  iiKMst  turhnlont,  zuweilen  pchifii 
sich  noch  ein  z\^eiter  Wirlielring  ausbilclen  z\i  wollen.  I)a  dir 
an  der  Kugel  haftende  Par})e  bis  dahin  fast  aufgezehrt  war» 
li**ß  sich  üU^r  den  weiteren  Ströniungsverlauf  kein  klares  Bild 
iriehr  gewinnen.  Fig.  12  zcngt  das  nach  einer  leider  nicht  sehr 
deutlichen  Photographie  gezeichnete  Strönumgsbild.  Die 
Trennung  von  Wirbel  und  Kugel  «»rfolgte  nieist 
nicht  gleichzeitig  an  allen  Stellen  des  Ringi's.  (le- 
wöhnlich  haftete  der  Wirlnd  an  (»iner  f^Mte  der 
Kugel  länger.  Nach  dieser  S(*ite  hin  erlitt  dann  bei 
der  Trennung  die  Kugel  (jine  Ablenkung  und  [Han- 
delte dami  während  des  weiteren  Falles  um  die  Senk- 
rechte durch  den  Ausgangspunkt  hin  und  her.  Ob 
rnregelniäßigkeit^n  dt»r  Kugelolx^rfläche  die  Ur- 
Bache dieser  l)ei  einigen  Kugeln,  die  zu  (Jc^schwin- 
digkeitsmessungen  niclit  b(*nutzt  wurden,  S(»hr  star- 
ken, bei  anderen  luir  geringen  Störungen  der  gerad- 
ÜTiigen  Hewegung  sind,  bleilx*  dahingestellt.  Wie 
die  Strömung  hinter  dem  Wirlnd  verlief.  ol>  sie 
dort  turbulent  war  oder  nicht,  ließ  sidi  Tiicht  er- 
ki^nnen,  da  durch  die  der  Kugel  anhaftende  Farln» 
nur  die  in  den  WirFnd  einlx'zogeue  Klüssigkeitsteile 
g**färbt  wurden. 

F>ie  potentielle  Knergie  der  Kugel  verhandelt 
sich  wälirend  der  Hewegimg  in  kinetische  Energie . 
Die  H*»obachtungen  lehren,  daß  die  Abnahme  der 
potentiellen  Energi«' .  die  ständig  erfolgt,  nicht 
gleich  ist  der  Zunahme  der  kinetischen  Knergie 
der  Kugel,  daß  diese  sogar  in  gewissen  Zeiten  auch 
nähme  erfährt.  Die  l)ifferenz  U'ider  muß  sich,  wenn  man  von 
der  durch  Reibung  erzeugten  Wärnir  al)siebt,  in  der  Flüssig- 
keit wiederfinden  als  deren  kinetisclie  Knergie.  die  ständig 
zunimmt.  Ix-sonders  stark  in  den  Zeiträunj<»n.  wo  die  (jeschwin- 
digkeit  der  Kugel  al)nimmt.  Sie  Ix-steht  aus  der  Kn(»rgie  des 
WirlK'ls  und  der  Energie  der  übrigen  Ilüssigkeit.  Zwischen 
Kugtd.  WirUd  und  der  iibrigen  Flüssigkeit  findet  ein  l)estän- 
diger  Knergieau  stau  seh  statt.  ülH*r  dessen  Einzelheiten  die 
I Beobachtungen  nichts  aussag«*n.  da  mir  die  kinetische  Fjnergie 
der  Kugel  gemessen  werden  kann.  Doch  könnte  die  FiUt- 
stehung    des    erstell    Maxinnuns    und    Mininnnns    von    v   etwa 


6SR 


F.  S.  ,Sc/(ffH*i(. 


folgeiiilHnnaßfii  gedacht  wcrdfii.  Es  isil  wiihraclii'iiJich ,  daß 
(liü  ^uiiuhnu-  dir  Energie  dttr  ]<'lüsKigkeil  zniii  größtfji  "Teil 
zur  Bildung  des  Wirbels  vt-rbraucht  wird,  \md  zwar  einerattits 
ztir  Erzenguijg  seiiita  Bolatioiwgeschwindigkeit.  andererseits 
lim,  wi(^  der  Augenschtfin  lehrt,  seine  Masse  zu  vergrößi^rii. 
Solang*'  diese  lieiden  Faktoren  wirken  (in  welchem  Verhältnis 
sie  zueinander  stellen,  lassen  die  Beobachtungen  nitht  er- 
kennen), wird  der  Kugel  Energie  entzogen,  bo  daß  ihre  (Je- 
»chwindigkeit  iuiiner  weniger  zu-,  schließlich  sogar  abiiiiniiit. 
Mit  der  Tiennung  des  Wirljols  vom  der  Kugid  hörl  dieser  anf, 
ihr  Energie  zu  entziehen.  Nur  der  Energieverbrauch  der 
übrigen  Flüssigkeit  ist  jetzl  \on  der  Kugel  zu  decken,  der  au 
gernig  ist.  daß  deren  tieschwindigkeit  wieder  zunehmen  kann. 
Da  bei  der  Trennui^  von  Wirbel  und  Kugel  sich  das  ganze 
Strörnungsbild  wesentlich  ändert  und  mit  ihm  die  Energie- 
verteilung  in  der  Flüssigkeit,  iat  es  erklärlich,  daß  von  diesem 
Augenblick  an  die  Änderung  der  kinetischen  Energie  dir 
Kugel  in  anderer  Weise  als  vor  diesem  Gleitpunkte  erfolgt 
und  daß  daher  auch  die  Beziehung  zwischen  Widerstand  und 
Geschwindigkeit  und  somit  jnvischen  (Jesch windigkeit  und  /leit 
anders  wird  als  vorher. 


f)  Die  Haxima  und  MiDima  der 
Das  erste   .Maximuni   von   v   Ix'i 


Öcliar  der  Fig.  8  hängt  in  einfacher  Wei 
Seine  Werte  schmiegen  sich  der    Kurve 

(7)  )>„„*  -  0.4  X  Afi   ■ 

an.     Da  ferner 

Ag 


indigkeit. 

sänil  liehen    Kurven   der 


1,8*T 


ist.  wird 


fm«*-«'^'  X0,4  X  1,847  = 
"°"  =  0,86 


vom  Auftrieb,  ab. 


konstant  für  alle  Kurven  der  Schar.  Dazu  sind  satutliulie 
Beobachtungen  herangezogen  worden,  außer  den  in  Fig.  8  er- 
wähnten noch  21  Aufstiege  von  großen  und  4  von  kleinen 
Ballonen. 


f 
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Die  zu8aniiaeiig(4iörig<'n  WVrtf»  von  Vm&x  und  t  liegen  luif 
einer  gleichseitigen  Hyperlx^l  mit  der  v- Achse  und  einer  Par- 
allelen zu  <-Achse  als  Asymptoten.  Die  Ausgleichung  sämt- 
licher Beobachtungen  führt  auf  die   (Tleiclnmg: 

l«?max  —  3,2)  ^m,x  =  13,15 
lind 

1  0,4  X  ^^  -  3,2 

• 

wenn  für  !;„,„  die  oljen  ermittelte  Abhängigkeit  vom  Auftrieb 
f^ingesetzt  wird.  Die  beiden  Gleichungen  (7)  und  (8)  lassen 
jetzt  das  erst^  Geschwindigkeitsmaximum  eines  sich  in  Wasser 
von  18®  unter  einem  Ix^liebigen  gegel)enen  Auftrieb  bewegenden 
kugelförmigen  Körpf3rs  vom  Kadius  1,636  cm  berechnen,  sowie 
ilie  Zeit,  zu  der  es  eintritt.  Für  eine  andere  Flüssigkeit  und 
andere  Körpergröße^  ergehen  sich  hieraus  die  Wert^  von  x^^g^^ 
und  dem  dazugehörigen  i^^  durch  Anwendung  der  Glei- 
chungen (4). 

Ganz  ähnlich  verhalten  sich  die  dem  ersten  Maxinnun 
folgenden  -Minima  von  v.     Ks  ist : 


'"min 


=  0,815  , 


(Vmiii—  -)^min  =   18, 

(8  a)  ^,i,.  = 

|/0,36  X  Ag  ~  2 

Jedoch  sind  die  Abweichungen  von  der  Hyperbel  hit^r 
^rölW  als  bei  den  Maxhnis.  In  Fig.  13  sind  die  beobachteten 
Maxima  und  Minima  von  v  in  Abhängigkeit  von  der  Zeit  auf- 
j^etragen  und  die  beiden  Hyperbeln  eingezeichnet.  Die  mit 
den  Ballonen  und  di(^  mit  den  Kugeln  gewoimenen  üeol)- 
jichtungen  unterscheiden  sich  in  keiner  Weise.  Sie  gehorchen 
alle  demselben  (lesetz.  Hierin  kommt  die  Gültigkeit  des 
Ähnlichkeitsgeset  zt^s  exakter  zum  Ausdruck  als  oben.  Daher 
erscheint  es  auch  t^rlaubt,  den  Teil  der  Bewegung  der  Ballone, 
der  nicht  mehr  beobachtet  werdtai  konnte,  nach  den  an  den 
Kugeln  gewonnenen  I^jinblickt^n  zu  ergänzen,  z.  J^.  zum  Zwrcke 
der  Ausgleichung  nach  Gleichung  (5),  und  di(^  Geschwindigkeits- 
schwankungen   der    Hikhing  eines   Wirl)elringes  zu  zu  schrei  Inm. 


f.  ,-•■.  Alnimll. 
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Üb  auch  bei  größrriMi  als  th-ii  hior  wnwnduten  Aiiftru'U'ii 
die  Art  der  Jk^weguiig  crhaltvii  bleibt,  insbesondore  der  Durch- 
gang von  V  durch  ein  Maximum  und  Minimum,  müßten  weitere 
VerBuche  eiitsclieideu.  Dafür  scheint  eint»  Heobachtun^  zu 
sprechen,  die  oft  an  tVeiballonen  gemacht  worden  ist.^)  IJei 
ihnen  macht  sich  kurz  naih  d^m  Loslassen  eine  starke  Ver- 
minderung der  Öteiggeschwindigkeit  l)emerkbar,  die  fast  inmier 
der  Anlaß  zu  einer  i{alhistabgalx>  ist.  Ys  liegt  nahe,  auch 
hier  als  Ursache  die  Bildung  rines  Wirlj(dringes  anzunehmen, 
nach  dessen  Trennung  vom  Hallon  dieser  dann  wieder  schneller 
steigen  würde.  Der  ausgeworfene  Ballast  kömite  daher,  falls 
nicht  gerade  Hindernisse  im  Weg«^  sind,  gespart  werden.  Der 
Verlauf  der  Zeit-Gesclnvindigkeitskurve  würde  allerdings  wahr- 
scheinlich etwas  andi'rcs  sein  als  eine  Extrai)olation  der  Schar 
in  Fig.  8  ergel)en  würde,  da  In'i  den  großen  für  einen  Frei- 
ballon in  Frage  kommenden  Jieynoldschen  Zahlen,  sofern 
sie  den  Wert  von  etwa  50000  überschreiten,  der  Widerstands- 
koeffizient einen  erheblicli   kleineren   Wert  anninujit,  wie   die 

Versuche  von  Prandtl  und   Kiffel  ergeU'U  halM^n. 

■ 

Die  Werte  -von  t?m,x  «lühern  sich  mit  Abnahme  des  Auf- 
triebes nicht  dem  Wert  Null,  sondern  55,2  und  die  Mininu^  dem 
Wert  2.  Das  erscheint  darauf  hinzuweisen,  daß  für  AuftrieU» 
die  nach  der  Glc^ichung  Jg  =y)  qFv^^  eine  kleinere  Kn<l- 
geschwindigk«^it  ergelx'u  als  *5/2cm/sec.  der  Strömungsverlauf 
anders  ist  als  bei  den  hier  gtMnachten  Versuchen.  Viell(»icht 
kommt  es  dann  nicht  zur  Auslnidung  eines  Wirlx^lringes  und 
wahrßcheinUch  wird  dann  das  quadratische  Widerstandsgesi^tz 
<lurch  ein  anderes  (ersetzt.  j)er  Inistand,  daß  sich  v^äx  ^""^ 
*'min  nicht  demsellM'n  (Jrenzwert  näliern  Ik^j  abnehmendem 
Auftrieb,  wird  in  neobachtungsfehlern  S(unen  (Irund  halx'n. 
Der  Endgeschwind ijj:keit  8,2  cm/stT  kommt  ein««  He  vnol<lsrhe 
Zahl 

'"''   =310 

zu.  !Nun  gilt  nach  den  l)eol)arlitungen  von  Allen  für  Ji^l27 
die  Beziehnung:  Widerstand  jnoportional  v^»'*,  nacdi  den  hier 
gemachten  l^obaclitungrii  für  Ii^i\Oi):  Widerstand  })roix)r- 
tional  tj*.     Die   Vermutung  liegt   also  nahe,  etwa  Ix'i  der  Zahl 


1)  Nach  einer   MitKilun^   vmi   Hrn.   Gelwimrat  Wiener. 
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B  —  300  (li-n  Übcrgmig  Kwischen  Ix'iiU'ii  Ofsclzfii  an  sutlieii. 
Ausilflimmg  der  Vertiuchc  in  dicsf»  lifrcich  könnte  darüber 
Anfsohlnß  geben.  Diese  würden  auch  zeigen,  ob  der  An- 
deutung, daß  fiir  die  kleinsten  Reynoldpflien  Zivhlon  (B  =  60Ü). 
füi-  die  hier  Geschwindigkfiten  bi-obiirlit+'t  wurden,  y>  nicht 
mehr  konstant  ist,  Rondtrn  mit  Abnahme  von  S  wächst  (vgl. 
b.  644).  wirkliche  Tatsatlien  zugrunde  liegen,  oder  ob  sie  nur 
1  iigemmigkeiten  in  Messunfjen  ihre  Entfitehung  verdankt.  Die 
Ändening,  Annahme  von  yi  mit  Abmilinie  von  R  liegt  in  dein 
Sinne,  wie  sie  eintreten  niiißfe.  wenn  niit  Abnahme  vou  B 
der  Widerstand  prnjurtionul  einer  Potenz  von  v.  die  kleiner 
alK  '2  ist,  werde. 

IHireh  die  Gleichungen  (7).  (H),  (7a)  und  (Ha)  sind  jetzt 
die  Hauptpunkte  der  liewegung  genau  festgelegt,  da  durch  sie 
für  jeden  Auftrieb  die  Größe  der  Geschwindigkeit  im  ernten 
Maximum  und  Miniumni  von  r,  sowie  die  /jeiten,  z«  denen 
sie  eintreten,  bekannt  sind,  Ferner  kennt  man  die  Endge- 
schwindigkeit. Im  einzelnen  gelten  die  Kurven  der  Schar  in 
Fig,  H  Aufschluß  äb«T  den  Üewegungs verlauf.  Sucht  man 
diesen  für  beliebig  gegebene  Wrhältnisse .  so  transformiert  man 
den  [«-freffenden  Auftrieb  auf  ilie  von  Kig.  8,  interpoliert  mit 
ihm  die  dazugehörige  Kurve  ivus  tien  Kurven  der  Schar  und 
1  raiisformiert  diese  Kurve  auf  die  gegebenen  Verhält niflse.  Pur 
l\öri>er  wm  anderer  als  kugelförmiger  (ii'stalt  müßte  durch 
Versuche  eine  der  auf  Fig.  H  entlia Heuen  analoge  Schar  ge- 
wonnen Werden. 


Die  hier  gewonnenen  Krgebnitise  sieben  zum  Teil  in  Wider- 
spruch zu  denen  der  eingangs  erwähnten  Arlieit  von  Schiller 
und  Doge.  Für  die  stationäre  liewegung  hatten  sich  dort 
Widerstands koeffiKienten  von  ().'2il  und  größer  ergeben  im 
Gegensatz  zu  0,*22  hier.  Ferner  war  gefunden  worden,  daß 
die  scheinban'  Masse  des  KörjHTs  während  der  iK'SchleunigteD 
liewegung,  von  größeren  Werfen  als  die  wirkliche  Masse  bis 
KU  solchen  kleiner  als  diew  abnahm,  d.  h.,  daß  der  Widerstand 
im  Anfang  größer,  dann  kleiner  war,  als  er  nach  dem  quadra- 
tischen Gesetz  sein  sollte.  Hier  dagegen  bat  sich  der  Wider- 
stand jnimer  größer  als  yioFv^  gezeigt,  iüolange  Bescfaieu- 
niguug  vorhanden  war.  Die  Ergibnisse  der  ersten  Arbeit 
dürften  dadurcli  zustande  gekommen  sein,   daß  an  Stelle  der 


^  8 

Zur  hmchhunigkn  Ikueyuny  kugelförmi(/er  Körim-  xisnc.     »    * 

wirklichen  Endgeschwindigkeit  die  (jesch windigkeit  im  erste 
Maximum  als  diese  angesehen  wurde.  Nach  einer  Mitteihm^ 
von  r)r.  Schiller  wnirde  das  Mittel  aus  den  um  den  größten 
Ijeolmcht^ten  Wert  Hegenden  Geschwindigkeiten  als  Endge-  * 
schwindigkeit  ])enutzt,  da,  vielleicht  wegen  nicht  ausreichend 
exakten  Arbeilen  des  dort  iK'nutzttm  einfacheren  Verschluß-  ' 
nieohanismus,  der  genaue  Charakter  der  Kurven  nicht  wie  in 
der  vorliegenden  Arbeit  zutage  trat.  Tatsächlich  hab'n  auch 
hier  die  erst  später  ange^stellten  Kugelversuche,  die  eine  längere 
Verfolgung  der  13ewegnng  gestatteten,  als  bei  den  Haiionen 
in  Jjuft  mögUch  war,  darüln^r  Aufschluß  gegeben,  daß  die 
(Teschwindigkeit  niu*h  Erreichung  des  ersten  Maximums  nicht 
Uli»  dessen  Wert  herunip»ndelt,  sondern  sich  schließlich  einem 
erheblich  höheren  (Grenzwert  nähert.  Aus  der  Benutzung 
einer  kleineren  (leschwindigkeit  als  die  Endgeschwindigkeit 
ergibt  sich  al)er  aus  der  Gleichung 

ein  zti  großer  Wert  von  \p.  Nach  den  hier  gemachten  Beob- 
achtungen wird  die  ai:s  diesen  zu  großen  Werten  von  \p  be- 
rechnete» Endgeschwindigkeit  von  kleineren  als  den  dort  be- 
nutzten Ballonen  Ix^reits  erhebhch  ül)ersch ritten,  ein  Beweis 
dafür,  daß  der  hier  nur  aus  den  Endgeschwindigkeiten  der 
W^achskugeln  ermittelte  Wert  von  \p  den  wirklichen  Verhält- 
iüss<»n  wenigstens  Vkh  d(»n  kleinen  Ballonen  näher  kommt  als 
der  von  Schiller  und  Doge  angegelx^ne  kleinste  Wert*.  Es 
ist  wahrscheinlich,  daß  dies  auch  für  größere  Ballone  zutrifft, 
womit  dann  dort  weittM-  gezogene  Folgerungen  über  Abnahme 
der  scheinbaren  Masse  bei  i^ewegung  mit  Beschleunigung  hin- 
fällig würden. 

III.   ZuBammenfassung. 

Die  Beobachtung  kugelförmiger  frei  fallender  oder  steigen- 
der  Körper  in  ruhender  Flüssigkeit  ergab: 

1.  Widerstand  nach   En'eichung  der   Endgeschwindigkeit 

Wg  =  1/'  ü  Fv^ . 

ff  =  0,22     für     600  <  Ä  =  —  <  1500. 


•2.  Bestätigung   des   Ähnlichkeitsgesetzes   für   den  ganzen 
Verlauf   der   Bewegung  und   infolgedessen   Möglichkeit,  unter 


(jg2  i\  S.  Scliviiill.    y.ur  bfnvhlfiinigleit  Hocf^unif  iisu. 

jj  ,  rsfhiedeiifit  BodiiiguiigtMi  (i^iHsigWil ,  liängeiiniaU)  genuii-iiu- 
^^/k'obaclilniigeii  auf  dif  glcichiin  zu  IrHiwforniiori'u, 

3.  Vor  l'jiTcieliuiig  der  l'ltidReHcliwiiidißkcit  ist 

iiud  zwar  ualit'niiigswt'iw  dai'sl^'llliav  diirrli: 

r,-v.i./'.-^«.:;j+«,(4^i', 

die   (J^'wdiwindigkfit  durtli:  r^  i^il       C). 

4.  I>i>'  ü('!»clnviiidißkcit  iiiuiuit  nicht  ständig  zu  iiiii  di-r 
Zeil,  guiidcrn  niiiiiiit  vwr  Kireichunt;  dor  ]<'iiidgeschmiidigkeit 
ein  Afaxiiuuni  und  ein  Miiiinimii  uii.  um  uiu-li  ihnen  unttr 
weitt-rcn  Schwankungen  der  Rndgtfleli^iudigkcit  zuzusttphen. 
])i<;  zuHHiiniwngi ■hörigen  Werte  von  Gc^^elm-mdiglifit  und  Zeit 
in  den  MaxiiiiiR  und  Mininiis  sind  durch  einfache  l^ezichinigen 
tnitctinandcr  verknüpft. 

5.  Aliixiiiiuni  und  .Mtnituiitn  der  Geschwindigkeit  bäugeu 
luit  i^ildung.  Watdisen  und  'i'ifiinung  eines  Wirlielriiiges  liint**! 
dem  Kör|jer  zuäunmifu.  dir  in  cinwlni'u  FälU-n  sichthtir  ge- 
macht werdeil  konnte. 

Ü,  Die  Beohaclitungen  urniöyliL-hen  die  VorheraagB  des 
Verlaufes  der  1,'ewcgung  eines  unler  komtanter  Kraft  staben- 
den KöriJcrs  viin  Kugelfonn,  vreun  Radius,  Kraft  und  Fli>>utig- 
keit  irgendwie  gegeben  sind,  sofern  die  zu  den  sich  aus  dem 
ijuadralisclun  Widerstandsgesetz  eryelji-ndeu  Rndgestdiwindig- 
keit<'n  gehörigen  Reynoldselien  /Wahlen 

/i  =   '-f 
Kwischen  WX)  und  öOOO»  liegen. 

Leiiizig,Ph>sik.  Inslilul  der  rniversitill. 

iKintfLvaniit-ii  23.  Si'pti^nilier   1918.) 
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ANNALEN  DER  PHYSIK. 

VIEBTE  FOLGE.    BAND  61. 

1.   über  ElektrizUätsleitung  durch  freie  Elektronen 
und  Träger.    III:  Wanderungsgeschwindigkeit 
kraftgetriebener  Partikel  in  reibenden  Medien; 

von  P.  Lenard, 

n^it  Beiträgen  von  W.  Weiek  u.SunsFerd.  Mayer.^) 

(Aus  dem  Radiologischen  Institut  der  Universität  Heidelberg.) 
(Fortsetzung  von  Band  60,  S.  880.) 

Da»  Vorliegende  behandelt  zunächst  in  Abschnitt  6  die 
Wanderangsgeschwindigkeiten  bei  verschiedenen  Fällen  des 
Verhaltens  der  Mediumsmoleküle  an  der  Partikeloberfläche, 
welche  außer  dem  Falle  der  elastischen  Beflexion  noch  eine 
Bolle  spielen  können  —  nämlich  bei  diffuser  Reflexion  und 
bei  Aufnahme  der  Mediumsmoleküle  in  die  Oberflächenschicht 
des  Partikels  und  nachherigem  Wiederabdampfen  aus  der- 
selben — ,  nachdem  die  Möglichkeiten  des  Vorkommens  dieser 
Fälle  und  ihre  Eigentümlichkeiten  bereits  im  Abschnitt  5  ein- 
gehend betrachtet  worden  sind. 

Abschnitt  7  gibt  eine  Zusammenfassung  der  Gesamtkennt- 
nis  über  die  gaskinetischen  Wanderungsgeschwindigkeitsformeln 
sowohl  mit  Rücksicht  auf  die  historische  Entwicklung,  als  auch 
auf  die  Anwendungen. 

Abschnitt  8  untersucht  die  Gültigkeitsbereiche  der  gas- 
kinetischen und  der  hydrodynamischen  Wanderungsgeschwindig- 
keitsformeln  und  ihren  gegenseitigen  Anschluß. 

Abschnitt  9  betrifft  flüssige  Medien  und  zeigt,  in  welcher 
Weise  die  gaskinetische  Behandlung  auf  dieselben  anwendbar 
ist  und  wo  ihre  Grenzen  sowohl  als  die  der  hydrodynamischen 
Behandlung  liegen.  Dazu  gehören  auch  Betrachtungen  über 
den  Reibungsvorgang  in  Flüssigkeiten  und  Versuche  über  die 
Reibung  im  elektrischen  Felde.  Die  Resultate  werden  zu  ein- 
gehender Untersuchung  der  elekti  olytischen  Ionen  benutzt,  was 
zur   £}rmittlung   von    deren    Radien   und  W^assergehalt  führt 

1)  Die  Beiträge  betreffen  die  vorhergegangenen  Abschnitte;  vgl.  diese. 
Annalen  der  Physik.    IV.  Folge.    61.  ^44 
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lonenkern  und  Wasaermoleküle  werdeii  zum  Teil  nicht  an- 
einauder-,  soBdern  ineinander  gelagert  gefunden  unter  Uniständen 
(bei  den  kleinsten  lunen,  z.  B.  U)  mit  starker  Eaumzusammen- 
ziebang  des  Ganzen. 

Abschnitt  10  gibt  eine  tibersiclitliche  Zusammenetelluiig 
von  Wanderungsgeachwiudigkeitsformeln  aus  den  Teilen  I — III 
dieser  Untersuchungen. 

Abschnitt  6.  WanderuugsgeBcbwiadiKkeltabsTecbnang  für  die 
Stoarälle  B,  C  VDd  D. 

lai.  In  derselben  Weise  wie  a.  a.  0.  1900  für  den  Fall  A 
der  elastischen  Stöße  vollkommen  glatter  Kugeln  geschehen, 
kann  die  Wanderungageachwiudigkeit  nach  den  Prinzipien  der 
kinetischen  Oastheorie  auch  für  die  anderen,  im  vorhergehenden 
Abschnitt  betrachteten  Fälle  berechnet  werden,  und  auch  die 
in  den  Abschnitten  1  und  2  behandelten  Verfeinerungen  kSnnen 
angebracht  werden.  Es  kommt  nur  darauf  an,  den  in  Kraft- 
richtuug  genommenen  mittleren  GeschwindigkeiUverlutt  dta  ican- 
dernden  Partikels  beim  Zusammenstoße  mit  einem  ruhenden 
.Vediumimolekül  für  die  Fälle  £,  C  und  D  zu  berechnen, 
woraus  dann  alles  Weitere  folgt  Der  Übersichtlichkeit  halber 
fohren   wir  auch  das  Endresultat  des  Falles  A  hier  mit   aaf. 

Fall  A:  Eltutische  Üeflexion  bei  vollkommen  glatter  Kvgel- 
oberfiUche  des  Partikels. 

132.  Es  ist  [Gl.  (21)]: 
_3(!J-^1      „  K 

Palt  B:  Diffuse  Peflexion. 

133.  Es  sei  u  der  augenblickliche  Wert  der  Wandenings- 
gescbwindigkeit  des  Partikels  unmittelbar  vor  einem  ZuBammeo- 
stoB  mit  einem  ruhenden  Mediumsmolekill.^)  Um  die  nach  dem 
Stoße  übrigbleibende  GeschwiDdigkeitskomponente  des  Partikels 
in  Richtung  von  u,  d.  i.  in  Richtung  der  treibenden  Kraft  im 
Mittel  über  alle  vorkommenden  Arten  des  ZusammeDstoßes  zu 
berechnen,  nehmen  wir  —  was  im  Resultate  dasselbej  aber  in 
der  Durchführang  bequemer  ist  —  das  Partikel  als  roheod 
und  die  Mediumsmoleküle  mit  der  Geschwindigkeit  u  der  Kraft- 
richtung entgegen  bewegt  an. 

I)  Vgl.  die  DuTchfQhTang  der  Kualogeo  Überlegung  für  den  ^11  Ai 
1900,  S.  312. 


(°2)    "'-T^,-'-',.M..--; 
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134.  Da  der  Fall  B  nicht  zentrale  Kräfte  zwischen  Par- 
tikeln und  Mediumämolekülen  behn  Zusammenstoß  voraussetzt, 
so  werden  auch  Rotationen  des  Partikels  auftreten;  da  aber 
aus  Symmetriegründen  zu  jedem  Stoß  auch  ein  in  bezug  auf 
die  Rotation  entgegengesetzt  gleich  wirkender  Stoß  vorkommt, 
wird  die  Rotationsenergie  des  Partikels  nicht  dauernd  steigen, 
sondern  nur  um  einen  konstanten  Mittelwert  schwanken,  so 
daß  im  Mittel  über  genügend  viele  Zusammenstöße  ein  Über- 
gang von  lebendiger  Kraft  der  ibrtschreitenden  Bewegung  in 
Rotationsenergie  nicht  stattfindet.    Man  darf  daher  so  rechnen, 

als   griffen  alle  Stoßkräfte  im  Schwerpunkt  des  Partikels  an. 

135.  Wir  nennen  Auftreffpunkt  yA,  bzw.  A^  in  Fig.  2) 
dex^enigen  Punkt  an  der  Oberdäche  des  im  groben  —  aber 
nicht  im  einzelnen  —  kugel- 

förmigenPartikels,  an  welchem 
die  Berührung  mit  dem  Mole- 
kül beim  Zusammenstoß  er- 
folgt und  Auftreffwinkel  a  den 
Winkel  zwischen  dem  durch 
den  Auftreffpunkt  gezogenen 
Kugelradius  und  der  Richtung 
von  tt.  Infolge  der  im  vor- 
liegenden Falle  B  voraus- 
gesetzten     Rauhigkeit      der  

^Qgeloberfläche      fällt     der  Fig.  2. 

"^Ugelradius     des  ^  Auftreff- 

P^mktes  im  allgemeinen  nicht  mit  der  Oberflächennormale  dort- 
^^Ifcst  zusammen,  und  es  ist  daher  der  Einfallswinkel  ß  des 
stoßenden  Moleküls  im  allgemeinen  verschieden  vom  Auftreft- 
^^^kel  c^^);  es  gehören  zu  sehr  nahe  demselben  Auftreffwinkel  a 
^^^Xx  verschiedene  Einfallswinkel  ß. 

Zur  Berechnung  der  mittleren  Geschwindigkeitsänderung 

^^im  Stoße  (131)  ist  zuerst  das  Mittel  zu  nehmen  über  alle 

^U  einem  gegebenen  Auftreffwinkel  cc  gehörigen  Einfallswinkel  ß 

^^d  dann  das  Mittel  über  alle  vorkommenden  Auftreffwinkel  cc, 

,   136.     Bei   einem  Stoß   mit   dem  Einfallswinkel  ß   findet 
Umsetzung  der   normalen   Komponente    der   Geschwindigkeit, 

1)  Im  Falle  Ä  fallen  ß  und  a  zusammen. 

44* 
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u  cos  ß,  statt  unter  Gültigkeit  des  Priozips  des  Schwerpunktes 
nnd  der  lebendigen  Kraft,  während  die  tangentiale  Komponente 
unbeteiligt  bleibt.  Man  hat  daher  i^rgl,  134],  wenn  man  das 
Partikel  vor  dem  StoBe  ruhend  annimmt  and  das  Molekül  be- 
wegt (vgl.  133),  für  die  in  Richtung  der  Normalen  liegenden 
Qeschwindigkeitskomponenten  V  des  Partikels  und  v  des  Mole- 
küls nach  dem  StoB  nach  den  genannten  beiden  Prinzipien  die 
Gleichnngen: 

MucoBß  =  M,V-\-  Mv 
und  '  ' 

.I/h^cosV-  MJ'*+  Mv\ 
Danach  ist  mit  Elimination  von  t>: 

(53)  ;■_  jJiL^coB^ 

und  die  in  Richtung  von  u  liegende  Komponente  davon: 

'■«■»"- Ä>\"™V- 

War  das  Partikel  mit  der  Geschwindigkeit  u  bewegt,  das 
Molekül  aber  ruhend,  so  stellt   —Vcasß  die  Änderung  von  u 
durch  den  Stoß  dar,   soweit  diese  in  Richtung  von  v  fUlt. 
Die  gesuchte,  in  Richtung  von  u  nach  dem  Stoß  Übrigbleibende  " 
Geschwindigkeit  ist  daher: 

(54)  »'  =  «  -  TcosjS  -  jj  "   ^  [M,  ~  M+  2Mmn'ß). 

137.  Zu  jedem  Auftreffwinkel  a  gehören,  dem  Fall  S 
entsprechend,  Abgangsrichtungeu  der  reflektierten  Molektlle, 
die  gleichförmig  über  eine  Halbkugel  mit  dem  Äuftreffpunkt  A 
als  Mittelpunkt  verteilt  sind.  Hau  erhält  diese  Verteilnog 
unter  Beibehaltung  der  Annahme  der  Gleichheit  von  Einfalls- 
und  Reflexionswinkel,  wenn  man  den  Punkt  d  bzw.  das  ihm 
zugehörige  Oberflächen  element  des  Partikels  mit  seinen  mole- 
kularen oder  auch  gröberen  Raubigkeiten  in  seiner  Wirkung 
ersetzt  durch  die  vollkommen  glatte  Fläche  Ä',  JT,  (Fig.  2), 
welche  Teil  einer  Kugel  mit  dem  Mittelpunkt  A  ist  und  ihrer 
Begrenzung  nach  nahezu  als  Kalotte  vom  Offnungswinksl  n/2 
beschrieben    werden    kann.^l      Der    Wiokelahstand    des   Ober- 


1)  Einfache  geometriacTie  Überlegung  zeicl,  daß  die  FItLche  f ,  K, 
im  AllgemciDen  nur  außeuHhert  die  krcieröniiigc  Begrenzung  eioor  Ka- 
lotte hui;  genau  nur  liei  d  ==  0;  bei  «  =  ü/2  geht  die  Begrenmng  in 
zwei  aufeinander  sonkrechte  großle  Kreise  über.    Die  Durchatofipoakte 
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flächenmittelpunktes  F  dieser  Kalotte  von  dem  der  Bichtung 
Ton  u  ent^egengewandten  Punkt  0  beträgt  &/2  und  der  Ab- 
stand des  letzteren  Punktes  vom  Rande  Ä,  der  Kalotte  be- 
trägt jr/4  —  fjcß.  Der  jeweilige  Einfallswinkel  ß  ist  durch  den 
Winkelabstand  des  auf  die  Kalotte  übertragenen  Auftreff- 
punktes Ä'  Ton  0  gegeben. 

Zur  Berechnung  des  Mittelwertes  der  nach  einem  Stoße 
übrigbleibenden  Geschwindigkeitskoroponente  ti  des  Partikels 
kommt  es  nur  auf  den  Mittelwert  von  sin^  ß  an^  da  alle  übrigen 
Größen  in  Gl.  (54)  konstant  sind,  und  es  ist  (nach  135]  bei 
konstantem  a  über  alle  durch  die  Kalotte  gegebenen  Winkel  ß 
zu  integrieren,  dann  über  alle  durch  die  in  Bewegungsrichtung 
vorangehende  Halbkugel  gegebenen  Winkel  a,  wobei  die  Ge- 
wichte der  einzelnen  Winkelwerte  durch  die  Größen  der  Pro- 
jektionen der  betreffenden  Oberflächenelemente  der  Kaiott« 
bzw.  Halbkugel  auf  eine  zur  Bichtung  von  u  senkrechte  Ebene 
gegeben  sind,  entsprechend  gleichförmiger  räumlicher  Dichte  der 
getroffenen  Moleküle.  Die  Integrationen  sind  in  Näherungen  aus- 
führbar, und  man  findet  als  Mittelwert  von  sin^  ß  nahe  1/3. \) 

188.  Die  nach  dem  Stoß  im  Mittel  übrigbleibende  Kom- 
ponente in  Bichtung  der  Kraft  ist  damit: 

i55'  _    »'  =  mtm: (•"'  - ''  +  '-''^  - « ^r+^f - ' 

der  Begrenzung  mit  der  durch  den  Mittelpunkt  des  Partikels  gehenden 
Zeicbnongsebene  Bind  stets  durch  die  beiden  um  7i/2  voneinander  ab- 
stehende Punkte  Kl  K^  gegeben.  Wir  nennen  die  Fläche  K^  JT,  im 
übrigen  stets  kurz  Kalotte,  nehmen  aber  bei  den  im  folgenden  auszu- 
führenden Integrationen  ihre  Begrenzung  tatäächlich  nicht  genau  kreis- 
förinig  an-,  sondern  lassen  Abweichungen  hiervon  eintreten,  welche  den 
soeben  beschriebenen  in  Annäherung  gleichkommen,  was  alhrdings  auch 
zur  Vereinfachung  der  Rechuuui;  geschieht.  Daß  hierbei  die  Annahme  jB 
für  die  größeren  a  nicht  genau,  soudei-n  nur  augenähert  gewahrt  bleibt, 
ist  nicht  als  wesentlicher  Mangel  unserer  Rechnung  zu  betrachten,  da 
die  Annahme  B  der  allseitig  gleiehmäBig  verteilten  diffusen  Reflexion 
an  sich  schwerlich  jemals  exakt  erfüllt  zu  denken  ist,  sondern  vielmehr 
nur  als  Extremfall  einer  Abweichung  von  elastischer  Reflexion  an  voll- 
kommen glatter  Kugel  Interesse  luit. 

1)  Dieselbe  Mittelnahnie  durch  Integration,  jedoch  nur  über  die 
Halbkugel  allein,  war  für  die  Annahme  .1  a.  a.  0.  1900  auszuführen  ge- 
wesen (vgl.  8.  312  dort);  es  ergab  sich  dort  \',  als  Mittelwert  von  sin*/^. 
Der  Unterschied  zwischen  den  Annahmen  A  und  B  ist  also  im  Resultate 
nicht  groß. 
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und  der  Faktor,  welcher  bei  jedem  Zusammenstoß  des  wan- 
dernden Partikels  mit  einem  ruhenden  MediumamolekQl  im 
Mittel  über  alle  Torkommeuden  StoBarten  zum  augenblicklichen 
Wert  u  der  Wanderangsgeschwindigkeit  hinzutritt,  ist  also : 

^^"J  ^  -  M,  +ür        3        ^ 

139.  Hiermit  leiten  wir  zunäclist  die  Wandemugsgeschwin- 
digkeit  in  derselben  Weise  ab  wie  a.  a.  0.  1900,  nämlich  unter 
Annahme  einheitlicher  Molekulargeschwindigkeit  und  Wegl&nge 
und  ohne  Berücksichtigung  des  EinHusses  der  Bewegung  der 
Mediumsmolekule  auf  die  StoBwirkung. 

Es  ist  die  Yerminderung  der  augenblicklichen  Wande- 
ruugsgeschwiudigkeit  u  durch  einen  Zusammenstoß  im  Mittel 
B  —  W|ii'  =  «(1  —  ti).  Im  Falle  des  stationären  Zustandes,  der 
hei  fortdauernder  Wirkung  des  Kraftfeldes  statthat,  wird  diese 
Verminderung  ausgeglichen  durch  die  zwischen  je  zwei  Zu- 
sammenstößen eintretende  Beschleunigung  b  durch  das  Kraft- 
feld. Es  ist  daher: 
■   (67)  h.\T]  =  n{\~(i\ 

wo  h  um  KjM,  und  [r]  = //,///,.  Die  gesuchte  beobachtbare 
W  an  der  ungsgesch  windigkeit  [o)\  ist  die  mittlere  Geschwindig- 
keit der  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung  des  Partikels 
zwischen  zwei  Zusammenstößen; 

(581  H=«^'+iMr], 

oder  mit  dem  aus  3t.  (57)  folgenden  Wert  von  u: 


m 


(60) 


') 
Da  (mit  Benutzung  der  Gleichung  für  L^,  Teil  II,  S.  401): 


so  wird: 

(81)  W  -  , 


i+r' 
•11-/) 
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Die  öl.  (58)  bis  (61)  sind  ohne  weiteres  allgemein  für  alle 
Stoßfälle  gültig,  da  wir  bei  der  Ableitung  die  Größen  fx  und 
II    gesondert  gehalten  haben.     Man  sieht  auch,  wie 

^  =  M,l{M,  +  M) 

nur  durch  Gl.  (60)  in  Gl.  (61)  eintritt,  wobei  es  nur  die  Rolle 
eines  abkürzenden,  für  alle  Fälle  geltenden  Umrechnungs- 
faktors von  M^  auf  M  spielt,  während  ix  die  bei  Gl.  (8  a)  und 
(56)  definierte  Bedeutung  hat  und  daher  je  nach  dem  vor- 
liegenden Stoßfalle  verschiedene  Werte  annehmen  muß.  Für 
den  Fall  Ä  (elastische  Stöße  bei  glatt  kugelförmigem  Partikel) 
ist  /  =  /i  [Gl.  (8a)],  und  es  geht  dann  Gl.  (61)  in  Gl.  (1)  über. 
Für  den  hier  zu  behandelnden  Fall  B  gilt  für  pi  die  GL  (56). 
£^  wird  damit: 

Für  große  Partikel  (ju  =  1)  wird  diea: 

<62a)  Hb  ,.  =  1.  =  T -Zr;,^«  TT  • 

140.  Zur  Berücksichtigung  der  Ungleichheiten  der  mole- 
kularen Geschwindigkeiten  und  Weglängen  und  des  Einflusses 
der  Bewegung  der  Mediumsmoleküle  auf  die  Stoßwirkung, 
welche  in  [(o\  fehlt,  ist  die  auf  die  Grundlagen  zurückgehende 
61.  (20)  vorhanden,  worin  im  Bruche  iilil"-  fi)  im  Fall  B  fjt 
durch  fi'  zu  ersetzen  ist  [GL  (56)].  Der  vollständige  Ausdruck 
für  die  Wanderungsgeschwindigkeit  in  diesem  FalliB  B  wird  so: 

oder  mit  04.  (60): 

1)  Wählt  man  zur  Einsetzung  in  Gl.  (28)  für  b  [t]  und  /i'  die  ersten 
in  den  61.  (60)  bzw.  (56)  gegebenen  Formen,  so  erhält  man: 

l62b)  [c.u  =  4-i,^(   1    +     1 


l^Ian  sieht  hier  die  beiden  Massen  M  und  Mt  wieder  unsymmetrisch  auf- 
treten, wie  im  Falle  Ä  [vgl.  Gl.  (1)],  nur  in  anderer  Weise.  Vgl.  dazu 
die  Note  zu  86. 


672  P.  Lenard. 

Diese  Form  ist  unmittelbar  zur  numeriachen  Berechnung 
brauchbar,  da  l  und  V  bekannt  sind;  es  ist  i  — f;/[T]=  1, 
P  =  V/[rp-8/n  [Gl.  (51)]. 

Mau  kann  —  analog  Gl.  (52)  —  aucli  setzen: 

(65)  „„.,»^jä;M«. 

worin  demnach: 

(66)  i.'„  -  ^^-j-    -  +  -g— -,-  ', 

analog  il  im  Falte  A  die  Berücksichtigung  der  molekularen 
(Jugleichbeiten  besorgt,  während  der  Faktor  3/(3 +  fi]  wieder 
den  Einfluß  der  ungeordneten  Bewegung  auf  die  StoBverluste 
darstellt. 

141.  Da  der  Fall  B  hauptsächlich  für  große  Partikel  in 
Betracht  kommt,  so  ist  vor  allem  der  Sonderfall  |U  =  1  wichtig, 
welcher  die  einlache  Form  liefert^; 

Im  Vergleich   zum   Falle  Ä   ist  also  bei   ,u  =  1,    und  an- 
genähert Ut)erhaupt  bei  nicht  sehr  kleinen  Partikeln*): 
(68)  Mb  =  ^  o»j  ■ 

Fall  C:  Aufnahme  der  auftreffeitde»  MediumimoUläU  in 
die  Partikeloberfläche  vnd  späterer  Wiederanstritt  bei  rotierendem 
oder  gut  ivärmedurchlässiffem  Partikel. 

142.  Es  kommt  hier  wieder  nur  auf  die  Neuberechnung 
der  nach  einem  Zusammenstoß  des  Partikels  mit  einem  ruhenden 
Hediumsmolekül  im  Mittel  übrigbleibenden  Geschwindigkeits- 
komponente  an.  Dabei  dürl'en  alle  Stoßkräfte  durch  den 
Schwerpunkt  des  Partikels  gerichtet  angenommen  werden,  da  — 
wie  bereits  beim  Falle  B  auseinandergesetzt  —  kein  danemd 
einseitig  gerichteter  Übergang  von  lebendiger  Kraft  der  fort- 

1)  Mnn  kauu  H^,'  auch  aus  der  (.ücichuiig  für  £i^,  erhalten  [Gl.  (B)J, 
wcun  maii  dort  fi  diircli  jt    craetzt. 

2)  Es  ist  ii/  =.  1;  Si\^=  1,11. 

3)  Ea  ist  für  deu  Füll  ß  immer  zu  bei  uek  eich  (igen,  daB  die  Iler- 
leitung  des  für  ihn  churuklerisliacfaeD  Fiiktors  Vi  »<u^  durch  aogenSherte 
(wohl  nur  die  erste  Zahteuatellu  verbUrgeadc)  lutfgratioaea  erfolgte, 
andererseits  aber  auch,  daü  geuaue  Verwirklichung  diesen  Falles  der 
ganz  gleichfSmiig  diffusen  Rctliiiiou  wobl  niemula  tu  erwarten  [tt. 
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schreitenden  Bewegung  in  die  der  Rotation  bei  den  nicht  zen- 
tralen Stößen  stattfindet 

Ist  daher  —  mit  derselben  Bezeichnung  wie  oben  im 
Fall  B  —  u  der  augenblickliche  Wert  der  Wandernngs- 
geschwindigkeit  unmittelbar  vor  dem  Stoße,  u  derselbe  nach 
dem  Stoße,  so  gilt  nach  dem  Schwerpunktsprinzip: 

uM^  =  u'  M^  +  tt'3/, 

« 

da  Partikel   und  Molekül    nach    dem  Stoße    gemeinsame  Ge- 
schwindigkeit haben,  woraus: 

u    =  U  Vi  -       w  • 

Mt  +  M 
Da  dies  Resultat  unabhängig  ist  vom  Auftreffwinkel^  so 
gilt  es  auch  bereits  als  Mittelwert  über  alle  vorkommenden 
Arten  des  Zusammenstoßes,  und  da  dieser  Mittelwert  identisch 
ist  mit  dem  für  den  Fall  A  geltenden  entsprechenden  Wert^ 
u  ^  uu  [GL  (8a)J,  so  fällt  auch  der  Wert  der  Wanderungs- 
geschwindigkeit identisch  aus.     Es  ist  also: 

(69)  (De  =  ma  ' 

Fall  D:  Senkrechtes  Abgehen  der  Moleküle  bei  nichtrotie- 
rendem Partikel, 

143.  Die  bei  der  Aufnahme  des  Mediumsmoleküls  in  das 
Partikel  auftretende  Geschwiudigkeitsänderung  des  letzteren 
ist  hier  dieselbe  wie  im  vorigen  Falle,  nämlich  von  u  auf 
u'  r^  yLU\  jedoch  kommt  nun  außerdem  —  wie  im  vorigen  Ab- 
schnitt unter  B  überlegt  —  auch  beim  Wiederabgehen  des 
Moleküls  vom  Partikel  noch  eine  wirksame  Geschwindigkeits- 
änderung hinzu^  wobei  wir  annehmen,  daß  die  bei  der  Auf- 
nahme verlorene  lebendige  Kraft  beim  Abgehen  vollständig 
wieder  ersetzt  wird  (vgl.  12 7 j.    Es  sind  die  lebendigen  Kräfte: 

Des  Partikels  vor  der  Aufnahme  des  Moleküls  — ~—  , 

nachher       'Z       , 
des  Moleküls  vor  der  Aufnahme  ins  Partikel  0     , 

1,  M  lA^  II' 

nachher  — 9, —  > 
insgesamt  also  vor  der  Aufnahme 


nachher  /  -       =  —^ —  • 

2  2 


2 
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Der  Verlust  an   lebendiger  Kraft  bei  der  Anfnahme  ist  also: 

und  diesem  Verlust  soll  die  Zunahme  beim  Abgeben  gleich 
sein.  Um  letztere  zu  berechnen,  brauchen  nur  Gescbwiadig- 
keiten  relativ  zum  Schwerpunkt  der  Gesamtmasse  J/,  -f  J/  be- 
trachtet zu  werden.  Diese  Geschwindigkeiten  sind  vor  dem 
Abgehen  Null,  nachher  seien  sie  T  beim. Partikel  and  x>  beim 
Molekill,  beide  zentral  und  vom  Gesamtschwerpunkt  weg  ge* 
richtet    Die  Zunahme  der  lebendigen  Kraft  ist  also: 


wonach  die  gestellte  Bedingung  fOr  V  und  \>  ist: 

(70)  M^  r*  +  _lifB*  =  M^u^{\  -  fi) . 

Außerdem    muß    für  das   Abgehen  des  Moleküls  das  Schwer- 
punktsprinzip  gelten: 

(71)  M,r+  .\Jv  =  0  . 
Aus  (70)  und  [71]  findet  man: 

r=-»(l  -I«)  und  v^iift. 

Es  erhält  also  das  Partikel  beim  Abgehen  des  MolekQls 
den  Geschwindigkeitszuwachs  k(1  —  fi)  in  Richtung  seines  Ra- 
dius, wovon  beim  Auftreffwinkel  k  die  Komponente  in  Sich- 
tung von  u,  d.  i.  in  Wanderungsricbtung .  m  {l  — /t)coB«  ist 
Dieser  Zuwachs  ist  der  ursprünglichen  Geschwindigkeit  u, 
welche  zur  Aufnahme  des  ruhenden  Moleküls  geführt  hat,  ent- 
gegen gerichtet.  Es  wird  also  die  in  Wanderungsrichtung  ge- 
nommene Geschwindigkeit,  welche  nach  der  Aufnahme  des 
Moleküls  ftu  ist,  nach  dem  Wiederabgehen  des  Moleküls 
/iu  —  u{l  —  /*) cos a  sein. 

144.  Hiervon  ist  noch  das  Mittel  über  alle  vorkommenden 
AoftrefiTwinkel  a,  je  nach  ihrer  Häufigkeit,  zu  nehmen.  Dabei 
kommt  es,  wie  man  sieht,  nur  auf  den  Mittelwert  von  cosa 
an,  und  dieser  ergibt  sich  als  Resultat  einer  einfachen  Inte- 
gration zu  ^.  Es  Ist  also  die  gesamte  Geschwiudigkeita- 
änderung  des  Partikels  in  Kraftrichtung  im  Mittel  tiber  alle 
vorkommenden  Arten  des  ZusammenstoUes  mit  einem  robenden 
Molekül  —  dessen  Wiederahgehen  einbegriffen  —  im  Falle  ß 
™n„.uf,■„-|(l-ri,,..,.^-^ 
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und  der  für  diesen  Fall  charakteristische^  diese  Änderung  be- 
stimmende Faktor  ist  also: 

(72)  (."  =  -^^  • 

145.  Mittels  dieses  Faktors  erhält-  man  zunächst  die 
Wandemngsgeschwindigkeit  ohne  Berücksichtigutig  der  mole- 
kularen Ungleichheiten  und  des  Einflusses  der  molekularen 
Bewegung  auf  die  Stoßverluste,  indem  man  ihn  in  61.  (61)  an 
Stelle  des  für  den  dortigen  Fall  geltenden  B'aktors  /i'  setzt: 

146.  Ebenso  ergibt  sich  mittels  ^"  der  vollständige  Aus- 
druck für  die  Wanderungsgeschwindigkeit  analog  Gl.  (63)  und  (64): 


(74) 


3 
(Od  = 


r> 


1    f*  a 

A T 


3  +  /i 
3  A'  1 


(l-.)^H-^V''-'^ 


was  auch  geschrieben  werden  kann: 
(75)  0)^  =  ^  _^  ^  Si"fx  \_a)]iy , 

wenn  man  —  mit  Einführung  der  Werte  /  =  f^/[rj  =  1  und 

22  =  v/frj-  =  8/:t  [Gl.  (51)]  —  setzt: 

(76)  ß"  =  AIlziii.1  ^  +  lojij:  4     1 

^     ^  f'  5  /l   +   1         .7    ^    5  M   +  1  ^ 

147.  Insofern  der  Fall  1)  nur  für  große  Partikel  in  Be- 
tracht kommt  (vgl.  Abschn.  5),  für  welche  ju  sehr  nahe  1  ist, 
ist  Hauptresultat  in  diesem  Falle  die  Sondergleichung-) 

oder  auch 

3 

(78)  o)u  =  ^  (Oa    ' 

Abschnitt  7.    Zusammenfassendes  aus  den  Abschnitten  1 — 6  über 
die  gaskinetisohen  Wanderungsgeschwindigkeitsformeln. 

148.  Wir  haben  im  5.  Abschnitt  unter  A,  JB,  C,  D  vier 
verschiedene  Fälle  für  die  Wechselwirkung  zwischen  wandem- 

1)  S^"^^  folgt  auch  aus  der  Gleichung  für  Si^  [Gl.  (8)1,  wenn  man  fi 
durch  fe"  ersetzt. 

2)  Es  ist  /«i/'  =  1,  i^o/'  =1,14.  ^ 
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dem  Partikel  und  MediummolekUlen  betiachtet  ood  haben  im 
S.Abschnitt  die  zugehörigen WanderungsgeBchwindigkeitsformeln 
Bowohl  unter  vereinfachenden  Bedingangen  (Werte  [*w])  als 
auch  mit  Berücksichtigung  Bämtlicher  eraichtlich  mitwirkenden 
Umstände  entwickelt  [Werte  w).  Dabei  haben  sich  keine  sehr 
großen  Unterschiede  in  den  Resultaten  ergeben ;  dieselben 
stehen  äußerateufalls  nur  im  Verhältnis  3 ;  5  voneinander  ab. 
Der  am  extremsten  liegende  Fall  J}  betrifft  aber  nur  sehr 
große  Partikel  und  liegt  schon  deshalb  fast  außerhalb  des 
Gültigkeitsbereichs  der  gaskinetischen  Formeln,  Im  Übrigen 
stimmen  die  Fälle  A  und  C  Tollkommen  miteioander  Uberein 
und  B  weicht  nur  im  Verhältnis  4 : 3  davon  ab.  Da  die  be- 
trachteten Fälle  alle  bisher  durch  die  Erfahrung  angezeigten 
Möglichkeiten  der  genannten  Wechselwirkung  zwischen  sich 
nehmen,  ao  kann  hiernach  behauptet  werden,  daß  unsere  gas- 
kinetischen Wandemngsgeschwindigkeitsformeln  für  alle  Fälle 
innerhalb  ihres  Gültigkeitsbereiches  (vgl.  Ahachn.  8)  ausreicheo, 
um  die  Wanderungsgeschwindigiceit  in  genügend  brauchbarer 
Annäherung  auch  dann  zu  berechnen,  wenn  die  Oberä&chen- 
beschaffenheit  des  Partikels  nicht  genau  bekannt  ist.  Ebenso 
wird  man  auch  umgekehrt  aus  beobachteten  Wanderungs* 
geschwind igkeiten  bei  bekannter  Kraft  mit  genügender  Sicher- 
heit deu  Partikelradias  [R  =:  »  —  r)  berechnen  können. 

Dabei  ist  zu  beachten,  daß  die  Hasse  des  Partikels  keine 
wesentliche  Rolle  spielt,  daß  sie  also  auch  nicht  genau  be- 
kannt zu  sein  braucht,  sobald  es  nur  sicher  steht,  daß  sie  nicht 
etwa  kleiner  als  MediumsmolekUlmasse  ist,  daß  also  nicht  z.  B. 
freie  Elektronen  vorliegen.  Ist  letzteres  erst  ausgeschlossen'],, 
so  kann  in  sukzessiver  Annähei-ung  aus  vorläufig  (mit  roh  ge- 
schätzter Masse)  berechnetem  Partikelradius  bei  genügender 
Kenntnis  der  materiellen  Beschaffenheit  des  Partikels  die  Masse 

I)  ]>ie  Unterscheiilung  zwi^chun  freien  Elektronen  und  niKterieUeo 
l'artikela  irgeiid welcher  OröBe  iet  durch  probcweiK  Berechnung  dM  P«t- 
tikclradius  inittetB  angenommener  Werte  von  fi  immer  leicht  lU  treffen, 
Bobald  nur  etwa  intermittiei'end  freie  Elelttroneu  aDsgeschloMen  iiod. 
Liegt  der  letztere  Fall  vor,  so  inuft  die  Natur  der  mitwirkenden  Elek- 
trisitfltelrägcr  bekannt  sein,  um  dann  die  in  Teil  I  und  II  entwickelten 
Formeln  zu  tienutzen,  welche  mit  besonderer  Berücksiehtigang  der  wech- 
selnden Zustande  enttviekelt  sind.  (Vgl.  auch  die  ZusammeDitellaog, 
Ahschn.  10.) 
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desselben  so  weit  genau  ermittelt  werden^  daß  damit  der  rich- 
tige Wert  des  Radius  berechenbar  wird.^) 

149.  Die  angenäherte  Unabhängigkeit  der  Wanderungs- 
geschwindigkeit  von  der  Partikelmasse  —  falls  diese  nur  nicht 
viel  kleiner  ist  als  die  Molekülmasse  des  Mediums  -  war 
übrigens  schon  aus  meiner  ersten  Veröffentlichung  über  den 
Gegenstand  klar  hervorgegangen  (a.  a.  0.  1900;  vgl.  die  Fälle 
^a»  ^»'  ^e  dort,  S.  B13y  314),  und  dieses  Resultat  ist  dann 
auch  öfter  hervorgehoben  worden  als  im  Gegensatz  stehend  zu 
den  Resultaten  anderer  Autoren,  die  später  Wanderungs- 
geschwindigkeitsformcln  von  nur  so  grober  Annäherung  in  Ge- 
brauch gesetzt  haben  —  Langevin,  J.  J.  Thomson^)  — , 
daB  nicht  einmal  dieser  Hauptumstand  der  genannten  Massen- 
abhängigkeit erkennbar  wurde,  sondern  im  Gegenteil  die 
Wanderungsgeschwindigkeit  ebensosehr  von  der  Masse  als  vom 
Radius  des  Partikels  abhängig  erschien.  Beispiele  der  Fehl- 
schlüsse und  Widersprüche,  zu  welchen  die  Anwendung  dieser  — 
in  solcher  Beziehung  am  treffendsten  als  falsch  zu  bezeichnen- 
den —  Formeln  geführt  haben,  habe  ich  bereits  angegeben.'^) 

1)  Das  Besultat  wird  in  diesem  Falle  unbekannter  Partikelmasse 
tun  80  genauer,  je  größer  das  Partikel  nach  Masse  und  Radius  ist  Bei 
Partikeln,  die  nur  ebenso  groß  sind  als  die  Mediumsmoleküle  oder 
kleiner,  wird  die  Genauigkeit  um  so  mangelhafter,  je  weniger  ein  Zusam- 

jnenhang  zwischen  Matse  und  Radius  des  Partikels  sichersteht. 

2)  Es  sind  hier  die  ursprünglich  von  difseu  Autoren  (1903  bis  1906) 
•^angegebenen  Formeln  gemeint,  die  große  Verbreitung  gefunden  haben 
^^nd   noch   heute    in  Lehr-  und  Handbüchern  eine  Rolle  spielen.     Erst 

^loch    spftter  haben  auch   diese  Autoren  ihre  Gleichungen  auf  bessere 

^^Massenberücksichtigung  eingerichtet  (J.  J.  Thomson  1909,   Lauge viu 

n905;   siehe  die  Zitate  iu   den  Noten   zu  Gl.  [»0]  und  [81]).     Daß   die 

^«dabei  von  Herrn  Langevin  gleichzeitig  vorgenommene  Einführung  von 

-^^*ernkräften  nicht  als  Fortschritt  erscheinen   kann,    wurde  bereits  oben 

'^auseinandergesetzt  (Abschn.  5). 

3)  Vgl.  Teil  I,  S.  395,  Fußnote  2  u.  S.  402,  Fußnote  2,  auch   be- 
'arcits  A.  Becker,  Ann.  d.  Phys.  36,  S.  218,  Fußnote.     Vom  Gebrauch 

^dieser  Formeln  kommt  auch  offenbar  der  heute  noch  sehr  übliche,  unter 

^^mständen  irreführeude  Ausdruck  „schwere**  Träger  („Ionen**),  wo  man 

langsam  wandernde,    also  große  Träger  meint  und  in  Wirklichkeit  auch 

^inr  über  die  Größe,    nicht  über  die  Masse  direkt  orientiert  ist.     Wirk- 

^\icb  schwere  Träger,  die  kleineu  Radius  hüben,  wie  z.  B.  Cs-  oder  liaA- 

^tome,   würden  nach    dieser  Namengebung   als  „leicht**  zu  bezeichnen 

%ein,    da  sie  schnell  wandern,    eine  Bezeichnung,    die  so  zutrefifend  ist, 

wie  jene  Formeln. 


eVS  P.  Zenard. 

150.  Alle  unsere  Resultate  siud  —  mittels  auHdtilcklicb 
angegebener  mechanischer  Prinzipien  —  am  den  Grundeortlet- 
lungen  der  kinetiachen  Gastheorie  hergeleitet;  sie  sind  des- 
halb —  wenn  nicht  Fehler  in  der  Herleitung  gefunden  wer- 
den —  ohne  weiteres  als  ebenso  zutreS'end  anzusehen,  als  diese 
Grundvorstellungen  und  Prinzipien  zutrefTeud  sind.  Ein  anderer, 
nenerdings  bevorzugter  Weg  der  Herleitung  gaskinetisclier 
Wanderun gsgesch wind igk ei ts formein  beruht  auf  der  Anknüpfung 
an  die  bereits  vorhandenen  IHffusionsformeln  der  kinetischeo  GaS- 
theorie.  Die  Möglichkeit  dieser  Anknüpfung  lag  bereits  bei 
C.  Maxwells  Bebandlungsweise  der  Diffusion  unmittelbar  TorM, 
und  CS  ist  auch  ohne  weiteres  leicht  einzusehen,  daß  ein  Zu- 
sammeabang  bestehen  muß  zwischen  der  Geschwindigkeit  der 
Ausbreitung  einer  fremden  Moleküleorte  in  einem  Gase  ver- 
möge ihres  Partialdruckgef^lles  einerseits  (Diffnsion)  nnd  yer- 
möge  einer  äußeren  Kraft  andererseits  (Wanderung).  Die  Her- 
stellung des  Zusammenhangs  ist  aber,  wenn  man  exakte  Durch- 
führung verlangt,  nicht  so  einfach,  als  angenommen  worden 
ist     Ea  wild  bei  Anwendung  der  Gleichung 

{791  fo  =  AN^, 

auf  welche  man  sich  dabei  stützt  {A  =  DiffasionskoeftiKient  der 
Partikel  im  Medium ,  P  —  Druck  des  gasförmigen  Medinma], 
übersehen,  daß  beim  Wanderungsgescbwindigkeitsproblem  be- 
schleunigte Bewegung  des  Partikels  lüngs  seiner  freien  Wege 
vorliegt,  während  beim  Diffusionsproblem  die  Bewegung  gleich- 
förmig ist*] 

Unter  den  neueren  Autoren,  die  diesen  Weg  über  die 
Diffnsion  verfolgt  haben,  rindet  man  Herrn  Townsend*)  herrw- 
gehoben  mit  dem  Anschein  besonders  exakter  Gültigkeit  seiner 

1)  C.  Maxwell,  Pliii.  Mag.  (4)  19.  S.  19.  1860;  Coli.  Pftpera  1. 
S.  392.  —  Sei bstversläiid lieh  lug  das  Wunde rungsgegchwindigkeitaproblem 
an  dcli  zur  damHltgcn  Zeit  noch  auÜer  GeBichtsfeld;  ae  wird  datier  &och 
bei  Maxwell  nicht  behandelr,  jondem  ea  werden  nur  die  Kräfte  be- 
trachtet, die  durcheinander  diäundierende  GHBrnasBen  aafeinanderauBflben. 

2)  Vgl.  hierüber  HeiTn  H.  F.  Majere  in  dieaen  Anämien  null- 
folgende  Arbeit,  betreffend  Herrn  Langevine  ebenfalls  von  der  DiffueionB- 
theorie  ausgehende  Dehandlung  des  Wände rungsgeschwindigkeitproblema. 

3)  S.  P.  TownHeud,  Proc.  Roy.  Soc.  8fi.  S.  197.  1912. 
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Resultate.^)  Es  ist  hierzu  —  ganz  abgesehen  von  der  soeben 
hervorgehobenen  feineren  Schwierigkeit  —  das  Folgende  zu  be- 
merken: 1.  Herr  Townsend  leitet  die  Wanderungsgeschwin- 
digkeit zuerst  ohne  Berücksichtigung  der  aufhäufenden  Wir- 
kung der  Trägheit  des  Partikels  ab  und  sucht  diese  Vernach- 
lässigang  dann  durch  Hinzufügung  eines  Zusatzgliedes  zur 
freien  Weglänge  des  Partikels  auszugleichen.  Sein  Resultat 
ohne  Berücksichtigung  der  Trägheit  ist  identisch  mit  der  älteren 
Formel  von  Herrn  Langeviu  (1903),  ist  also  für  ju  =  1  (größere 
Partikel)  ebenso  grundfalsch  als  diese  Formel-);  für  andere 
Werte  von  jtt  ist  sie  aber  ebenfalls  nicht  voll  zutreffend, 
z.  B.  filt.iw==0  (freie  Elektronen)  im  Verhältnis  1,273:1  zu 
klein,  da  nur  die  Ungleichheiten  der  Weglängen^  nicht  die 
der  Geschwindigkeiten  berücksichtigt  werden.  2.  Durch  Be- 
rücksichtigung der  Trägheit  in  der  angegebenen  Weise  gelangt 
Herr  Townsend  zu  einer  Formel,  welche  zwar  nicht  für  )u=  1, 
jedoch  für  ^  =  0  (freie  Elektronen)  grundfalsche  Resultate  gibt 
(im  Verhältnis  1  :  0  zu  klein).  Angenähert  richtig  sind  die 
Resultate  für  ju  =  |  und  /*  =  1  (molekulare  und  größere  Par- 
tikel), jedoch  die  Annäherimg  ist  nicht  besser  als  die  meiner 
12  Jahre  älteren  Formel  (a.  a.  0.  1900),  die  aber  außerdem 
aach  bei  ju  «  0  brauchbar  ist  (vgl.  die  folgende  Zusammen- 
stellung). Ein  Fortschritt  gegenüber  bereits  Vorhandenem  ist 
auch  sonst  in  Herrn  Townsends  Arbeit  nicht  zu  erkennen; 
auch  sein  Ergebnis,  daß  die  Berücksichtigung  der  Weglängen- 
Ungleichheiten  einen  Faktor  2  zur  Wanderungsgeschwindigkeit 
liefere,  findet  sich  bereits  in  Herrn  Langevins  soeben  er- 
wähnter Arbeit  von  1908,  ist  aber  keineswegs  allgemein  gültig, 
sondern  darf  nur  auf  freie  Elektronen  (fx  —  0)  bezogen  werden.^ 
151.  Die  folgende  Zusammenstellung  (Tab.  III)  gibt  eine 
Vergleichung  der  Wanderungsgeschwindigkeitsformeln  verschie- 
dener Autoren  und  zeigt,  in  welchem  Maße  die  im  vorliegen- 
den kenntlich  gemachten  Mängel  der  betreffenden  Ableitungen*) 

1)  Vgl.  E.  Marx,  „Handbuch  der  Radiologie'*  Bd.  IV,  S.  719.  1917. 

2)  Vgl.  die  FuBnote  zur  Gl.  (81). 

3)  Denn  es  ist  der  von  uns  entwickelte  Faktor  S}.^^^  welcher  hier- 
über Auskanft  gibt,  von  //  abhängig:  (vgl.  Abschn.  1).  Für  fi  =  0  ist 
Sl^  B  S/tt  a  2*546  (nicht  2,  weil  in  i^^^  auch  die  Berücksichtigung  der 
Geschwindigkeitsungleichheiten   einbegriffen  ist;  für  ju  =:  1   ist  Sl^  =  I). 

4)  Zu  Langevin  vgl.  auch  besonders  Herr  H.  F.  Mayers  in  diesen 
Annalen  nachfolgende  Arbeit. 


Tabelle  IIL 
'  Richtigatellung    der  Wunderungageachw 


I  Faktoren 

Allgemein:  |  SonderfUle; 

f»  =  0  >  = '/,:  /i-  i 
(EIek-  ;(Ho1e':  (grotte 
tionen) '  kül«)  |  PStttkel) 


J.  J.  Thomson  1906 
(-  Drude  1900) 


Lange  via   1905 

(mit  FortliwBung  der 

FerDkT«rto) 


Townsend   1912 


'U 


in  den  Endresultaten  zum  Vorschein  kommen.  E^  wird  in 
allen  verglichenen  Formeln  der  Fall  vollkommen  elastischen 
StoBes  glatt  kugelförmiger  Massen  [Fall  J)  vorausgesetzt  Be- 
sonders berücksichtigt  sind  in  nnserer  ZusammenstelluDg:  die 
Formel  von  Herrn  J.  J.  Thomson  (0)31,),  weil  sie  die  meist 
bekannt  gewordene  und  benützte  ist,  die  neuere  Formel  ron 
Herrn  Längevin  (1905)  {rui.r],  weil  sie  —  wohl  wegen  der 
weitausholenden  Ableitung,  an  welche  sie  geknflpft  ist  —  als 
besonders  vollkommen  hingestellt  worden  ist,  die  Formel  von 
Herrn  Townsend  {cotj),  weil  die  Behandlung  des  Problems 
dnrch  diesen  Autor  neuerdings  in  einem  umfassenden  Hand- 
buch in  den  Vordergrund  gestellt  wird,  endlich  meine  Formel  von 
1900  ([(u)],  weil  sie  die  älteste  von  brauchbarer  AnnäbeniQg 
ist.  Es  sind  dies  anch  gleichzeitig  die  am  meisten  Toneioander 
verechiedenen  Formeln;  andere  bekannt  gewordene  Formeln  — 
Längevin   1903'),  J.  J.Thomson   1909*),   Wellisoh  1909») 

1|  Vgl.  Fußnote  lur  Gl.  lo^,,, 

■i)  J.  J.  Thomson,  Cambr.  Pliil.  Suc.  15.  ä.  875.  1909.  Es  üt 
dies  eine  VerbesBeriing  det  gewöhtilicli  iiiitur  dum  Namun  von  J.  J.  Thom- 
BOD  verbreiteten  Formel  u^j,  (vgl.  die  FuBuote  zu  dieser). 

3)  Wtllisuh,  Phil.  Truna.  -209.  Ü.  249.  1909.  Sieh«  Aber  dtsM 
Formel  die  Fußnote  zur  Gl.  u,   . 
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Reinganum    1910   und    1912^)  —    bieten   nichts  wesentlich 
Abweichendes  und  ändern  nichts  an  den  am  Schlüsse  dieses 
Abschnittes  zu  machenden  allgemeinen  Bemerkungen;  wir  be- 
trachten sie  in  den  Faßnoteo. 
£s  ist: 

(80)  (J.J.Thomsonl9ü6)  ....  =  \  ^f-  =  i-  ^-%  ^  , 

übrigens  nur  eine  Wiederholung  der  älteren,  historisch  schätz- 
baren Formel  von  Drude  (lOüO)-); 

(81)  (Langevin  1905)        roj.  =  A  -^-f^     '     »): 


1)  M.  Rcingaimm,  Dtsch.  Pliys.  ücs.  12.  S.  1034.  1910;  Phya. 
Zeitschr.  12.  S  575  u.  6HG.  1911;  Ann.  d.  Phys.  3S.  S.  649.  1912.  Vgl. 
daxu  die  Fußnote  zur  Gl.  cj^,.. 

2)  Vgl    die  FuBnotc  zur  Einleitung  des  Vorliegenden.     Obiges  ist 
die   gewöhnlich    zitierte    und    benutzte    ,,Formel   von  J.  J    Thomson^^ 
Ein  Eingeben    auf  ihren  Ursprung    habe  ich  nirgends  vor^efuniJen;    sie 
wird  in  der  englischen  und  in  der  deut:«chen  Literatur  meist  als  ,, wohl- 
bekannt'' ftn^eg  bcn,  was  an  sich  sclion  iinzoi^t,  daÜ  man  versäumt  hat, 
ihre  Ableitung  oder  das  Datum  ihrer  ersten  ViTÖÜentlichung  einzusehen 
(man   würde  sonst  auch  bemerkt  haben,    auf  wie  schlechten  Füßen  die 
Formel   sachlich   wie  historiäch  steht).     Im  „Handbuch  der  Kadiologie^* 
(Bd.  IV,  S.  718)  wird  J.  J.  Thomson,  „Cond.  of  El.  thr  Gases*,  1.  AuH. 
als  Quelle  zitiert  (Cambr.  1903);  ich  habe  aber  uii-ht  finden  können,  daß 
das  suirefFe.    Vielmehr  findet  sich  die  Formel  erst  in  dir  zweiten  Auf- 
lage ditsses  Werkes  (Cambr.  1906,  S.  74),  und  du  sie  dort  ohne  weitere 
Zitate  erscheint,    muß   wolil  190ß  aln  das  Urnprun^^HJahr  dieser  „Foimel 
von  J.  J.  Thomson^'    angesehen    werden,    wie    es   oben  geschehen  ist. 
Die  Formel  vernachlässigt  nicht  nur  die  molekularen  Unglficliheiten  und 
anderes,    sondern   auch   vollsfändi^  die  aufhäufende  Wirkung  der   Trä^- 
^eit;    le*»iere8    ist   ihr  gröbster  Mangel  (vgl.    Teil  I,  Fußnote  2,  S.  402). 
DaB  Herr  J.  J.  Thomson  nachträglich    (Cambr.   Phil.  Soc.  ir>.  S.  ;i7.^. 
19()9)  eine  verbesserte  Forjiel  ab^eleiret  hat,  wurde  bereits  oben  erwähnt; 
dicMelbe  leistet  jedoch  imuicr  noch  wenigt'r  als  meine  Formel  von  1900^ 
und  sie  ist  daher,  da  sie  dabei  so  viel  später  erschien,  im  obigen  nicht 
weiter  berQcksichtigt. 

3)  Die  Formel  folf,'t  aus  den  auf  ö.  272.  250.  26G  oder  S.  *^öl  des 
Originals  (Ann.  de  Chim.  et  de  Phys.  [>]  &.  1905)  angegebenen  Glei- 
chungen, wenn  man  die  Frnikrufle  mgläßt.  Letzteres  ist  jedenfalls  not- 
wendig, um  die  Vergleichung  init  den  anderen  Formeln  treffend  zu 
machen,  außerdem  aber  auch  d(;ähalh,  weil  die  F'ernkräft'-  nicht  der  Wirk- 
lichkeit entspffchen  (vgl.  Abs-hn.  5,  Fall  E).  Die  obige  Gleichung  stimmt 
Übrigens  auch  überein  mit  (iem,  was  im  ..Uandb.  der  Radiologie",  Bd.  IV. 

Annalea  der  Phyalk.   IV.  Folge,    ül.  45 


(82)    (Townseod  1912)       ,„„  = -^  _  _--^,,y), 

wa^  übrigens  flir  /i  =  1  identisch  iat  mit  meiner  für  diesen  Fall 
geltendeu  Spezialformel  (o^  (a.  u.  0.  IDOU,  S.  314); 


(Lenard  1900)  [w]  = 


KL,  1  +  y  _  1  K        1  +/» 


2  Al.li;  l-ft  iDitsHV  y— 
[.gl.  Gl.  (1)]. 

DurcbQuolieatoubildnDgmitdemdurchGli21)oi]er(52]  ge- 
gebenen Ausdruck  für  m  erhalt  man  die  iu  Tab.  III  (w.  S.)  an- 
gegebenen Faktoren, , die  zu  den  WanderungsgeschwiDdigkeits- 
angaben  der  verschiedenen  Autoren  zu  setzen  sind,  damit  sie 
mit  unserer,  alle  Verfeinerungen  entlialteuden  Angabe  (ai)  zur 
Übereinstimmung  kommen. 

152.  Man  siebt  hieraus,  daß  keine  der  bisherigen  For- 
meln nach  den  Ergebnissen  unserer  Untersuchung  ala  ganz 
richtig  gelten  kann,  dali  aber  iu  bezug  auf  die  erreichte  An- 
näherung sehr  grolie  Unterschiede  zwischen  den  verschiedenen 
Formeln  vorhanden  sind.  In  SoDderfäUen  richtige  Resultate 
(Faktor  >»  1)  geben  meiue  Formel  von   19uO  (für  einen  ^-Wert 

S.  718  (unten)  miT,  als  Reaultat  licr  „am  vollkornnK^netcn  von  Lang« - 
vin  d  II  rcl  Ige  rührten  Rechnung"  angegeben  wird.  Über  die  Ufingel  von 
Herrn  Lungcvins  Abk-itiing  eiche  besonders  H,  F.  Mayer  (iu  diesen 
Auiialen  fo'gend].  Formeln  von  Iteiiigannm  (1910  und  191S,  oben  bo- 
rritB  urwähutj  bieten  nur  wieder  düsaclbe  wie  u^^^;  nur  die  —  doch  weg- 
zulassenden —  Fumkrafte  sind  teilweise  in  inatliematiech  veränderter 
Form  behnndi-lt. 

Eine  ältere  Formel  von  Herrn  Langcvin  (Ann.  de  Chim.  et  de 
PhyB.  2S.  S.  SIT.  1003)  crpiht  iuj-^.  Siu  berücksichtigt  nur  die  Weg- 
längenungleichheitun,  nicht  die  Geachwindigkuiisungleichheitoa  (vgl.  das 
oben  Vorlieii;oliond«)  iinl  besondei-s  auch  nicht  die  AufliKufang  durch 
TrAglieit;  t'ie  ist  daher  Tür  f  =  i  (größere  Hnriikel)  ebenso  grnu.lfalMh 
wie  btjT^  (fiir  andere  Werte  von  /i  ebenfalls  nicht  voll  zntreSeiid}  und 
daher  hier  nicht  weiter  berii(.'kBichtiF.'t. 

Identisch  mit  dieser  üllcren  Formel  von  Herro  Langcviii,  aiao 
ebenfalls  nur  —  2u^^  ist  auih  der  von  Hrn.  Welüsch  abgeleitete  Aua- 
druek  (n.  a.  O.  1909),  wenn  mau  die  in  ihm  unilialtenen,  wiilkOrlich  ui. 
genommenen  Fernkrüfre  wcglSUt  (die  Dielektri^ilätskonatante  A'  —  1  Htzt). 

1)  8,  P.  Townsond,  Froc.  li-'y.  Soc.  8'!.  S.  197.  1912.  £■  istdies 
die  mit  Ilcrücksichtiguui;  der  aufhäufenden  Wirkung  der  Trügheit  ab- 
g>-teitete  Formel.  Horrn  Townscnda  ßeenltat  ohne  diese  Beritckaich- 
ligung  ist  identisch  mit  der  ülteieu  Formel  von  HerrnLangevin  (190S, 
vgl.  vorige  Fußuote)  =  2  toj.^  und  ist  daliei-  hier  nicht  weiter  berück Nchl igt. 
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zwischen  */,  ^^^  !)•  ^^6  Langevinsche  von  1905  (fdr  /i  =  1) 
und  die  Townaendsche  von  1912  (für  einen  ^- Wert  zwischen 
^  und  \\  Vollkommen,  auch  der  Größenordnung  nach  falsche 
Besultate  (Faktor  =  cx))  gibt  die  Formel  von  J.J.Thomson 
dir  fi  nahe  1  und  die  von  Townsend  für  fi  nahe  0.  Für 
alle  Fälle  in  praktisch  guter  Annäherung  richtig  ist  meine 
Formel  von  1900  und  die  Langevinsche  von  1905,  letztere 
bei  Fortlassung  der  Fernkräfte. 

Verfolgt  man  die  zeitliche  Entwicklung  des  Gegenstandes, 
80  eieht  man,  daß  im  allgemeinen  die  neueren  Formeln  keine 
wesentlich  bessere  Annäherung  bedeuten  als  meine  alte  von 
1900  —  teilweise  ganz  das  Gegenteil  -  -;  als  ein  Fortschritt, 
f&r  gewisse  Fälle  wenigstens,  kann  überhaupt  nur  die  Formel 
von  Langevin  (1905)  bezeichnet  werden,  aber  auch  nur  dann, 
wenn  man  die  Fernkräfte  aus  ihr  wegläßt.  Es  erscheint  unter 
diesen  Umständen  —  mit  Rücksicht  auf  den  gegenwärtigen 
Stand  der  Literatur  —  nützlich,  vor  den  geschehenen,  sowie 
vor  künftigen  Anwendungen  derjenigen  zahlreichen  hier  ge- 
nügend bezeichneten  Wandcrungsgeschwindigkeitsformeln,  welche 
ganz  unzutreffende  Resultate  geben  können,  aber  doch  große 
Verbreitung  gefunden  haben,  schließlich  noch  ausdrücklich 
zu  warnen. 

Die  wesentlichste  bisherige  Anwendung  der  Formeln  ist 
die  zu  Schlüssen  auf  die  Größe  von  Elektrizitätsträgern  in 
Gasen  nnd  auf  das  Verhalten  von  freien  Elektronen  in  Flam- 
men sowie  in  kalten  Gasen.  Man  findet  hierauf  bezügliche, 
mittels  genügend  richtiger  Formeln  aus  einwandfreien  experi- 
mentellen Daten  hergeleitete  Resultate  in  Teil  II  des  Vor- 
liegenden^]  und  in  der  Abhandlung  „Über  Elektronen  und 
Metallatome   in  Flammen"^   zusammengestellt.     Die   im    vor- 

1)  Ann.  d.  Phys.  41.  S.  87—96  (Elektrizitätöträger  in  gewöhDÜcljeii 
Ghisen)  und  8.  60—67  (freie  Elektronon  in   .V„  .1),  I9i:j. 

2)  Heidelb.  Aknd.  101-t.  Abschnitt  17.  Es  ist  dort  nur  der  Zahlen- 
wert der  Kekombinationnkoni^tante  als  unsicher  zu  betrachten.  Daß  die 
dort  anji^enominenen  Werte  di^'ser  Konstante  auch  einen  Rechenfehler  ent- 
halten (wie  bereits  ebendort  1917.  Abschnitt  5.  S.  12.  Note  16  anerkannt). 
iat  von  wenig  Relang,  da  die  experimentellen  Daten  zur  richtigen  Er- 
mittlung der  Konstante  bisher  doch  noch  zu  unsicher  sind.  Stark  be- 
einflattt   von    der  Unkenntnis   der  Kekombinationskonstante  können  be- 

45  • 
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liegenden  hiozugefügteu  Verfein eruDgen  ändern  nichts  an  den 
dort  bereits  mitgeteilten  Schlüssen  [)ie  Zahlenresultate  im 
einzelnen  betreffend  \sürden,  nuch  Ol.  ^52)  berechnet,  die  Radien 
der  gewöhnlichen  EIcktrizitütsträger  in  nebelkernfreier  Luft  bei 
der  Wanderungsgeachwiiidiükeit  von  1  I>is2cm  Bec"'/^"'**"""' 
7  bis  5-10-8  cm  g^in  (^tatt  11  bis  7  in  Teil  II.  S.  91),  ent- 
sprechend 5-  bis  üfuchem  LuftmolekUlradius;  monomalekulare 
Träger  je  eines  Elemcntarquaiita  in  Luft  wUrden  die  Wan- 
derungsgesfhwindigkeit  14,ö  cm  aec— '/Voltcm-^  haben'];  freie, 
dauernd  reflektierte,  gastheoretisch  bewegte  Elektronen  in  der 
BunseiiHamme  47000  cm  sec-'/Volt  cm^»  [statt  740u0  a.  a.  O. 
lfl]4,  S.  19»,] 

Abachnitt  ü:     Über   die  Qültlgkeitsberelche   d«r  WttnderuBca- 

seBcbwindlgkeitegleicbiinKen  und  über  ihren  gegenaelUxes 

Ansobluß. 

153.  Wir  untersuchen  hier  außer  den  in  den  rorher- 
gebendcn  Abschnitten  betrachteten  gaskinetischen  Lösungen 
des  Wanderungsgeschwindigkeitsproblems  auch  die  hydrodyna- 
mischen Lösungen,  besonders  in  der  Absicht,  den  bisher  ver- 
mißten gegenseitigen  Anschluß  dieser  Lösungen  Terschiedenen 
Ursprungs  nachzuweisen. 

Ks  bedeuten  A'  wieder  die  treibende  Kraft,  tj  die  Kon- 
stante der  inneren  Reibung  des  Mediums,  R  den  Partikel- 
radiuB.  Die  AV'anderungsgesch windigkeit  m  versehen  wir  mit 
Indexen  g,  h,  A,  B,  C,  J).  um  gaskinet'Sche,  hydrodynamiaclie, 
bzw.  für  die  verschiedenen  Stoßfalle  A — D  {vgl.  Abscbuilt  5) 
geltende  Lösungen  zu  unterscheiden. 


aonilrrs  die  Zahlenr^siiltiitc  über  die  Grüßen  der  Kerne 
flamme  aein  (Tiib.  VI  a.  h.  0.);  alle  Hllgumeinen  Sihlüsaa  blcibra  »her 
davon  unberührt.  Vgl.  hierzu  niiih  den  Artikel  ülie<' EtektriiitStsleitung 
in  Flamtnpn  von  A-Bet-ki-r  in  GrÄts'  Handbuch,  Bd.  III  (i.Zl  im  ürack). 

1)  Die  in  der  Tab.  VI,  Teil  II,  S.  9'i  angegebenen  klciuBten,  bisher 
mit  Sichi-rhcit  hi'ohai-htften  Träger  in  gewöliiiliuhen  GaseD  sind  dem- 
nach —  nie  dort  bereits  gtrsL-hloBBen  und  niilier  aiiagcliihrt  —  nicht  mono- 
molekular,  aotiitcrn  bereits  in  Anlagerung  begriffen. 

2)  Es  war  dort  nach  eraler  Ikrethnung  Si^  —  4  gwetct,  während, 
wie  im  vorliegenden  eingehend  geteigt,  für  freie  Kliktronen  J2^  —  3,&4Bist. 
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Gültigkeitsbereich    der    Stokes- Kirchhof  fachen    Gleichung. 

154.    Diese  Gleichung^]: 
(83)  (o  =      ^ 


ist  nach  der  Seite  der  kleinen^)  Kugelradien  H  beschränkt 
durch  ihre  Herleitung  ans  den  hydrodynamischen  Grundglei- 
chungen ^  welche  das  Medium  bis  zu  beliebig  kleineu  Volum- 
elementen als  homo^^en  behandeln,  während  es  in  Wirklichkeit 
molekulare  Struktur  hat.  Letzteres  hat  die  Folge,  daß  die  in 
den  Gleichungen  vorkommenden,  stetig  verlaufenden  Geschwin- 
digkeitsgefälle nur  so  lange  der  Wirklichkeit  entsprechen  können, 
als  merkliche  Geschwindigkeitsäuderungcn  längs  Strecken  von 
der  Größenordnung  der  freien  Weglängen  der  Mediumsmole- 
küle nicht  vorkommen.  Denn  diese  freien  Weglängen  sind 
Strecken,   welche   von  den  Molekülen  ohne  jede  Goschwindig- 

1)  G.  Stokes,  Cambr.  Phil.  Trans.  9.  8.  8.  1850.  G.  Kirchhoff, 
„Vorlesungen  über  Mochanik"  (1.  Aufl.  187G).  Die  Gleichung  wird  wohl 
mit  Recht  nach  diesen  beiden  Autoren  benannt,  da  Stokes  ihr  Urlieber 
iflt  und  Kirch  hoff  wohl  zuerst  bei  uns  eingehend  mit  ihr  sich  be- 
schäftigt hat.  Sie  wird  manchmal  neuerdings  auch  als  Ein  st  ein  sehe 
Gleichung  bezeichnet,  was  aber  doch  nicht  leicht  einfach  begrändbar 
erscheiDt. 

2}'  Nach  der  Seite  der  großen  Radien  ist  die  Gültigkeit  der  Glei- 
chung durch  die  Bedingung  H<:.^  /;  'a>  D  begrenzt  (Kayleigh,  Phil.  Mag. 
iXL  S.  365.  1893).  Bei  gröÜeren  Radien,  das  ist  nicht  verschwindendem 
Werte  von /?f(iZ)/i/,  treten  Wirbeibewcj^un^jjen  auf,  und  der  Widerstand 
K  wird  proportional  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  c  und  dem 
Quadrat  des  Radius  R.  l^er  Uber^anp^  zu  dies'^m  Fall  —  welcher  außer- 
halb des  Rahmens  unserer  gegen  wärt  ir^en  B<'trachtungen  lie«^t  —  ist  in 
einer  Arbeit  von  A.  Becker,  „Über  den  Lut'twider.-^tand"  behandelt 
(Ann.  d.  Phys.  24.  S.  823  u.  003.  19ü7),  woselbst  auch  zugehörige  Lite- 
ratur angegeben  ist  Von  neueren  Arbeiten  hierüber  sei  genannt  11.  D. 
Arnold  (Phil.  Mag  22.  S.  75.1.  H)ll),  worin  ^ezei^t  wird,  daÜ  bei  Me- 
dien, wie  Wasser  und  Ölen,  7.'< 0,6  i,'v  D  für  die  Gültigkeit  von  Gl.  (83) 
genagt 

Die  Bewegung  flüssif/er  Ma.<isen  verschiedener  Größe  (Nebel-  und 
Regentropfen)  in  Gasen,  wobei  der  Überj^an;^  von  wirbelfreier  zu  wir- 
belnder Bewegung  des  Mediums  ebenfalls  eine  Rolle  spielt,  aber  auch 
noch  Besonderheiten  des  tlüHsi^en  Ag|:;regatzustandes  auftreten,  habe  ich 
früher  experimentell  und  theorotisch  bi  handelt  (Ann.  d.  Physik  liO,  S.  224 
bis  231.  1m87  und  „Über  Regen' ,  Metereol.  Zeitschr.  1904.  S.  240);  die 
Resultate  sind  von  anderen  Autoren  bestätigt  worden  (Mache  1908,' 
Reinganum  1910). 
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keitsänderuiig  durchlaufen  werden,  die  also  Überhaupt  nicht 
Sitz  von  stetig  verlaufeDden  Gescliwindigkeitagefällen  sein 
köQueD.  Da  nun  die  Geschwindigkeitsgefalle  in  der  Umgebung 
einer  im  reibenden  Medium  bewegten  Kugfl  nach  den  An- 
gaben der  Hydrodynamik  selbst,  sowie  auch  nach  direkter  Er- 
fahrung, auf  Strecken  von  der  Grötienordnung  des  Kugelradiua 
H  sich  verteilen,  so  daß  auf  eine  Strecke  von  dieser  Giößen- 
ordnuiig  sehr  große  Gescbwindigkeitsunterschiede  kommen,  so 
sieht  man,  daß  die  OüUif/heü  der  anf'daa  Kupelproblem  angewandten 
hißdroiii/namiiichea  GUichungen,  aUo  auch  der  Gl.  {S3)  an  die  Be- 
dingung gebunden  ist,  daß  der  Kngeliadius  R  sehr  groß  tein 
mÜMe  gegenüber  der  freien  /("'eglänge  L  der  MediumtmotekuU, 
oder  aluo  an  die  Bedingung  H'^  h  oder  Ljü '^l.^') 

Gültigkeitsbereich  der  Erweiterung  vou  Cnntiingham  und 
Mac  Keehan. 
155.  Ist  die  vorstehende  Bedingung  nicht  erMllt,  was 
bei  sehr  kleinen  Kugeln  eintritt,  so  muß  die  Bewegung  der 
Mediums molekllle  an  der  Kugelobertiäche,  wo  die  größten  Ge- 
Bchnindigkeitsge falle  vorkommen,  besonders  betrachtet  werden. 
Dies  ist  von  Herrn  Gunningham  durchgeführt  worden*)  mit 
dem  Resultat  des  Hiuzutretens  eines  Faktors  zum  Stokea- 
Kirchhoffschen  Ausdruck,  so  daß 

worin  Ä  ein  zwischen  1  und  '2  gelegener  Znhlenkoeffizient  ist. 
Man  sieht,  daß  man^bei  Ljll<^\  wieder  zur  Stokes- 
Eirch  hoff  sehen  Gleichung  zurückkommt,  wie  es  dem  Vorher- 
gehenden nach  sein  muß.  Bei  sehr  kleinen  Kugelradiea  da- 
gegen gewinnt  der  Zusatzfaktor  steigenden  Einfluß,  und  zwar 

1)  In  fiUgsigen  Medien  ieX  L  <,  l  (b.  170),  es  reicht  demnach  hier 
die  gefundene  GOltigkeitagrenze  sebr  weit  nach  der  Seile  der  kleinen 
Partilielradien  hin,  weshalb  die  oben  nädiat  zu  besprechende  Erweiterung 
[Ol.  (84)]  in  FlÜBBigkeiteu  auch  nicht  wcseutlidi  in  Betracht  kommt.  V^. 
übrigens  Abachoitt  9. 

2)  Cunningham,  Ptoc.  Roy.  Soc.  83.  S.  357.  1910.  Die  Rech- 
nung vcrlSuft  dort  uadi  ähnlichen  l'rinzlpicn  wie  in  meiner  paskine- 
tiechea  Ableitung  der  Wanderungsgeachwindii^kcitcn  a.  a.  0.  1900^  vgl. 
Übrigens  die  Note  4  zur  vierten  Seite  der  Einleitung  (diese  AnnalenÄO. 
S.  832.  1919). 
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ist  dies  —  wie  die  bereits  in  der  Einleitung  erwähnten  Ver- 
suche der  Herren  MacKeehan  und  Siivey  an  Wachs-  bzw. 
Quecksilberkügelchen  gezeigt  haben  —  im  richtigen,  der  Wirk- 
lichkeit entsprechenden  Maße  der  Fall,  wenn  man  dem  Koeffi- 
zienten Ä  den  Wert  1,00  oder  1,03  erteilt.^)  Dabei  entspricht 
nach  Herrn  Cunninghams  Rechnungsweise  ein  solcher  Wert 
von  Ä  —  genau  sollte  das  ä  ^  1,05  sein  —  der  Annahme, 
daß  die  Mediumsmoleküle,  welche  die  Kugeloberfläche  getroffen 
haben,  sie  in  Richtung  der  Oberflächennormnle  wieder  ver- 
lassen, also  dem  in  Abschnitt  5  eingehend  erläuterten  Fall  D\ 
wogegen  bei  Gleichheit  von  Einfalls-  und  Reflexionswinkel  der 
Moleküle  (Fall  A)  ^  =  l,ö  sein  sollte^  und  bei  gleicher  Wahr- 
scheinlichkeit jeder  Richtung  für  die  weggehenden  Mediums- 
moleküle (diffuse  Reflexion,  Fall  B)  ^  «  1,2. 

Da  die  genannten  Versuche  bis  zu  Eugelradten  R  = 
0,0001  cm  herab  und  bis  zu  Z/7^  =  200  hinaufgehen,  und  da 
durch  Druckvariation  der  Luft  auch  L  ausgiebig  variiert  worden 
ist*),  erscheint  die  Gültigkeit  von  Gl.  (84)  gut  verbürgt  bis  zu 
Kadienwerten,  die  jedenfalls  weit  unter  dem  Gültigkeitsbereich 
der  Stokes-Kirchhoffschen  Gleichung  liegen. 

Im  selben  Sinne  fielen  auch  Messungen  der  Herren 
Knudsen  und  S.  Weber  aus^),  die  zwar  nur  relativ  sehr 
große  Kugeln  [R  =  0,39  cm),  jedoch  auch  sehr  verdünnte  Luft 
benutzt  haben,  so  daß  LjR  bis  nahe  zu  2  hinaufgeht.  Es 
zeigte  sich,  rein  empirisch,  daß  die  Beobachtungen  gut  durch 
Gl.  (84)  dargestellt  werden,  wenn  man 

1)  Der  erdtere  Wert  entspricht  den  Versuchen  von  Herrn  Mac 
Keehan,  der  zweite  denen  von  Siivey;  beide  stimmen  so  gut  wie  voll- 
kommen übereil»,  da  ersterer  Autor  1,00  db  0,03  angibt. 

2)  Fall  C  kommt  bei  so  großen  Partikeln  nicht  in  Betracht. 

3)  Vgl.  Mac  Keehan  (a.  a.  0.),  wo  einige  numerische  Verbesse- 
rungen an  Herrn  Cunninghams  Rechnung  als  nötig  augegeben  werden 
(vgl.  die  betreffende  Note  zur  Einleitung). 

4)  Es  gilt  dies,  sowie  überhaupt  die  ausgiebige  Variation  und  die 
Erreichung  von  LjR  =  200  für  die  Versuche  von  Mac  Keehan,  die 
von  Siivey  besitzen  in  der  Hauptsache  den  Wert  der  Kontrolle  nach 
gänzlii'h  verschiedener  Methode  und  mit  verändertem  Material.  Weitere, 
weniger  gut  verwertbare  Versuche  anderer  Autoren  findet  mau  in  Herrn 
F.  Walters  bereits  in  der  Einleitung  erwähnter  DissiTtation  zitiert. 

5)  Knudsen  u.  S.  Weber,  Ann.  d.  Phys.  36.  S.  981.  1911. 
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8ia.)  A  =  0,68  +  0,35  c-i^«^»- 

setzt,  u[id  man  sieht,  daß  dies  mit  den  ReBultaten  der  Tür- 
genannten  Beobachter  Übereinstimmt,  indem  bei  sehr  kleinem  S 
auch  hier  A  =  1,03  wird.') 

156.  Trotz  dieser  guten  ßestäliguug  der  til.  (84)  in  sehr 
erweiterten  Grenzen  kann  aber  nicht  erwartet  werden,  daß  sie 
bis  zu  beliebig  kleinen  R  herab  gelle;  denn  es  liegt  hierbei 
eine  ßeschräukung  vor  durch  die  Abluituugsweise  der  Glei- 
chung. Es  ist  uämlich  bei  der  Ableitung  angenommen,  daß 
der  Partiketiadius  li  groü  sei  gegenüber  der  Dicke  derjenigen 
an  die  EugeluberflUche  grenzenden  Mediumsschicht,  innerhalb 
welcher  die  an  diese  Oberfläche  stoßenden  Moleküle  eich  be- 
wegen.*) Die  Dicke  dieser  Schicht  ist  aber  mindestens  gleicli 
zu  setzen  dem  mittleren  MoIekUlabstand  X,  gemessen  Ton  Zen- 
trum zu  Zentrum;  denn  dieser  Abstand  ist  das  MaB  für  die 
Dicke  irgendeiner  einzelnen  Alolekillschicht,  während  jede  ge- 
ringere Dicke  überhaupt  keine  ganze  MolekUlschicht  umfassen 
würde, ^)  Ist  die  Diäusion  im  Medium  stark  —  was  bei  hohem 
Werte  von  X,  also  in  Gasen  (außerdem  auch  bei  hoher  Tempe- 
ratur) der  Fall  ist  — ,  so  wäre  für  die  Dicke  jener  Schicht 
sogar  ein  hohes  Vielfaches  von  A  zu  setzen,  nämlich  niindesteos 
die  volle  freie  Weglänge  L  der  Moleküle,  da  dieselben  inner- 

1)  Die  Herren  Knuilacn  n.  S.  Webei'  verglpichca  selbst  ilir«  Be- 
sultato  ganz  clii^^beDd  mit  den  kun  vorlier  verüfTunt lichten  vod  Mkc 
Koehun  (a.  a.  ü.  1911,  8.993). 

2)  Vgl.  die  folgende  Kote. 

S)  Herr  Ciinuinglinin  gibt  —  ohne  bcsouderc  liegrQndlfflg  — 
(■.  a.  0.,  S.  SüO)  an,  Aali  li  iu  dur  Ableitung  si'iner  Oicicbung  graS  an- 
geuommen  werde  gi'gcnUber  dem  ilulekütiliirclimegfer,  was  aber  mit  dem 
Sinn  der  Abli-itnng  nicht  stimmt  und  nath  obiger  Überlegung  cu  kk'ine 
Rudiun  zulassen  würde,  DiiiideDtenB  bei  Gusen  von  nicht  hohem  Druck. 
Audi  b«i  Enudscn  u.  S.Weber  findet  sich  die  Angabe,  dBÜ  für  Ol. 
(84)  mit  A  nseh  Gl.  (S4a)  Gültigkeit  bis  zu  Kugeln  von  molekukrer 
GröBe  herab  nnzuii'-hmen  sei  (u.  a.  0,  S.  992).  Die  Angiibe  ist  aber 
dort  ebenfiills  niebt  begiündet;  duli  sie  sieb  auf  die  rein  empirische  Fest- 
stctlung  von  A  ebensowenig  stützen  kann  als  —  nach  obigem  —  »of 
eingehend«  thcorctisdie  Olx-ricgnng  geht  daruus  hervor,  duB  der  Ver- 
gleich mit  unserer,  tHtsiichlieh  f^r  Ku^dii  vuni  Mulekülradiua  paasenden 
Gl.  (8.^)  zeigt,  d.tB  für  so  kleine  Ifadicn  nur  mehr  ziemlich  rohe  GUtlig- 
kdt  der  Gl.  (B4}  besteht,  ind<-m  sie  mehr  als  doppelt  zu  groBe  Weil«  der 
Wimderaugsguschwindigkeit  ergibt. 
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halb  dieser  Strecke  frei  sich  bewogen.  Es  ist  also  die  un- 
zweifelhafte Gültigkeit  der  GL  (84)  ihrer  Uerleitung  nach  jeden- 
fcdls  beschränkt  anzunehmen  auf  B^  k;  in  Flüssigkeiten,  wo 
L  klein  ist,  genügt  wohl  Ji  >  X  (vgl.  Abschnitt  9). 

Gültigkeitsbereich  der  gaskinetischen  Gleichung. 

157.  Diese  zuerst  von  mir  (a.  a.  0.  1900)  abgeleitete  Glei- 
chung, welche  mit  den  in  Teil  II  und  in  den  Abschnitten  1 
bis  4  des  Vorliegenden  hinzugefügten  Verfeinerungen  geschrieben 
werden  kann  [Gl.  (21)J: 

(85)  fn=     -^      ii  [a>], 

worin  ß^  und  [w]  je  nach  den  Stoßfallen  A,  B,  C,  B  die  zum 
Teil  verschiedenen,  durch  die  Gl.  (8),  (1),  (66),  (62),  (76),  (73) 
gegebenen  Werte  annehmen,  beruht  auf  den  Prinzipien  der 
kinetischen  Gastheorie,  wobei  die  kraftgetriebene  Kugel  als  ein 
fremdes  Molekül  zwischen  den  Mediumsmolekülen  betrachtet 
wird.  Die  Gleichung  ist  daher  besonders  für  ganz  kleine 
Kugeln  geeignet,  also  gerade  dort,  wo  die  hydrodynamischen 
Gl.  (83)  und  (84)  versagen.  Nach  der  Seite  der  kleinen  Radien 
hin  ist  der  Gültigkeit  der  Gl.  (85)  in  der  Tat  keine  Grenze 
gesetzt.^)  Für  die  Frage,  bis  zu  wie  großen  Radien  hinauf  die 
Gleichung  noch  gültig  ist,  kommen  zwei  bei  ihrer  Herleitung*) 
gemachte  Annahmen  in  Betracht:  Erstens  die  Annahme,  daß 
die  Zeit,  innerhalb  welcher  das  wandernde  Partikel  jeweils 
unter  dem  EinÜusse  eines  Zusammenstoßes  mit  einem  Mediums- 
molekül  sich  befindet  —  die  eigentliche  St()ßzeit  —  verschwin- 
dend kurz  sei  gegenüber  der  Zwischenzeit  von  einem  Zusammen- 
stoß bis  zum  nächsten,  während  welcher  ungestörte  Beschleuni- 
gung durch  alleinige  Wirkung  der  Kraft  A'  statthat.  Zweitens 
die  Annahme,  daß  das  wandernde  Partikel  die  Bewegung  der 

1)  Die  Anwendung  der  gaakinetiselien  Wanderungsgeachwindig- 
keitfgleichung  auf  freie  Elektronen  ist  bereits  a.  a.  0.  1900  kurz  und 
dann  ausführlich  in  Teil  I  und  11  begründet  und  entwickelt  worden. 

2)  Vgl.  die  Uerleitung  a.  a.  0.  1900,  S.  312  u.  313.  Der  dabei  be- 
folgte sehr  einfache  Weg  idt  dort  in  Werten  auseinandergesetzt;  er 
schließt  die  Mitt»'l\vertbil(lnng  durch  Inte^^ration  ein,  welche  im  vor- 
liegenden für  verwandte  Fälle  im  Abschnitt  6  etwas  ausfiihrlicber  ent- 
wickelt worden  ist. 
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Medium smolekule  nur  unmittelbar,  nämlich  beim  Zusammen- 
stoß  beeinflußt,  während  im  übrigen  die  Bewegung  derMediumg- 
molekule  vollkümmen  uobeeintlußt  bleibt,  so  daß  alle  UolekOle, 
woli;he  mit  dorn  Partikel  zum  Zusammenstoß  kommen,  vor 
dem  NtoUe  diese  unbeeinflußte  Bewegung  haben. 

1 5S.  Die  erste  Annahme  ist  offenbar  mit  Sicherheit  er- 
ftillt,  wenn  das  Partikel  so  klein  ist,  daß  es  die  ZwiwiheD- 
räume  der  MediumsmolekUle  nicht  ausfüllt,  wenn  also  '2^  <  A^ 
wo  A(,  —  A  —  2r  der  mittlere  Abstand  von  Molekülgrenze  zu 
MolekUlgreuze  ist  (im  Gegensatz  zu  dem  von  Zentrum  zu  Zen- 
trum gemessenen  Abstand  A. ')  Im  gegenteiligen  Falle,  wenn 
'lR>}^t  wenn  also  fast  immer  mehr  als  ein  Mediumsmolekttl 
dicht  hei  der  Partikelobertläche  sich  betindet,  ist  es  von  voni- 
herein  nicht  sicher,  ob  die  dann  dicht  aufeinanderfolgenden  Zu- 
sammenstöße noch  die  angenommenen  relativ  großen  Zwischen- 
zeiten freilassen,  oder  ob  die  Stoßzeiten  schon  ineiuander 
Übergreifen,  was  die  Gl.  (85)  ungültig  machen  müßte.  Ejs 
hängt  dies  oÖenbar  von  der  schlecht  bekannten  Länge  der 
Stoßzeiten  ab.  Bedenkt  man  jedoch,  daß  die  kinetische  Gas- 
theorie,  welche  die  gleiche  Annahme  überwiegend  kräftefreier 
Bewegung  der  Moleküle,  unterbrochen  von  verschwindend  kuizen 
Stoßzeiten  macht,  auch  auf  den  flüssigen  Aggregatzustand  als 
anwendbar  sich  gezeigt  hat  (van  der  Waals),  obgleich  hier 
der  Moleküldurchmesser  größer  ist  als  die  freie  Wegläuge  und 
also  um  so  mehr  größer  als  der  mittlere  Moleküluhstand  X^, 
so  ist  klar,  daß  auch  unsere  Ableitung  der  Gl.  (Sü)  und  also 
diese  Gleichung  seihst  noch  weit  über  die  unzweifelhaile  G-renze 
'iR^\  hinaus  und  wohl  eheufulls  bis  in  den  flüssigen  Aggregat- 
zustand  hinein  mindestens  angenähert  Gülligkeit  behalten  kann, 

159.  Für  die  Frage,  wo  bei  wachsendem  Partikelradius 
schließlich  das  Versagen  der  Gl.  (85)  eintreten  müsse,  erscheint 
demnach  nur  die  zweite  bei  lier  Ableitung  gemachte  Annahme 
entscheidend,  welche  verlangt,  daß  die  mit  dem  Partikel  zum 
Zusammenstoß  kommenden  Moleküle  unbeeinflußt  seien  ron 
der  Wanderungsbewegung.  Da  diese  Moleküle  aus  Abständen 
von  der  Größe  der  freien  Weglänge  L  gegen  die  Partikelober- 

1}  Mex  (Jntcnchied  swischen  ).  und  1,  ist  in  gewühnlicheD  Oasen 
UDweseatHch;  nur  uufcm  der  VerllQasiguug  und  im  flUssigon  Zoatuide 
ist  er  von  Belang. 
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fläche  kommen,  8o  wird  die  Bedingung  offenbar  nicht  mehr  er- 
ftlllt  sein,  wenn  R>  L\  denn  die  Wanderungsbewegung  des 
Partikels  setzt  unzweifelhaft  seine  Umgehung  stets  bis  auf  Ab- 
stände von  der  Größenordnung  des  Partikelradius  li  über  seine 
Oberfläche  hinaus  in  Älilbewegung.  Letzteres  ist  durch  die 
hydrodynamische  Untersuchung  bewiesen,  welche  die  Geschwin- 
digkeiten aller  Volumelemente  des  Mediums  als  Funktion  der 
Wanderungsgeschwindigkeit  des  Partikels  darstellt  und  welche 
gerade  dann  volle  Güliigkeit  behält,  wenn  der  Partikelradius  R 
groß  ist  im  Vergleich  zu  den  angenommenen  Volumelementen, 
die  ihrerseits  groß  sein  müssen  im  Vergleich  zu  der  durch  die 
freie  Weglänge  L  bemessenen  Struktur  des  Mediums,  wenn 
also  7?>Z,  welches  aber  eben  der  in  Betracht  gezogene 
Fall  istJ) 

Es  wird  also  Gl.  (85)  nicht  mehr  gültig  sein  können,  wenn 
7?  >  Z.    Im  anderen  Falle,  wenn  H^L,   gilt  das  Folgende: 

Ist  R  ^  Ly  so  befindet  man  sich  nur  wenig  außerhalb  des 
Gültigkeitsbereiches  der  rein  hydrodynamischen  Gleichung  (siehe 
151).  Man  kann  daher  annehmen,  daß  die  Bewogungsverteilung 
in  der  Umgebung  des  wandernden  Paitikels  noch  ungefähr  die- 
selbe sei^  wie  innerhalb  des  Gültigkeitsbereiches,  daß  also  das 
Medium  nicht  wesentlich  weiter  als  bis  auf  Abstände  von  der 
Größe  jR,  d.  i.  also  hier  L,  über  die  Partikeloberfläche  hinaus 
von  der  Wanderungj>bewegung  des  Partikels  beeiuüußt  sei.  Es 
sind  ialso  bei  i^  =  L  nur  die  unmittelbar  an  das  Partikel  ge- 
stoßenen Moleküle  als  wesentlich  beeinflußt  anzunehmen,  nicht 
die  ferner  abliegenden,  welche  die  Beeinflussung  nur  durch 
Zusammenstoß  mit  den  eben  gedachten,  innerhalb  L  befind- 
lichen, unmittelbar  beeinflußten  Molekülen  erhalten,  und  dieses 
Kesultat  muß  um  so  mehr  gelten,  wenn  U  <:i  L,  Denn  mit 
abnehmendem  R  nimmt  die  Zahl  der  sekundlich  an  das  Par- 
tikel  stoßenden  Moleküle,  also  auch  die  Übertragung  der  Be- 


1)  Ist  -ß  <  Z,  so  gilt  «las  Resultat  der  hydrodynamischen  Unter- 
suchung nicht  mehr;  es  greift  dann  die  Bewegung  des  Partikels  weiter 
als  bis  auf  Abstände  R  um  sich,  niunlich  mindestens  bis  auf  Abstünde  X, 
welches  letztere  als  unter  allen  Umstünden  geltend  unmittelbar  einzu- 
sehen ist,  da  die  mit  dem  Partikel  zusammcngHhtoBeneu  Moleküle  ihre 
vom  Partikel  beeinfluliten  Geseliwiudigkciteu  unmittelbar  um  die  Strecke  L 
weitertragen  (vgl.  das  oben  Folgende). 
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einflussuuf;  an  die  femer  abstehenden  Moleküle  ab.  Es  er- 
füllen daher  bei  R^L  die  weiter  als  L  toq  der  Partlkelober- 
ääche  abstehenden  Muleküle  genügend  die  Bedingung  der 
(Gültigkeit  der  GL  (85).  Was  die  anderen,  innerhalb  des  Ab- 
8taod«8  L  von  der  PartikeloberHiiclie  sich  bevregenden  Mole- 
küle anlangt,  so  mü-^sen  jedenfalls  dtojenigen  von  ihnen  tou 
der  Wanderungsbewegung  beeitifiuUt  sein,  welche  soeben  von 
einem  Zusammenstoß  mit  dem  Partikel  kommen,  und  es  ist 
nur  die  Frage,  wie  groß  die  Wahrscheinlichkeit  dafür  ist,  daß 
ein  solches  Molekül  zu  nochmaligem  Zusammenstoß  mit  dem 
Partikel  kommt,  ehe  es  seine  BecinBussung  durch  anderweitige 
Zusammenstöße  genügend  verloren  hat  Man  findet  die  Wahr- 
scheinlichkeit für  den  Zusammenstoß  eines  von  einem  Punkte 
im  Äbstivnde  L  von  der  PartikelubertlUche  in  beliebiger  Rich- 
tung ausgehenden  JUoleküls')  mit  dem  Partikel  als  Resultat 
einer  einfachen  geometrischen  Rechnung  klein  genug  nämlich 
bei  R=^  L  zwischen  \/j  und  '/n^)  "Qd  bei  ff  <  i  noch  kleiner. 
Da  außerdem  die  Becinllussutig  bei  jedem  Zusammenstoß  mit 
einem  unbeeinflußten  Molekül  auf  '/i  zurückgeht^,  so  ist  za 
sehen,  duß  die  Zahl  der  wesentiich  heeinäußten  MolekDie, 
welche  zum  Zusammenstoß  mit  dem  Partikel  kommen,  bei 
Ji^h  stets  sehr  gering  sein  muß,  wonach  also  B^L  alt  Be- 
dingu-g  für  die  GüUigktil  der  Gl.  (SÖj  anzusehen  ist,  derart, 
daß  an  der  Grenze,  bei  Jt  =  L.  noch  gute  Annäherung,  bei 
abnehmendem  BjL  aber  schnell  wachsende  Genauigkeit  der 
Gleichung  zu  erwarten  ist') 

Zu  bemerken  ist,  daß  diese  Überlegungen  (159)  unmittelbar 
auf  gaxf'iirmige  Mfdien  sich  bezogen  haben,  bei  welchen  X  <  A 
ist.    Sie  gelten  in  entsprechender  Durchführung  aber  auch  für 

1)  Es  entspricht  dii^B  deu  KcHexioosfjilku  A,  aowia  C\  bei  B  und 
I)  wQre  das  Kesullat  nicht  wcäciillk-h  anilera. 

'i)  Die  WahrBchi^inlichkelt  ',',  ergibt  eich  bei  r  =  fo.  >/,,  bei  r  k  0; 
r  =  ß  würde  die  Wiihrschuiiiiichkcit  *,',;  geben. 

3)  Vgl.  die  Gl.  (431  in  Teil  I. 

4)  Die  Anwcndun;;  der  gaskinetischen  WitndcrunKSKesrbwindigkeita- 
formel  auf  fl'lssige  Medien  ist  bereits  von  Herrn  G.  Hevcsjr  erSrtert 
worden  (Jalirb.  d.  Rudionkt.  a.  Elektronik  13.  K.  -291.  1916),  wobei  j«doeli 
die  hier  erläuterte  Erireiteriiiig  des  Gültigkeitsbereiches  UbcraehMi  wurde. 
Die  Erweiterung  geuüpl  zur  Anwendung  der  Gleichung  auf  dia  elektro- 
Iviisehen  Ionen  (vgl.  Abschnitt  9). 
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flüssige  Medien.  Es  besteht  bei  demselben  nur  der  Unter- 
schied, daß  —  da  hier  L  <,  X  —  als  Abstand  von  der  Partikel- 
oberiläche,  bis  zu  welchem  die  Beeinflussung  der  Umgebung 
jedenfalls  merklich  sein  muß,  nicht  die  freie  Wegläuge  allein 
zu  gelten  hat,  sondern  oflfenbar  dieselbe  vermehit  um  den 
Moleküldurchmesser  2r  (Amplitude  +  Dicke  der  bewegten  Mole- 
külschicht), wofür  in  genügender  Annäherung  auch  der  Molekül- 
abstand X  (von  Zentrum  zu  Zentrum)  gesetzt  werden  kann.  Es 
tritt  demnach  l  an  die  Stelle  von  L  in  der  Gültigkeitsbedingung, 
und  dieselbe  wird  daher  für  fiüsnge  Medien  R^X,  was  gegen- 
über R^  L  keinen  Widerspruch,  aber  —  da  X  <  A  —  eine 
nennenswerte  Erweiterung  des  Gültigkeitsbereiches  bedeutet^) 

160.  In  Zusammenfassung  haben  wir  über  die  Gültigkeits- 
bereiche der  verschiedenen  Gleichungen  das  Kesultat,  daß  einer- 
seits von  biliebig  kleinen  Panikelradien  Ji  hinauf  bis  zu  7?  =  L, 
bzw.  in  Flüssigkeiten  bis  zu  R  =  A,  die  gaskinetische  Gl.  (85) 
gut  anwendbar  ist,  während  andererseits  bei  i?  >  A  die  Gültig- 
keit der  für  die  großen  Partikel  geeigneten,  hydrodynamischen 
61  (84)  beginnt.  Man  sieht,  daß  beide  Bereiche  aneinander- 
grenzen,  ja,  daß  sie  sogar  ineinander  übergreifen  können. 

Letzteres  muß  stattfinden,  wenn  Z/>A,  also  bei  Gasen  von 
nicht  allzu  hohem  Druck.  So  ist  beispielsweise  selbst  in  Luft 
von  1  Alm.  Druck  rund  X  =  2Ür  und  L  =  6ü0r  ==  30A,  also 
die  Bedingung  des  Übereinandergreifens  genügend  erfüllt.  Man 
hat  daher  im  Falle  der  Gase  im  allgemeinen  für  jede  beliebige 
Partikelgröße  eine  Wanderuiigsgeschwindigkeitsgleichung  mit 
mindestens  sehr  angenäherter  Gültigkeit  zm*  Verlügung,  näm- 
lich Gl.  (85)  bei  R  <  L  und  Gl.  (84)  bei  R>X  (wir  bei  freie  Be- 
wegung vurausgeset/.t).  In  der  Gegend  von  A  <  /i*  <  Z  wäre 
es  zweifelhaft,  welche  der  beiden  Gleichungen  vor/u/iehen  sei; 
"doch  trefl'en  sie  in  dieser  Gegend  in  Gasen  in  der  Tat  mit 
identischem  Resultat  zusammen,  wie  das  Folgende  zei';t  (161). 

In  Flüssigkeiten  berühren  sich  die  Gültigkeitsbereiche 
nahezu,  indem  zwischen  7?<A,  wo  Gl.  (85)  gilt,  und  R  <X, 

1)  Auf  diese,  schon  aus  der  Ableitung  von  1900  sich  ergebende 
GültigkciCsgrenze  der  gnskinetischen  Wauderungsgeächwindigkeiti^glci- 
chung  ist  schon  früher  aufmerksam  gemacht  worden:  Vgl.  A.  Becker, 
Ann.  d.  Phys.  31.  S  122.  1910;  Lenard  u.  Ramsauer,  Ueidelb.  Akad. 
A82.  S.  12.  1910;  Teil  I.  S.  40B.  404. 
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wo  Gl.  (84)  gilt,  keine  erhebliche  Lücke  übrig  bleibt.  Man  hat 
also  auch  hier  lltr  Jeden  Fall  eine  Glrlcliung  mit  miuclestena 
angenähei'ter  Gültigkt'it  zur  VerfÜRiiug,  Niu-  bei  Kadienwei-ten, 
die  k  nur  wenig  übei'sclireiten,  ist  einige  Uusicbei'heit  zu  er- 
warten. \\'ii-  gebL'D  hierauf  im  Abschnitt  9  bei  BehandluBg 
der  flussigen  Medien  besonders  ein. 

Verglcicbung  der  gaskinetUclicn  Lösung  mit  der  hfdro- 
dynatniBcban. 

161.  Die  im  vorhergeheDden  gezeigte  Berührung  der 
(iülligkeitshereiche  der  bi-ideu,  ganz  ver-chiedenen  Theorien 
entnommenen  Wunderung^gescbwindigkeitsgleichungen  (84)  und 
(85)  gibt  unmittelbaren  Anlaß,  dieselheu  miteinander  zu  ver- 
gleichen  —  was  mcrkwünligcrweise  bisher  meiuea  Wissens  noch 
niemaU  in  genllgeodcr  Allsjcmeiuheit  ausgeführt  worden  ist  — 
und  die  dabei  zu  erwartende  Übereinstimmung  an  der  ge- 
fundenen gemeinsamen  tiUltigkeitsgrenze  nicht  für  zufällig  zu 
halten. 

Die  Vergleichung  kann  unmittelbar  dadurch  ausgeführt 
werden,  daß  man  Gl.  (85)  auf  größte  Radien,  Gl.  (84)  auf 
kleinste  Radien  jeweils  innerhalb  des  Gültigkeitsbereiches'  an- 
wendet, und  zusieht,  ob  im  Fidle  der  Gase,  wo  die  Gültigkeits- 
bereiche ineinander  greifen,  Ubcreiustimmende  Ausdrucke  sich 
ergeben.  Wir  filhren  die  Vergleichung  gesondert  für  die  vier 
Fälle  A,  B,  C,  B  durch. 

]|>2.  Fall  A.  (Klastische  Reflexion.)  —  Man  hat  in  der 
gaskinetisclien  Gleichung,  die  hier  die  Form  der  Gl.  ^52}  an- 
nimmt, //  >  r,  daher  s  =  H  und  ^  «  1 ,  daher  i>,^  «  1  zu  setzen, 
wodurch  gaskinetisch 

wird,  wobei  indessen  noch  immer  Jl^CL  sein  muß,  um  im 
Gültigkeitsbereich  zu  bleiben.  In  der  hydrodynamischen  Gl,(84) 
ist  R-^I.  zu  setzen,  wodurch  hydrodynamisch 

(88)  to,.A  =  Ä  ^^\i-     [R  klein) 

wird,  mit  der  Voraussetzung,  daß  immer  noch  Ä  >  Jl  sei,  um 
im  Gültigkeitsbereich  zu  bleiben.  Alle  genannten  Bedingungen 
für  B  aiud  gleichzeitig  genügend  nahe  erfüllbar,  wobei  Z  >  A  >  Jl 
ausschlaggebend  ist     äo  ist  beispielsweise  in  Luft  tou   1  Atm. 
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Druck  bei  It  =  200-  lü-«  cm  rund  R  =  V,o  '^  =  10  Ä  =  140  r, 
oder  in  Luft  von  7ioo  ^^^^  Druck  bei  Ä  =  1Q00-10~®  cm 
rund  Ä  =  ^I^Qf^L  =  100 A  =  700 r.  Es  muß  also  entsprechend 
angenäherte  Gültigkeit  sowohl  von  Gl.  (87),  als  auch  von 
Gl.  (88)  und  also  auch  angenäherte  Übereinstimmung  beider 
erwartet  werden.  In  der  Tat  setzt  man  in  Gl.  (88)  den  nach 
der  kinetischen  Gastheorie  geltenden  Wert: 

/y  =  0,810  i>/;^/> 

ein^)  und  A  =  1,5  nach  Mac  Keehan^),  so  wird: 
(88a)  cü,^  =  0,81  jy^^y^     [R  klein), 

und  man  sieht  vollkommene  Übereinstimmung  mit  Gl.  (87)  in 
bezug  auf  die  Abhängigkeit  der  Wanderungsgeschwindigkeit 
von  den  maßgebenden  Größen  D,  R  und  W  und  genügend 
nahe  Übereinstimmung  in  bezug  auf  die  Zahlenkoeffizienten. 
Es  würde  sogar  auch  letztere  Übereinstimmung  vollkgmmen, 
wenn  man  im  Ausdruck  für  />  den  Koeffizienten  0,310  durch 
*/j  ersetzte,  was  gilt,  wenn  man  f;  ohne  Rücksicht  auf  die  Un- 
gleichheiten der  molekularen  Geschwindigkeiten  und  Weglängen 
berechnet;  doch  ist  dies  in  unserem  Falle  unberechtigt,  da  in 
Gl.  (87)  diese  Ungleichheiten  voll  berücksichtigt  sind.  Vielmehr 
kann  es  berccbtigt  erscheinen,  den  Koeffizienten  A  in  Gl.  (88) 
60  abzuändern,  daß  vollkommene  Übereinstimmung  mit  Gl.  (87) 
resultiert.  Es  ergäbe  dies  A  =  1,4,  statt  1,5  nach  Mac  Keehan 
oder  1,63  nach  Cunningham.^  Bei  der  Unsicherheit  in  den 
letztgenannten  Werten  von  A,  welche  aus  der  Nichtüberein- 
stimmung der  Berechnungen  der  beiden  Autoren  gefolgert 
werden  könnte*),  erscheint  es  in  der  Tat  nicht  unangebracht. 


1)  Vgl.  0/E.  Mayer;  „Kinetische  Theorie  der  Gase",  2.  Aufl.,  1899, 
Mathematische  Zusätze,  S.  11t. 

2)  Vgl.  oben. 

3)  Vgl.  oben. 

4)  Herr  Mac  Reehau,  der  spätere  Autor,  gibt  —  soviel  ich  finden 
konnte  —  (a.  a.  0.)  nur  au,  daß  Herrn  Cunninghauis  Annäherungs- 
verfahren nicht  genügend  gewesen  sei,  ohne  aber  den  Grad  der  von  ihm 
selbst  erreichten  Annäherung  in  der  Auswertung  der  betreffenden  theo- 
retischen Ausdrücke  zu  präzisieren  (vgl.  die  betreuende  Note  zur  Ein- 
leitnüg). 
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dem  Wert  Ä  «  1,4  fUr  den  Fall  A  der  elastischen  Reflexion 
bis  auf  weiteres  den  Vorzug  zu  geben. ') 

163.  Fall  B.  (Diffuse  Reflexion.)  —  Die  VergleicLuög 
geht  hier  ebenso  vor  sich  und  sie  fällt  Ölinlich  aus  wie  im 
Falle  A.  Man  hat  unter  denselben  Bedingnngen  für  TP,  wie 
dort : 


j  gaskiuetiscb 


«  „  =  - 


!flO)    hydrodynamisch     '■■'.»  =  0,65  ^-'^-j^     (Ä  klein), 

wobei  in  letzterer  tileichung  A  ^  1,2  gesetzt  ist,  was  nach 
Mac  Keehan  dem  F»Ue  B  entspräche.')  Man  sieht  auch 
hier  wieder  die  gute  ÜbereinstimmuDg  der  beiden  Ausdrücke 
bis  auf  einen  kleinen  Uuterschicd  in  den  Zahtenkoeffizieoten. 
Da  auch  hier  einige  Uusicbcrlieit  in  bezug  auf  den  Wert  TOn 
,-1  vorhanden  zu  sein  scheint^,  ist  es  —  wie  im  Falle  A  — 
nicht  unberechtigt,  diesen  Wert  so  einzuricliten.  daß  der  Z&hlen- 
koefrizient  der  hydrodynamischen  Lösung  dem  der  gaskinetischeo 
genau  gleich  wird;  man  erhiilt  so  A  —  1,1  für  den  Fall  £. 

164.  Fälle  C  und  D.  ^Senkrechtes  Aiigehen  der  Mole- 
klilel.  —  Findet  genügend  schnelle  Rotation  des  Partikels  statt 
iFait  C),  so  führt  die  guskinetische  Untersuchung  auf  die  Glei- 
chungen des  Falles  A  zurück  ivgl.  142\  Die  hydrodynamische 
Lösung  ist  für  diese  Annahme  nicht  eutwickelt;  sie  wQrde  aber 
auch  kaum  Anwendung  finden  können,  da  die  veihältnisDiilßig 
großen  Partikel  ihres  Gültigkeitsbereiches  kaum  die  geuQgend 
schnelle  Kutation  (bzw.  den  genügend  guten  inneren  Wärme- 
austauschl  erwarten  lassen. 

Ks  kommt  daher  hier  nur  der  Fall  B  in  Betracht,  dafi 
das  Partikel  nicht  schnell  rotiert,  so  daß  zwi>chen  Auftreffen 
und   Wiederabtiiegen   jedes   Mulekills    keine    wesentliche   Ver- 

n  .\miererMiIs  »t  hi^rvor;;nlicbfii .  ilntl  die  Gl.  (52)  nod  Ol.  (84), 
ans  weU'l)i<n  wir  diesen  Wert  vou  A  gi'folj^rt  liiLbcD,  nihe  der  Grenae 
ihrer  Gull ifikeitaberi-ichr  bninUt  worden  siiitl.  so  A:A  strenge  QUti^eH 
nictit  erwartet  werden  kiinn  (vgl.  iiueli  dit-  dritte  Note  lu  169). 

ii  Zit,  in  diT  Eiuleilnng. 

»^  El  gilt  hier  ähnlielie»  wie  eben   im  Falle  A.. 


f 
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drehang  des  Partikels  stattfindet  Es  gelten  dann  —  unter 
denselben  Bedingungen  für  R  wie  in  J  —  die  Lösungen: 

^^ J  gaskinetisch     ..,,  =  ±.1^,^^. 

(92)     hydrodynamisch     (o,.  ^  =  0,57  ;ö7r^«  Tr     (^  ^^^^^^ ' 

wobei  in  letzterer  Gleichung  nach  Herrn  Mac  Keehans  Be- 
rechnung Ä  ■■  1,05  gesetzt  ist.  Man  sieht  wieder  die  genügende 
Übereinstimmung.  Vollkommen  würde  dieselbe ,  wenn  man 
A  B  0,84  setzte,  welch  letzterer  Wert  wieder,  mit  derselben 
Begründung  (und  demselben  Vorbehalt)  wie  bei  Fall  A  und  B, 
als  verbesserter  Ersatz  für  die  Mac  Keehansche  Angabe  fiir 
den  Fall  D  angesehen  werden  kann. 

165.  Die  bisher  vorliegenden  experimentellen  Unter- 
suchungen scheinen  die  von  uns  geschlossenen  Werte  A  gat 
zu  bestätigen.  Man  hat,  wie  bereits  in  der  Einleitung  an- 
gegeben, hauptsächlich  Fälle  untersucht,  wo  Aufnahme  der 
Mediumsmoleküle  in  eine  verdichtete  Oberflächenschicht  des 
Partikels  und  nachheriges  Abdampfen  in  vorzugsweise  senk- 
rechter Richtung  zu  erwarten  ist.  Dabei  war  zu  guter  Dar- 
stellung der  Beobachtungen  anzunehmen  A  =  1,03  (Knudsen 
and  Weber  an  Glaskugeln  für  die  hier  in  Betracht  kommen- 
den Werte  von  B,  ebenso  Silvey  an  Quecksilbertröpfchenj 
bzw.  1,00  (MacKeehan  au  Wachskügelchen)  und  diese  Werte 
stimmen  gut  mit  den  von  uns  geschlossenen  Werten  überein. 
Denn  es  ist  zu  bedenken,  daß  das  Abgehen  der  Moleküle 
beim  Abdampfen  aus  der  Oberflächenschicht  keineswegs  aus- 
schließlich in  der  Richtung  der  Oberflächennormale  stattfindet, 
sondern  nur  mit  Bevorzugung  größerer  Normalkomponenten 
der  Geschwindigkeit,  so  daß  es  sich  in  Wirklichkeit  nicht  ge- 
nau um  den  Fall  JJ,  sondern  um  einen  zwischen  B  und  /y 
gelegenen  Fall  (diffuse  Reflexion  mit  Bevorzugung  der  Normal- 
richtung) handelt,  was  nach  unserem  Resultate  Werte  von  .4 
zwischen  0,84  und  1,1  erwarten  läßt,  ganz  wie  es  die  ge- 
nannten Beobachtungen  ergeben.  Eine  exakte  Verwirklichung 
des  Falles  J),  d.  i.  ausschließlich  senkrechten  Abgehens  der 
auftreffenden   Moleküle,   ist  bei  jeder   Art   von   Oberflächen- 

Annaltn  der  FhTilk.    IV.  Folge.    '>!.  46 


698  P.  Lenarti. 

beschaffenheit  sehr  unwahracheinlich,  und  es  k&Dnen  daher  die 
beobachtetfiD  Werte  von  A  in  Wirklichkeit  nicht  als  Bestäti* 
gungen  des  von  Mac  Keehan  :^r  diesen  Fall  I)  berechneten 
Wertes  A  =  1,05  angesehen  werden;  sie  bestätigen  vielmehr, 
wie  angegeben,  die  von  uns  berechneten  Werte.  Veranche 
mit  Partikeln  bekannter  OrSBe,  die  eine  exakte  Verwirklichang 
des  Falles  A  bedeuteten,  sind  bisher  ebenfalle  nicht  bekannt 
geworden. 

Übergang  von  der  gttskinetischea  lur  hydrodynamischen 
aieicliung  bei  wachaendcm  Pkrtikeiiadius. 
166.  Um  zu  zeigen,  daß  dieser  Übergang  stetig,  ohne  jeden 
Sprung  auch  im  DifTerentialquotienten  dmjdR  stattfindet, 
wählen  wir  beispielsweise  atmosphärische  Luft  von  gewQhn- 
lichem  Druck  und  Zimmertemperatur  (20^  C)  als  Uedinm  und 
setzen  den  Fall  A  (elastische  Reflexion]  vorans.  Es  gilt  dann 
bis  ZM  E-^f,  die  gaskinetische  Gleichung  [Gl.  (21)]: 

(93)  «,..  -  ,-^^    ~_-  «,.  „„,7+-ä7h:- 

nnd  fär  R'^X  die  hydrodynamische  Gleichung  [Gl.  (84)  mit  A 
nach  162]: 

wobei  zu  setzen  ist  /)=:  0,0012  g/cm^  ^  =  47800  cm/sec, 
*j  =  0,00019  cm-»  gsec-i,  //=  1030-10-«cm,  r  =  1,5-10-*  cm. 
fj,=  M,l{M,  +  M)  ist  fiir  alle  Tis  10-10-«  cm  1,00»);  fBr 
Ä  =  r  wird  iw  —  ■^;  für  verschwindende  R  ist  der  Fall  freier 
Elektronen  in  N^  gesetzt,  wobei  /i  =  2,0210"*  wird. 

1)  Gerechnet  a%ti\\M,:M'=  If-.r^,  wne  annimnit,  daß  das  Partikel  aus 
Hediamamolekillen  aufgebaut  sei.  Diese  Rechnnngsweiie' reicht  wegen 
des  geringen  Einflusses  von  ,u  auf  u,  solange  /i  nahe  1  ist,  vollkommen 
aua.  Es  ist  übrigens  zu  bemerken,  datl  auch  bei  gtnx  beliebiger  Wahl 
der  materiellen  Beschaffenheit  des  Partikels  stets  bei  Ä^  10- IQ—*  cm 
fi  nahe  1  bleibt,  möge  dua  Partikel  noch  ea  leicht  gebaut  sein  (s.  B. 
holil  bei  leichtest  mtigUcbem  Wandmaterialj.  Ea  gelten  daher  die  Zahlen 
der  Tabelle  be[  j;>;o-10^"cm  für  Luft  als  Medium  Oberhaupt,  un- 
abhängig von  der  Partikeim  Base,  and  nnr  in  den  eraten  beiden  Zeilen 
der  Tabelle  (oberhalb  der  horizontalen  Trennangslinie)  iat  «,  in  den  an- 
gegebenen Zablenstetlen  von  der  PHrtikelmasse  beeinfioBt. 
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Tabelle  IV. 

Gaskinetisch  und  hydrodyatunisch  berechnete  Wanderungsgeseh windig- 
keiten in  Luft  (l  Atm.,  20«  C). 


10" 


cm 

0 
1,5 


Partikelradi ufl  R 

in  Vielfachen  von 
l  und  L  (rund) 

(freies  Elektron  in  N^) 
j  =  r         (Luftmolekül) 


10 

20 

30 

40 
50 

1,00 

200 

800 

400 

500 

600 

800 

1000 

2  000 

8  000 

4  000 

5  000 

6  000 
8  000 

10  000 


Wanderungsgeschwindigkeit 

cm  sec"*  dyn~* 

6,7     10»^ 
840       lO^*' 


I' 


I       (El.-TrÄgeri 

Tan  ^    ^^  ^®™" 
^^     freienGas.) 


l 


'•  =  8Ö^ 


•^^  =  ,0^- 


10>.=i/. 


20  A  =  1  A 


30  Ä  -  /, 
100  il  =  3  L 
200  /  =  5  r. 


Es 
J  8 

»  -^ 


o 

2  '^ 

•  v4      OS 


31      .10'^' 

8,9  .10»« 

4,2    10»^ 

2,4  .10"> 
1,6    10'« 

0,40. 10»« 

0,10  10"^ 

450     .  10* 


250 

170 

114 

64 

42 

10 

4,6 


lO«^ 

10« 

.10« 
.10« 
.10« 
•lO« 
.10« 


=  300;i  -  10  L       ^ 


2,6  .10« 
1,65-10« 
1,15.10« 
0,64.10« 
0,42.10« 


cm  sec"*  dyn  ' 

OD 

1800      .10^'* 


39 

9,9 

1,6 
0,42 

0,11 

530 

310 

210 

160 
96 
67 
25 
14 
9.4 

7,1 
5,7 

4.1 
3,2 


10'- 

10»^ 

10"^ 

10»»' 
10»" 

10'« 

10'»^ 

10 

10*^ 

10" 

10«* 
10« 
10« 
10« 
10« 
10« 
10« 
10« 
10" 
lO* 


Die  Tabelle  IV  zeigt  die  Resultate.  Man  sieht,  daß  (w^^/A' 
und  (OhAl  -K  ißi  mittleren  Teile  der  Tabelle  zusammenfallen. 
Trägt  man  die  beiden  Größen  als  Funktionen  von  B  graphisch 
auf,  80  bilden  sie  zwei  Kurven,  die  iu  dieser  mittleren  Radien- 
gegend  zusammentreffen,  und  zwar  durch  Berührung,  nicht 
durch  Schnitt,  so  daß  der  Übergang  von  der  einen  zur  anderen 
Kurve  dort  ohne  Sprung  im  Differentialquotienten  dco  j  dR  vor 


1)  Im  Gültigkeitabereich  der  betreffenden  Gleichung  befindliche 
Zahlen  sind  fett  gedruckt.  Die  horizontale  Linie  gibt  die  Grenze  des- 
Einflusses  der  Masse  au  (vgl.  die  1.  Fußnote  zu  166). 

46* 
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«ich  geht,  'j  Mau  siebt  aus  der  Tabelle  auch,  daB  die  Be- 
rührung sehr  flach  ist,  so  daß  oi^  und  m^  längs  einer  großen 
Strecke  —  von  etwa  Ä  =  30  •  10"^  cm  bis  Ji  =  500  ■  10""  cm 
in  der  Tabelle  —  sehr  nahe  gemeinsamen  Lauf  haben.  Dies 
muß  also  die  Gegend  seiu,  in  welcher  die  Oflltigkeitabereiche 
der  beiden  tileicbungeu  aneinander  grenzen,  und  man  sieht 
ans  der  2.  Spalte  der  Tabelle,  worin  Radienwerte  in  Viel- 
fachen von  k  und  L  ausgedr&ckt  sind,  daß  es  sich  in  der  Tat 
um  die  nach  unseren  Überlegungen  zu  erwartende  Gegend 
f.<R<L  handelt  (vgl.  160).  ro^ilK  ist  dabei  sowohl  bei 
größeren  als  bei  kleineren  R  anterhalb  m^^ ( K  gelq^n,  was 
wir  im  einzelnen  weiter  unten  erklären  (169). 

167.  Will  man  bei  gegebener  Kraft  K  die  Wanderangs- 
geschwindigkeit  als  Funktion  des  PartikelradiDS  S  aus  der 
Tabelle  entnehmen,  so  bat  man  —  ausgehend  von  kleinateu 
Badien  -  zunächst  der  Zahlenreibe  m,  ^  /  A'  zu  folgen,  bis 
beim  Passieren  der  Gegend  der  Übereinstimmung  der  Über- 
gang in  die  Zahlenreihe  der  tOhAJ  K  erfolgt,  welche  dann  bis 
zu  den  größten  Badien  maßgebend  bleibt.  Die  hiernach  je- 
weils der  Wirklichkeit  entsprechenden  Zahlen  sind  in  der  Ta- 
)ielle  fett  gedruckt. 

168,  Der  Yortretl  liehe  Aneinanderschluß  der  gaskinetiaohen 
und  der  hydrodyGamischen  W^anderungsgescbwindigkeita^ei- 
ehungen,  welche  im  gewählten  Beispielsfnlle  verdeutlicht  iit, 
gilt  aber  nicht  nur  für  diesen  Fall  der  gewöbnlicben  Luft  von 
Zimmertemperatur,    sondern  l'Or  alle  gasförmigen  Medien,    in- 

ll  Die  i^raphisch«^  DaiftclTung  ist  wcffsn  des  weit  venchiedene 
UrBBeoord  Dangen  um  las  send  cii  Rereiches  eowohl  von  B  als  von  o  in 
kleiDem  M«Baiab  nicht  bcrriedigend  Husfühibar,  weshalb  ftnf  dieselbe 
hier  venichtet  worilea  ist.  Kiii>'  graphiache  Dar^tclUing  deB  Laufes  der 
Canningbamachtii  GIcichuug  zuetiiiimeD  mit  dem  meiner  Qleiehnng 
von  lOOO  [Gl.  ll)}  finilet  iiisn  bei  F.  Walter,  Digs.,  Heidelberg,  Hu 
191S.  Man  aieht  durt  die  beideu  Kiirven  unter  ^pitsem  Winkel  oicfa 
Bcbiieideii,  und  ein  zneiti'i'  Schnittpunlit  liegt  außerhalb  des  dortigen 
/.cichnungsfcldes.  Erst  dii-  in  den  AbBclinittcn  1  und  2  dei  vorliegenden 
zu  Gl.  (1)  hinzugefügten  Verfeinerungen  und  die  etwa*  verlnderte  An- 
nahme des  KoefSzienten  A  iu  der  CunuLoghamBcheo  Gleiehong  [vgl. 
162  und  Gl.  ('J4)l  haben  den  zweifachen  Sehuiit  in  die  oben  erlinterte, 
den  ganzen  Abstand  der  beiden  Schnit (punkte  umfassende  flacfae  Be- 
riihning  verwandelt. 
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sofern  in  diesen  stets  L  und  also  auch  R  so  viel  größer  ist 
als  r,  daB  der  spezielle  Wert  dieser  letzteren  Größe  nahezu 
einflußlos  bleibt  und  insofern  in  ihnen  fQr  /y  die  oben  an- 
gegebene Gleichung  der  kinetischen  Gastheorie  gilt^  welche 
zeigt,  daß  die  speziellen  Werte  von  D  und  f^'  ebenfalls  aus 
den  Quotienten  der  beiden  Wanderungsgeschwindigkeitsaus- 
drücke  herausfallen. 

169.  Im  einzelnen  ist  zur  Vergleichuog  des  Laufes  von 
60  und  0»^  noch  das  Folgende  zu  bemerken  (geltend  für  alle 
Stoßfälle  A  —  JJ):  Für  die  gas  kinetische  Gleichung  fo  ist  ein- 
zusehen, daß  sie  jenseits  ihrer  Gültig  keitsgrenzef  d.i.  bei  Ä  ^  /  — 
wenn  wir  Gase  betrachten  — ,  zu  kleine  Werte  der  ffanderungs- 
geschwindigkeit  geben  muß.  Denn  sie  verlegt  den  Geschwindig- 
keitsabfall an  der  Partikeloberfläche  stets  auf  die  Strecke  A 
(vgl.  159),  und  dies  ist  jenseits  der  Gültigkeitsgrenze  zu  wenig, 
da  dort  dieser  Geschwindigkeitsabfall  unzweifelhaft  (nach  den 
dort  geltenden  hydrodynamischen  Gleichungen]  stets  auf  Strecken 
von  der  Größenordnung  /?(>  />)  verteilt  ist:  wenn  aber  das 
Geschwindigkeitsgefälle  auf  zu  keine  Strecken  konzentriert  an- 
genommen ist,  muß  der  Reibungswiderstand  zu  groß,  die 
Wanderungsgeschwindi^keit  also  zu  klein  gefunden  werden^,, 
wie  es  die  Zahlen  im  unteren  Teil  der  Tabelle  auch  deutlich 
zeigen,  wo  ro,^  bereits  in  allen  au<;e^'ebenen  Zahlenstellen  als 
richtig  zu  erwarten  ist.-; 

Für  die  hydrodynamische  Geschwindigkeitsgleichung  (o^^  kann 
heim  Überschreiten  der  Grenze  von  deren  Gültigkeitsbereich^  wenn 
also  Ä  ^  /.  wird,  wieder  derselbe  Schluß  gezogen  werden,  daß 
sie  zu  kleine  Werte  der  ff  anderungsgeschwindigkeit  ergeben  müsse. 
Denn  betrachten  wir  wieder  Gase,  so  ist  A  >  /.,  also  an  und 
jenseits  der  Gültigkeitsgrenze  auch  A  >  /i*,  und  es  ist  also  die 

1)  Man  kommt  zu  doiiiBelbeu  Resultat,  wenn  man  —  statt  da«  <ie- 
schwindigkeitflgefälle  zu  beachten  —  berücksicbtigt,  daB  jenseits  der 
Gültigkeitsgrenze  die  mit  dem  Partikel  zum  ZusammenatoB  kommenden 
Mediomsmolcküle  bereits  eine  Geschwindigkeitskomponeute  in  Richtung 
der  Wanderung  besitzen,  was  bei  der  Ableitung  von  (o^  nicht  berück- 
Hichtigt  ist  (vgl.  159). 

2)  Auch  für  Flüssigkeiten  gilt  dieselbe  Überlegung,  wonach  die 
gaskinetische  Gleichung  auBerhalb  ihres  Gültigkeitsbereiches  zu  kleine 
Wandernngsgeschwindigkeit  erwarten  läBt,  nur  daß  hier  /.  an  Stelle  von 
L  tritt. 
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für  das  GeschwiDdigkeitsgeJälle  in  der  hydrodynamisoben  Liö> 
8UDg  aDgenommene  Strecke  von  der  Ordunng  R  hier  wieder 
zu  klein,  da  dies  Gefälle  (n&cb  stets  treffender  VorsteUang  der 
kinetischen  Theorie)  jedenfalls  mindestenB  bis  znm  Abstsitde  1, 
von  der  Partikeloberfläche  sich  erstrecken  mnß;  man  wird  abo 
wieder  zu  kleine  Werte  der  Wanderungggeschwindigkeü-  er- 
halten. ') 

Überschreitet  man  die  Guitigkeitagrenze  von  o>^  genügend 
weit,  so  maß  schließlich  allerdings  stets  die  entgegengesetzte 
Abweicbtmg  eintreten  —  es  muB  bei  sehr  kleinen  ParHkelradimto,_ 
iilets  zu  groß  ausfallen  — ,  wovon  der  Grund  die  dann  in  zoneh- 
meodem  Maße  zu  grobe  Struktur  des  Mediums  ist,  was  wieder 
für  Gase  und  Flüssigkeiten  gemeinsam   gilt.^     Wenig  auBer- 

1)  Ea  laeeen  lieinnacli  iu  der  Umgebung  der  —  uiigeRUiT  gemein- 
Hameii  —  GQUigkeitegreoze  der  gask  in eti sehen  nnd  der  hydrodyna- 
tniaclien  Gleichung  btide  %u  kleine  Werte  der  Wandemogagescliwuidig' 
keit  erwarteD,  und  da  die  Güttigkeitegrenzen  beider  Gleichnngen  eineo 
verwascheneD  Obergang  durch  augenälierte  Gültigkeit  zn  Ungültigkeit 
bedeuten,  bo  kannte  es  sein,  dxB  für  diese  Wt^rtgegend  von  R  (etwa  bei 
50  bis  300-10->'cm  im  Beispiel  unserer  Tabelle)  trotz  nabei  Oberein 
Stimmung  der  beiden  Lösimgen  doch  Dicht  der  richtige  Wert  der  Wände- 
rungsgeseh windigkeit  durch  dieselben  gegeben  würde,  sondem  ein  «n 
kleiner  Wert.  Eb  ist  dies  ,iedoch  nach  Mafigabe  der  Erftlllung  der  für 
die  (TÜltigkeiC  bestehenden  UngleichheltsbedingaDgeu  bei  nicht  uhr 
dichten  Gasen  iinr  in  geringem  Maße  zu  erwarten.  So  wQrde  die  Ab- 
weichung fiir  den  am  ungünstigsten  liegenden  Badienwert  bei  Luft  von 
1  Atm.  achätzangsweiBe  doi^h  nur  10  v.  H,  und  bei  Luft  von  '/in  Atm. 
nur  1   v.  H.  betragen  können. 

Aach  für  Süasige  Medien  könnte  wie  üben  gefolgert  werden,  daB 
(ua  dicht  außerhalb  der  GUItigkeitagreuze  zu  klein  sei,  obgleich  L  <l 
ist;  denn  die  Bewegung  mit  der  Amplitude  L  geht  doch  in  der  Di^e 
A  t>iuer  ganzen  Molekülschicht  um  das  Partikel  vor  sich,  und  es  ist  alM 
die  fllr  das  UcHChwindigkcitege fülle  in  der  hydrodynamischen  LSiung 
angenommene  Strecke  von  der  Ordnung  R  wieder  zu  klein,  sobald  S  <.  l 
wird.  Der  Vorgang  der  inneren  Reibung  ist  jedoch  bei  PlÜBsigkeiten 
komplizierter  als  bei  Gasen,  was  die  Überlegnng  bei  diesen  Hedi«a  er- 
schwert (vgl.   176,  177). 

i)  Die  hydrodynamiuehe  Gleichung  nimmt  das  Geschwindi^eits- 
gefälle  als  stelig  an.  In  Wirklichkeit  sind  aber  die  Geschwindigksita- 
nntersubiede  auf  die  Zwischenräume  der  Moleküle  beachrlnkt.  Die 
Gleichung  rechnet  also  mit  kleineren  Geschwindigkeitsgeßllen  als  der 
Wirklichkeit  eutapricht,  und  sie  muß  daher  lu  wenig  Beibung,  d.i.  su 
f(ToDe  Geschwindigkeit  ergeben,  sobald  dio  Diskontinnititeti  des  He- 
dinms  überhaupt  in  Betracht  kommen. 
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halb  der  Gültigkeitsgrenze  können  die  beiden  entgegengesetzten 
Abweichungen  von  o?^  einander  aufheben,  und  dies  darf  wohl 
als  Ursache  der  in  Tabelle  4  (3.  und  4.  Zeile)  ersichtlichen,  bis 
zu  sehr  kleinen,  schon  außerhalb  der  Qültigkeitsgrenze  von 
fo^  liegenden  Radienwerten  hin  fortgesetzten  ziemlich  guten 
Übereinstimmung  von  (o^  und  o)^,  ohne  Auftreten  zu  kleiner 
Werte  von  (Oj^^  angesehen  werden.^]  Das  schließliche  Eintreten 
zu  großer  Werte  von  oj,^  bei  kleinsten  Radien  ist  in  der  Ta- 
belle gut  ersichtlich  (1.  und  2.  Zeile);  es  kann  dort  unzweifel- 
haft nur  (ü    Gültigkeit  haben. 

2r 

A 

Abschuitt  9.     Flüssige  Medien;  elektrolytisohe  Ionen. 

Wir  wenden  auch  auf  Flüssigkeiten  sowohl  die  hydro- 
dynamische als  die  gaskinetische  Wanderungsgeschwindigkeits- 
gleichung  aii^),  jede  in  ihrem  Gültigkeitsbereich.     Es  handelt 


1)  Ein  Fall,  in  welchem  die  erwartete  Abweichung  cüa  <  (Og  bei 
kleinen  Radien  tatsächlich  auftritt,  ist  der  der  Wanderung  von  U,-Mole- 
kulen  in  Lufi  von  1  Atm.  Druck  und  2(t°  C.  Man  berechnet  hier 
w»  /  A'=  4(),3'10**.  c/>„/ A' =  42,2«  10*'*  cm/sec  dyn.,  wobei  natürlich  nur 
der  letztere,  gaskinetische  Wert  innerhalb  der  Gültigkeitägrenze  der  be- 
tretenden Gleichung  Vm^t. 

2)  Die  Anwendbarkeit   der  gtiskinetischen   lietrachtungsweise  auf 
FlUsäigkeiten  nehme  ich  als  genügend  gesichert  an.    Grundlage  hiervon 
ist  das  wohl  nicht  zu   bezweifelnde  Verächwindeu    der   mittleren  resul- 
tierenden Molekularkraft  im   Inneren  der  Flüssigkeit,    so    daß    nar   die 
8toßwirkungeu    der  Moleküle    als   bestimmend    für   deren   Bewegungen 
librig  bleiben.    Ein  Unterschied  gegenüber  den  Gasen  besteht  (außer  in 
den  quantitativen  Verhältnissen)   nur'  darin,    daß  die  Kräftefreiheit  ttir 
die  Flüssigkeit^moleküle  nur  im  Mittel  (genommen  mit  Größe  and  Rich- 
tung  der  augenblicklichen   Kräfte)    über    eine  Anzahl  Weglängen    (und 
hm  konstanten  mittleren  Abstanden  der  Moleküle)  gilt,  während  sie  bei 
Oasen    (mit  großer   Annäherung)    dauernd   besteht.     Dieser  Unterschied 
kann   wohl   die   exakte,    nicht  aber  eine  gut  angenäherte  Gültigkeit  der 
^askinetiachen  Wanderungsgeschwindigkeitsgleichung    für  Flüssigkeiten 
zweifelhaft    macheu.     Im   Erfolg    ist    die    gute  Anwendbarkeit   gaskine- 
bischer  Resultate  auf  Flüssigkeiten  auch  bereits  mehrfach  bestätigt.     So 
^nrch  die  Brauchbarkeit  von  van  der  Wh  als' Gleichung  weit  über  die 
liiitische  Dichte  hinaus,    durch   die  gute  Berechenbarkeit  der  Diffusion 
in  Flüssigkeiten^  bei  Annahme  einer  auch  sonst  widerspruchsfreien  Größe 
Tier  freien  Weglängen  der  Flüssigkeitsmoleküle  (vgl.  Riecke,   Zeitschr. 
t*.  phys.  Ch.  6.  S.  564,  1890),  wozu  weitergehend  auch  die  neueren  Erfolge 
in  der  quantitativen  Beherrschung  der  Wimmelbewegung  (Brown sehen 

Bewegung)  und  der  räumliciien  Verteilung  kleinster  suspendierter  Teilchen 
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sich  dabei  hier  vor  allem  um  die  Untersuchung  der  Besondei- 
heiten,  welche  beim  Hüssigeu  Aggregatznatacd  auftreten,  3o- 
dann  um  die  Behandlung  des  wichtigen  Sonderfalles  der  iQuen- 
wauderung. 

170.  Freiraumfaktor  'i'.  —  In  Flüssigkeiten  ist  zu  der  f^i 
tiase  genügend  genau  geltenden  gewöhnlichen  Gtleichnog  t'är 
die  mittlere  freie  Weglänge  A,  des  Partikeh*)  noch  ein  Fak- 
tor V  hinzuznt'ügeD,  welcher  die  Raumerföllung  der  HolekQle 
beräcksichtigt.     Man  hat  dünn 

Dabei  ist  in  der  Bezeicbnangsweiae  der  van  der  Waalsachdi) 
Uleichung, 

(96)  (p+^]f '■-/>)-  ff'j". 

i97i  -^  = ' ; '' 

zu  setzen.  Denn  der  Sinn  der  gewöhnlichen  Ableitangsveite  der 
freien  Weglänge,  wobei  dieselbe  ohne  den  Faktor  W  erscheint, 
ist  der,  daß  man  die  Länge  des  Zylinders  vom  Querschnitte 
.t^n  Bucht,  dessen  Volumen  I  /A  ist,  wozu  dann  noch  die  Hinzu- 
fügung des  Faktors  ff',/l  /',^+  ""  kommt,  welcher  die  Be- 
wegung der  Mediumsmoleküle  berücksichtigte  Hierbei  sind  die 
MediumsmolekUle  sowohl  als  das  Partikel  als  Tolumlose  flache 
Gebilde  angenommen,  deren  Flächen  stets  senkrecht  zur  Par- 
tikelbahn gerichtet  sind.  ]-.et^teres  ist  treffend,  da  die  f&r  das 
Stattfinden  eines  Zusammenstoßes  mati^ebenden  Querschnitte 
der  für  einen  richtigen  We  gl  an  j^en  mittel  wert  kugelförmig  zu 
denkenden  MediumsmolekUle  sowohl  als  des  Partikels  in  der 
Tat  stets  senkrecht  zur  Bahurichtun;^  stehen;  nur  ist  noch  zu 
beachten,  daß  ein  darchschnittlichcr  Zusammenstoß  nicht  erst 
<)ann  stattfindet,  wenn  das  Partikel  mit  seinem  gedachten,  so- 
wohl seine  eigene  Breite  als  die  der  Mediumsmoleküle  berttok-. 

in  PIQisigkeiti-ti  zu  nennun  aiiiil  (Kinbtuiii,  l'erriii)  und  endliali  dnrcfa 
lue  «infacke  RernchenbitTkeit  des  i>aniutucheu  Drucke*  (vgl.  P.  LeiiKrd, 
„Probl.  kompl.  Mol.",  Tri)  I,  1914).     Eine  spezielle  Probe  mif  die  Kftft*- 
frciheit  der  PliiSBigkeitsmolekiile  bringen  wir  unter  m. 
J)  Vl'I.  Teil  1,  S.  401. 
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sichtigenden  Qaerschnitt  s^  :x  seit  dem  letzten  Zusammenstoß 
das  Volam  \jN  beschrieben  hat,  in  welchem  durchschnittlich 
ein  Mediumsmolekül  sich  findet,  sondern  schon  dann,  wenn 
dasjenige  Volum  beschrieben  ist,  welches  als  von  für  das 
Partikel  undurchdringlichem  Moleknlarvolnm  freier  Raum  zu 
je  einem  Mediumsmolektll  gehört.  Dieses  letztere  tatsächlich 
in  Rechnung  zu  setzende  Volum  verhält  sich  aber  zum  an- 
genommenen, 1  jN^  wie  (r  —  b)  z\x  V  und  in  demselben  Ver- 
hältnis W  muß  daher  die  ohne  Rücksicht  auf  die  Raumerfül- 
Inng  berechnete  Weglänge  zur  wirklichen  stehen,  was  zu  be- 
weisen war.*) 

Man  kann  auch,  der  Bedeutung'  der  Größe  h  nach,  setzen 

wobei  ß  das  bei  den  Zusammenstößen  undurchdringliche  Eigeu- 
volum  der  Mediumsinoleküle  als  Bruchteil  des  Gesamtvolums 
des  Mediums  und  z  eine  Zahl  ist,  die  beim  kritischen  Zustand 
oder  bei  verdünnterem  Zustande  4  beträgt,  bei  größerer  Dichte 
des  Mediums  aber  kleiner  wird,  ohne  jedoch  bis  1  zugehen.^ 
Die  Gl.  (97a)  ist  geeignet,  eine  Abschätzung  der  Größe  W  zu 
liefern.    Es  ist  z.  B.  im  kritischen  Zustand  für  alle  Stoffe  nahe 

.j  =z  •--     also  V  =  0,(3.     In   anderen    Zuständen   ist  demnach: 

(97b)  ,;  =  -^. 

und  also: 

(97c)  *//  =  1  -  ;,^  -;f , 

wenn  D  die  Dichte  im  betreffenden  Zustand,  d,.  die  kritische 
Dichte  ist     Wegen  der   unsicheren  Kenntnis    von   z    ist    aber 


1)  E«  scheint  über  tleii  wahren  Wert  dos  Kaktorti  7^  nicht  \<ill 
komniene  Klarheit  in  der  Literatur  zu  herrschen,  wenn  es  »ich,  wio  im 
vorliegenden,  um  dir  Weglaufe  eines  tVcmden  Moleküls  in  einer  Flüssig- 
keit handelt,  weshalb  liier  auäführlicli  der  (Gedankengang  dargele;;r 
worden  ist,  der  für  das  Vorliegende  zur  Annahme  der  Gl.  (97)  fiir  V^ 
geführt  hat.  Vgl.  das  oben  Folgende  und  die  zugehörige  zweitfolgende 
Fußnote. 

2)  Vgl.  van  der  Waals  „Kontinuität",   Bd.  1,  S.  54  u.  f.  (Leipzig 
1899).   Eine  Zasammenstellung  verschiedener,  für  gewisse  Fälle  geltender. 
X  betreffender  Annahmen    v^l.   ]>ei   K.  Lorenz,    Zeitschr.  f.  anorg.  Ob 
»4.  S.  262.  1916. 
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dieae  BerechDaagaweise  von  H'  bei  Dichten,  weldie  die  kri- 
tiecbe  wesentlich  Überschreiten,  int  allgemeinen  unbefriedigend. ') 
Vou  Tornberein  nnzweifelhaft  ist  nur,  daß  ^'  bei  wachsender 
Dichte  der  Null  sich  nähern  muß.  so  daß  fUr  alle  tropfbaren 
Flßssigkeiten  0,6  >  y-  >  0  ist. 

Für  ^\'aB8et  (rfj  =  0,S3)  ist  bei  gewöhnlichen  Tempera- 
turen und  Drucken  ^  •-  0,:^0  [61.  (97  b]]  Setzt  man'z  «  3,  so 
wird  nach  Gl.  97a  W=  0,1;  mit  z  =  2  würde  V-'o,4.  Die 
Wirklichkeit  muß  nach  dem  über  z  Bemerkten  wohl  zwischen 
beiden  Werten  liegen.  Eine  bessere  Berechnung  tod  ß,  mit- 
tels Ol.  [97],  aus  der  Kompressibilität,  geben  wir  unter  172.*) 

171.  Die  mittlere  freie  Wegliinge  L  der  fäoUküU  des  f/üs- 
xigeii  Mediums  selbst  wird  nach  Gl.  9ü  (W,  =  W,  s  =  2r) 

/,=         J  . 

was  nach  der  Bedeutung  von  ß  und  nach  (Gl.  97  b]  auch  ge- 
schrieben werden  kann: 


(98)  L  - 


4l'2A'nt'  S|  %{■■  SV'2ZJ 


i)  Auch  lur  riuhtigon  Herleituug  des  ZueatnuenhaugeB  iwiichen  V 
und  den  RaamerfülluDgcD  der  Mcdiumsmoleküle  und  des  Partikels  er- 
ächciueu  Oedaukcngäuge,  welche,  wie  Gl.  (9Tii)  uad  (c),  die  ZwiBchen- 
Schaltung  der  Größe  %  crfordevu,  nicht  günatlg.  Folgt  man  z.  B.  dem 
bei  O.  £.  Meyer  („Rinelisahe  Gastheorie",  Breela»  1890,  S.  76  nff.  der 
malliem.  ZuafiUej  benutzten  Gedankengange  und  führt  ihn  für  den  Fall 
des  vou  den  Medium emolekülen  vcrechiedeuen  PurtikelB  durch,  lo  er- 
hält man  V=  1  —  x  ß_i3  j 'i  rf,  wonach  diese  OröBe  nicht  Konstaute  des 
Mediums  allein,  sondern  auch  vom  Parti kelradiua  abhängig  wäre.  ,Hao 
sielit  aber,  Aa&  nach  dieser  Gleicliung  bei  oinigcr  Größe  des  Partikels 
1.4  >  ir)  sofort  negativu,  also  unsinnige  Werte  von  V  erfolgen  würden, 
wenn  man  nicht  .-.  ebenfalls  Punktion  des  Partikelradiug  sein  ISfit,  wa« 
unmittelbar  auioigt,  daß  die  Gleicliungeu,  welclie  '^P  mittels  eines  ge- 
wissen «-fachen  Molekularvolums  auadrilcketi,  für  unseren  Fall  des  von 
deu  Medium smolekülcn  verschiedenen  rartikela  praktisch  unbrkachbar 
bind.  Hiermit  stimmt  aueh  überein,  daß  nach  vau  der  Waala  Be- 
merkungen (a.  a,  O,)  1  von  der  schwer  in  Rechnung  su  bringenden  rela- 
tiven llfiufigkeit  der  zeutraten  und  der  schiefeu  ZusammeuatHSs  ab- 
hängig erscheint.  Wir  haben  daher  im  obigen  von  Anfang  an  die  von  * 
unabhängige  Gl.  (BT)  in  den  Vordei'grnnd  gestellt. 

2)  Eine  bei  van  der  Wasis  (a.  a.  0.  S.  üfi)  ungegebene  Qleiohang 
liefert  keine  engere  Grenze;  sie  eeigt  für  Wasser  nur  -i  >  1,44,  aomit 
V  <  0,ft7  an.  , 
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Im  kritischen  Zustand  ist  demnach  fUr  alle  Stoffe  Z  »  )/2  r 
and  für  Wasser  im  gewöhnlichen  Zastand,  sowie  für  alle  Kör- 
per in  korrespondierenden  Zuständen  ergibt  sich  mit  den  vor- 
hergenannten  Daten  0,Br  >/y  >  0,08r.  Die  freie  Weglänge, 
welche  im  Gaszustand  groß  ist  gegenüber  dem  Molekülradius, 
wird  also  bei  Flüssigkeiten^  deren  Dichte  die  kritische  wesent- 
lich übertrifft,  klein  gegenüber  diesem  Radius^  und  da  bei  sol- 
chen Flüssigkeiten  X  nicht  weit  von  2r  verschieden  ist,  so  ist 
gleichzeitig  mit  L <r  auch  L<h  Es  sind  dies  die  in  den 
vorhergehenden  Abschnittteu  bereits  mehrfach  benutzten  Un- 
gleichheiten. • 

172.  W  aus  der  Kompressibilität.  —  Der  direkteste  Weg 
zur  Kenntnis  des  Freiraum faktors  W  führt  nach  Gl.  (96)  und  (97) 
über  die  Kompressibilität.  Denn  diese  ist  in  erster  Linie  be- 
dingt durch  die  zwischen  den  Molekülen  verfügbaren  freien 
Zwischenräume;  sie  muß  also  über  (v — b)lv  Auskunft  geben. 
Man  hat  nach  van  der  Waals  Gleichung  (96)  bei  konstanter 
Temperatur: 

;99)  [p  -^  Fj(v-b)^  Konst., 

wobei  wir  hier  für  den  inneren  Druck  oder  ,, Normaldruck^'  das 
Zeichen  P  gesetzt  haben ,  um  die  für  wesentlich  überkritische 
Dichten  zweifelhafte  Annahme  P  ^  ajv^  für  die  genaue  Be- 
rechnung vermeidbar  zu  machen.  Die  Kompressibilität  ist  in 
ihrer  gewöhnlichen  Meß  weise: 

—  _  Al    J_  • 

^  ""         dp    '    V    ' 

um  diese  in  Gl.  i99^  einzuführen,  ist  dieselbe  zu  differenzieren, 
wobei 

wird^),  woraus  mit  Gl.  (97) 

dP 

1   -  fV  ~- 

d  V 

Es  müssen  also,  um  ^  zu  berechnen,  außer  y  auch  P 
und  dPjdv  bekannt  sein.  Für  letztere  Größe  kann  man  zu- 
nächst in  Annäherung     -  2  P/t?  setzen,  was  P  =  a/t?*  entspricht. 


(99  a) 


1)  p  verschwindet  als  Summand  neben  P. 
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Am  achlecktesteu  bekaont  iat  der  Normaldruck  K  Ich  habe 
denselben  ftir  Wasser  von  gewöhnlicher  Temperatur  mittels 
des  angenähert  konstanten  Wertes  0,4  des  Verhältnisses 
znischen  Wirkungssphärenm^iB  und  Molekillradius  (fUr  alle 
Flüssigkeiten  bei  gewöhnlicher  Temperatari  früher  zu  P  «  8M  ■ 
10"  dyn/cm^  =  8000  Atm.  berechnet 'i.  und  wir  werden  diesen 
Wert  im  folgenden  benutzen,  wobei  er  Eontrolle  er&hrt  und 
auf  keine  Widerspruche  stößt  Die  aus  der  soeben  angegebenen 
Berechnung  folgende  Unsicherheit  von  F  entspricht  der  der  All- 
gemeingUltigkeit  bzw.  Konstanz  des  angegebenen  Verhältnisses 
0,4.  wonach  jedenfalls  etwa  8000  Atm.  </><  10000  Atm.  zu 
denken  ist.  Man  berechuet  hiermit  und  mit  dem  weiter  unten 
angegebenen  Werte  von  y  nach  ';il,  (flfla)  V'=0,22,  was  gut 
in  die  vorher  (ITOi  für  Uasser  augcgebeoeii  Grenzen  paßt. 

Um  die  Annahme  J' -^  ajr-  y.a  prüfen,  bzw.  auszusclialteu. 
kann  die  bekannte  Abhängigkeit  der  Kompressibilität  vom  Drack 
benutzt  werden.  Um  diese  einzuführen,  ist  Ol.  i99a>  uochmals 
zu  differenzieren:  man  erhält  so,  wieder  nach  Weglassuog 
Ton  p  neben  P: 

„„„,      ,.-  =  MiiJi^:_-:;^-. 

Hierin  darf  in  ö^  Pjö  o-  unzweifelhaft  genügend  genau  i*  =  a,  r- 
geset/,t  werden,  da  das  betreffende  Glied  hiermit  niir  Ym  des 
Gesamtwertes  des  Zählers  erhält,  also  innerhalb  der  hier  er- 
reichbaren (lenauigkeit  überhaupt  kaum  ynn  EinftuB  ist.  Da< 
durch  wird: 


(lOOa) 


"7 
dp 


I)  Vgl.  „['robleme  kumpluxcr  Mutekül.^''  llleidelberK,  bfi  Wint«r, 
1914),  Teil  II.  t).  :—^.  (lu  der  für  Benzol  geltenden  Zeile  der  dortigen 
Tab.  1  siud  Ubrigt>Di>  die  dortigeu  An^nbeii  zu  ersetzen  durch:  C«H,. 
r  =  2,S4,  A/r  =  Cas,  wa£  jedoch  nichta  duri  oder  hier  GeschloHene« 
ändert).  Di(>  Schwierigkeit  bei  Witaser  liegt  in  der  PolTmerisation  Mtiner 
Moleküle,  weshalb  sowohl  die  van  der  Wualsache  GtleicbuDg  ab  uieb 
andere  bekanole  Wege  znr  Bereehnmig  von  P  bei  diener  FIflaiigkeit 
versagen. 


ii 
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Die  zur  Zahlenberechnong  benutzbaren  Messungsresultate 
von  Amagat  sind'"): 

Kompressibilität  des  f  zw     0  und  25  Atm.  y  =»  0,000049 1/Atm 
Wassers  von  20^  C.l    „     25    „    50    „     y  =  0,000047  6/Atni., 

wonach  dyfdp  =  — 0,000  000  060/ Atm.*  zu  zetzen  ist  bei  einem 
mittleren  Wert  von  /  =  0,000  048  4/Atm.2)  Man  erhält  hier- 
mit,  P==  8000  Atm.  und  ^^  0,2  gesetzt: 

V  ^/  =-25000  Atm., 

während  die  van  der  Waalssche  Annahme  (P»  ajv^ 

/'  ^/  =  -  2  P  =  -  16000  Atm. 

ergäbe.     Der  Unterschied  ist  also  nicht  groß.') 

Berechnet  man  mit  dem  ersteren,  nach  der  Erfahrung 
verbesserten  Wert  von  vdPjdv  Vvon  neuem  nach  Gl.  (99  a), 
so  findet  man  ^  =  0,18,  und  die  Fortsetzung  des  Verfahrens, 
indem  man  mit  dem  neuen  ^  wieder  vdPjdv  nach  Gl.  (100a) 
verbessert  und  so  fort  in  sukzessiver  Annäherung,  ergibt 
schließlich: 

vöFjöv  =  -  28000  Atm.  und  ^  =  0.17. 

Dieser  Wert  enthält  allerdings  noch  die  Unsicherheit,  welche 
dem  angenommenen  Wert  P  »  8000  Atm.  anhaftet;  es  könnte 
demnach,  dem  oben  über  diese  Unsicherheit  Angegebenen  ent- 
sprechend, etwa 

0,1H<  Hf<  0,2] 

1)  Entnommen   Landolt   und  Börusteins  Tabellen  (1912.  8.62). 

2)  Unsere  Reaultate  werden  sich  demnach  auf  einen  Süßeren  Druck 
von  25  Atm.  beziehen ,  was  aber  gegen  den  gewöhnlichen  Druck  von 
1  Atm.  bei  der  geringen  Kompressibilität  des  Wassers  keinen  wesent- 
lichen Unterschied  bedeuten  kann. 

3)  Dem  Sinne  nach  ist  der  Unterschied  verständlich.  Der  Zuwachs 
des  inneren  Druckes  bei  Volumverminderung  muß  bei  der  großen  gegen- 
seitigen Nähe,  in  welcher  die  Moleküle  in  flüssigem  Wasser  sich  befinden, 
in  der  Tat  größer  erwartet  werden  als  nach  der  für  größere  Molekül- 
abstände passenden  van  der  Waals sehen  Annahme.  Denn  die  Mole- 
kularkräfte wachsen  mit  abnehmendem  Abstand  der  Moleküle  gegen  die 
Berührung  hin  wohl  unzweifelhaft  nach  viel  höherer  Abstftndspotenz  als 
in  größeren  Abständen ;  außerdem  spielt  vielleicht  die  Polymerisation  der 
Wassermolektile  eine  Rolle  (vgl.  die  zweitfolgende  Note). 
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sein,  f^eltend  fUr  Waaser  rou  20"  C.  bei  (gewöhnlichen  Drackeu 
[und  nahezu  wohl  auch  lür  undere  Flüssigkeiteu  in  koriespon- 
dierenden  ZuBtäudenM].  Wir  finden  die  untere  Grense  im 
weiteren  bestäti^^t,  indem  dort  aus  gauz  anderen  Qr&nden 
'P>  0,1  erwartet  wird,  und  da  fdr  Wasser  >P  —  und  damit 
anch  die  ubere  Grenze  -  mittels  Öl.  (99  a)  nur  zn  hoch  zu 
erwarten  ist'),  eo  kann  die  Einschließung'  von  V  in  den  an- 
gegebenen'Grenzen  als  einigermaßen  ^at  gesichert  angesehen 
werden.  Sie  bestätigt  sich  außerdem  bei  Anwendung  von  ^' 
im  weiter  Folgenden  ilSOl 

Benutzt  man  den  mittleren  Wert  ^'  =s  U,17,  so  ergibt  eich 
für  Wasser  von  :J0"  C.  aus  Gl.  (fiTa)  =  ^  1^,8  und  ans  Gl.  (98) 
das  Verhältnis  von  Wegläoge  und  MolekUlradius  £/r=p,]8. 
Die  freie  Weglänge  selbst  wäre  demnach  i  =  0,32- 10~»  cm 
(geltend  für  H^Oj  Moleküle,  r  =  2,4  .  10"^  cm). 

178.  Der  gaskinetUche  WanderungsgenchwindigkeiUatuiruck 
nimmt  mit  dem  Freiraumfaktor  'P  zur  freien  Weglänge,  da  letz- 
terer im  Zähler  des  Ausdruckes  vorkommt  [vgl.  Gl.  (21)],  fUr 
Flüssigkeiten  die   Form  an: 

,  ..    =        ="-     L>  "■  '"t    ^ 

"  3  +  u        "  D  .1  3=  ir      2]/,, 

'  3  +  ^  \  ;,       K*«  ^'^  I   Ü^s'-W 

wobei  Fall  A  (elastische  Reflexion)  vorausgesetzt  ist  [fär  il 
'gl.  Gl.  i8l].') 

1|  Strenge  genotitmen  muß  ^'  aucli  vou  der  Form  der  Moleküle 
abhängen,  wonach  genaue  Qleicliheit  bei  korrespondierenden  Zuständen 
nicht  erwartet  werden  kann, 

2)  Es  spielt  bei  der  KumpvesBibilität  des  Wassers  wohl  univreifel- 
haft  die  Polymerisalioo  der  Wassermol ekülc  eine  Rolle,  was  schon  da- 
durch angCEeigt  ist,  daß  die  Kompressibilitüt  dieser  Flüssigkeit  mit  stei- 
gender Temperatur  (bis  50"  C-)  nicht  steigt  wie  bei  anderen  Flfiaeig- 
keiten,  sondern  sinkt.  Komprimiert  man  Wasser  bei  konstanter  Tem- 
peratur, wie  oben  berechnet,  so  ist  daher  anzunehmen,  diiB  ein  Teil  der 
Holckiile  in  die  weniger  Raum  beanspruchende  Modifikation  übei;gebt 
(HiO,  in  2H,0).  Dies  würde  aber  die  Folge  haben,  daß  die  Komprossi- 
bilitSt  grttSer  ausfallt,  als  es  nur  den  Zwiechearilumen  bei  unverKudsrteB 
Holekfllen  entspräche.  Die  Zwischcurfiume  und  also  auch  V  mflfiten  dem- 
nach oben  aus  der  Kompressibilität  za  groü  bereohnct  sein. 

S)  Fall  C  ergibt  dasselbe;  die  für  die  Fälle  B  und  B  hinmtretendeu 
Faktoren  »nd  aus  Abschnitt  6  ersiehllieh.     Es  ist  zu  bemerken,  daß  die 
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Das  Gültigkeitsbereich  haben  wir  bereits  zn  R^X  an- 
gegeben (159).  Die  Gleichung  könnte  demnach  z.  B.  für  freie 
Elektronen  in  flüssigen  Eklelgasen  in  Betracht  kommen  (vgl. 
Tab.  V,  oberste  Zeile  ^),  aber  auch  der  Fall  der  gewöhnlichen 
nicht  sehr  großen  elektroljtischen  Ionen  liegt  noch  innerhalb 
ihres  Bereiches,  wie  das  Folgende  zeigen  wird  (178  u.  flf.). 

Jenseits  der  Gültigkeitsgrenze  läßt  die  Gleichung  zu  kleine 
Werte  der  Wanderungsgeschwindigkeit  erwarten  (169)  und 
ebenso  also  zu  kleine  Werte  der  Partikelradieh ,  wenn  man 
diese  ans  beobachteten  Wanderungsgeschwindigkeiten  berech- 
net Man  flndet  dies  am  Beispiel  des  Wassers  bestätigt 
(Tab.  V).  Die  Bestätigung  bliebe  aus,  wenn  nicht  V>0,10 
wäre,  und  da  diese  Bedingung  für  ^  mit  der  oben  (172)  auf 
ganz  anderem  Wege  gefundenen,  ^^  >  0,13,  gut  übereinstimmt, 
sehen  wir  bei  Wasser  als  Medium  unsere  Annahme  über  die 
Gültigkeit  der  Gl.  (101)  mit  y^=iO,17  und  über  die  Grenze 
der  Gültigkeit  als  bestätigt  an. 

174,  Der  hydrodynamische  fVanderungsgeschwindigkeits- 
ausdmck  w^  [Gl.  (84)]  nimmt  bei  Flüssigkeiten  innerhalb  seines 
Gültigkeitsbereiches,  7/ >  A  (156),  die  einfache  ursprüngliche 
(Stokes-Kirchhoffsche)  Form  an  [Gl.  i8H)],  da  in  diesen  Me- 
dien bei  R>1  R^^  L  ist  (vgl.  171).  Das  Gültigkeitsbereich 
umfaßt  alle  beliebig  großen  wirbelfrei  bewegten  Partikel  bis 
herab  zu  vielleicht  6  fachem  Mediumsmoleküldurchmesser 
(Ä  =  3^).  Die  Ionen  in  wässerigen  Elektrolyten  fallen^  wie 
das  Folgende  zeigt  (178  u.  if.),  schon  eben  deutlich  außerhalb 
des  Gültigkeitsbereiclies.  Einzelheiten  bei  Überschreitung  der 
Gültigkeitsgrenze  betrachten  wir  unter  175  und  176. 

175.  Einen  Vergleich  der  gaskinetisch  und  der  hydrodyna- 
misch herechieten  Handerungsgeschwindigkeifeii  gibt  Tab.  V 
[Spalten  4  und  r»,  nach  (t1.  (101)  bzw.  (84)]  für  fVasser  als 
Medium. 


Fälle  Ä  und  C  für  Aussige  Medien  am  meisteu  in  Betracht  kommen 
(vgl.  Abschnitt  5),  da  das  Gültigkeitsbereich  der  gaskiuctischen  Gleichung 
hier  auf  kleinste  Partikel  eingeschränkt  ist  (vgl.  Abschnitt  8  und  das 
oben  Folgende;  in  Gasen  erstreckt  sich  das  Gültigkeitsbereich  der  Glei- 
chung auf  viel  größere  Partikel,  was  beispielsweise  ein  Vergleich  von 
Tab.  IV  mit  V  unmittelbar  ersichtlich  macht). 

1)  Echte  Reflexion    der  Elektronen  an  den  Atomen  vorausgesetzt. 


i 
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Tabelle  V. 

keitsD  in  WaBser  (lO"  C.)- 

l>«ti.el.^iue  H           M^e„.        ^-^TÄr^'^''*'* 

«rhält-                                 ,   '           ,f. 
r  und  i  (rund)            ,.                           ;                 !  interpol-l  iat«^l. 

'  (freie  Elektronen  in  ', 

i 

'  BQMigem  ScickBtofF 

0    :       oder  Argon)         0,00002 

bfi     10' 

0,B.                          ,,  a        0,35  ■) 

u    .w 

30     ■ 10- 

1                              ä-S         0-50«) 

u 

1,1     ,. 

3    ,-r                  -S.2-    0,60^) 

7,'J       ., 

3,2     „ 

3                             J>.S    0,80<) 

8,8       ,. 

a,o   „ 

4                             1  £  3    0.80  ■■) 

3,4       „ 

1.5     „ 

5      -i(-2r)      |J         0,95 

1,:      ,. 

3,2     „ 

1,7  .10« 

1,7  -lO- 

6                             ^^„1       ■■) 

1.2       „ 

0,95  ., 

16     „ 

».«      ., 

0,81     .. 

0,10  ., 

1,3      „ 

oai  ,. 

10      =21               11  El     1 

0,67     „ 

0,56  „ 

1,0      „ 

M*  „ 

12    1                         l-'l     1 

0,43     „ 

0.45,. 

0,8     „ 

<H60    .. 

15      =3.                -        ^     1 

0,29     „ 

0,36  „ 

0,36  „ 

0,87    . 

ao   1                         -=.   1 

0,17      ., 

0,27  „ 

30                             4  ESA     1 

O.OSS    „ 

0,18  „ 

BO     -lOi            5=3  g-S    1 

0,032    „ 

0,11  .. 

100                          -    ■S'-    1 

8.4     .10' 

3S    ■lO' 

500     =  100a                           1 

0,SÖ       „ 

lOJl    .. 

1000                                       1           ;  0,061    .,     M    - 

5000     =10001      Mikro-lLüp,    1               0.0035,,      I^  ,. 

1 

10000                        P«ükBi)     1           1  0,0009,,     ÜjoS  „ 

l 

■)  Im   OUltigkeilHbereieb    der  betreffenden   Gleichnng   Infindliotae 

Zahlen  sind  fett  gedruckt 

Die  für  die  Fartikelmassen  (Spalte  ^t,  zur  Bereohnang  von 
>o J  gemachteD  Annahmeii  sind  ana  den  Fußnoten  zur  Tabelle 
ersichtlich.  Hau  sieht  ein,  daß  die  Masse  tlberhaapt  nnr  bei 
Radien  unter  etwa   G-IO***  cm    eine   merkliche  Rolle  spielen 


1)  Entapricbt  etwa  einem  H-lon 
2) 

3)  „  „    OH-Ion 

4)  ,.  .,  „       K-Ion 

5)  ,,  „  ,.     Na-lon 

6)  Kutipricht    den    grSBtei 
gesetitea  Ionen 
Hauen  verbal  tni 


mit  1H,0. 
.,  2H,0. 
,.  SH,0. 
..  6H,0. 
,..   nH,0. 

BcliT   vielen  Atomen  i 

Hei   allen  noch  größeren  Pftrtikeln  gilt  ebetifUU  du 

vollkommen  genügender  Annlbenuig,   andi 


wenn  sie  ana  leichleet  mSglicheoi  Sloff  bestehen.  Seibit  WuMiatoff- 
gaablSschen  würden  (infolge  des  hohen  kapillaren  Drackea)  kains  Aob- 
nahine  machen.     Vgl.  das  Enlaprecheude  in  der  Note  sd  16B. 


J 
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kann,  da  für  alle  größeren  Partikel  pL  immer  sehr  nahe  1  fällt, 
gleichgültig  aus  welchen  Stoffen  sie  bestehen  mögen,  und  auch 
bei  Badien  zwischen  3  und  6-10~®cm  wtLrde  die  Masse  nur 
dann  maßgebend  werden  (/i  genügend  klein  ausfallen),  wenn 
die  Partikel  aus  den  leichtesten  Atomen  (etwa  H  oder  He] 
aufgebaut  wären  (vgl.  96  und  148).  Es  gelten  daher  die  in 
der  Tabelle  angegebenen  Wanderungsgeschwindigkeiteu  un- 
abhängig Yom  Stoffe  der  Partikel,  mit  Ausnahme  nur  bei 
Badien  unter  3  oder  6*10'^  cm,  wo  die  angegebenen  Werte  von 
ia  nur  als  individuelle  Beispielställe  (den  in  der  Tabelle  an- 
gegebenen /i-Werten  entsprechend)  anzusehen  sind.^) 

Die  jeweils  innerhalb  Gültigkeitsbereich  der  betreffenden 
Gleichung  liegenden  Werte  sind  fett  gedruckt.  Man  sieht  den 
guten  Aneinanderschluß  von  a>  und  o^^  beim  Übergang  von 
einem  zum  anderen  Gültigkeitsbereich  (Badieugegend  6  bis 
12*10'^  cm,  vgl.  dazu  176).  Bei  den  außer  Gültigkeitsbereich 
liegenden  großen  Radienwerten  fällt  (o  zu  klein  aus,  wie  es 
erwartet  wurde  (173).  Ebenso  zeigt  o;^  das  (nach  169)  zu  er- 
wartende Verhalten;  die  Werte  werden  dicht  außerhalb  des 
Gültigkeitsbereiches  zu  klein,  bei  allerkleinsten  Badien  (erste 
Zeile  der  Tabelle)  aber  zu  groß. 

176.  Über  die  Gegend  des  Überganges  von  (o  zu  w^  und  über 
die  Flüssig keitsreibung,  —  In  der  Gegend  von  etwa  A  <  Ä  <  3Ä 
sind  beide  Werte,  o)  und  co^,  nach  ihren  Gültigkeits grenzen 
als  ungenau  oder  gar  unzutreffend  zu  betrachten,  und  viel- 
leicht erstreckt  sich  diese  Gegend  der  Unsicherheit  bei  manchen 
Flüssigkeiten  auch  noch  etwas  weiter  über  li  =  A  hinaus  nach 
der  Seite  der  kleinen  Badien  hiu.^)  Es  sollten  in  dieser  Gegend 
nach  den  unter  169  für  Gase  durchgeführten  Überlegungen, 
welche  auch  bei  ilüssigen  Medien  Geltung  behalten^),  beide 
Werte,  qj^  und  (o,^,  zu  klein  sein,  und  Tab.  V  zeigt,  daß  dies 
bei  Wasser  als  Medium  auch  wirklich  zutrifft,  wenn  man  die 

1)  Die  Horizontal liuie  in  der  Tabelle  soudert  diese  Werte  ab. 

2)  Ein  Zeichen  dafür  kann  darin  gesehen  werden,  daß  die  Gleich- 
heit Ug  s  6i/i,  welche  bei  Wasser  innerhalb  des  erwarteten  Bereiches  der 
Unsicherheit  eintritt,  nämlich  nahe  bei  R  ^  'II  (vgl.  Tab.  V,  ähnlich 
auch  bei  C^Ho,  CGI«),  bei  anderen  Flüssigkeiten  (z.  B.  CS(,  G4UiuO)  auf 
Badienwerte  R<CX  fallt. 

3)  Vgl.  die  betr.  Fußnote  unter  169. 

Annaltu  dtr  Phyttik.     IV.  Folge,    ül.  47 
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ohne  nennenswert«  Unsicherheit  ausführbare  graphische  über- 
brückuDg  der  besagten  Eadiengegend  (letzte  Spalte  Tab.  V) 
aU  /.utreffend  ansieht  Ks  ist  jedoch  nicht  sicher,  ob  dasselbe 
für  alle  Flüssigkeiten  gelten  mQsse,  denn  es  findet  bei  flassigen 
Medien  bei  Darchschreitang  dieser  Radiesgegend  nicht  nur  die 
bei  den  erwähnten  Überlegungen  in  Betracht  gezogene,  ftir 
gasfSnnige  Medien  allein  maßgebende  Größenänderung  des 
GeschwindigkeitsgefäUes  statt,  sondern  auch  eine  Änderung  des 
Mechanitmui  de»  WMentandes.  Während  nämlich  bei  Gasen 
dieser  Mechanismus  dnrch  die  Betrachtung  der  Molekfll- 
zusammenstoße  in  allen  F~ä11ea  erschöpft  ist,  gleichgültig,  ob 
das  Partikel  so  klein  ist,  daß  es  die  Mediumsmolekllle  einzeln 
trifi't  (iu ),  oder  ob  ganze  Schichten  zusammenstoßender  Mole- 
küle mitwirken,  wie  es  die  Einführung  der  EeibuDgskonstante 
1/  Toraussetzt,  so  muß  bei  Flüssigkeiten  im  letzteren  Falle 
außerdem  noch  ein  andersartiges  ZuBammenwirken  der  Hole- 
klile  mit  in  Betracht  kommen.  Denn  versucht  man  die  Bei- 
bungskonstante  einer  Flüssigkeit  nach  der  für  Gase  geltenden 
Gleichung  zu  berechnen,  so  findet  man  sie  sehr  viel  za  klein.*) 
Da  das  hiermit  erkannte,  besondere,  der  FlüssigkeitBreibung 
eigentümliche  Zusammenwirken  der  Moleküle  noch  nicht  ge- 
nügend aufgeklärt  ist^,  so  ist  in  der  besagten  Radiengegeod 

l)  Überträgt  maa  die  durch  die  kinetiiche  Qaatheorie  gegebene 
Gleichung  für  die  ianere  Reibung,  r;  =  \  DWL,  dem  Sinne  ibier  Ab* 
liritung  folgend,  auf  FlüssiglieiteD,  so  tritt  un  Stelle  der  freien  WeglSoge  L 
der  Molektllsentrenabatand  Jl  auf  (gemäß  einer  am  Schlüsse  von  1B9 
darohgefttbrten  Überlegung),  wodurch  '/  =  i  DWl  wird.  Die  faiemacli 
berechnete  innere  Eeibung  von  Äther,  CS,,  C.Hg,  Waaser  ist  nur  der 
b.  bis  Ib.  Teil  der  experimentell  festgestellten.  £b  ist  mir  allerdings  be- 
kannt, daß  von  Herrn  Jäger  eine  andere  Gleichung  fllr  die  FlEUaigkeits- 
reibung,  aus  gaskinetiecher  Au^nssung  hergeleitet,  angegeben  worden 
ist,  die  suheinbar  gut  mit  der  Erfahrung  stimmt  (Wien.  Ber.  102.  S.  89S. 
1693);  ich  vermag  jedoch  die  Bicfatigkeit  der  Herleitang  nicht  n  er- 
kennen, worauf  im  einzelnen  einzugehen  hier  zu  weit  fuhren  würde.  E« 
sei  nur  bemerkt,  daß  ich  den  inneren  Druek  P  in  Flüssigkeiten  nieht 
als  rein  (molekular- ik in etiseh  ansehe,  sondern  als  xum  Teil  siaHeeh,  wu 
vielleicht  bei  einer  anderen  Gelegenheit  näher  ansgefUhrt  und  Yerwsrtet 
werden  kann.  Übrigens  zeigt  schon  die  der  Gaareibung  entgegengoMtste 
Temperaturabhangigkeit  der  Flfisaigkeitsreibimg  an,  daß  die  rein  gas- 
kinetische Erkl&rung  nicht  genügen  kann  Ivgl.  anch  177  und  IBO). 

2)  Vgl.  ttbrigeiis  177. 
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bei  flüssigen  Medien  gar  keine  andere  Vorhersage  möglich  als 
die,  daß  dort  die  wirkliche  Wanderongsgeschwindigkeit  einen 
(auch  im  Di£ferentialqaotienten)  stetigen  Übergang  von  to  zu 
(o^  bilden  müsse.  Es  wird  demnach  in  dieser  Gegend  stets  der 
zu  tiefst  liegende  der  beiden  Werte  eine  untere  Grenze  für  den 
wirklichen  Wert  der  \\'anderungsgeschwindigkeit  bilden^  während 
die  lineare  Interpolation  von  A  bis  3^  eine  obere  Grenze  er- 
geben muß,  da  sowohl  m  als  co.  als  Funktion  von  R  nach 
oben  konkav  verlaufen.  Die  so  erhaltenen  Grenzwerte  sind 
ftbr  Wasser  in  Tab.  V  angegeben  (kursiv  gedruckt].  Man  sieht, 
daß  die  zwischen  beiden  Grenzwerten  sich  bewegende  gra- 
phische I]iterpolation  (letzte  Spalte  der  Tabelle]  bei  diesem 
Medium  im  ganzen  erwarteten  Bereich  der  Unsicherheit  den 
Werten  co^  und  «^  sehr  nahe  bleibt,  während  sie  gleichzeitig 
die  Bedingung  eines  auch  im  Differentialquotienten  stetigen 
Überganges  von  co^  zu  w^  so  gut  wie  willkürfrei  erfüllt,  wo- 
nach sie  Vertrauen  erweckt,  so  daß  die  Tab.  V  bis  auf  weiteres 
zur  Entnahme  von  Radienwerten  aller  Größen  —  besonders 
auch  in  der  Gegend  des  Überganges  von  (o  zu  w^  —  aus 
beobachteten  Wanderungsgeschwindigkeiten  aufs  beste  geeignet 
erscheint^) 

177.  Kein  Einfivß  elektrischer  Felder  auf  die  inneie  Reibung 
der  Flüssigkeiten;  dieselbe  nicht  innere  Klebrigkeit,  vielleicht  aber 
innere  Rauhigkeit,  —  Wir  fanden  im  vorhergehenden  Anlaß 
anzunehmen,  daß  der  Mechanismus  der  inneren  Reibung  bei 
Flüssigkeiten  zum  Teil  ein  anderer  sei  als  bei  Gasen.  Es  er- 
scheint nicht  ausgeschlossen,  daß  in  Flüssigkeiten  durch  Wir- 
kung der  Molekularkräfte,  die  elektromagnetischer  Natur  sind, 
zeitweilige  Ketten  aus  den  Molekülen  entstehen  könnten,  und 
daß  dies  die  besondere,  große  innere  Reibung  der  Flüssigkeiten 
ergäbe.  Solche  Kettenbildung  würde  dann  aber  auch  an  kleinsten 
wandernden  Partikeln  stattfinden  können,  z.  B.  im  Wasser  an 


1)  Es  sind  für  die  Wanderungsgeschwindigkeit  die  fettgedruckten 
Zahlen  zu  benutzen.  Bei  Radienwerten  kleiner  als  etwa  3  oder  6  •  10'^  cm 
(a.  die  Horizontallinie  in  der  Tabelle)  ist  Rücksicht  auf  (a  zu  nehmen 
(vgl.  175).  Als  ein  Beispiel  der  Anwendung  der  Tabelle  in  der  anders 
nicht  lagänglichen  Gegend  des  Überganges  ist  die  Ermittlung  der 
Radien  der  langsamsten  elektrolytischen  Ionen  zu  nennen  (letzte  Zeile 
der  Tab.  VI,  vgl.  188). 

47* 
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den  WasBermuleliUle  eDthaltendeu  elektrolj'tischen  Iodbd,  und 
sie  müßte  die  gaskinetische  \\' ander imgsgesch wind igkeitsglei- 
cbuug,  welche  daa  Partikel  innerhalb  der  freien  Weglängen 
ganz  kräftelrei  auuimmt,  ungültig  machen.  Ich  habe  daher 
Ytirsucbe  angestellt,  um  über  das  Statthaben  solcher  Ketten- 
bildung,  bzw.  überhaupt  übei'  das  Mitwirken  der  Molekular- 
kräfte  bei  der  in-ieren  Reibung  der  Flüssigkeiten  Aufschluli 
zu  erhalten.  Da  die  Erscheinuugeu  der  Waseerfallelektrizit&t 
angeiieigt  baben,  dab  die  Molekularkrüfte  in  FlOsaigkeiten  min- 
destens zu  einem  Teil  rein  elektrostatischer  Natur  sind'),  so 
würde  in  den  eben  gedachten  Molekülketten  eine  elektrische 
Orientierung  der  Moleküle  anzunehmen  sein,  und  es  mtlBten 
danach  diese  Ketten  durch  elektrische  Felder  beeiofloBbar 
sein,  derart,  daH  sie  beim  VorhandenBeiu  eines  solchen  Feldes 
die  EIrstreokung  in  Kraftrichtung  des  Feldes  bevorzugen,  was 
als  eine  Yerriugerung  der  inneren  Reibung  gegen  Bewegung 
in  Kraftrichtung  bemerkbar  werden  müÜte.  Versuche,  die  eine 
BeeinSuBsaug  der  inntrreu  Reibung  tou  Flüssigkeiten  durch 
elektrische  Felder  aufsuchen  sollten,  sind  bereits  wiederholt 
angestellt  worden.  Es  wurden  jedoch  nur  gut  isoherende 
Flüssigkeiten  benutzt,  niemals  Wasser  oder  wässerige  Elektro- 
lyten, welche  wegen  der  auf  die  lunen  bezüglichen  Fragen  ein 
besonderes  Interesse  besitzen;  auch  waren  die  Resultat«  der 
bisher  veröffentlichten  Versuche  teilweise  einander  wider- 
»{irecbend.^)  Ich  habe  daher  die  folgenden  A' ersuche  ausgeführt. 
Ein  kapillares  (Blasrohr  (Länge  12,5  cm,  innerer  Durch- 
messer Ü,5()  mm)  mündete  beiderseits  in  weitere  üefdBe,  in 
welche  Flutinelektrodeu  eingeachmolzeu  waren,  und  es  konnte 
\\'aBBer  uuter  gut  wieder  herstellbaren  Druckdifferenzen  darcli 
das  Kobr  strömen.  Es  wurden  die  DurchHubzeiten  ohne  tmd 
mit  Anlegung  elektrischer  Spannung  au   die  Flatiaelektroden 

Ij  E«  folgt  diuB  aus  lieui  litiätebou  ulektrwvhtu'  Doppobchiditan 
diuhl  iDuurhalb  der  Otwrfläubeu  von  Flütuigkeileu.  Vgl.  biurüber  ,fitQ- 
lilema  komplexer  MulokUlt:'-  (Htsidelbtsi't; ,  bei  Winter,  191«),  Teil  II, 
Kap.  VI,  uud  Teil  III,  Ka|>.  Vll. 

3)  A.  Pocliettiuo  '^ilt  iKisitive  ß^sultate  mit  (Atti  d.  R.  AcouL 
a.  Liuc.  12.  II.  ü.  363.  1903);  W.  König  hut  da{;i>gca  in  bemU  Klttfroi, 
dabei  aber  ganz  einwandfrei  ui-acheiiiendeu  Verauubeu  nur  negatire  Be- 
.-'iilUte  erbkiteu  (Adu.  d.  Vhya.  'iÜ.  N.  «13.  l»ttS). 
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gemessen,  wobei  also  im  letzteren  Fall  die  Kraftlinien  des  elek- 
trischen Feldes  im  Kapillarrohr  den  dort  vorhandenen  inneren 
Reibnngsflächen  parallel  gjerichtet  waren,  was  die  Reibung  ver- 
ringern, die  Durchflußzeiten  also  verkürzen  sollte,  falls  Ketten- 
bildang  stattfände.  Das  Resultat  war  rein  negativ.  Die  rund 
200  Sekunden  betragenden  Dnrchflußzeiten  waren  bis  auf  die 
wenige  Zehntelsckunden  bctraj^ende  Versuchsunsicherheit  die 
gleichen  ohne  und  mit  Feld»  wenn  im  letzteren  Falle  das 
Mittel  für  beiderlei  Richtung  des  Feldes  genommen  wurde. 
Der  geringe  Unterschied  zwischen  beiden  Feldrichtungen  ent- 
sprach der  bekannten  Wirkung  der  elektrischen  Fortführung 
(Wasser  positiv  gegen  Glas  geladen).  Die  angelegte  Spannung 
wurde  (mittels  Hochspanmingsdynaraomaschine)  bis  zu  3000  Volt 
gesteigert,  wobei  das  elektrische  Feld  im  Wasser  bis  zu 
240  Volt/cm  betrug:  die  DurchfluBzeit,  also  auch  die  Reibungs- 
konstante zeigte  sich  nicht  um  \/^  v.  H.  ihres  Wertes  geändert. 
Ersetzung  des  Wassers  durch  einen  cjuten  Filektrolyten  (ver- 
dünnte Schwefelsäure,  spez.  Gew.  1,105),  ergab  ebenfalls  nur 
negative  Resultate.  Es  floß  dabei  ein  Strom  von  4  Weber  cm - 
durch  das  Kapillarrohr. 

Es  waren  demnach  keine  Zeichen  von  Kettenbildung  der 
Moleküle  und  also  von  unmittelbarer  Mitwirkung  der  Mole- 
kularkräfte bei  der  inneren  Reibung  von  Wasser  oder  wässe- 
rigen Elektrolyten  bemerkbar;  als  innere  Kiebrifjkeit  kann  hier 
die  Reibung  also  nicht  aufgefaßt  werden.  M  Ein  Unbrauchbar- 
werden der  gaskiiietischen  ^^'anderungsgeschwindigkeitsglelchung 


1)  Nicht  anBg<i8c)il<)Hsen  i8t  (*8.  daß  bei  FlüsiBigkeiteu  von  sehr  groBer 
innerer  Reibung  ein  Aneinandcrhaften  benachbarter  Moleküle  doch  mit- 
wirkt. Jedenfalls  muß  das  bei  Flüssigkeiten  so  sein,  die  einen  Übergang:: 
zu  den  zAbon  i duktilen)  festen  Körpern  bilden;  donn  bei  letzteren  ist  das 
Festgebaltensein  jedes  Moleküls  durch  i  ine  resultierende  Kraft  von  selten 
der  Nachbarmolckülc  nicht  zu  bezweifeln.  tMe  bei  solchen  festen  Körpern 
(z.  B.  Metallen)  beobachtete  langsame  Diffusion  zeigt  aber  an,  daß  die 
resultierende  Molekularkraft,  die  wegen  der  WÄrmebewegung  fortwähren- 
dem zeitlichen  Wechsel  unterworfen  sein  muß,  bei  diesen  Körpern  zeit- 
weilig Null  wird,  wodurch  das  betrefFende  Molekül  auf  Augenblicke  frei 
und  also  der  Diffusion  zugänglich  wird.  Der  Übergang  zur  vollkommenen 
Flüssigkeit  bestünde  dann  im  Anwachsen  der  krfiftefreien  Zeiten  bis  zu 
schließlich  danemdem  Null  wert  der  resultierenden  Molekularkraft  ini 
ganzen  Inneren  der  Flüssigkeit. 
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iDiierhalb  ihres  Gültigkeitsbereiches  ist  daher  bei  diesen  Flüssig- 
keiteD  nicht  angezeigt 

Eine  andere,  als  möglich  übrigbleibende  Auffassung  der 
KlQssigkeitsreibung  wäre  die  als  innere  Banhigheit,  nämlich  als 
gleitende  Reibung  benachbarter  MolekOlschichten  aneinander, 
wobei  diese  Schichten  wegen  der  Langsamkeit  der  Diffusion 
wie  die  molekular- rauhen  Oberflächenschichteu  sich  reihender 
fester  ESrper  wirken,  so  daß  gegen  die  die  Schichten  aafein- 
anderpressende  Kraft,  d.  i.  in  der  Flüssigkeit  gegen  deren  hoheu 
inneren  Druck  gearbeitet  wird.')  Der  Reibungskoeffizient  — 
aufgefaßt  wie  bei  der  gleitenden  Keibunj;  fester  Kßrper  — 
müßte  dabei  proportional  derKelativtreschwindigkeit  derFlOssig- 
keitsscbichten  aufgenommen  werden,  um  den  beobachteteo  6e- 
setzmäßigkeiten  der  inneren  Reibung  zu  genügen.  Solche  innere 
gleitende  Heibung  wäre  ein  Vorgang,  der  nur  bei  Reibuogs- 
dächen  von  vielmolekularer  Gr9ße  eine  Bolle  spielen  kann, 
nicht  bei  der  Wanderungsbewegung  einzelner  Partikel,  deren 
Größe  die  der  Fiüsaigkeitsmoleküle  nicht  beträchtlich  über- 
schreitet, so  '^aß  ihnen  diese  Moleküle  einzeln  ausweichen 
könneD.  Es  kommen  danach  im  letzteren  Falle  der  kleioen 
Partikel  auch  bei  dieser  Annahme  der  inneren  Rauhigkeit 
doch  nur  die  in  unserer  gaskinetischen  Gleichung  berücksich- 
sichtigten  Stoßwirkungen  in  Betracht,  wie  wir  es  angenommen 
haben,  so  daß  auch  in  dieser  Richtung  kein  Bedenken  gegen 
die  Brauchbarkeit  dieser  Gleichung  innerhnlb  ihres  GUltigkeits- 
bereiöhes  sich  zeigt. 

Elektrolylische  loueu. 

178.  Qaakinetisehe  Berethnuag  erforderlich.  —  Die  Wande- 
rungsgeschwindigkeiten der  Ionen  in  wässerigen  Elektrolyten 
sind  seit  den  Messungen  von  Kohlrausch  auch  in  absolutem 
Maße  wohlbekannt,  und  man  hat  aus  denselben  auch  bereits 
wiederholt  Durchmesser  der  Ionen  berechnet  Es  ist  dies  aber 
bisher  ausschließlich  mittels  der  hydrodynamischen  Gleichung 
geschehen  [Gl.  (83)].     Die   so   berechneten    Durchmesser  sind 

1)  Uieee  AaffaBSUng  läSt  die  Temperaturubhüngigbeit  der  FlQwig- 
kettarcibnDg  uDmittelbar  verstlndlicb  eracbeinen  -  deoD  der  ioDere  Druck  P 
tiitnmt  mit  steigender  Temperatur  ttb.  Aucli  stimmt  das  Anateigen  der 
inneren  Reibung  mit  wachBeoder  MolekulargröBe  in  homologeD  Rdheu 
mit  der  AufTasaaDg  Uberein. 
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auffallend  klein,  und  dies  hat  Anlaß  gegeben,  die  Hydratation 
der  Ionen  stark  zu  bezweifeln,  da  die  Anlagerung  selbst  nur 
einer  einzigen  Schicht  von  H^O-MoIektilen  um  das  eigentliche 
Ion  viel  größere  Durchmesser  erwarten  ließe.  ^)  Dennoch  er- 
schien und  erscheint  die  Hydratation  der  Ionen  gut  gesichert, 
erstens  durch  die  Arbeiten  von  Kohlrausch  über  die  Tempe- 
raturkoeffizienten der  Wanderungsgeschwindigkeiten  ^),  zweitens 
durch  die  Tatsache,  des  Nichtabdampfens  der  Ionen,  welche 
unverständlich  bleibt,  wenn  man  die  Ionen  nicht  als  komplexe 
Moleküle  betrachtet^),  und  drittens  außerdem  durch  besondere 
Untersuchungen  über  die  Wassermitführung  der  Ionen*),  eine 
Erscheinung,  die  als  unmittelbares  Zeichen  der  Hydratation 
aufgefaßt  werden  kann.  Es  müssen  also  die  wie  angegeben 
gefundenen,  sehr  kleinen  lonenradien  entweder  einer  Berichti- 
gung bedürfen,  oder  sie  müssen  mit  dem  Wassergehalt  vereinbar 
gefunden  werden. 

Ich  habe,  um  hierzu  Aufklärung  zu  erhalten,  die  im 
folgenden  zu  erörternde  neue  Berechnung  der  Radien  der 
Ionen  und  zugleich  eine  Berechnung  der  Wassermolekülzahlen 
derselben  durchgeführt  unter  Anwendung  der  Ergebnisse  der 
vorhergehenden  Abschnitte. 

Zunächst  zeigte  sich  eben  aus  der  erwähnten  geringen 
(Jrröße  der  hydrodynamisch  berechneten  lonenradien^  daß  die- 
selben bereits  außerhalb  der  durch  unsere  Überlegungen  an- 
gezeigten Gültigkeitsgrenze  der  hydrodynamischen  Gleichung 
fallen,  so  daß  gar  nicht  diese,  sondern  vielmehr  die  gaskine- 
tische Gleichung  zu  benutzen  ist,  deren  Gültigkeitsbereich  in 
der  Tat,  wie  die  Endresultate  zeigen,  gerade  für  die  kleineren, 
gewöhnlichen  elektrolytischen  Ionen  gut  paßt.  Ferner  gibt  die 
gaskinetische  Gleichung   auch   zugleich    ein    Mittel,    über   die 

1)  Vgl.  hierüber  besoDders  die  eingehendeu  Berechnuugeu  uud 
Überlegungen  von  R.  Lorenz,  Zeitschr.  f.  phys.  Ch.  73.  S.  252.  1910- 
R.  Lorenz  u.  J.  Posen,  Zeitschr.  f.  anorg.  Ch.  94.  S.  265.  1916;  R.  Lo- 
renz, ebenda  105.  8.  175.  1919. 

2)  F.  Kohlrausch,  Berl.  Akad.  1902,  S.  572.  Es  ist  dies  auch  die- 
jenige Untersuchung,  in  welcher  zum  ersten  Male  ein  eingehend  begrün- 
deter Nachweis  der  Hydratation  der  Ionen  erbracht  wird. 

3)  Siehe  ,, Probleme  komplexer  Moleküle",  Teil  I  (Heidelberg,  bei 
Winter,  1914). 

4)  Waschburn,  Starks  Jahrbuch  6.  S.  69.  1909. 
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Masse  und  damit  über  den  Wassergehalt  der  lonea  Aafschlaä 
zu  erhalteu,  wenn  man  weitere  geeignete  Anhaltspankte  zu 
Hilfe  nimmt.  Ala  einen  solchen  Anhaltspnnkt  habe  ich  die 
von  Herrn  ^^'aschburn  in  seiner  erwähnten  Arbeit  itlr  einige 
Ionen  ermittelten  UelatiTzahlen  der  mit  ihnen  verbandenen 
WassermolekUle  benutzt'),  deren  Kenntnis  eine  EinschräakDDg 
dei'  Möglichkeiten  fUr  die  noch  unbekannten  Absolntzahlen  er- 
gilit.  Außerdem  liahe  ich  einen  leicht  7.\k  begründenden  liüft- 
mti  zugezogen,  der  heeagt.  daß  bei  nicht  zu  kleiner  Zahl  der 
in  einem  Ion  enthaltenen  Wassermoleküle  das  vom  Ion  ein- 
genommene Volum  kleiner  sein  muB  als  dasjenige  Yolom. 
welches  die  gleiche  Zahl  von  Wassermolekülen  bei  gleicher 
Temperatur  im  reinen  Wasser  einnimmt,  aber  »größer  als  das 
den  Wassermolekülen  selbst,  ohue  alle  Zwischenräume  eigene 
Volum.  Die  Beplinduni^  dieses  Hilfssatzes  ergibt  sich  aoa  der 
Überlfgung,  daß  die  in  den  Ionen  enthaltenen  WassermolekOle 
durch  Kräfte  mit  dem  louenkern  verbunden  sein  und  daher 
geringere  gegenseitige  Abstände  aufweisen  müssen,  als  tVei 
ohne  solche  bindende  Kräfte  bewegliche  WassermoleklUe*},  d&B 
aber  doch  das  Kigenvolum  der  Wassermolektlle  im  Ion  er- 
halten bleiben  muß.  da  zwar  Kräfte  zwischen  dem  Kern  und 
den  WassermolekHlen  bestehen,  welche  etwa  eine  Ineinander- 
lagerung  dieser  beiden  bewirken  könnten,  nicht  aber  Kräfte 
/.wischen  den  vom  Kern  gebundenen  WasäermoIekUlen  nnter- 
ciuander.  Die  ßetichrünkung  des  Satzes  auf  Ionen  mit  nicht 
zu  geringer  Waseeruioleliulzahl  ist  ertorderiich.  weil  er  den 
Beitrag  des  Kfrus  zum  Gesamtvolum  des  Ions,  der  je  nach 
der  Natur  des  Kerns  individuell  sein  muß^,  vernachlässigt,  was 
jedenfalls  um  so  genauer  erhiubt  ist,  je  mehr  WiissermolektUe 
das  Ion  umfaßt. 

1)  Waschburn,  ;»-  a,  U..  Tub.  XX.  S.  H'S. 

'i)  Das  etwaige  Uudi'uken,  ilntj  dlurr  milt-iiniuüer  v<;rbuiidei>ft  Waaaer- 
uiolekQle,  wie  iia  Eis,  uuL-h  ciiiea  (;r6ßert:u  itauiii  ciuuelimeu  kSnoen  ale 
tiUuig  verbunduue,  \ei  iiicbt  vl>u  Uelaiig:  d^'uu  diu  Zulaasuug  «iner  Ab- 
Biaudsvt'rgröBL-rung  dur  Wadsecmulcküle  der  louen  vou  so  geringem  Be- 
tra^to,  wiu  aiu  im  Eise  vorkuinuit,  stati  der  Bu^uommeueu  AbiUuids- 
verriugeruug,  dem  dUviigcu  Walser  (;i'|,'eiillbiT,  »-Orde  unaara  BMvlUte 
über  die  loiieu  gar  uitbt  wcaeutiieb  üuduru. 

3)  DioMr  VDiaDibcitrac  de*  Ki'rni-^  kauu.  iinsoien  Eudretultateo 
iiKvb.  positiv  oder  abur  auvh  nogatii  »ein:  IciKtewa  entspricht  eiaer  bi- 
i'iiiand<.'rUgeruug. 
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179.  Ich  habe  die  Rechnung  zunächst  für  die  fünf  von 
Herrn  Waschburn  untersuchten  Ionen  Cl,  H,  K,  Na,  Li  durch- 
geführt Der  Verlauf  der  Rechnung  ist  der,  daß  man  zunächst 
willkürliche,  aber  nach  Herrn  Waschburns  Messungen  zu- 
sammengehörige Wassermolekülzahlen  n  für  die  fünf  Ionen  an- 
nimmt (z.  B.:  0;  0,28;  1,3;  2,0;  4,7  oder  9;  2;  10,5;  16,G; 
25,3  oder  20;  5;  21,7;  34,2;  50,5M  und  mit  diesen  dieW 
gehörigen  ju  und  damit  nach  61.  (101)  die  fünf  lonenradien  R 
berechnet.  Die  graphische  Auftragung  dieser  Radien  als 
Funktion  der  n  ergibt  für  jede  zusammengehörige  Wertgruppe 
(1er  n  eine  Kuive  (Vgl.  Fig.  3],  und  es  sind  nach  dem  Hilfs- 
satz (178)  alle  Wertgruppen  von  n  als  der  Wirklichkeit  nicht 
entsprechend  ausgeschlossen,  welche  Kurven  ergeben,  die  in 
ihrem  über  w  =  10-)  hinausgehenden  Verlauf  nicht  zwischen 
die  beiden  Kurven  Ä  und  ß  fallen,  deren  eine  {A)  dem  Volum 
von  n  H^O-Molekülen  im  flüssigen  Wasser  und  deren  andere 
{B)  dem  zwischenraumlosen  Eigenvolum  der  n  H^O-Moleküle 
entspricht.^) 

In  dieser  Weise  ergibt  sich  sofort  das  Resultat,  daß 
Wassermolekülzahlen  sowohl  unterhalb,  als  auch  oberhalb  eng 
zusammenliegender  Grenzen  ausgeschlossen   sind.*)     Die  Enge 

1)  Diese  Beiepiele  umfussen  sowohl  die  Mindebt-  als  auch  die 
Höchstwerte  der  Wassermolekülzahleu ,  welche  nach  Herrn  VSTasch- 
burns  Messungen  möglich  wären. 

2)  Diese  Wassennolekülzahl  dürfte  bei  den  aus  nur  wenigen  Atomen 
—  meist  nur  einem  einzigen  —  bestehenden  lonenkernen,  die  wir  jetzt 
und  im  folgenden  betrachten,  ausreichend  sein,  um  das  £igenvolum  des 
Atoms  so  weit  zurücktreten  zu  lassen,  daß  der  Hilfssatz  anwendbar  wird. 

H)  Die  Gleichung  von  A  ist  demnach: 

3  _  3    _ 

H  ^  \'-6n'Y^'\,l'\{)--^,iA  -  1,94.10-«  iV 

(lö'U'lO--*  g  das  absol.  Gew.  von  U,0)  und  die  Ordinateu  von  B  sind 
3 

das  y\ — ^/'fache  hiervon  {}F  =^  0,17,  siehe  172;  die  in  V'' vorhandene  Un- 
sicherheit hat  hier  keinen  wesentlichen  Einfluß). 

4)  Bereits  Herr  Waschburn  konnte  aus  seinen  Versuchen  (a.  a.  Oj 
Grenzen  für  die  möglichen  Wassermulekülzahlen  der  von  ihm  unter- 
suchten fiinf  Ionen  herleiten;  dieselben  sind  jedoch  sehr  weit;  so  bleiben 
z.  B.  fdr  das  Cl-Ion  alle  n  von  0—20  möglich  (vgl.  die  oben  bereits  an- 
gegebenen Zahlenbeispicle  und  die  zugehörige  Fußnote).  Unsere  Werte 
für  die  Wassermolekülzahleu  liegen  übrigens  in  der  von  Herrn  Wasch- 
burn nach  gewissen  Überlegungen  (a.  a.  0.,  S.  104)  für  wahrscheinlichst 
gehaltenen   Gegend.     Das  spezielle  Resultat,   daß   das  gänxliche  FehUfi 
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der  Qrenzen,  welche  aus  dem  dichten  Zusammenliagen  der 
Karren  A  nnd  B  ersichtlich  ist,  erlaubt  es,  aaf  ein  oder  zwei 
Zablenstellen  abgerundete  WsssermolekUlzahlen  n  anzugeben; 
diese  sind  zusammen  mit  den  Radienwerten  R  in  Tab.  VI  eio- 
eingetragen  (Spalte  4  und  5).')  Ee  ist  dabei  y—0,17  zu- 
grunde gelegt:  die  lonenbeweglichkeiten  l  für  18"  C.  (Spalte  2) 
sind  den  Beobachtungen  von  Eohlrausch  eDtnommen*],  nod 
ea  ist,  ebenfalls  nach  Kohlrausch,  /i)/A'=  0,0635-10^  /  ge- 
setzt (8.  Spalte).') 

180.  Bestätigung  der  Annahmen  über  den  Molektäarmecha- 
iiismut  der  Fliitsigkeilen.  —  Sehr  bemerkenswert  ist  es,  daß  — 
wie  es  Eurre  C  iu  Kig,  '^  zeigt  —  jede  in  der  soeben  ange- 
üebeneu  Berechnnngsweise  sich  ergebende  Kurve,   deren  Ober 

roH  ll'asHrgekail  \n  ^^  üi  iitisgesehlosseii  isl,  ergibt  eich,  nieh  Gl.  (101) 
auch  ohne  Zuhilfenahme  von  Herrn  Wascbbarns  Heaanngen  nnd  ohne 
uDBeren  HitfosatE.  Nimmt  mau  nämlich  probeweise  fSr  all«  Ionen  «•  »  0 
>D,  BO  ergibt  Gl-  (ICH  lonenradien,  welche  enm  Teil  in  starkem  Wider- 
epmch  mit  den  bekannten  Kadieu  der  den  lonkem  bildenden  Atome 
stehen.  Mau  erhält  i.  B.  ftir  den  Radius  des  wasserfreien  fi-Iom 
3.&-10~''cm,  t'dr  den  des  Na-IoD^  -1,4 -10'^  ein,  während  der  Radius  des 
vollst  und  igen  {zweiatomigen  und  eines  Vnlenielektrons  nicht  berftubtttn), 
Hf-Molekais  nur  1,0-10— 'am.  di'r  des  Na-Atoms  iu  festem  Metall  (wo 
ihm  meist,  wiü  als  Ion.  ein  E]ektri>n  felih>  nur  2,l-10~'cm  imd  selbst 
der  des  groüen  Cs-Atom^  nur  2.A  >  10  cm  ist.  Dabei  ist  mit  dem  klninsten 
noch  iils  möglich  get'undeneu  Werte  von  V  =  0,1  und  mit  H^Oi-Hole- 
kiilen  in  Sflssigem  Wasecr  (;crechnct.  H,0-Molektlld  ergeben  die  beiden 
Radien  zu  :.M  bzw,  3,310  cm,  sIsk  mit  demselben  Widenpmcbe,  nnd 
grüßere  Werte  von  V'  wilrdeu  die  Radien  und  damit  die  WidersprOcbe 
nur  noch  vergröBern.  Man  kommt  also  allein  nur  durch  Anwendung  der 
filr  den  Fall  passenduu  Wauderuugsgcschwiudigkeitsformel  GL  (lOlJ  mm 
Kesoltat.  daS  die  gewühnlichen  elcklroly tischen  Ionen  iresenUi^  tnthr 
Matae  haben  ah  d^r  tVa^erfreikeil  eiihprarhe:  »le  würden  ohne  Wuaer- 
lalagernDg  wesentlich  schneller  wandern  müssen.  aU  sto  es  wirklich  tun. 
Nur  aar  Ermittlung  der  GrtiBc  der  Massenzulagerung,  welche  wir  als 
WassermolekQliahl  deuten,  bedurfte  es  der  HiuEunahme  jener  oben  be- 
nntiten  weiteren  Keimtuisse. 

\:  Diese,  auf  die  hiev  ziinächsi  betrachteten  fünf  Ionen  beiOglichen 
Xitliltfu  sind  in  der  Tab.  ^'l  fett  gedruckt.  Die  uoch  verbleibende  Un- 
sicherheit der  Ennitteluugswi'ise  beträgt  überall  einige  Einheiten  der 
iweiteo  Zahlenstelle:  vgl.  die  eben  folgenden  Zahlen beispiele. 

31  Nach  der  Zusammon^lollnog  in  Landoli  u.  BOrnsteing  Ta^ 
bellen  tl9läi,  S.  11^4. 

«■  Sonstige  Zahlendaien  siehe  in  der  betrcft'euden  Note  m  lÄl. 
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n  =  10  gelegene  Punkte')  die  nach  untrem  Hilfssatz  verlaEgte 
Höhenlage  haben,  ho  daß  sie  zwischen  die  EurTen  A  und  B 
fallen,  gleichzeitig  dort  auch  solche  Neigang  zur  Abszissen- 
achse  aufweist,  daß  iie  ohne  sprungweise  NeitrangaäDderung  in 


dem  Zwischenraum  vou  A  und  B  nach  größeren  Werten  von  r 
bin  extrapoliert  werden  kann,  wie  es  sein  muß,  wenn  diese 
Kurve  einen  mit  unserem  Hilfssatz  verträglichen  Zusammen- 
hau(!  zwischen  H  und  n  darstellen  soll.')    Da  dieses  Resultat 


li  Die  iii  der  FiK'iv  überall  eingetrsgeDen  Punkte  entsprechen  bei 
jeder  Kurve  der  Heihe  noch  vom  Nullpunkt  aua  den  Ionen  li,  Cl,  K, 
Nft,  Li,  wie  für  Kurve  ('  auch  besondera  angegeben.  Für  eine  der 
Kurven  (V^  O.-l.  »„  »  '>)  liegt  Li  außer  Zeichenfeld.  Die  Punkte  für 
Cl  und  E  liegen  siets  nahe  beiaumm^n:  die  Kurven  aind  jedeamni  mitten 
zwiachen  ihnen  durchgezogen. 

2)  Kurve  C  leigt  die  E^ilrapolatioii  über  w  =  18,5  (Wert  für  Li) 
hinaus  bii*  zu  ii  =  &1.  Man  vergleiche  damit  die  anderen,  dünner  ge- 
leichiieten  Kurven,  welche  zeigen,  daß  abweichende  Werte  von  V, 
sowie  der  h  {von  letzteren  ist  in  der  Figur  bei  jeder  Kurve  der  Wert  n^ 
filr  das  WasäeratolFiou  angegeben,  die  anderen  aind  aus  den  Ligen  der 
Punkte  ersichtlich)  mit  unserem  Hilfsaatz  ganz  unvertrfiglich  wären.  Ea 
sind  im  ganzen  46  l\urven  berechnet  worden;  die  Figur  atellt  nur  6  dk- 
von  dar,  um  iiivlit 


724  R  Unard. 

in  unseren  Annahmen  nicht  enthalt«»  ist,  kann  es  als  gute 
Bestätigung  eben  dieser  AnDahmen  angesehen  werden,  die  zwar 
au  sich  keineswegs  unbegründet,  aber  doch  zum  Teil  nea  und 
also  der  Bestätiguog  bedürftig  sind.  Es  seien  als  hiermit  be- 
stätigt besonders  liervorgeboben :  Die  Anwendbarkeit  der  gas- 
kinetischen öl.  (lOl)  auf  flüssige  Medien  und  der  aus  der  Kom- 
pressibilität in  der  angegebenen  Weise  berechnete  Wert: 

'p=(«-/,l/ü  =  0,17 
l'ür  Wasser  von  Zimmertemperatur,  au»  welchem  auch  die  anter 
]72  angegebene  freie  U'eglänge  der  W'assermolekUle  folgt, 
schließlich  hierdurch  auch  der  Wert  des  inneren  Druckes  fDr 
tlüssiges  Wasser,  P=SOOO  Atm.  Wählte  man  zur  Berech- 
nung von  Ä  andere  Werte  von  W  innerhalb  oder  auch  auBer- 
halb  des  unter  Wi  angegebenen,  durch  die  unsichere  Kenntnis 
von  P  bedingten  Spielraumes,  su  gelangt  man  entweder  zu 
W'ertgruppeu  von  «  und  R,  welche  dem  in  Tab.  VI  verzeich- 
neten und  also  der  Kurve  C  nahe  liegen,  üder  aber  man  erhält 
Kurven,  deren  Lauf  nicht  den  oben  hervorgehobenen  Bsdin- 
gungen  entspricht  und  also  die  benutzte  Wahl  von  V^  aus- 
schließt. Zu  ersterein  Fall  sei  hervorgeheben,  daß  man  mit 
»/'=  0,'iO  die  folgenden  Werte  für  die  fünf  Ionen  H,  Gl,  K, 
Na,  Li  erhält:  «=  1,»;  S;  ^5;  15;  --'3;  /;  =  1,0;  3,5;  3,5; 
4,6;  ö,4'10~^  cm,  welche  von  den  in  Tab.  VI  angegebenen  für 
W  =y),\l  geltenden  nicht  sehr  verschieden  sind  und  eine  Kurvet 
liefern,  die  im  Maßstabe  der  b^g.  3  von  C  sich  schlecht  unter- 
scheiden würde.']  Zum  anderen  Fall  sei  auf  die  in  Fig.  3  ein- 
getragenen Kurvenbeispielü  ^erwiesen,  welche  eine  charakte- 
ristische Auswahl  unter  den  uut«rsuchten  Fällen  bieten.  Da 
diese  Fälle  von  H'  =  0,05  bis  V  =  0,4  reichen,  so  sieht  man, 
daß  das  vorher  i^lT'J)  auf  gaua  anderer  Grundlage  erhaltene 
Resultat  0,13  <  '^<0,21  sich  hier  bestätigt,  insofern  Werte 
von  W,  die  wesentlich  unter  0,1  oder  wesentlich  über  0,^ 
liegen,  durch  den  Lauf  der  resultierenden  Kuiiven  ausgeschlosseu 
erscheinen.^) 

1)  Die  Abweicbuugeu  der  obeu  angugeb^neii  n  niid  H  von  den  iu 
der  Tab.  VI  verzeichneteu  zeigcD  gleichzeitig  auuli  die  Genftulgkeitagreiue 
niuerea  KriDJItlungsverrahrenB ;  es  erscheiaeii  beide  Wertegnippen  &at 
gleich  gut  möglich. 

2)  V  =  0,05  uad  0,1  gebeu  auBerordeutlicIi  kleioo ,  bei  nicht  Mbr 
kleinen  n  BOgkr  negative  Kadienwerte  ftir  //. 
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Tabell( 

bVI.     1 

oneu  in 

wässerigen  Elektrolyt< 

3n. 

1 

,Bcwegl. 

w 

H,0- 

Radius 

Andere  Radienwerte 

Ion 

K 

cm  'sec. 

Mol.zahl 

i   *  • 

zum  Vergleich. 

*I8 

1 

%^  KA4       ^f  ^^  ^^  ■ 

(lyn. 

n 

ilO"*cm 



10~*  cm 

i 

H 

315 

120,0.10* 

h^ 

0,9 

'  H.-Mol.  1,0«) 

OH 
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11,0 

(2,5) 

1,4 

H,0  1,7  »j,  HA  2,4«), 
|0,  1,4«) 

Li 

33,4 

2,12 

19 

5,0 

Li- Atom  1,4.  Li,0   2,3] 

Na 

1     43,5 

2,76 

12 

4,3 

1  Na-    „     1,8 

Na,0  2,9 

*) 

K 

;     64,6 

4,10 

7 

3,1 

K-      ,,     2,2 

K,0    2,6 

Rb 

;     67,5 

4,28 

(6) 

2,9 

'Rb-    „     2,4 

im  fest.  MeUll'i 

Cs 

.     68 

4,H3 

(6) 

2,8 

Cs-     „     2,5 

Sr 

51 

3,2 

10 

3,7 

'Sr-      „     2,0 

Ott 

46 

O  Q 

11 

3,9 

iCa-    „     1,2  > 

Fl 

4C,6 

2,96 

11 

8,9 

Cl 

65,5 

4,15 

6 

3,2 

CHCla-Mol.  2,2*) 

Br 

67,0 

4,25 

6 

3,0 

J 

66,5 

4,23 

6 

2,9 

NO, 

61,7 

,      3,91 

7 

3,2 

'N--M0I.  1,5-) 
'  CO,-Mol.  1,6«) 

CO, 

'    (70) 

!     (4,4) 

(6) 

(2,9) 

Lfangsamsl 
Ionen  *) 

■^'     20 

i     1,3 

etwa  85 

6,0 

1 

Will  man  die  Tragweite  der  erhaltenen  Bestätigung  möglichst  ge- 
ring bewerten,  so  könnte  man  sagen,  daß  nur  V^/  W  als  numerischer,  auf 
die  Eigenschaften  des  Wassers  bezüglicher  Gesamtfaktor  in  Gl.  (101)  be- 
stätigt ist,  während  vitUleicht  V^  und  W  selbst  andere  Werte  als  die  an- 
genommenen haben  könnten;  doch  ist  für  diese  Einschränkung  bisher 
kein  AnlaB  ersichtlich  geword<M],  sondern  man  darf  annehmen,  daß  auch 
der  gaskinetisch  eingesetzte  Wert  der  mittleren  Molekulargesehwindig- 
keit  IV  bestätigt  ist  (siehe  darüber  die  weiter  folgende  Note).  Letzteres 
bedeutet  auch  eine  Bestätigung  der  bereits  oben  geäußerten  Auffassung 
vom  inneren  Druck  P  als  xum  Teil  statisch  (vgl.  die  betrefiFende  Note 
zu  176),  da  die  dynamische  Druckfurmcl  P  ^  \D  W-  wesentlich  über- 
gaskinetische  Werte  für  W  ergäbe.  Daß  nicht  gleichzeitig  P  vAn  dyna- 
misch und  W  gHstheoretisch  sein  kann,  geht  übrigens  auch  unmittelbar 
aus  der  Nichtgültigkeit  des  Avogad  roschen  Satzes  für  Flüssigkeiten  herror. 
1)  Unter  den  über  300  Ionen,  welche  von  G.  B redig  (Zeitschr. 
phya.  Ch.  13.  S.  191.  1894)  und  R.  Lorenz  (a.  a.  0.)  behandelt  werden, 
iinden  sich  nur  sehr  wenige,  deren  Beweglichkeit  unter  20  geht  (stets 
bezogen  auf  eine  Valenz).  Zu  den  langsamsten  Ionen  gehören  P^Oj  (/  = 
19,8),  eine  Anzahl  organischer,  sehr  vielatomiger  Ionen  (50—88  Atome, 
=  22  bis  18)  und  AI  (/  =  15).  Letzteres  etwas  unsicher  beobachtete  Ion 
ergibt  (nach  Tab.  V)  R  =  7,4- 10~*  cm,  wozu  (nach  Kurve  C,  Fig.  8)  n  »  60 
gehört.  Bei  vielatomigen  Ionen  würden  die  nach  unserer  Kurve  C,  Fig.  3 
ermittelten  Wassermolekülzahlen  als  obere  Grenzen  zu  betrachten  sein 
(entsprechend  dein  Sinne  des  Ililfssatzes,  178). —  2)  Aus  der  inneren  Reibung 
des  Gases.  —  3)  V«l.  „FVobl.  kompl.  Mol."  IL  S.  6.  —  4)  Vgl.  Heidelb. 
Akad.  1914.  A  17.  S.  41. 
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181.  Einer  beBondeirn  Erörterung  bedarf  noch  die  fiU- 
die  bisher  behandelt«  Bei-echnuog  getroffene  \^'ahl  der  Orefie 
des  MediumsmolekiiU;  es  wurde  H^O,  als  mittleres  UolekiÜ  des 
HUasigen  Wassers  von  20**  C.  augenommen.  Diese  Ann^me 
starker  Polymerisation  der  Moleküle  des  Wassers  bei  Zimmer- 
temperatur ist  durch  seine  thermischea  Eigenschaften  piohe 
Verdampfungswäi'me,  Dichtemaximum ')],  sowie  auch  durch  be- 
sondere Nachweise  [Obertiächenenergie^}],  zeitliche  Änderung 
der  Oberfläehenspannuuf^^)  gut  begründet.  Jedoch  ist  der  ge- 
naue Bruchteil  der  in  geringer  Menge  jedenfalls  vorhandenen, 
nicht  polymerisierten  Moleküle  (IfjO)  nicht  bekannt,  und  wena 
diese  Moleküle  unsere  Rechnun;{sresultate,  die  in  der  Tat  durch 
H,  0^  und  r  in  31.  (101)  von  der  Molekulargröße  des  Mediums 
abhängen*),  wesentlich  beeiuüussen  würdeu,  so  wären  für  jetzt 
alle  Schlüsse  vereitelt.  Dies  ist  jedoch  nicht  der  Fall.  Man 
überzeugt  sich  durch  Durchführung  der  Rechnung  unter  der 
Annahme  von  H,0-Molekülen,  daß  man  sehr  nahe  dieselben 
Kurven  aud  Zalilenresultate  erhält  wie  unter  der  Annahme  von 

I)  Die  Lage  den  DicbUniaiimunii!  buim  ErstarruDgsp unkte  und  die 
bei  der  Erstarrung  eiutteteDde  beHOndeie  VoIuuizuDahme  lasseo  umehineii, 
daß  die  dem  Eiae  zuzusi;  li  reib  enden  Moleküle  Ufi^  itn  Wasser  von  Zimmer- 
temperatur  nur  in  geringer  Zahl  vcirhaiiden  sind. 

2}  Unteraucbungeu  von  EütvüB, 

S)  Measuiigbu  von  Herrn  Hiaa,  weleht:  aiiuehmen  lassen,  daB  ein 
sehr  Überwiegender  Teil  der  WaasermolekQle  polymeriaiert,  ein  geringrxer 
Teil  aber  aii^bl  polymeriaiert  ift.  Vgl.  „Probl.  kompl.  Mol."  1914,  Teil  II. 
Ü.  21.  S2. 

i)  ZahlcHii-eHe  für  WataermokkiiU.  Es  ist  fiir  H,0,: 
^-  i:i8(«  +  2)  +  J]/36 
W  =  Qewiubt  des  loncDkems  mit  H  =  V),  W=  «laoo  cm/sec  (18*  C. 
gaskineliacb  berechnet  (vgl  die  betreffende  Note  zu  180),  r  ~2,40-lQ~*cm 
(vgl.  „Probt,  kompl.  Mol."  II,  Note  S.  6.  Der  hier  augenommeaa  Wert 
berilekaichtigt  bereite  naeli  MuHgabe  vod  */'  die  ZwischeDrSume  der  Mole- 
küle und  ist  obne  diese  gerechnet;  der  wie  a.a.O.  mit  Kwisobenranm 
gerechnete  Wert  wäre,  genauer  als  dort,  2,14>10~' cm).  Für  H,0  ist 
II  -  [18(H  +  1)  +  A]llü,  W  =  57500  cm/seu  (18«  C,  gaakinetiseh),  r  = 
1,74. 10'"  cm  (Vgl.  „Probl.  kompl.  Mol."  III,  Note  S.  4».  Der  Wert  gilt 
für  Dampf  von  100*;  für  Zimiuettemp.  wUrdu  er  ein  wenig  grOBer  m 
aeUeu  sein,  dagegen  unter  dem  hoben  Druck  des  SiUsIgon  WuBon 
wieder  etwas  kleiuer.  Beide  Korrektionen  Bind  nicht  genau  Muführbar, 
heben  sieb  inm  Teil  aber  gegenseitig  auf;  es  ist  daher  der  angegebea« 
Wert  anverlodert  benutat  worden). 
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H^Og-Molekülen.^)  Es  würden  daher  die  in  Tab.  VI  ange- 
gebenen, für  H^Og  berechneten  Zahlen  auch  dann  nicht  über 
ihre  Genauigkeitsgrenze  hinaus  verändert  werden,  wenn  man 
einen  sehr  starken  Bruchteil  nicht  polymerisierter  Moleküle  im 
Wasser  von  20®  annehmen  wollte. 

182.  An  die  in  Tab.  VI  zusammengestellten  Resultate, 
zunächst  für  die  fünf  in  der  erläuterten  Weise  berechneten 
Ionen  H,  Cl,  K,  Na,  Li  [in  der  Tabelle  fett  gedruckt^],  knüpfen 
sich  folgende  Bemerkungen  und  Schlüsse  ^a — f): 

ai  Die  Radien  werte  liegen  sämtlich  noch  innerhalb  des 
Gültigkeitsbereiches  der  gaskinetischen,  aber  außerhalb  des  der 
hydrodynamischen  Gleichung,  da  der  Molekülabstand  A  (= 2r  +  7>) 
für  Wasser  (H^Og)  rund  5.10""^  cm  ist;  es  war  also  berechtigt, 
erstere  Gleichung  zugrunde  zu  legen,  wie  es  geschehen  ist. 

188.  b)  Ineinanderlagerung,  —  Der  Radius  des  H-Ions 
ist  auffallend  klein;  er  ist  nur  ungefähr  so  groß  wie  der  des 
Hg-Moleküls,  obgleich  sogar  mindestens  ein  ganzes  H^O-Molekül 
in  diesem  kleinsten  Ion  enthalten  anzunehmen  ist  (n  =  1,4,  vgl. 
Spalte  4  der  Tabelle),  und  obgleich  dieses  HgO-Molekül  schon 
für  sich  allein  einen  wesentlich  größeren  Radius  hat  als  das 
Ion  (vgl.  letzte  Spalte  der  Tabelle). 

Unser  Resultat  zeigt  damit  hier  eine  Ineinander\di%QTVLUg 
von  lonenkern  und  HgO-Molekül  unter  beträchtlicher  Zusammen- 
ziehung des  Ganzen  an.  Auch  für  das  K-Ion  finden  wir  einen 
wesentlich  kleineren  Radius  als  unvermindertem  Eigenvolum 
des  Wassergehaltes  entspräche,  was  unmittelbar  aus  der  tiefen 
Lage  des  betreffenden  Punktes  in  der  Kurve  (7,  Fig.  3,  ersicht- 
lich ist.  ^)  Man  muß  daher  auch  hier  annehmen,  daß  lonen- 
kern und  Wassermoleküle  nicht  aneinander,  sondern  vielmehr  — 
mindestens  teilweise  —  ineinander  gelagert  sind.  Nur  bei  den 
wasserreicheren  Ionen  fanden  wir  das  Volum  ungefähr  propor- 

Ij  Die  Unterschiede  der  in  voriger  Note  angegebenen  Daten  heben 
sich  im  Endresultat  zum  Tt'il  gegenseitig  auf.  Es  ergibt  sich  für  die 
Ionen  H,  Cl,  K,  Na,  Li  mit  ^P  =  0,17  n  =  1,  4,  5,  8,  U;  Ä  -  0,8,  2,8, 
2,8,  8,6,  ijS-lO-^'cm,  und  mit  ^^  =  0,20  n  =  1,8,  6,  7,  11,  17;  R  =  0,9, 
3,1,  3,1,  4,0,  4,8.10— *  cm. 

2)  Über  die  anderen  Ionen  siehe  188. 

3)  Cl  liegt  wesentlich  höher,  zeigt  also  keine  so  deutlichen  Zeichen 
der  Einlagerung  als  K. 
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tional  dem  Waasergehalt  (vgl.  die  Diskussion  Qber  den  Verlauf 
der  Kurven  in  180,  welche  den  Hilfäsatz  zu  17ä  best&tigts],  ao 
daß  die  Raumbeausprucliung  der  im  Ion  enthaltenen  Waaser- 
molekUte  unget^lirunTermiodert  zurOeltuug  kommt.  Diese  Banm- 
erfUllung  ist  ea,  velchü  z.  B.  das  Li-Ion  trotz  der  Kleinheit 
des  Li-Atoma  zu  einem  der  größten  und  laiigaamat  wandernden 
Ionen  macht  In  diesem  Falle  ist  die  Baumbeansprachong 
der  Wassermoleküle  im  Ion  ao  groß,  daß  von  der  vielleicht 
auch  hier  vorhaodeiien  Eiulagerung  nichts  merklich  wird,  son* 
dem  vielmehr  hier  die  Anlagerung  in  den  Vordergrnnd  tritt 
Ein  regelmäßiges,  durch  die  Kurve  C  in  Fig.  3  dargestelltes 
Anwachsen  der  lonenradien  mit  steigendem  Wassergehalt  be- 
steht  bei  allen  5  Ionen,  nur  ist  die  Volumbeaaspmchung  der 
Wassermoleküle  im  Ion  um  so  geringer  —  die  Einlagerung 
also  um  so  merklicher  ge^renilbcr  der  Anlagerung  — ,  je  kleiner 
ihre  Anzahl  ist.')  Es  köijuen  also  stets  nur  wenige  H,0-&Iole- 
küle  mit  dem  Ion  eingelagert  sein;  der  Best  ist  ohne  wesent- 
liche Volnmvermiudeiuug  angelagert  anzunehmen. 

Ineinanderlageruui^en  von  Atomen  oder  Molekülen,  wie 
wir  sie  in  dieser  Weise  bei  den  Ionen  landen,  ao  daß  das 
Ganze  kaum  mehr,  unter  Umständen  sogar  weniger  Baum  ein* 
nimmt  als  jede  einzelne  der  ineinander  gelagerten  Kompo- 
nenten, findet  mau  auch  sonst;  sie  sind  nur  bisher  wohl  zu 
wenig  beachtet  worden.  Man  vgl.  z.  B.  die  iu  Tabelle  VI  (letzte 
Spalte)  angegebenen  O-fj-dmulekillrudien  (3  atomig)  mit  den 
Radien  der  betreuenden  Mctiillatome,  —  erstere  auffallend 
wenig  größer  als  letztere.  Iu  allgemelDgültiger  Weise  ersieht 
man  übrigens  aus  Herrn  Kossels  Molekitlmodellen  die  seit 
der  Erkenntnis  vom  losen  Bau  der  Atome 'j  offene  Möglichkeit 
solcher  Ineinanderlageruug  in  Beispielen  verwirklicht,  welche 
auch  alle  aonalige  Kenntnis  der  Atom  •  und  Moleküleigen- 
scbaften  berücksichtigen,  ^j 

1)  Aul*  tiiesiju  regvlmilHigun  Verlauf  grüudet  sich  unseie  Ber«cb- 
uung  von  R  und  7t  bei  den  übrigeu  in  Tub.  IV  aufgeftttiTteii  Ionen  (vgl- 
1119). 

2)  ?.  Leuurd,  AuD.  U.  l'bys.  VI.  !j.  T3G  usf.  1903. 

3)  Vgl.  W.  Kusicl,  Ann.  d.  Pbya.  49.  ».229.  1916.  lueiarnndtii- 
lugeruDgeo  von  weit  höberem  Üetrngti,  wie  sie  die  liydrodyaimisch  bereeh- 
iietcQ,  Belir  kleiiieu  loneoradieii  erforderten,  um  dau  aus  guton  GrQnden 
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1 84.  c)  Die  bei  der  Ineinanderlegung  von  lonenkern  und 
Wassermolekülen  eintretende  Volumvermindening  kann  ge- 
radezu als  Ursache  der  elektrolytüehen  Dissoziation  im  Wasser 
angesehen  werden.  Denn  es  muß  beim  Auflösen  des  Elektro- 
lyten im  Wasser  diejenige  Umlagerung  den  Vorzug  haben, 
welche  die  größte  Volumverminderung  ergibt,  indem  das  Ganze 
unter  dem  hohen  inneren  (Normal-)  Drucke  des  Wassers  steht. 
Man  darf  annehmen,  daß  die  Ineinanderlagerung  der  Wasser- 
moleküle  und  lonenkeme  schon  beginnt,  ehe  die  Ionen  ge- 
trennt sind,  und  die  Ineinanderlagerung  kann  geradezu  als 
Ursache  der  Trennung  der  Ionen  aus  dem  Molekülverbande 
angesehen  werden,  wenn  man  die  naheliegende  Annahme 
zuläßt,  daß  die  Einlagerung  den  Zusammenhalt  des  positiven 
Ions   mit   seinem  Valenzelektron   vernichtet  oder  vermindert. 

Es  würde  bei  dieser  Auffassung  die  ..dissoziierende  Kräfte* 
des  Wassers  nicht  in  seiner  hohen  Dielektrizitätskonstante^), 
sondern  in  seinem  hohen  inneren  Drucke,  zusammen  mit  der 
Fähigkeit  leichter  Ineinanderlagerung  der  Wassermoleküle  mit 
fremden  Atomen  oder  Atomgruppen  liegen.^) 


anzunehm enden  Wassergehalt  der  Ionen  unterzubringen,  würden  aller- 
dings auch  den  heutigen  Vorstellungen  vom  Molekül  bau  große  Schwierig- 
keiten machen. 

Hervorzuheben  ist,  daß  durchaus  nicht  alle  Atome  Ineinanderlage- 
rung beim  Molckülbau  zeigen;  vgl.  dazu  die  in  Teil  11  (Ann.  d.  Phys. 
41.  S.  97.  1913)  betrachteten  Moleküle,  welche  ihren  mittleren  gaskine- 
tischen Querschnitten  nach  wie  lineare  ^w^Z/mm/^rreihungen  der  Atome 
sich  verhielten. 

1)  Diese  Annahme  ist  auch  nicht  ausnahmslos  bestätigt,  indem  andere 
Flüssigkeiten  mit  obcnfalls  hoher  Dielektrizitätskonstante  doch  nicht  die 
dissoziierende  Kraft  de»  Wassers  besitzen.  Über  die  Möglichkeit  eines 
(wohl  vorhandenen)  Zusammenhangs  in  allgemeinen  Zügen  s.  die  folg.  Note. 

2)  Der  innere  Druck  des  Wassers  beträgt  8000  Atm.,  was  wir  im 
vorliegenden  bestätigt  fanden;  bei  Äther,  Benzol,  Schwefelkohlenstoff, 
Tetrachlorkohlenstoff  beispielsweise  beträgt  er  nur  1600  bis  3100  Atm. 
(Vgl.  ..Probleme  komplexer  Moleküle",  1914.  Teil  11.  Tab.  1.  S.  6.)  Es 
ist  übrigens  zu  bemerken,  daß  der  hohe  innere  Druck  und  das  Einlage- 
rungsvermögen, sowie  aber  auch  hohe  Dielektrizitätskonstante  als  Wir- 
kungen einer  »ind  derselben  gemeinsamen  Ursache  aufgefaßt  werden 
können,  nämlich  hoher  Molekularkräfte,  was  in  allgemeinen  Zügen  aus 
deren  elektrischer  Natur  unmittelbar  hervorgeht,  ohne  daß  freilich  ein 
einfacher  quantitativer  Zusammenhang  zwischen  diesen  drei  Wirkungen 

l)isher  gefunden  wäre.     (Vgl.  dazu  „Probl.  kompl.  Mol.",  Teil  II.  S.  43.) 
Annulen  «l«r  Physik.    IV.  Folg«*.    Bl.  ^^ 


Man  versteht  in  dieser  Auffassung  auch,  warum  Salz- 
dampfe  durch  Gegenwart  von  Wasserdampf  nicht  leitend  wer- 
den'), eine  Tatsache,  die  Übrigens  jedenfalls  zeigt,  dafi  die 
„dissoziierende  Kraft"  nicht  dem  Wassermolekai  an  sich,  son- 
deru  dem  flüssigen  Äggregatzustand  des  Wassers  lugebOrt, 
welchem  auch  der  hohe  innere  Druck  eigen  ist. 

185.  d)  Was  die  TempeTalwabhUngigheit  der  lonenbeweg- 
liehkeiten  anlangt,  ao  iat  dieselbe  nach  unserem  Besultate,  daS 
die  gaskinetische  Gleichung  (nicht  die  hydrodynamische)  maS- 
gebend  sei,  nicht  mit  dem  Temperaturkoeffizienten  der  inneren 
Reibung  des  Wassers  in  Verbindung  zu  setzen,  wie  es  bisher 
stets  geschehen  ist,  sondern  mit  dem  des  Freiraumfaktora  W, 
außerdem  mit  der  Änderung  der  Molekulargeschwindigkeit  JK. 
Es  fällt  dann  das  bis  jetzt  immer  noch  paradox  dastehende  Besol- 
tat  weg,  daß  —  da  der  Temperaturkoef&zient  der  Wanderongs- 
geschwiudigkeiten  der  meisten  Ionen  deutlich  kleiner  ist,  als 
der  der  inneren  Reibung  des  Wassers  —  die  Wasserzulage- 
rung  der  Ionen  mit  steigender  Temperatur  ein  wenig  gteufen 
müsse.  Vielmehr  ist  jetzt  das  unmittelbar  wahrscheinliche, 
weil  aller  Erfahrung  bei  thermischer  Dissoziation  entsprechende 
Sinken  der  Zulagerung  mit  steigender  Temperatur  zu  erwarten, 
da  'i^/  W  keinesfalls  so  stark  mit  der  Temperatur  steigt,  als 
die  beobachteten  lonenbeweglichkeiten,  so  daß  ein  Teil  des 
Steigens  der  letzteren  durch  Verminderung  von  S  und  fi,  das 
ist  durch  Abnahme  der  Wasserzulagerung  erklärt  werden  mu8.*} 

1)  Vgl.  G.  C.  Schmidt,  Ann.  d.  Phje.  35.  S.  417.  1911.  Die  bei 
geiiügeod  hoher  Temperntur  einlretende  Leitfähigkeit  von  SalidSinpfen 
(vgl.  degaelbcD  Verfassers  Unteraucbung  ebendort  41.  S.  610.  1913  o. 
a«.  8.  341.  1918)  ist  wohl  überhaupt  nicht  Folge  elektrolytifcher  Dic- 
BOiiation,  sondern  thermischer  TrägerbilduDg  (dnrch  Näbewirkangj;  die 
Triger  wKren  danach  Salzmolckaie  (mit  Anlagerungen),  nicht  elÄtro- 
iTtische  Ionen. 

2)  Es  ist  [mit  Gl.  (97)] 

diVIW)  /V_  _  aV^  /  u,      l^f  Zur        '  -  V'        1 
d'T    /    W       bT/  d'i/  ^"'sf' 

worin  allerdings  n,  der  thermische  VolumausdebnungskoefEiient  dM 
HediuniB,  bei  Wasser  negen  der  mit  der  Temperatur  verftndarliehen 
PolTmerisation  nicht  unmittelbar  einsetzhar  iat.  Denkt  man  aber.  Hin 
diese  Nebenwirkung  zu  eliminieren,  den  Ausdehnungekoef&iienteB  mit 
einem  aufs  lifaohe  vergröBerten  Werte  eingesetst,  d.  i.  etwa  gleieb  dam 
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Das  ungefähre  Zusammenfallen  des  Temperaturkoeffizienten 
der  inneren  Keibuog  des  Wassers  mit  dem  der  lonenbeweg- 
lichkeiten,  auf  welches  in  bisherigen  Untersuchungen  oft  die 
Aufmerksamkeit  besonders  gerichtet  war,  wäre  demnach  so- 
zusagen für  rein  zufällig  zu  halten.^]  Unsere  Auffassung,  daß 
die  Zunahme  der  lonenbeweglichkeit  mit  steigender  Temperatur 
nicht  der  Abnahme  der  (bei  der  Kleinheit  der  Ionen  gar  nicht 
maßgeblichen)  inneren  Reibungskonstante  des  Mediums,  sondern 
größtenteils  der  Verkleinerung  der  Ionen  durch  thermisches  Ab- 
dissoziieren der  zugelagerten  Wassermoleküle  zuzuschreiben  ist'), 
wird  bestätigt,  wenn  man  die  Temperaturkoeffizienten  der  Beweg- 
lichkeit mit  den  von  uns  gefundenen  Wassermolekülzahlen  yer- 
gleicht  Man  findet,  daß  derTemperaturkoeffizient  mit  derWasser- 
molekülzahln  regelmäßig  steigt^],  was  aufs  deutlichste  unserer  Auf* 
fassung  entspriclit  und  aus  derselben  unmittelbar  Toraussehbar 
gewesen  wäre,  indem  um  so  stärkere  Verkleinerung  der  Ionen  bei 
steigender  Temperatur  möglich  sein  und  also  bei  gleich  fester 
Bindung  der  W^assermoleküle  auch   eintreten  muß,  je   größer 


der  meisten  nicht  polymerisiereiiden  Flüssigkeiten,  oder  selbst  mit  20  fach 
vergrößertem  Werte,  was  sicherlich  zu  hoch  gegriffen  ist,  so  bleibt  doch 

--^--       /— TTT-  noch  unterhalb    ^  ,_  /  w,  und  die  Differenz  beider  kommt 
ö  T     /     n  o  T  / 

auf  Rechnung  einer  Temperaturabnahme  von  r  und  ft. 

1)  Ein  indirekter  Zusammenhang  beider  wird  natürlich  bestehen. 

2)  Wenn  die  Auffassung,  daB  die  Temperatarzunahme  der  lonen- 
beweglichkeiten  einer  Verkleinerung  der  Ionen  zuzuschreiben  sei,  schon 
bisher  gelegentlich  zum  Ausdruck  kam,  so  mußte  sie  doch  unberechtigt 
erscheinen,  insofern  gleichzeitig  ganz  allgemein  die  damit  in  Widerspruch 
stehende  Behauptung  von  der  Maßgeblichkeit  der  inneren  Reibungs- 
konstante  für  die  Beweglichkeit  vertreten  war.  Es  mußte  befremdlich 
erscheinen,  daß  man  den  Widerspruch  zwischen  beiden  Annahmen 
unberücksichtigt  gelassen  und  beide  gleichzeitig  festgehalten  fand, 
obgleich  doch  offenbar  mindestens  eine  davon  falsch  sein  mußte.  Nach 
unseren  hier  mitgeteilten  Resultaten  ist  es  die  zweite. 

3)  Der  Zusammenhang  zwischen  dem  Temperaturkoeffizienten  der 
Beweglichkeit  und  dieser  selbst  ist  bekanntlich  bereits  von  F.  Kohl- 
ransch  festgestellt  und  damals  zu  einem  erstmaligen,  gutbegründeten 
Schloß  auf  Wassergehalt  der  Ionen  verwertet  worden  (Berliner  Akade- 
mie 1902.  S.  572).  Wir  fassen  hier,  weitergehend,  nicht  die  Beweglich- 
keit als  solche,  sondern  die  aus  ihr  ermittelte  Wassermolekülzahl  als 
bestimmend  für  den  Temperaturkoeffizienten  auf,  wodurch  der  Zusammen- 
hang unmittelbar  anschaulich  wird. 

48* 
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die  Anzahl  dieser  Molektkle  in  ihnen  iBt  Die  Tabelle  VII,  in 
welcher  alle  diejenigen  in  Tab.  VI  enthaltenen  Ionen  verwertet 
sind,  deren  Wassennolekülzahl  mit  größerer  Sicherheit  fest- 
stellbar war,  und  fUr  welche  Werte  der  TemperatiirkoeffizieoteD 
der  Beweglichkeit  vorliegen,  zeigt  klar  diesen  ParalleUernns 
zwischen  Temperaturkoeffizient  und  Wassermolekülzahl.  Ab- 
weichungen davon,  welche  Ubrigeos  nur  bei  den  unsicher  be- 
rechenbaren Ionen  *]  merklich  werden ,  wären  als  Folge  von 
Sondereinflüssen  des  lonenkerns  auf  die  Bindungsfestigkeit  der 
WassermolekUle  erklärlich.*) 

Tabelle  VII. 


1          WsBaer- 
molekUltahl  n 

Ion 

1    koeffisient  der 
[    Bewegl.  (nach 

(ans  Tiib.  VI) 

Kolilranechl 

H 

,4 

'          0.0154 

OH 

Ifi 

1           0.0180 

NO, 

0,0205 

3 

i           0.02  !S 

Br 

1           0,0215 

Gl 

0,0216 

K 

1           0,02  fi 

Fl 

■      11 

1           0,0238 

Xa 

Vi 

0,0244 

Li  in  II.026& 

186.  e]  Die  Haxtermolekülzaklen  n  sind  wohl  bei  allen 
Ionen  als  Mittelwerte  zu  betrachten,  genommen  über  viele  Ionen 
in  gleichzeitigem  Zustande  oder  auch  bei  einem  und  dem- 
selben Ion  über  lange  Zeit.  Jedenfalls  sind  natürlich  Bmch- 
tüile  von  Wassermolekülzablen.  wie  z.  B.  1,4  bei  H,  in  solcher 
-  Weise  aufzufäsaenj  dabin  also,  daß  die  WassermoiekuUabl 
/-  B.  beim  H-Ion  zwischen  1  und  2  schwankt.  Bei  Ionen  mit 
großen  nnd  mittleren  Wassermolekülzahlen  dürften  die  Schwan- 
kungen sogar  in  sehr  weiten  Grenzen  stattfinden.  Mau  kommt 
zu  letzterer  AufTassung.   wenn  man  die  unmittelbar  sichtbare 

U  EingckUmmurte  WaBBCrmolekülzahleii  \a  Tnb.  VI. 

2)  Die  grOÜte  Abwi>ichung  kommt  beim  CO,-lon  vor.  Mui  kOnnh) 
tiiiDehmcn,  daß  der  hohe  Tempera turkoedizicnt,  das  ist  der  leichte  Ver- 
lust der  Wasseniioltküle  bei  relativ  kleiner  Anzahl  deraelben  mit  der 
geringen  Dissoiiationsfähigkeit  die«eB  Ions  zusammcnhAngt,  waa  im  Sinne 
unserer  AnfTasflunit  vor  der  Ureaclie  der  Diwozfalion  wäre  (1841. 
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Wanderung  gefärbter  Ionen  betrachtet.  Ich  habe  z.  B.  beim 
Einwandern  der  violetten  MnO^- Ionen  in  einen  benachbarten 
Elektrolyten  (KNO3)  stets  ein  Vorauseilen  eines  geringen  Teils 
der  Ionen  gegenüber  dem  langsameren  Hauptteil  beobachtet. 
Daß  bei  Stromumkehr  der  vorausgeeilte  Teil  nicht  ebenso- 
schnell wieder  zurückwandert,  kommt  offenbar  von  der  Ver- 
änderlichkeit der  Anlagerung  bei  jedem  einzelnen  Ion.  Man  ver- 
gleiche übrigens  auch  die  unbeschwerten  Tonen  (K,  Na  z.  B.),  deren 
Vorhandensein  in  geschmolzenen  Elektrolyten  ich  früher  aus 
dem  farbigen  Glühen  der  Salzschmelzen  geschlossen  hatte.  ^) 
Es  ist  anzunehmen,  daß  —  wie  diese  Emissionsfarben  —  auch 
die  Absorptionsfarben,  wie  bei  MnO^,  dem  Ion  im  unbeschwer- 
ten Zustand  zugehöreu,  der  nur  sehr  selten  vorhanden  zu  sein 
braucht,  um  doch  gut  bemerkbare  Färbung  hervorzubringen. 
Die  soeben  beschriebene  Beobachtung  von  Wanderungs- 
geschwindigkeiten sehr  verschiedener  Größe  an  den  gefärbten 
Ionen  zeigt  dann  an,  daß  auch  der  unbeschwerte  (gefärbte) 
Zustand,  in  Abwechslung  mit  dem  mehr  oder  weniger  be- 
schwerten Zustand  zeitweilig  bei  jedem  Ion  vorkommt^)  EJs 
würde  daraus  die  Abdampfung  eines  sehr  geringen  Bruchteils 
der  Ionen  aus  Lösungen,  Schmelzen  und  glühenden  festen  Kör- 
pern auch  in  Fällen  verständlich  sein,  wo  diese  Ionen  durch- 
schnittlich nicht  unbeschwert  sind.^ 

187.  f)  Die  Betrachtung  der  Ionen  als  komplexer  Moleküle 
habe  ich  früher  durchgeführt.*)  Es  wurden  damals  die  Ver- 
hältnisse der  Oberiiächeukonzentration  der  Ionen  in  Elektro- 
lyten und  der  Abdampfung  bzw.  Nichtabdampfung  der  Ionen 
untersucht,  wobei  für  die  quantitative  Durchführung  die  An- 
nahme diente,  daß  die  Ionen  (dort  allgemeiner  „Lösungsmole- 
küle'') neben  dem  Kern  eine  überwiegende  Anzahl  gebundener 
Moleküle  des  Lösungsmittels  (z.  B.  HgO)  enthalten  und  daß  sie  — 

1)  Ann.  d.  Phys.  17.  S.  lyO— *J06.  1005. 

2)  Die  wie  beschriebcu  vorauswanderndeu  loucu  wären  bolche,  deren 
«lurcbBchnittliche  Wassermolckül/alil  während  der  Beobachtungszeit  stark 
unter  dem  Mittel  geblieben  ist. 

3)  Vgl.  das  Folgende  und  auch  schon  .»Probleme  komplexer  Mole- 
küle" Teill.  S.  13,  U.  1914. 

4)  „Probleme  koinplex^T  Moleküle''  Teil  1,  II,  III  (Heidelberg,  bei 
Winter,   1914) 
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damit  zuaammenbäDgend  —  im  Volum  weseDtlich  größer  seien 
als  die  LSsungamittelmolekale.  Der  erste  Teil  dieser  Annahme 
trifft  wobl  genflgend  zu,  wenn  die  WassermolekUhahl  n  des 
Ions  etwa  10  übersteigt,  und  die  Badienwerte  in  Tab.  VI  zeigen, 
daU  dann  aucb  der  zweite  Teil  erfitUt  ist,  Bowie  daö  viele 
Ionen  hierher  geboren,  wie  Na,  Li,  8r,  Cu,  Fi  und  wohl  die 
gröBte  Zahl  der  langsameren  kompliziert  gebauten  Ionen.  Die 
kleineren  Ionen  fOgen  sich  jedoch  der  genannten  Annahme 
nicht.'}  Für  sie  ist  das  Verhältnis  o/rvom  Volum  des  Lösungs- 
mittelmoleküls  :ia  dem  des  Ions  nicht  nur  nicht  wesentlich 
kleiner  als  1,  sondern  sogar  zum  Teil,  bei  den  kleinsten  Ionen, 
wie  H  ond  OH,  sogar  größer  als  1.  Es  werden  dann  die  a.a.O. 
unter  der  genannten  Annahme  entwickelten  GMeichungen  un- 
gültig.^ Qualitativ  bleiben  jedoch  alle  dort  erhaltenen  Resul- 
tate gtiltig;   denn   es  kommt,  wie  die  dortigen  Überlegungen 

1)  Dies  war  1911  noch  nk-ht  beknnnt;  ea  standen  damals  nur  die 
unsicheren  uad  in  der  Tat  nicht  zulreffenden  hydrodjQBmiech  berecb- 
neten  und  auüerdem  nach  Tersciiie  denen  Anzeichen  geichüttte  Radien  werte 
zur  Verfügung  (vgl.  „Probleme  komplexer  Moleküle"  Teil  11,  Noten  20,  2Ij. 

2)  Dies  ist  bereits  a.  a.  0.  (Teil  U,  S.  13)  bei  Diskussion  des  Qailig- 
keitabereichee  der  Gleichungen  hervorgehoben  worden.  Der  Punkt,  an 
welchem  die  Annahme  vj  T'^l  die  wesentliche  Rolle  spielt,  liegt 
in  der  Ableitung  von  Ul,  K>)  dort.  Ist  die  Ungleichheit  nicht  erfBlIt. 
so  kann  die  Dicke  S  der  dort  (Teil  I,  S.  I.'i)  betrachteten,  die  Vei^ 
dampfung  abschirmenden  Schiebt  nicht  mehr  „nahe  gleich  dem  Badios 
des  Lösungsmoleküls"  gesetzt  werden,  wie  es  dort  geschehen  ist.  Denn 
TjSsunf^smoieküle,  die  nur  ebenso  groü  odergar  kleiner  sind  als  die  Löiungs- 
mlttelmoleküle,  werden  nicht  von  letzteren  überdeckt,  wenn  d«r  Abstand 
ihres  Hittelpunktes  von  der  PIQesigkeitsobertiäche  nur  ihrem  eigenen 
Radius  gleich  ist,  sondern  ee  muß  dieser  Abstand  gröüer  sein  als  der 
Radius  der  Lösungsmittel moJekUlc.  Die  letztere,  für  kleine  Lösung*- 
molekQle  (Ionen) gellende  Annshme  könnte  unter  Beibehaltung  der  a.a.O. 
befolgten  Gedankengänf;e  zur  Entwickelung  veränderter,  fttr  diesen  Fall 
passender  Qleichnngen  benutzt  werden.  Der  allgemeine,  für  LSanng*- 
moleküle  (Ionen)  beliebiger  OröBe  passende  Fall  würde  wohl  su  onfiber- 
sichtlichen,  komplizierten  Gleichungen  führen.  Die  einschränkende  Bsdin- 
gnng  vIV-^  1  bezieht  sich  aber,  entsprechend  dem  soeben  Angegebonen, 
nur  auf  die  Gültigkeit  derjenigen  Gleichungen  a.  a.  0.,  in  welche  die- 
Gl.  (5)  dort  eingeführt  ist  [Gleichungen  (11)  bis  (14),  (IT)  bis  (21)  dort), 
was  Übrigens  ans  den  Ableitungen  der  Gleichungen  dort  unmittelbar 
hervorgeht.  Es  ist  dies  übrigens  in  der  umfangreichsten  bisher  ge- 
machten Anwendung  der  Gleichungen  (L.  Andren,  Ann.  d.  Phjs.  iA. 
S.  hh.   1917)  bereits  vullkomroen  berücksichtigt  zu  finden. 
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zeigen,  in  der  Hauptsache  nur  darauf  an^  daß  das  Volum  des 
Ions  (LösuDgsmoleküls)  kompakter  mit  Materie  ausgef&Ut  ist 
als  das  gleiche  Volum  im  Lösungsmittel^);  daß  nämlich  das 
Lösungsmolekül  (Ion)  neben  seinem  Kern  dieselben  Atome  ent- 
halte, welche  auch  die  Lösungsmittelmoleküle  aufbauen,  jedoch 
(mit  Hilfe  der  Kräfte  des  Kerns)  in  kleineren  Räumen  konzen- 
triert, als  es  im  Lösungsmittel  der  Fall  ist,  so  daß  zwischen  Lösungs- 
molekül (Ion)  und  den  umgebenden  Lösungsmittelmolekülen 
größere  Kräfte  vorhanden  sind  als  zwischen  gleichen  Raumteilen 
von  Lösungsmittelmolekülen  untereinander.^)  Das  trifft  aber  auch 
bei  den  kleinsten  Ionen  zu,  wie  die  Kurve  C  (Fig.  3)  unmittelbar 
dadurch  zeigt,  daß  sie  gerade  bei  den  kleinsten  Ionen  am  meisten 
unterhalb  der  Kurve  A  bleibt 

Es  bleibt  daher  auch  für  die  kleinen  Ionen  alles  bestehen, 
was  in  den  „Problemen  komplexer  Moleküle'^  zur  Erklärung 
der  Nichtabdampfung  elektrischer  Ladung,  der  Dampfdruck- 
emiedrigung,  des  osmotischen  Druckes^,  der  Eigentümlichkeiten 
der  Wasserfallelektrizität  an  Elektrolyten  und  der  übrigen 
Oberflächenerscheinungen  von  Lösungen  gesagt  ist.  Die  quanti- 
tativen Verhältnisse,  betreffend  den  Sitz  elektrischer  Ladung  an 
Flüssigkeitsoberflächen  werden  nur  für  die  kleinsten  Ionen 
gegenüber  den  dortigen  Gleichungen  etwas  verändert^):  die 
Gesetze  der  Dampf  kondensation  bleiben  überhaupt  unberührt,  in- 
sofern die  Kondensationskerne  in  Gasen  stets  komplexe  Moleküle 
von  größeilir  Abmessung  sind  als  die  einfachen  Dampfmoleküle. 

1)  Vgl.  „Probleme  komplexer  Moleküle",  Teil  II,  S,  14. 

2j  Vgl.  die  Erläuterung  über  die  für  die  Oberflächenkonzentration 
maßgebende  Kraftditi'erenz  „Probleme  komplexer  Moleküle",  Teil  II,  S.  10. 

8)  Die  den  osmotischen  Druck  betreffenden  Überlegungen  sind 
überhaupt  unabhängig  von  der  GröBe  der  Lösungsinoleküle;  letztere  spielt 
nur  bei  der  Auswahl  der  vorausgesetzten  semipermcablen  Wand  eine  Rolle. 

4)  Bis  herab  zur  GröBe  des  K-  oder  C\-y  Br-,  J-Ions  in  Wasser 
(/t?  s  8  •  10'*  cm,  vlV=  0,5)  dürften  die  dortigen  Gleichungen  immer  noch 
ungefähr  gelten.  Man  berechnet  danach  fQr  diese  Ionen  und  das  elek- 
trische Feld  400(»0  Volt/cm  den  in  der  äußersten  Molekülschicht  sitzenden 
Bruchteil  der  Obertlächenladung  zu  .V  =  0,00015  und  die  Tiefe  der  maxi- 
malen Ladung  X  =  00  •  10"^  cm.  Für  die  größten  Ionen  (7?  =  5- 10"* 
und  r/F=  0,064),  wo  genauere  Gültigkeit  zu  erwarten  ist,  ergibt  sich 
fi  =  0,000038,  A'  -  120.  10'^  cm,  was  mit  den  a.a.O.  Teil  III,  S.  32  an- 
gegebeneu, damals  nur  mit  geschätzten  lonenradien  berechneten  Zahlen 
in  der  Größenordnung  übereinstimmt. 
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Xati.  Autter  den  im  TOrhergehenden  faaui)tBächlich  be- 
trachteten iiDter  179  berechneten  fi  Ionen  eind  in  Tab.  VI 
auch  noch  eine  Reihe  anderer  Joneji  enthalten,  fQr  welche 
Belativzahleu  der  WaasermolekUle  nicht  mr  Verfügung  Bteheo. 
Eb  wurde  hier  zur  Berechnung  der  R  und  n  außer  QL  (IUI) 
der  durch  die  Kurve  C,  Fig.  3,  gegebene  Zuaammenhang  zwischen 
diesen  beiden  G-röBen  benutzt.  Man  berechnet  zuerst  mit  (t=l 
(was  n  =  00  entBpricbt]  Ji  nach  ül.  (101]ij,  entnimmt  dann  mit 
diesem  B  aus  der  genannten  Kurve  den  zugehörigen  Wert 
Yon  R  und  berechnet  mit  letzterem  einen  verbesserten  Wert 
von  fi  und  damit  aus  Gl.  [IUI]  einen  solchen  von  Ji,  welches 
Vertahren  so  lange  fortgesetzt  wird,  bis  R  und  h  sowohl  dieser 
Gleichung  als  der  Kurve  genügen.  Hierbei  stützt  sich  B  haupt- 
sächlich auf  die  Wanderungsgeachwindigkeitsgleichjug  (101), 
in  welcher  »  keinen  wesentUclieu  KiuSub  hat,  n  aber  haupt- 
sächlich auf  die  Kurve,  und  insofern  letztere  nur  den  Beob- 
achtungen an  den  vorgenannten  T)  Ionen  entnommen  ist,  also 
die  individuellen  Eigenschaften  der  übrigen  Ionen  nicht  ent- 
hält, können  auch  in  den  u  für  die  letzteren  Ionen  diese 
Kigenschaften  nicht  in  vollem  MaBe  berücksichtigt  sein.  Dies 
kommt  jedoch  ernstlich  wohl  nur  für  die  kleinen  n  in  Betracht*], 
wo  das  Eigeuvolum  des  louenkems  eine  wesentliche  Bolle 
spielen  kann,  und  zwar  um  so  mehr,  je  größer  dieses  Eigen- 
voluni  im  Verhältnis  zum  Volum  der  n  Wassermoleküle  ist. 
Es  sind  datier  diu  Werte  n  für  Fälle  der  letzteasn  Art  als 
weniger  sicb6r  in  Tab.  VI  durch  Einklammerung  gekenn- 
zeichnet*) 

1)  Mau  kauu  auub  Tab.  V  b«uutztiu.  Krgibi  aich  H  ^  t- 10"'  cm, 
Ml  ut  aberbunpt  nur  die  Tab.  V  Imit  C.l.nOl)]  uiaBgebeiid  (vgl.  176)  und 
der  aus  der  Tabelle  entiioinmeuv  Wert  vo»  K  ist  definitiv.  LetiUrar 
Fall  tritt  nur  bei  deu  allergröElt«ii  Ionen  ein  (lettte  Zeile  der  Tab.  VI); 
allti  anderen  loneu  liegen  innerhalb  dea  Güllif^kcitabureiches  vod  Gl.  (tOl). 

•2]  GroÜeiJ  Eintluii  hohen  die  iadividuelleu  Big uiiac haften  iiberlianpt 
uur  not  a;  U  Heheiut  bei  ijt'gebenein  n  ziemtii:h  einheitlich  lU  Mtn,  ge- 
uiteilt  iiucb  d<T  wenig  verBthiedeueu  Lage  der  Punkte  für  '1  Ionen  m 
verschiedenen  Cliar&ktcrb  wie  Cl  nnd  K   bei  der  Kurve  (.',  Fig.  3. 

3)  OH  wegen  aelir  kleinen  ii,  Rb  und  Ca  wegen  beBundars  groBain 
Eigenvotum  du«  Kenia  (vgl.  letzte  und  vorletzte  Spalte  der  Tab.  Vit. 
Die  Werte  für  CO,  sind  üUnitlicb  eingeklammert,  well  bier  anoh  der 
.\uigang8wert  fUr  /|,  (Spalte  2)  niuht  sehr  sicber  xteht. 
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189.  Vergleicht  man  sämtliche  in  Tab.  VI  angegebene 
lonenradienwerte  Ji  mit  den  bisher  für  richtig  gehaltenen,  aas 
der  hydrodynamischen  Gleichung  [Gl.  (83)]  berechneten  Werten^), 
80  sieht  man,  daß  erstere  durchweg  größer  sind  als  letztere, 
was  übrigens  ganz  den  allgemeinen  Überlegungen,  betreffend 
die  Anwendung  letzterer  Gleichung  auf  sehr  kleine  Partikel 
entspricht  (169).  Der  Unterschied  beider  Radienwerte  ist  um 
so  größer,  je  kleiner  i?  selbst  ist;  beim  H-Ion  verhalten  sich 

die  beiden  Sadien  wie  1 : 3,  bei  Li  wie  1:2;  bei  den  größten 
Ionen  nähert  sich  das  Verhältnis  noch  etwas  mehr  der  Gleich- 
heit*) 

190.  Will  man  nach  aller  heutiger  im  vorliegenden  ver- 
vollständigter Kenntnis  die  Berechtigung  beurteilen,  die  lonen- 
radien  nach  der  hydrodynamischen  bzw.  nach  unserer  gas- 
kinetischen Gleichung  zu  berechnen,  so  ist  zusammenfassend 
folgendes  zu  sagen: 

Nach  den  bei  der  Herleitung  der  beiden  Gleichungen  ge- 
machten   Annahmen,    welche    wir  unter   154 — 160  untersucht 

1)  Sehr  inbaltreiche  Zusammenstellungen  solcher  Werte,  bezieblich 
zugehöriger  RaumerfQllungszahlen  nach  hydrodynamischer  Berechnung 
findet  man  in  den  unter  178  zitierten  Arbeiten  von  R.  Lorenz. 

2)  Da  hiernach  das  Verhältnis  zwischen  den  bisher  angenommenen 
und  den  hier  berichtigten  lonenradien  für  alle  loneugroßen  bekannt  ist 
und  da  es  um  so  weniger  von  der  Natur  des  Ions  abhängt,  je  größer 
dessen  Masse  ist  (vgl.  175),  so  würden  die  bisher  schon  aufgestellten 
empirischen  Zusammenhänge  zwischen  Kaumerfüllung  und  Atomzahl  so- 
wie sonstigen  Eigenschaften  der  Ionen  ohne  Scliwierigkeit  auf  die  be- 
richtigten Kadien  umrechenbar  sein.  Man  sehe  in  bezug  auf  diese  Zu- 
sammenhänge besonders  die  eingehenden  Untersuchungen  von  R.  Lorenz 
vZitate  in  der  Note  zu  178;  außerdem:  Ztschr.  f.  anorg.  Ch.  90.  S.  217  u. 
231.  1916  u.  106.  S.  46.  1919).  An  einigen  Stellen  derselben  wird  übrigens 
die  Gültigkeit  der  hydrodynamischen  Qleichiing  —  mindestens  für  die 
kleinsten  Ionen  und  nach  unseren  Resultaten  mit  Recht  —  bereits  be- 
zweifelt. Bei  den  laugsameren  Ionen  (ojjK  <  1.7'  10'^,  /,8  <  26),  deren 
Raumerfüllung  eindeutige  (von  der  Masse  unabhängige,  durch  Tab.  V 
gegebene)  Funktion  der  Beweglichkeit  ist,  können  die  zahlreichen  halb 
quantitativen,  von  G.  Bredig  zusammengestellten  Beziehungen  zwischen 
den  Eigenschaften  des  lonenkerns  und  der  Beweglichkeit  des  Ions  (Z. 
phys.  Ch.  13.  S.  191.  1894)  unmittelbar  als  Beziehungen  zwischen  diesen 
Eigenschaften  und  der  RaumerfüUung  (mittelbar  dann  auch  der  Wasser 
inolekülzahl)  der  Ionen  betrachtet  werden. 
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baben,  kann  die  hydrodynamische  Qleichung  für  Ionen  —  weno 
sie  Dicht  zu  den  größten  gehören  —  als  falsch,  die  gasldne- 
tische  allerdings  vielleicht  als  ziemlich  ungenau  bezeichnet 
werden.  Das  erste  kann  aach  so  aufgefaßt  werden  (17T),  daß  der 
in  der  bjdrodyaamischeti  Qleichung  durch  die  Konstante  9  be- 
messene BeibuDgsvorgang  nar  die  AneinanderrorbeiBcbiebnDg 
mehrmolekularer  FlUssigkeitsscbicbteu  bestimmt,  nicht  aber  die 
Bewegung  von  einzelnen  Partikeln,  welche  (wie  die  Ionen)  kleiner 
oder  nicht  viel  größer  sind  als  die  Mediumsmolek&le  selber. 
Das  zweite  gilt  insofern,  als  es  nicht  sicher  steht,  inwieweit  die 
in  der  gaBkinetiscben  Gleichung  angenommene  Bewegung  der 
FlUssigkeitsmoIeküle,  gleich  Gasmolekillen,  doch  vielleicht  einer 
merklichen  Beeinllussuog  durch  die  Molekularkräfte  nnterliegt, 
obgleich  wir  kein  Zeichen  einer  solchen  BeeioBussung  gefunden 
haben  (ITT)  und  obgleich  die  gasmolekulare  Behandlung  auch 
in  anderen  Fällen  bei  Flüssigkeiten  bewährt  ist  (Note  zur  Ein- 
leitung von  Äbschn.  9).  Auch  den  Endresultaten  nach  recht- 
fertigt sich  die  Anwendung  unserer  gaskinetischen  Gleichung 
gegenüber  der  der  hydrodynamischen,  indem  sie  lonenradien 
ergibt,  welche  der  nach  mehrfacher  Erfahrung  (ITSj  unzweifel- 
haft vorhandenen  Wasseranlagerung  der  Ionen  genügenden 
Baum  lassen  (1B3],  während  letztere  Gleichung  sie  auch  nach 
beutiger  Kenntnis  vom  losen  Bau  der  Atome  nahezu  aus- 
schließt, und  indem  sie  die  TemperaturkoefhzieDten  der  Ionen- 
beweglichkeit  aufs  beste  verständlich  zeigt,  während  die  An- 
wendung der  letzteren  Gleichung  Widersprüche  ergibt  (1S5). 
Nach  allem  muß  es  somit  als  das  Richtigste  erscheinen, 
die  bisher  allein  bevorzugte  hydrodynamische  Gleichung  ftir 
die  Ionen  und  für  ähnliche  Fälle  kleiner  Partikel  in  Fldssig- 
keiten  zu  verlassen  und  dafür  die  gaskinetische  anzuwenden. 
Die  dabei  zu  sammelnde  Erfahrung  kann  dann  zeigen,  inwie- 
weit diese  für  Gase  wohl  unzweifelhaft  zutreffende  Gleichung 
etwa  fUr  flüssige  Medien  noch  einer  Verbesserung  bedarf 

Abschnitt  10.    ZuBammenetellang  einiger  Wuiderimgi- 

CeflahvriDdlgkeitBglelohaageD  ans  den  Teilen  I— m. 
a)  Oaxkinetücke  Qleichungeii. 

Gültigkeitebereich  für  Gase  B^L  (vgl.  159).   Für  FlQuig- 
keiten  siehe  besonders  Teil  III.  Abschn.  9. 
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1.  Einfache  Annäherungsformel  von  1900  [Teil III,  GL(1)|; 
fji  beliebig: 

[0,]  -  A'  -^  f  J-  +  -L_  1  =  -^.  1+^. 

Größe  der  Abweichungen  von  der  verfeinerten  Formel  o^^ 
vgl.  151,  Tab.  III. 

2.  Mit  verfeinerter  Rücksicht  auf  die  Molekularbewegung 
und  deren  Ungleichheiten. (vgl.  85—95)  gelten  folgende  Formeln ; 
u  beliebig:^ 

Für  Stoßfall  A  (elastische  Reflexion  bei  glatten  Kugel- 
flächen, vgl.  121]  oder  auch  Stoßfall  C  (Festhaltung  der  Mole- 
küle und  Wiederabgeben  mit  gleicher  .Wahrscheinlichkeit  für 
jede  Richtung;  vgl.  125]  gilt 

S  ■{-  fJi   \7T  y  H  I     D  TT  S*    w 

tJber  die  Koeffizienten  vgl.  96,  Tab.  i. 

Für  Stoß  fall  B  (diflfuse  Reflexion,  vgl.  122]  gilt 

,„^^  =,•   .3      (±  Lzji  +  i^_Li  \       ^         [Teil  III,  Gl.  (64)]. 

Mr  Stoßfall  D  (Festhaltung  der  Moleküle  und  Wieder- 
abgabe vom  Auftreflpunkt  in  nahe  senkrechter  Richtung,  ohne 
Rotation  des  Partikels,  vgl.  127)  gilt: 

ro,  =  -•'—  l±  ^J^-  +  '"-^  :J  ]       V--  [Teü  lU,  Gl.  (74)]. 

Zur  Anwendung  der  Gleichungen  vgl.  148,  149.  Kritik 
der  erreichten  Annäherung  vgl.  97 — 106.  Verhältnis  zu  den 
Gleichungen  anderer  Autoren  siehe  150 — 152. 

S.  Fälle  wechselnder  Zustände  des  wandernden  Partikels 
sind  in  Teil  I  eingehend  untersucht.  Es  gelten  z.  B.  für  ab- 
wechselnd freie  und  absorbierte  Elektronen  in  Gasen  die  Gl.  (23) 
bis  (27)  und  (38)  bis  (40a),  Teil  l.^)    Diese  letzteren  Gleichungen 

l)  Die  bereits  in  der  1.  Fußuote  zu  Teil  III  erwähnten,  in  Teil  I 
und  II  stehen  gebliebenen  Versehen  sind  die  folgenden: 

Teil    I:  in  Gl.  (17a)  (S.  415)  letztes  Glied  statt  2u«      ,  ^-^     zu 

\    -    LT 

1    -    U 

setzen   u 

\       ft 


sind  noch  ohne  die  soeben  unter  2  genannten  Verfeinerungen  ent- 
wickelt; sie  eotsprecben  im  Qrad  der  Ännäheruiig  der  unter  1  ge- 
nannten Formel  von  1900.')  Will  man  die  Verfeinerungen  in  die 
Gleichungen  einführen,  so  ist  von  der  allgemeingültigen  <jH.(38a] 
oder  (S9]  auszugehen*)  und  zu  den  im  Zähler  Torkommenden 
Wanderangsgeschwindigkeiten  der  Faktor  3  £i^^  /  (S  +  /i)  (je  mit 
dem  betreffenden  Wert  von  fi)  hiuzuzuftigen. 

b)  Die  hT/drodynamUc/ie  Gleichung  Ton  Stokes-Kirchhoff 
mit  dem  Zusatz  von  Cunningham  ist 

8.  420,  Z.  h  u.  e  V,  o.:  der  Faktur    —  -  l-i-l  gehört 

XU  btide»  ersteo  Gliedern  der  rechten  Seite. 
Ebendort.  Z.  7  v.  o.:  atatt  —  /o  Betieu  -— ■ 

.,  «..(2.)  „  i»  „  „  ^- 

In  Gl.  (S4X   S.  4->l    stiktt  Faktor  4  lu  selsen  6  und  ttatt 
13  ^         17 

-^  lu  aetien  —  ■ 

S.  432,  «.  6  V.  cj. :  statt    '    lU   aeUeii  -^  und  statt  -^   M 


In  01.(40)  u.  (40  n),  ü 


l'eil  U ;   S.  57,  Gl.  (5U  im  Ausdrutk  für  A  atalt  -j    -^  -  -5- 

zu  setzen  I -- 1 

1)  FUr  biibeiige  AuwemltiDgen  war  dies  kein  Mangel.  Vielmehr 
fcliIlB  ei  an  den  eiperimeu teilen  Daten.  Dies  gilt  besonder«  f&i  die  aof 
die  BuDBeoflunune  bezüglichen  Anw  endnngebei spiele  in  Teil  I  und  II, 
vrelcben  nach  die  Moerauache  Messung  der  Wand erungsgeschwindigkeit 
der  Elektronen  zugrunde  gelegt  war,  die  sich  nacliher  als  gant  unbvauoh- 
bHr  erwiesen  hat  »vgl.  die  betr.  FuBnuie  zu  BBi, 

2)  Aucb  wenn  n>aii  dii'  in  den  Gl.  (23)  bis  (27)  und  (40),  (40a)  ge- 
machte Voraussetzung  .V,  =  M  <d.  b.  Feblen  vun  Anlagerung  der  TVCger) 
fnllen  lassen  will.  muD  Haf  Gl.  i3^l  oder  lü»)  iiirückgegriffen  werden. 
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6.'b-('  +  -4)tTeilIII,GM84)]. 


Gültigkeitsbereich  k<Ji<^rjla}U  (vgl.  154,  156,  174> 

Werte  von  A  für  die  verschiedenen  (unter  a2  schon  auf- 
gezählten) Stoßfälle  nach  unseren  Ermittelungen: 

Für  Fall  A  (elast.  Refl.,  vgl.  121]  A  «  1,4  (nach  Gunning- 
ham  Iß^  nach  MacEeehan  1,5,  vgl.  162). 

Für  Fall  B  (diffuse  ReH.,  vgl.  122)  A^  1,1  (nach  Mac 
Keehan  1,2,  vgl.  168  u.  165). 

Für  Fall  I)  (Festhaltung  und  senkrechtes  Abgehen,  vgl. 
127)  ^  =  0,84  (nach  MacEeehan  1,05,  vgl.  164  u.  165). 

Über  Fall  C  vgl.  164. 

Vergleichung  hydrodynamisch  und  gaskinetisch  berech- 
neter Wanderungsgeschwindigkeiten  s.  unter  166—169,  175, 
176  und  in  Tab.  IV,  V,  Teil  III. 

c)  Bezeichnungen.  —  Es  bedeuten  in  den  vorstehenden 
Gleichungen  und  überhaupt  in  den  Teilen  I — III: 

o)     Wanderangflgeachwindigkeit  (Eioklammernng,  Indexe  bedeuten 
Spezialisierungen)^ 

M    Mediumsmolekülmasse,  Mt 

II  — 


Mi  Partikelmasse,  Mt  -f  M  * 

r  Mediumsmolekülradius,  _  ^ 

R  Partikelradius,  s  -  r  t  H , 

W  mittlere  ungeordnete  Geschwindigkeit  der  Mediumsmolekttief 

\\\         „  „  ,,  des  Partikels, 

Ij  ,,         freie  Weglänge  der  Mediumsmoleküle, 

Li         „  ,,  „  des  Partikels, 

l  mittlerer  Molekülabstand  (zentral)  im  Medium, 

D  Dichte  des  Mediums, 

7  Reibungskonstante  des  Mediums, 

Sl^^  Verteilungsfaktor  (vgl.  70,  87), 

K  auf  das  Partikel  wirkende  Kraft. 

Sonstige    allgemein    durchgeführte    Bezeichnungen    s.    in 
TeU  I,  S.  400u.f. 

Heidelberg,  3.  Dezember  1919. 

(Eingegangen  6.  Dezember  1919.) 


Die    magnetischen  Eigenschaften  von  Nickel- 
KupJer~Idegierungen^); 
von  B.  Gans  und  A.  Fonseca. 

(Nach  Heaaungen  von  A.  FoDseca.) 


Aus  den  Untersncbungen  ron  Perrier  und  Eamerliagh 
Oones*)  über  deo  Magnetiamos  tod  Qemischea  äQssigeo  Saaer- 
atoffs  and  Stickstoffs  ergab  sich  ein  deutlicher  Einänß  der 
Beimengung  magnetisch  fast  neutralen  Stickstoffs  auf  die  ape- 
zifiache  Snazeptibilität  des  paramagnetiscben  Sauerstoffs;  mit 
anderen  Worten,  der  Magnetismus  des  Sauerstoffs  hängt  tod 
dem  gegenseitigen  Abstände  seiner  Moleküle  ab. 

Es  war  nun  von  Interesse,  festzustellen,  ob  das  gleiche 
Phänomen  auch  bei  Legierungen  zu  beobachten  war,  welche 
feste  Lösungen  eines  magnetischen  'Metalb  mit  einem  un- 
magnetiscben  bilden,  und  gegebenenfalls  den  MagnetiamoB  der 
Legierung  in  seiner  Abhängigkeit  von  der  EonzentratioD  und 
Ton  der  Temperatur  zu  studieren  und  die  Resultate  mit  der 
Gtansschen  Theorie*]  des  Faramaguetismus  zu  vergleichen. 

Wir  wählten  Ni-Ca- Legierungen,  erstens  weil  diese  nach 
der  von  Ouertler  and  Tammann*)  beobachteten  Schmelz- 
karre  eine  nnunterbrochene  Reihe  von  MischkristalleD  bilden 
Bolltea,  und  zweitens  weil  Tammann')  auf  Grund  aeiner  zahl- 
reichen qualitativen  Bei^timmungen  der  Magnetisierbarkät  von 
Legierungen,  in  denen  eioe  Komponente  ein  ferromagnetisches 
Metall  iat,  glaubte,  den  Satz  aufstellen  zu  können,  dafi  immer, 

1)  Vgl.  Contribuciaa  al  oatudio  de  las  cienciaa.  UoEvenldad  Ns- 
cional  de  La  PlaU  2.  1918,  S.  ITS. 

2}  A.  Perrieru.  H.  K&merlinghOnaes,  Leidea  CotDDi.  Nr.  19». 

3)  B.  Gana,  Add.  d.  Pbja.  50.  S.  163.  1916. 

*)  W.  Ouertler  u.  G.  Tammann,  Zeitachr.f.  anorg.  GliMnie  AS. 
a  26.  1907. 

5)  G.  Tammanii,  Zeitschr.  f.  pbys.  Chemie  e«.  S.  13.  1909. 
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wenn  das  Lösungsmittel  ein  unmagnetisches  Metall  sei,  die 
Legierungen  nicht  ferromagnetisch  seien,  selbst  wenn  die  andere 
Komponente  es  wäre. 

Da,  wie  wir  sehen  werden,  keine  dieser  beiden  Behaup- 
tungen zutrifft,  konnten  wir  bei  Ni-Gu-Legierungen  das  Problem, 
welches  wir  uns  gestellt  hatten,  nicht  lösen,  benutzten  aber  die 
Gelegenheit,  aus  ihrem  magnetischen  Verhalten  ihre  Konstitution 
zu  erschließen. 

HerBtellung  der  Legierungen. 

Zum  Schmelzen  der  Metalle  stellten  wir  uns  einen  elek- 
trischen Ofen  her,  wie  ihn  Ruer^)  beschreibt|  und  zwar  mit 
den  Verbesserungen,  die  Bloch^)  an  ihm  angebracht  hat. 

Der  Strom  wird  hierbei  direkt  durch  einen  ausgehöhlten  T     - 

Kohlez}^linder    (Bogenlampenkohle    von   30  mm   Durchmesser)  ^ 

hindurchgeschickt,   in   dessen  Innern  sich  ein  Schiffchen  aus  |    <'. 

Magnesia  befand,  das  die  Metalle  enthielt.  Damit  diese  sich 
bei  der  hohen  Temperatur  nicht  oxydierten  und  die  Kohle 
nicht  litt,  ließen  wir  durch  den  Hohlzylinder  einen  Strom  von 
Stickstoff  gehen,  welcher  mittels  einer  Lösung  von  Pyrogallus« 
säure  von  dem  in  ihm  enthaltenen  Sauerstoff  befreit  war. 

Der  Ofen  wurde  mittels  Wechselstrom  geheizt,  den  eine 
Dynamomaschine  von  6  K.W.  lieferte.  Da  das  Strommaximum 
dieser  Maschine  aber  nur  160  Ampere  betrug,  bauten  wir  uns  \'  • 

einen  statischen  Autotransformator  vom  tlmformungsverhältnis 
2 : 1  und  schalteten  zur  Feinregulierung  des  Stroms  eine  Spule 
mit  herausziehbarem  Eisenkern  als  variable  Impedanz  ein. 

Als  Metalle  wurden  reinstes  Nickel  von  Merck  und  elektro- 
lytisches Kupfer  benutzt.  Letzteres  enthielt  gemäß  einer  quali- 
tAtiren  Analyse  Spuren  von  Eisen,  diente  jedoch  unseren 
Zwecken,  da  es  trotzdem  noch  diamagnetisch  war.  i 

Bestimmung  dar  Konzentration.  \ 

Der  Gewichtsunterschied  zwischen  der  Legierung  und  den 
Substanzmengen,  die  zu  ihrer  Herstellung  verwendet  ¥nirden, 
war  fast  immer  zu  vernachlässigen  und  betrug  nur  in  einigen 
wenigen  ungünstigen  Fällen  0,02  des  Sollwertes. 

1)  R.  Ruer,  Metallographie,  Hamburg  u.  Leipzig  1907.  S.  279.  -^^ 

2)  0.  Bloch,    Über   die   magnetischen   Eigenschaften   der  Ni-Co-  \ 
Legierungen.    Inaugnral-Dissertation,  Zürich  1911.                                                       '       ^ 
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Deshalb  verzichteten  wir  im  allgemeinen  auf  eine  Analyse 
und  machten  von  derselben  nur  Gebrauch,  wenn  eine  Gewichts- 
differenz vorlag  oder  bei  den  Konzentrationen,  bei  .denen  die 
magnetischen    Eigenschaften    Besonderheiten    aufwiesen,    und 

v^  zwar    benutzten    wir    dann    zur   Analyse   eine   elektrolytische 

/  Methode.  ^) 

Die  Curie  sehe  Temperatur. 

Die  in  Gelsiusgraden  gemessene  Temperatur  &,  oberhalb 
welcher  ein  ferromagnetischer  Körper  paramagnetisch  wird, 
genügt  bekanntlich  der  Beziehung 

^  in  der  x  die  spezifische  Suszeptibilität  bei  der  Temperatur  f 

[t  >  Q\  C  die  sogenannte  Curie  sehe  Konstante  bedeutet 

Diese  kritische  Temperatur  0,  die  für  jede  reine  ferro- 
magnetische  Substanz  charakteristisch  ist,  varriiert  mit  der 
Menge  zugesetzter  fremder  Substanzen,  falls  diese  den  ferro- 
magnetischen  Kristall  verändern,  sei  es,  daß  sie  mit  ihm  eine 
chemische  Verbindung  eingehen,  sei  es,  daß  sie  sich  in  ihm 

^  lösen.    Dann  nimmt  die  Veränderung  natürlich  mit  der  Kon- 

zentration  des   zugesetzten  Stoffes  zu,  bis  Sättigung  eintritt; 

/  und  da  andererseits  die  magnetische  Komponente,  wenn  sie  in 

einem  anderen  unmagnetischen  Kristall  gelöst  ist,  auch  einen 
Transformationspunkt  besitzt,  der.  mit  der  Konzentration  vari- 

^  iert,  so  ergibt  sich,  daß  die  Reihe  von  Legierungen  aus  einem 

ferromagnetischen  und  einem  unmagnetischen  Metall,  die  ver- 
^  schifidenen Mischungsverhältnissen  entsprechen,  Transformations- 

punkte  besitzen,  die  kontinuierlich  variieren  vcm  der  reinen 
Komponente  bis  zur  Sättigung  mit  dem  anderen  Metall.  In 
dem  Gebiete  zwischen  beiden  Sättigungspunkten  besf;eht  die 
Legierung  jedoch  aus  immer  denselben  beiden  gesättigten 
Mischkristallen  in  verschiedenen  Proportionen;  deshalb  müssen 
dort  beide  Transformationstemperaturen  bestehen,  welche  jedem 
der  beiden  entsprechen.  Wir  haben  also  eine  Kurve  vom 
Typus  der  Fig.  1  zu  erwarten. 

1)  Vgl.  z.  B.  B.  Ne  um  an  11,   Theorie  und    Praxis    der  elaktrolyt. 
<<  Analyse  der  Metalle,  S.  165.  Halle  1897. 
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Dieser  Typus  ist  ganz  verschieden  von  denen,  die  man  in 
anderen  Fällen  erhalten  würde.  Bei  vollständiger  Mischbar- 
keit z.  B.  ^ürde  die  Kurve  stetig 

sein.    Im  Falle  einer  mit  ihren  ^^ 

beiden  Komponenten  mischbaren 
chemischen  Verbindung  würde 
man  einen  Knick  der  Kurve  bei 
der  Konzentration  zu  erwarten 
haben,  welche  dem  Mengen- 
verhältnis der  Verbindung  ent- 
spricht. 

Wir  besitzen  also  in  der  Be- 
obachtung der  Transformations« 
punkte  eine  Methode,  die  uns 

nicht   nur  erlaubt,    die  gegen-      A  ^%B 

seitige  Mischbarkeit  derKompo-  Fig.  i. 

nenten  zu  bestimmen,  sondern 

auch  eine  teilweise  Mischbarkeit  und  eine  chemische  Verbindung 

zu  unterscheiden. 

Um  0  zu  ermitteln,  kann  man  nach  dem  Vorgehen  von 
Weiss  etwa  1/;^  oder  eine  Größe,  die  1//  proportional  ist,  für 
verschiedene  Temperaturen  t  oberhalb  der  kritischen  Temperatur 
bestimmen.  Die  graphische  Darstellung  in  der  t,  1//-Ebene 
muß  dann  nach  Gleichung  (1)  eine  Gerade  ergeben, 
welche  die  Abszissen  achse  im  Punkte  t^Q  schneidet. 

Es  wurden  deshalb  dier  Ablenkungen  gemessen, 
die  bei  verschiedenen  Temperaturen  ein  Stäbchen 
der  zu  untersuchenden  Substanz  im  Magnetfelde  er- 
fährt. 

Zu  dem  Zwecke  hängten  wir  zentiisch  zwischen 
den  zylindrischen  Polschuhen  eines  du  Boisschen 
Halbringelektromagneten  von  Hartmann  &  Braun 
das  horizontale  Stäbchen  h  unter  45^  gegen  die 
Kraftlinienrichtung  mittels  einer  Suspension  auf,  wie 
sie  Fig.  2  zeigt.  In  derselben  bedeutet  s  eine 
Bronzedrahtspirale,  die  oben  an  einen  Messingdraht  ü 
augelötet  war.  Letzterer  konnte  in  einer  Hülse  bei  C  ^^' 
in  seiner  Höhe  verändert,  um  seine  Achse  gedreht  und  mittels 
einer  Druckschraube  festgeklemmt  werden.   Der  Kupferdraht  Cu 


Cu 


\-ö 


Yp 
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trägt  einen  Planspiegel  e  zur  Ablesung  mit  Fernrohr  und  Skala 
und  endigt  unten  in  einem  zylindrischen  Bleigewicht,  das  aus 
Uerckschem  reinen  Material  hergestellt  war,  weil  es  unmag- 
netiscb  sein  mußte.  Das  Probesläbchen  b  aus  der  Legierung 
wurde  mittels  zweier  in  der  Figur  sichtbaren  Haken  ans  etektro- 
lytischem  Kupfer  befestigt  und  konnte  leicht  gegen  ein  anderes 
ausgewechselt  werden. 

Die  Temp«TaturbKder. 

Die  Temperaturbäder  variierten  je  nach  der  Legierung, 
am  die  es  sich  handelte,  denn. wir  mußten  bei  Tempei'aturen 
von  —  ISO"  bis   +  150"  arbeiten. 

Bei  den  Bestimmungen  oberhalb  0"  benutzten  wir  einfach 
ein  Becherglas  in  Äsbesthülle  mit  Wasser  unterhalb  100"  und 
mit  Petroleum  für  höhere  Temperaturen.  Geheizt  wurde  mit 
einem  Bunsenbrenner,  durch  Rühren  gleichmäßige  Temperatur 
erzielt  und  bei  geeigneter  Temperatur  schnell  abgelesen.  Diese 
einfdche  Anordnung  war  vollkommen  genau  genug. 

Bei' Temperaturen  unterhalb  0°  waren  die  Schwierigkeiten 
um  ao  größer,  je  tiefer  jene  waren.  Mit  einer  Mischung  von 
Alkohol  oder  Äther  mit  fester  Kohlensäure  erhielten  wir  als 
tiefste  Temperatur  —  80^,  und  bei  Benutzung  eines  Dewar- 
'  sehen  G-efäßes  steigt  die  Temperatur  genügend  langsam  ent- 
sprechend der  Verdampfung  der  Kohlensäure.  Energisches 
Ruhren  vor  jeder  Ablesung  verhinderte,  daß  die  Gasentwicklung 
zu  Störungen  Anlaß  gab. 

Noch  tiefere  Temperaturen  erzeugten  wir  mit  fiDssiger 
Luft  und  einer  Yersucbsanordnung,  die  ans  Fig.  3  ersichtlich  ist. 

Die  Flüssigkeit  des  Temperaturbades  wurde  zuerst  mit 
Eis  und  Kochsalz,  dann  mit  einem  Gemisch  aus  fester  Kohlen- 
säure und  Äther  vorgeküblt  und  in  das  Dewarsche  Gefäß  A 
«ingegossen,  welches  sich  zwischen  den  Polen  PF  des  Elektro- 
magneten befand.  Um  ihre  Temperatur  noch  weiter  zu  er- 
niedrigen, ließ  man  llllasige  Luft  aus  dem  Dewarscben  Qti&&l) 
mittels  des  Druchballons  h  in  die  ringförmige  Schachtel  Oi 
aus  Kupferblech  treten,  an  welche  die  Kupferrohra  C^  und  C^ 
angelötet  waren,  die  zum  Ein-  und  Austritt  der  flüssigen  Luft 
dienten.  Der  Aluminium  rUhrer  r,  welcher,  um  Erachütterungen 
der  Aufhängung  zu  vermeiden,  sich  nnr  zwischen  der  Kupfer- 
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schachte!  Cu  und  dem  an  die  Kupferrohre  gelöteten  Ring  a 
bewegen  konnte,  ließ  eine  binreicbend  homogene  Temperatur 
erzeugen,  die  mit  dem  Pentanthermometer  T  gemessen  wurde, 
dessen  unterer  Teit  sich  in  der  Höbe  der  Legierung  befand.. 


Fig.  8. 


Zwischen  dem  Draht,  der  den  Spiegel  e  trug,  und  dem 
Kupferdrabt  der  Aufhängung  mußten  wir  noch  ein  Glaarühr- 
chen  V  einschalten,  weil  sonst  wegen  der  großen  Wärmeleit- 
f^igkeit  des  Kupfers  der  Spiegel  eich  so  weit  abkühlte,  Aa!& 
er  beschlag. 

Die  größte  Schwierigkeit,  die  sich  beim  Arbeiten  bei  tiefen 
Temperaturen  einstellte,  war,  eine  Flüssigkeit  zu  tinden,  die 
einen  genügend  tiefen  Gefrierpunkt  besaßt),  damit  die  Auf- 
hängung sich  frei  in  ihr  bewegen  konnte.    Zuerst  probierten 

1)  Peotan  wBre  geeignet  geweseu,  war  mber  aicht  aurcutreiben. 
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wir  Fetroläther  der  Firma.  Poulenc,  der  aber  schon  bei  \m- 
gefähr  ~  120"  schwerflOsaig  wurde.  Dann  destillierten  mr 
diese  Substanz  über  CaO  mit  einem  Le  Bel-HenningerscLen 
Apparat  und  verwendeten  nur  den  Bestandtei),  der  unter  30* 
Oberdeatilliert.  Damit  konnten  wir  bis  —  150°  hinuntergehen, 
ohne  daß  die  Viskosität  störend  wurde. 

Schließlich  machten  wir  die  Aufhängung  empöndlicher, 
indem  wir  die  Bronzespirale  durch  einen  geraden  Silberdraht 
ersetzten,  und  erreichten  dadurch,  daß  wir  150"  oberhalb  des 
Traneformationspunktes  arbeiten  konnten  und  noch  genügend 
große  Ausschläge  erhielten. 

Gewöhnlich  beobachteten  wir  bei  steigenden  Temperaturen, 
indem  wir  die  Badtlüssigkeit  zunächst  bis  zu  dem  tiefsten 
gewünschten  Punkte  abkühlten  und  sie  allmühlich  sich  er- 
wärmen  ließen.  Dadurch  wurden  die  Ablesungen  am  Pentan- 
thermometer auch  genauer,  welches  bei  abuehmenden  Tem- 
peraturen leicht  zu  niedrige  Werte  anzeigt,  «eil  ein  Teil  der 
Flüssigkeit  an  den  Wänden  der  Kapillaren  haften  bleibt 

Es  ergaben  sich  die  Zühlenwerte  der  folgenden  Tabelle, 
in  die  wir  auch  die  Beobachtungen  von  Guertler  und  Tam- 
mann,  sowie  die  von  Hill')  aufgenommen  haben. 
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Letztere  vervollständigen  unsere  Bpobachtuogen  für  größere 
Konzentrationen  und  bilden  mit  denselben  eine  glatte  Kurve. 
Die  einstige  größere  Abweichung  ist  die  Beobachtung  an  der 

n  B.  HUI,  Verh.  d.  Deutacli.  PhjB.  Ges.  4.  S.  194.  1908. 
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607<,igen  Legierung,  für  die  Hill  -  100®  findet  im  Wider- 
spruch mit  unseren  Resultaten  und  denen  6ue rtler  und 
Tammanns.  Diesen  Wert  scheint  Hill  auch  nur  oberflächlich 
bestimmt  zu  haben,  da  er  ihn  einfach  in  seiner  Tabelle  angibt, 
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O  BeobachtuDgen  von  Fonseca. 
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,,     GiKTtler  u.  TamriiaDn. 
Fig.  4. 


während  er  bei  den  anderen  Legierungen  die  ganze  Temperatur- 
kurve derSuszeptibilität  mitteilt.  Daß  die  Werte  von  Guertler 
und  Tarn  mann  sämtlich  etwas  höher  liegen  als  die  Hillschen, 
ist  bei  der  Meßmethode  jener  Forscher,  die  geringere  Genauig- 
keit beansprucht,  leicht  verständlich. 

Die  Fig.  4  stellt  (')  in  seiner  Abhängigkeit  von  der  Kon- 
zentration dar,  jedoch  sind  die  Temperaturen  in  absolutem 
Maße  angegeben. 
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Theoretisch  sollte  man  zwischen  45  und  60  Proz.  eigentlich 
eine  kompliziertere  Abhängigkeit  des  Wertes  \jx  von  t  als  die 
Lineaiität  erwarten,  ans  der  dann  zwei  Transformationspunkte 
abgeleitet  werden  könnten ,  entsprechend  der  cbematischen 
Fig.  1,  docb  ließ  flieh  dieses  ßesuUat  nicht  beobachten. 

Ol«  SnneptibilitKt  bei  ZimmeTtemperfttur. 

Ferner  baben  wir  die  spezifische  Snszeptibilität  x  der 
Legierangen  bei  ein  and  derselben  Temperatur  2  =  IS**  bestimmt 

Wir  bedienten  nns  der  Weisaschen  Meßmethode'),  bei 
der  man  x  durch  die  Stromstärken  ■  and  J  mißt,  die  durch 
zwei  koaxiale  Spulen  Hießen  und  die  Anziehung  kompensieren, 
welche  durch  ein  inhomogenes  Feld  auf  die  fragliche  Substanz 
ausgeübt  wird.    Ist  deren  Masse  M,  so  gilt  die  Formel 


(2) 


•B'4 


WO  B  eine  Konstante  ist,  die  mittels  eines  Stoffes  bekannter 
Snszeptibilität  ermittelt  werden  kann.  Ata  solcher  diente  ans 
eine  HnClj-Lösung,  deren  Salz  aus  reinstem  Merckschen 
Fabrikat  durch  Ilmkriataltisieren  gewonnen  worden  war.  So 
folgte  die  nachstehende  Tabelle. 
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.^4,9 

1,530 
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4,685 

Die  Resultate  der  ersten  beiden  Proben  (tou  20,3  Proz. 
und  29,6  Proz.)  sind  ziemlich  unsicber  wegen  des  geringen 
Ausschlags,  der  hei  ihrer  Messung  kompensiert  werden  maßte. 


1)  P.  WeiiB  u.  G.  FoSs,  Areh.  d.  ec.  phys.  et  nat.  I 
,  117.  1911. 
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Die  Suszeptibilitäten  wurden  gemessen^  nachdem  die  Le- 
gierungen 6  Stunden  lang  auf  ungefähr  80U^  erwärmt  worden 
waren.     Bekanntlich  gleichen  sich  Inhomogenitäten  der  Kon- 
zentration auch  in  festen 
Lösungen  durch  Diffusion 
aus,    und    zwar    um     so 
schnoller,    je    näher    die 
Temperatur  dem  Schmelz- 
punkte liegt. 

Die  Resultate  sind  in 
der  Fig.  5  graphisch  dar- 
gestellt. Wie  wir  aus 
ihr  erkennen,  wächst  die 
Suszeptibilität  zuerst  lang- 
sam mit  dem  Nickelgehalt 
bis  45  Proz.,  um  von  50  Proz. 
an  schnell  anzusteigen.  Über 
60  Proz.  lieben  sich  keine 
Messungen  ausführen,  da 
bei  der  Temperatur  von 
15^  das  Material  dann 
ferromagnetisch  ist.  Beson- 
ders charakteristisch  ist  das 
Verhalten  zwischen  45  und 
50  Proz.j  d.  h.  in  derselben 

Gregend,  in  der  auch  der  Umwandlungspunkt  die  in  Fig.  4  er- 
sichtliche Eigenart  zeigte.  Theoretisch  hätte  man  zwischen 
45  und  50  Proz.  eine  lineare  Abhängigkeit  der  Suszeptibilität  von 
der  Konzentration  zu  erwarten,  doch  tritt  das  praktisch  manch- 
mal nicht  ein.^) 


50    JTeiP' 


Fig.  5. 


BchluBsfolgerungen. 

Aus  den  vorstehenden  Beobachtungen  kimnen  wir  folgende 
Schlüsse  ziehen. 

1.  Entgegen  der  T am  mann  sehen  Regel  ^)  können  ferro- 
magnetische  in  unmagnetischen  Kristallen  gelöste  Kristalle 
ferromagnetische  Legierungen  bilden. 


1)  Vgl.  K.  Honda,  Ann.  d.  Phys.  iW.  S.  1003.  1910. 

2)  G.  Tammann,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  «5.  S.  78.  1909. 
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2.  Eupfer-Nickel-Legierungen  gehören  nach  Roozeboom 
zum  Typus  IV  von  Mischungen,  die  eine  beschränkte  gegen- 
seitige Mischbarkeit  zeigen.  Dieselbe  ist  unterbrochen  durch 
einen  Konzentrationsbereich,  der  bei  unserem  Beispiel  sich 
ungefähr  von  45  bis  50  Proz.  Nickel  erstreckt,  und  in  dem  kupfer- 
gesättigte Nickelkristalle  und  nickelgesättigte  Kupferkristalle 
in  variablen  Proportionen  vorhanden  sind. 

Dies  Verhalten  ist  auch  schwach  angedeutet  in  der  Un- 
etetigkeit  der  von  Feussner  und  Lindeck^)  beobachteten 
Kurven  der  elektrischen  Leitfähigkeit  sowie  ihres  Temperatur- 
koeffizienten [siehe  auch  die  Figur  bei  Haken^)],  die  jene 
Autoren  auf  die  Existenz  eiaer  chemischen  Verbindung  der 
Formel  CuNi  schließen  ließen. 

3.  Das  Resultat  der  thermischen  und  mikrographischen 
Analyse  von  Guertler  und  Tammann  ließ  diese  auf  die 
lückenlose  Folge  von  Mischkristallen  schließen;  dieser  Irrtum  er- 
klärt sich  aus  der  kleinen  Ausdehnung  des  Sättigungsbereichs^  der 
verständlicherweise  jenen  Forschern  leicht  entgangen  sein  kann. 

4.  Unser  Ergebnis  ist  in  Übereinstimmung  mit  dem  Ver- 
halten von  Co-Cu-Legierangen  mit  dem  alleinigen  Unterschiede, 
daß  die  Lücke  in  der  Reihe  der  Mischkristalle  bei  diesen 
wesentlich  ausgedehnter  ist.  Insofern  verhält  sich  Ni  also  ganz 
analog  wie  Co;  die  beiden  Metalle  sind  also  auch  in  dieser 
Beziehung  einander  sehr  ähnlich. 

La  PI  ata,  Instituto  de  Ffsica,  20.  November  1917. 

1)  K.  FeuBsnei*  u.  St.  Lindeck,  Abb.  d.  Phjs. -Techn.  Reichs- 
anstalt 2.  S.  501.  1895. 

2)  W.  Haken,  Ann.  d.  Phys.  »2.  S.  --'91.  VMO.  Tafel  XI. 

(Eingegangen  4.  Oktober .4919.) 
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3.   tJber  thernioelektHsche  Ströme  in  QueckHlber; 
von  IT.  Haga  und  F.  Zernike. 

(Übersetzt  aus  den  Versl.  en  Meded.  Amsterdam,  29.  März  1919.) 

in  einer  in  diesen  Annalen  erschienenen  Abhandlung  i,Ein 
für  Thermoelektrizität  und  metallische  Wärmeleitung  fun- 
damentaler Effekt'^  versucht  C.  Benedicks  zu  beweisen,  daß 
an  jeder  Stelle  in  einem  homogenen  Leiter^  wo  beiderseits  das 
Temperaturgefälle  ungleich  ist,  eine  Thermokraft  auftritt. 
Benedicks  weist  auf  die  Möglichkeit  hin,  daß  die  unter  diesen 
Umständen  in  festen  Metallen  auftretenden  Thermokräfte  Mo- 
lekular- oder  Strukturänderungen  zuzuschreiben  sind  und  be- 
trachtet deshalb  den  Beweis  der  Existenz  dieser  Kraft  nur 
dann  endgültig  erbracht^  wenn  es  gelingt,  sie  auch  in  einem 
flüssigen  Leiter  nachzuweisen.  Es  gelang  ihm  aber  nichts  bei 
der  schon  von  Magnus')  angewandten  Anordnung  —  einem 
an  ein  empfindliches  Galvanometer  angeschlossenen,  aus  Queck- 
silber bestehenden  Leiterkreis  —  selbst  beim  Heranziehen  des 
.,Drosselprinzips'^  sichere  Resultate  zu  erhalten.  Benedicks 
schreibt  dieses  der  Wärmeleitung  des  Grlases  zu^  wodurch  die 
Größe  des  Temperaturgefälles  herabgesetzt  werde. 

Es  schien  uns  nicht  unmöglich,  mit  Quecksilber  den  Ver- 
such in  solcher  Weise  anzustellen,  daß  allen  von  Benedicks 
aufgestellten  Bedingungen^)  vollständig  genügt  wurde  und  somit 
eine  Entscheidung  zu  erlangen  über  die  Existenz  des  neuen 
Effektes.  W^ir  benutzten  dazu  als  Leiterkreis  ein  emplindliclies 
Galvanometer  und  zwei  ungleich  temperierte  sich  berührende 
Quecksilberstrahlen.  Dadurch  vermeidet  man  ganz  den  von 
Benedicks  gefürchteton  KiuHuß  des  Glases,  die  Berührungs- 
stelle kann  äußerst  klein  gemacht  werden,  während  das  Tem- 

1)  C.  Beuedicks,  Ann.  d.   Phys.  55.  S.  1— «0,  103—150.  1918. 

2)  G.  Magnus,  Pogg.  Ann.  2:i.  S.  497.   1851. 

3)  A.  H    0.  S.  118. 
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peratnrgefälle   sehr  groß  ist  und    bleibt,    weil    immer    neue 
QueckBilbermengen  miteinander  in  Berührung  kommen. 
Die  VersDcbsanordnung  war  folgende: 
An   der  Glaskngel   A  —   Durchmesser  j;  7,5  cm  —  war 
eine  Röbre  B  angeschmolzen,  deren  ausgezogenes  Ende  eine 
sehr  enge  Öffnung  bat.  Die 
Kapillarröhre  C  ist  mittels 
eines  50  cm  langen  Kaut- 
sch ukscblaucbes    an     der 
Röbre  £  verbunden.  J^und 
^sindebeofalls  durch  einen 
50  cm  langen  Schlauch  ver- 
bunden ;beiPist  einPlatin- 
draht  eingeschmolzen.    Die 
r*  Hälfte  der  Kugel  Ä  und 
der  übrige  Glasapparat  war 
t    im    Vakuum    destiU 
liertem  Quecksilber  gefüllt. 
Mittels    eines    über    den 
oberen    Teil    von    A    ge- 
schobenen Druckschlaucba 
wurde   A    mit   einem    mit 
Luft  TOQ  2  bis  3  Atmo- 
sphären gefüllten  Kupfer- 
gefiltl  verbunden.      Diese 

Anordnung  bezweckte, 
erstens  zu  verhüten,  daß 
die  Wärme  sich  dnrch 
Leitung  von  der  erhitzten 
Röhre  B  bis  zum  Platin- 
drabt  P  fortpflanzen  könnte  und  zweitens,  um  eine  bequeme 
F&llung  von  A  mit  Qecksilber  zu  ermöglichen. 

Für  jeden  Quecksilberstrabl  war  ein  gleicher  Apparat 
hergestellt;  die  beiden  Röhren  G  wurden  mit  den  im  Zickzack 
gebogenen  Teilen  aneinander  gebunden  in  ein  grobes  [48x24 
x20  cm)  mit  Wasser  gefülltes  Gefäß  gesenkt;  die  Plalindrahte 
F  waren  an  den  Leitungsdrähten  zum  Galvanometer  —  mit 
weißer  Seide  umklöppelten  biegsamen  Gummiaderscbnüren  ge- 
lötet ;    die    Lötstellen   und    die    nicht    isolierten    Platin-    und 
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Kupferdrähte  wurden  sorgfältig  mit  Schellack  bedeckt  und  2  m 
der  LeituDgsschnüre  ins  Wasser  untergetaucht,  damit  die  Ver- 
bindungsstellen Quecksilber-Platin-Kupfer  gleiche  Temperatur 
hätten  und  geschützt  wären  für  etwaige  durch  die  Kupferdrähte 
oder  das  Quecksilber  hingeleitete  Wärme. 

Der  Widerstand  der  Zuleitungsdrähte,  der  Röhren  mit 
Quecksilber  und  zwei  Quecksilberstrahlen  war  zusammen  1,5  Ohm« 
Das  Galvanometer  war  ein  von  Carpentier  verfertigtes  In- 
strument vom  Thomson-Typus,  dessen  astatische  Doppelnadel 
durch  ein  von  Siemens  &  Halske  verfertigtes  astatisches 
Nadelsystem  nach  du  Bois-Rubens  ersetzt  worden  war; 
getragen  wurde  das  System  von  einem  7  ju  dicken  Quarzfaden. 
Der  Widerstand  der  Spulen  ist  2,7  Ohm;  die  Skalenentfemung 
war  2,8  m;  das  Ablesefernrohr  hatte  eine  33  fache  Vergrößerung. 
Durch  den  Richtmagneten  wurde  eine  Empfindlichkeit  erreicht 
von  1  mm  Ausschlag  für  5,8x  10-®  Amp.,  so  daß  bei  einem 
totalen  Widerstand  von  4,2  Ohm  1  Mikrovolt  einen  Ausschlag 
gab  von  41  mm.  Bei  dieser  Empfindlichkeit  waren  wir  aber, 
wegen  der  Straßenbahnstörungen,  gezwungen,  die  Beobachtungen 
während  der  Nacht  zu  machen.  Dann  aber  waren,  bei  nicht 
großen  Deklinationsschwankungen,  die  Ablesungen  bis  auf 
0,1  mm  genau.  Einer  der  Glasapparate  ABC  war  durch  ein 
starkes  Stativ  getragen,  das  fein  regulierbare  Verschiebungen 
in  drei  aufeinander  senkrechte  Richtungen  gestattete.  Zum 
Auffangen  des  Quecksilbers  waren  im  oberen  Teil  einer  verti- 
kalen 4  cm  weiten  Glasröhre  zwei  vertikale  Schlitze  gemacht, 
wodurch  die  Enden  der  Röhren  B  geschoben  wurden;  auf  dem 
oberen  Rand  der  Röhre  wurde  ein  hölzerner  Ring  mit  Glas- 
fenster gelegt,  durch  welches  die  Strahlen  mit  einem  15  fach 
vergrößernden  Binokularmikroskop  beobachtet  werden  konnten. 
Die  Quecksilberstrablen  trafen  das  Fenster  und  das  Queck- 
silber wurde  in  einem  unter  die  Röhre  gestellten  Becherglas 
gesammelt. 

Bei  richtigen  Öilninigen  der  Röhren  B  erhielten  wir  sehr 
schöne  Strahlen,  die  iu  einer  Länge  von  einigen  Zentimetern 
ganz  wie  Metalldrähte  aussahen,  so  daß  die  Durchmesser  mittels 
eines  mit  Okularmikrometer  versehenen  Mikroskopes  gemessen 
werden  konnten.  Bei  unseren  Versuchen  war  der  Durchmesser 
des  einen  Strahles  0,10  mm,  der  des  anderen  0,13  mm.    Weiter 
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von  den  Offnungen  entfernt  wurden  die  Strahlen  durch  Tropfen- 
bilduDg  trQbe. 

Näherte  man  einen  Strahl  langsam  dem  anderen  und  be- 
rührten sie  sich  nur  oberflächlich^  so  behielten  sie  ungefähr 
ihre  —  senkrecht  aufeinander  stehende  —  Riohtung  bei.  Eine 
kleine  Verschiebung  hatt«  eine  groBe  Änderung  zufolge:  Die 
Strahlen  vereinigten  sich  in  einer  dünnen,  bald  sich  in  Tröpf- 
chen auflösenden  Membran:  bei  zentralem  Stoß  war  die  Mem- 
bran senkrecht  zur  Ebene  der  Strahlen  gerichtet  Zum  Erhalten 
des  erwärmten  Strahles  wurde  eine  16  cm  lange,  gut  um- 
schließende Kupferröhre  über  den  oberen  Teil  von  B  geschoben 
und  durch  eine  darunter  gestellte  Gasflamme  erhitzt;  die 
Temperatur  konnte  hierdurch,  auch  während  des  Spritzeus, 
bis  zum  Siedepunkt  steigen,  welches  sich  u.  a.  zeigte,  als  wir 
einmal  unmittelbar  nach  dem  Versuch  die  Druckluft  in  J  aus- 

m 

strömen  ließen  und  der  Apparat  zerbrochen  wurde  durch  die 
sich  aus  der  überhitzten  Flüssigkeit  auf  einmal  bildende  Dampf- 
menge. Es  erschien  uns  überflüssig,  die  Temperatur  des  Queck- 
silbers in  den  Strahlen  genau  zu  messen,  es  genügte  uns,  sie 
zu  schätzen,  u.  a.  aus  der  Menge  des  einen  feinen  Nebel 
bildenden  Dampfes. 

An  verschiedenen  Tagen  wurden  mehrere  vollkommen  mit- 
einander übereinstimmende  Versuchsreihen  gemacht;  neben- 
stehende Tabelle  gibt  als  Beispiel  eine  derselben. 

In  der  zweiten  und  dritten  Vertikalreihe  bedeuten  die 
Zahlen  die  Skalenablesungen  in  mm;  von  1  Uhr  27  Min.  bis 
1  Uhr  31  Min.  waren  die  Strahlen  nicht  erwärmt  und  es  wurde 
abwechselnd  abgelesen,  wenn  die  Strahlen  sich  nicht  berührten  und 
bei  Berührung  unter  zentralem  Stoß;  der  kleine  Ausschlag  rührte 
von  den  im  Stromkreis  irgendwo  existierenden  Thermokräften 
her.  Jetzt  wurde  die  Gasflamme  unter  der  Kupferröhre  ge- 
stellt, so  daß  der  eine  Quecksilberstrahl  fortwährend  wärmer 
wurde:  Die  Ausschläge  wurden  größer;  nach  Fortnahme  des 
Gasbrenners  wurden  die  Ausschläge  kleiner  und  waren  gleich 
der  ursprünglichen,  sobald  das  Quecksilber  die  Zimmertem- 
peratur wieder  erreicht  hatte.  Wurde  der  andere  Strahl  er- 
hitzt, 80  waren  die  Ausschläge  kleiner  als  bei  nicht  erwärmten 
Strahlen:  der  Einfluß  der  Erwärmung  ist  also  umkehrbar. 
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Zeit 
6.  März  1919 

1  Uhr  27  Min. 


Ablesung 


Dio  Strahlen 
'  berühren  sich  nicht 


Die  Strahlen 
berühren  sich 


Ausschlag 


1  Uhr  31  Min 


154.2  ! 
153,8 

154,0  I 

154,0  i 

Flamme  unter  der  Kupferröhre 

153,2 


lßl,9 
161,9 
161,7 


153,0 
153,0 
152,5 

153,0 
153,0 


153,0 


101,4 
161,7 
162,0 

162,6 

Dämpfe  sichtbar 

163,0 
163,2 

sehr  starker  Dampf 

163,5 
163,7 


163,5 


1  Uhr  41  Min. 
1  Uhr  48  Min. 


152,7 
153,0 

Flamme  entfernt 

152,7 
152,7 

Quecksilber  auf  Zimmertemperatur 

154,0  I 

154,2  ' 

155,2  I 


155,2 


162,1 
162,8 


+    7,9 
+    8,0 

4-    7,7 


i-    8,3 

■4-    8,7 

t     9,2 

t     9,8 

-f  10,0 
I-  10,2 

-h  10,8 
f-  10,8 


-t   10,8 

f     8,0 
!-    7,6 


Man  könnte  meinen,  daß  der  Unterschied  zwischen  den 
Ausschlägen  bei  gleicher  und  ungleicher  Temperatur  der  Queck- 
silberstrahlen —  maximal  8,2  mm  —  einer  etwaigen  Verbindung 
des  Quecksilbers  mit  einem  Bestandteile  des  Glases  zuzuschreiben 
wäre,  wodurch  der  erwärmte  Strahl  aus  verunreinigtem  Queck- 
silber bestehen  würde.  Um  dieses  zu  prüfen,  wurde  die  eine 
ßöhre  B  eine  Stunde  lang  Tor  Anfang  des  Versuches  stark 
erhitzt,  so  daß  das  sich  in  dieser  Röhre  befindende  Quecksilber 
in  höherem  Grade  verunreinigt  werden  könnte  und  wodurch 
während  der  ersten  Minute  des  Versuches  ein  anderer  Ausschlag 
sich  ergeben  würde  als  nachher.  Dieses  zeigte  sich  aber 
nicht,  so  daß  obige  Annahme  nicht  richtig  sein  kann. 

Ungezwungen  aber  läßt  sich  obengenannter  Unterschied, 
der  Größe  und  Richtung  nach,  deuten  als  eine  Folge  der 
zwischen  Quecksilber  unter  Druck  und  Quecksilber  ohne  Druck 
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auftretenden  Thermokraft,  welche  Kraft  von  Des  Coudres*^ 
gefunden  wurde  und  später  auch  von  Wagner^  und, Hörig") 
gemessen  ist.  Stand  doch  das  Quecksilber  in  den  Glasge&Ben 
unter  dem  Druck  der  zusammengepreßten  Luft,  die  Queck- 
silberstrahlen aber  wurden  von  unter  Atmosphärendruck  stehen- 
dem Quecksilber  gebildet  und  ihre  Berührungsstellen  mit  dem 
Quecksilber  unter  Druck  hatten  ungleiche  Temperatur. 

Daß  diese  Auffassung  die  richtige  war,  wurde  außerdem 
durch  folgenden  Versuch  bewiesen.  Über  die  Enden  der  beiden 
Köhren  B  wurde  ein  knieförmig  umgebogenes  enganschließendes 
Glasröhrchen  geschoben,  das  durch  die  Strahlen  mit  Queck- 
silber gefüllt  wurde;  eine  an  der  oberen  Seite  angebrachte 
/  kleine  Öffnung  diente  als  Ausfluß. 

Wurde  nun  eine  der  Röhren  B  erwärmt,  so  erhielten  wir 
Ausschläge  von  ganz  derselben  Größe  wie  mit  den  freien 
Quecksilberstrahlen,  welche  beim  Ablassen  des  Druckes  sogleich 
verschwanden. 

Bei  unseren  Versuchen  wurde  aber  dennoch  eine  Tatsache 
gefunden,  welche  sich  nicht  durch  diese  Thermokraft  erklären 
läßt:  immer  wurde  ein  größerer  Ausschlag  konstatiert  bei  sehr 
oberflächlicher  Berührung  der  Strahlen  als  beim  zentralen 
Stoß;  die  Differenz  war  größer  bei  größerem  Temperaturunter- 
schied der  Strahlen  und  zwar  maximal  1,5  mm.  Es  wäre 
möglich,  diese  Differenz  dem  bei  oberflächlicher  Berührung 
stattfindenden  größeren  Temperaturgefälle  zuzuschreiben  und 
sie  als  Beweis  der  Existenz  des  Benedicks- Effektes  zu  be- 
trachten. Diese  Thermokraft  wäre  aber  nur  3,5  X  10"**  Volt 
bei  dem  sehr  großen  Temperaturunterschied  von  300°  C  in 
einer  Entfernung  von  einem  Bruchteil  eines  Millimeters,  so  daß 
man  sie  bei  den  üblich  vorkommenden  Thermoströmen  nicht 
zu  berücksichtigen  braucht.  Da  es  uns  erwünscht  erschien^ 
die  obere  Grenze  dieser  etwaigen  Thermokraft  in  mehr  nor- 
malen Fällen  und  ohne  den  Druckeffekt  anzugeben,  wurde  ein 
dünnwandiges  Glasröhrchen  —  Wandstärke  0,1  mm,  innerer 
Durchmesser  ±  0,8  mm  —  in  der  Mitte  ausgezogen  auf  eine 

1)  Des  Coudres,  Wied.  Aan.  43.  8.  673.  1891. 

2)  E.  Wagner,  Ann.  d.  Phys.  27.  S.  955.  1908. 
8)  H.  Hörig,  Ann.  d.  Phys.  28.  S.  871.  1909. 
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Wandstärke  von  0,08  mm  und  inneren  Durchmesser  von 
±  0,3  mm.  Dieses  Röhreben  wurde  mittels  Stückchen  Kaut- 
schukschlauch mit  den  Enden  der  Röhren  £^  deren  ausgezogene 
Enden  abgeschnitten  waren ,  verbunden  und  horizontal  auf- 
gestellt; darch  eine  kleine  Niveaudifferenz  konnten  wir  einen 
schwachen  Strom  von  Quecksilber  durchfließen  lassen.  Ohne 
diesen  Strom  gab  eine  Erwärmung  des  Röhrchens  an  der  einen 
Seite  der  verjüngten  Stelle  nicht  den  geringsten  Ausschlag; 
die  Oberfläche  des  Querschnittes  des  Quecksilbers  im  Röhrchen 
war  0,50  mm^,  die  des  Glases  0,38  mm^  und  im  ausgezogenen 
Teil  0,08  mm*  bzw.  0,1  mm^;  da  die  Wärmeleitfähigkeit  des 
Grlases  den  zehnten  Teil  derjenigen  des  Quecksilbers  beträgt, 
kann  der  von  Benedicks  gefürchtete  Einfluß  des  Glases  unter 
diesen  Umständen  nur  klein  sein.  Außerdem  konnte  dieser 
Einfluß  noch  in  hohem  Maße  dadurch  herabgesetzt  werden, 
daß  wir  das  Quecksilber  dem  Wärmestrom  entgegen  strömen 
ließen. '  Das  kalte  Quecksilber  strömte  durch  die  Einengung, 
und  wurde  gleich  nachher  durch  eine  das  Röhrchen  berührende 
Bunsenflamme  stark  erhitzt;  das  Quecksilber  in  der  Einengung, 
wo  die  Geschwindigkeit  das  sechsfache  der  Geschwindigkeit  im 
Köhrchen  war,  behielt  seine  niedrige  Temperatur  bei;  ein 
Temperaturunterschied  von  wenigstens  250^  0  in  einer  Ent- 
fernung von  wenigen  Millimetern  wurde  hierdurch  erreicht. 

Da  bei  der  Ausfuhrung  dieses  Versuches  die  Deklinations- 
schwankungen äußerst  gering  waren,  ließ  sich  gegebenenfalls 
eine  Ausschlagsänderung  von  0,1  mm  ganz  sicher  nachweisen. 
Sogar  diese  Änderung  wurde  nicht  beobachtet,  so  daß  bei 
obengenanntem  Temperaturgefälle  die  Thermokraft  in  Queck- 
silber nicht  mehr  als  lxlO~^Volt  betragen  kann. 

Was  nun  die  obenerwähnte  kleine  Differenz  von  1,5  mm 
anbetrifft^  welche  bei  den  verschiedenen  Weisen,  worauf  die 
Strahlen  sich  berühren,  gefunden  wurde,  so  könnte  sie,  ohne 
Annahme  einer  vom  Temperaturgefälle  abhängigen  Thermo- 
kraft, wohl  einer  anderen  Ursache  zugeschrieben  werden:  aus 
der  während  einer  Minute  gespritzten  Quecksilbermenge  und  dem 
Durchmesser  d#^8trahles  l'olgt,  daß  die  Geschwindigkeit  des 
Quecksilbers  ungefähr  5  m/Sek.  betrug,  so  daß  die  Zeit,  worin 
bei  oberflächlicher  Berührung  der  eine  Strahl  den  anderen 
passiert,  weniger  als  Vsoono  ^^^^  ^®*-     ^®^  einem  Temperatur- 
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unterschied  der  beiden  Strahlen  von  300^  C  läßt  es  sich 
denken,  daß  in  dem  beiden  Strahlen  gemeinsamen  Teil  die 
Elektronen  und  Molekülen  während  jener  kurzen  Zeit  noch 
nicht  in  normale  Verhältnisse  gekommen  sind,  so  daß  jener 
Teil  als  aus  einer  anderen  Art  Quecksilber  bestehend  betrachtet 
werden  kann,  welches,  an  beiden  Seiten  ungleich  temperiert, 
eine  Thermokraft  liefert. 

Nach  unserer  Meinung  haben  diese  Versuche  die  Existenz 
des  von  Benedicks  gesuchten  Effektes  widerlegt^  und  es  ist 
deshalb  nicht  nötig,  die  Theorie  der  Thermoelektrizität  zu 
Ändern. 

Groningen,  Physikalisches  Institut  d.  Universität. 
(EiDgegangen  26.  September  1919.) 
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1.  Betrachtungen  über  den  CHHtigkettsbereich  der 

Stokesschen  und  der  Stokea^Cunninghamsehen 

Formel.  I.  Hydrodynamischer  Teil; 

von  Jan  Weyssenhoff. 


§  1.    Einleitung« 

Die  vorliegende  AbhandluDg  enthält  eine  kritische  Zu- 
Bammenstellung  unserer  Kenntnisse  über  die  Gesetze  der 
,^langsamen"  Bewegung  von  Teilchen  in  Flüssigkeiten  und 
Gasen.  Der  erste  Teil  ist  der  hydrodynamischen  Seite  des 
Problems  gewidmet,  im  zweiten  wird  die  gaskinetische  Auf- 
fassung vertreten.  Es  wird  dort  auf  die  äußerst  schwachen 
theoretischen  Grundlagen  der  so  oft  angewandten  Slokes- 
Cunnighamschen  Formel  hingewiesen.  Falls  manche  der 
hier  enthaltenen  Tatsachen  und  Bemerkungen  selbstverständ- 
lich oder  gar  trivial  erscheinen  sollten,  so  diene  der  Binweis 
als  Entschuldigung,  daß  in  vielen  der  besprochenen  theo- 
retischen und  experimentellen  Arbeiten  verschiedene  Besul- 
tate  der  früheren  Forschung  teilweise  übersehen  oder  gar 
mißdeutet  wurden.  Auch  harren  noch  einige  Unstimmigkeiten 
zwischen  experimentellen  und  theoretischen  Ergebnissen  ihrer 
endgültigen  Erklärung  (vgl.  insbesondere  §  7b). 

Wir  präzisieren  zuerst  die  Bedeutung  einiger  Benennungen, 
die  wir  im  weiteren  durchgehends  gebrauchen  werden.  Ein 
Teilchen  bewege  sich  unter  dem  Einflüsse  einer  konstanten 
Kraft  F  in  einem  Medium,  dessen  Koeffizienten  der  inneren 
Eeibung  wir  mit  /i  bezeichnen  wollen.  Nach  Erreichung  des 
stationären  Bewegungszustandes  wird  sich  das  Teilchen  mit 
einer  konstanten  Geschwindigkeit  V  bewegen,  und  wenn  wir 

(1)  F  =  PF-F    und    V  =  B'F 

^setzen,  so  nennen  wir,  wie  gewöhnlich,  B  die  BewegUchkeü 
des  Teilchens ;  ihren  reziproken  Wert  W  werden  wir  als  TTwfof- 
standskoefjizienien  bezeichnen.  In  allen  weiter *^  unten  be- 
sprochenen Fällen  wird  die    Geschwindigkeit  F"  der  Kraft  F 

AnnakD  der  Physik.    IV.  Folge.    62.  1 


2  J.  Weyssenhoff, 

proportional,  d,h,W  bzw.  B  werden  von  V  bzw.  F  unabhängig 
sein.  Wo  sie  nicht  direkt  aus  den  Grund  annahmen  erschlossen 
werden  kann,  da  wird  diese  Proportionalität  von  vornherein 
durch  eine  besondere  (stillschweigende)  Annahme  eingeführt 
werden. 

Die  Ermittlung  des  Widerstandskoeffizienten  W  als  Funk- 
tion der  Eigenschaften  des  Teilchens  und  des  Mediums,  in 
welchem  es  sich  bewegt,  bildet  den  Gegenstand  der  vorliegenden 
Besprechung. 

§  2.    Die  allgemBine  Formulierung  des  Problems  dar 
Mlangsamen*'  Bewegung  einer  sähen  Flüssigkeit. 

Je  langsamer  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit  ist,  um  so 
mehr  überwiegt  die  Wirkung  der  inneren  Beibimg  diejenige 
der  Trägheit.  Im  Grenzfall  unendlich  kleiner  Geschwindig- 
keiten fallen  in  den  klassischen  Navier-Poissonschen  Dif- 
ferentialgleichungen der  Bewegung  einer  zähen  Flüssigkeit  die 
„Trägheitsglieder"  [mit  u{duldx)  usw.]  fort,  und  für  stationäre 
Bewegung  bei  Abwesenheit  äußerer  Volumkräfte  reduzieren 
sich  diese  Gleichungen  auf  die  einfache  Form 

(2)  If  =  M^«.    ^~(iAv,    ||--^Jio. 

Hierin  bedeuten  u,  v,  w  die  Komponenten  der  Strömungs- 
geschwindigkeit in  den  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  j/,  Zy 
fjL  den  Koeffizienten  der  inneren  Keibung,  p  den  Druck  und 

^      «L  +  JL+  «• 


dx*         dy*         dx^ 

Dazu  tritt  gewöhnlich  noch ,  als  Spezialfall  der  physi- 
kalischen Beziehung  zwischen  Druck  und  Dichte,  die  Be- 
dingung der  Inkompressibilität 

^    '  ex         dy         0% 

In  Verbindung  mit  den  nötigen  Bandwertangaben  bilden 
die  Gleichungen  (2)  und  (2')  die  mathematische  Formulierung 
des  Problems  der  „langsamen**,  stationären  Bewegung  einer 
zähen    Flüssigkeit.^)      In   jedem   einzelnen   Falle    muß   man% 

1)  A.  E.  H.  Love,  Enz.  d.  math.  Wiss.  IV,  15,  Hydrodjmamik  I, 
{  13;  da  die  »yLangsamkeit**  der  Bewegung  nicht  nur  von  der  Geschwin- 
digkeit und  der  Zähigkeit,  sondern  ancli  von  den  Raumabmessungen 
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natürlich  die  Berechtigung  der  gemachten  Vernachlässigungen 
besonders  untersuchen  (vgl.  §  6). 

Die  Art  der  Kandwertangaben  hängt  wesentlich  davon 
ab,  ob  man  an  der  Berührungsfläche  der  Flüssigkeit  mit  festen 
Körpern  Gleitung  zuläßt  oder  nicht.  Im  letzten  Falle  stimmt 
in  jedem  Punkte  der  Berührungsfläche  die  Geschwindigkeit 
der  Flüssigkeit  mit  der  des  festen  Körpers  überein.  Was  die 
tropfbaren  Flüssigkeiten  anbetrifft,  so  nimmt  man  jetzt  ge- 
wöhnlich an,  daß  diese  letzte  Bedingung  immer  erfüllt  ist ; 
jedenfalls  ist  das  Bestehen  der  Gleituiig  zwischen  einer  tropf- 
baren Flüsigkeit  und  einer  festen  Oberfläche  nie  einwandfrei  fest- 
gestellt worden.*)  Anders  verhält  es  sich  aber  mit  verdünnten 
Gasen,  für  welche  die  Gleitung  sowohl  experimentell  gefunderr 
als  auch  theoretisch  begründet  wurde.  Auf  diesen  Gegenstand 
werden  wir  im  zweiten  Teile  noch  näher  zu  sprechen  kommen. 

Vom  hydrodynamisch-phänomenologischen  Standpunkte 
aus  Wurde  die  Möglichkeit  der  Gleitung  bereits  von  Navier 
und  Poisson  berücksichtigt.  Die  Gleitung  besteht  bekannt- 
lich in  einem  Unterschied  der  Tangentialgeschwindigkeiten 
des  festen  Körpers  und  der  angrenzenden  Flüssigkeit.  Navier 
und  Poisson  nahmen  nun  an,  daß  die  Kraft  pro  Flächen- 
einheit, mit  welcher  die  Flüssigkeit  und  der  feste  Körper  auf- 
einander einwirken,  dieser  Differenz  proportional  sei,  und  da 
diese  Kraft  dem  tangentialen  Zug  in  der  Grenzschicht ,  der 
Flüssigkeit  das  Gleichgewicht  halten  muß,  so  ergibt  sich 
daraus  die  erwünschte  Grenzbedingung,  die  im  Falle  pa- 
ralleler Laminar bewegung  [w  =  /  (j/),  v  =  u?  =  0]  die  einfache 
Form 

(8)  /»(«-«T-fi-ri 

anninmit.    Hierin  bedeutet  u  die  Geschwindigkeit  der  Flüssig- 
keit, u'  diejenige  des  festen  Körpers  und  ß  ist  der  sogenannte 


abhängig  ist  (vgl.  §6),  so  schlägt  M.  Smoluohowski  (Krak.  Anz. 
S.  143,  1904)  zur  besseren  Charakterisierung  dieees  BewegnngsEUfitandes 
den  Ausdruck  „mouvement  oalme"  [ruhige,  sanfte  Bewegung]  vor, 
während  L.  Prandtl  („Abriß  der  Lehre  von  der  Ilüss-gkeits-  und 
Gasbewegung",  aus  dem  „Handwörterbuch  der  Naturwissenschalten '% 
Bd.  4)  den  Ausdruck  „sohleichende**  Bewegung  gebraucht. 

1)  Vgl.  A.  E.  H.  Love,  a.  a.  0.,  und  L.  Graets,  „Reibung*'  in 
Winkelmanns  Handbuch  der  Physik,  Bd.  J,  2. 
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Koejfment  der  äußeren  Beüiung.  d.  i.  der  Betrag  der  Beibusg 
pro  Einheit  der  Oberfläche  und  pro  Einheit  der  Relativ- 
geschTrindigkeit. 

Da  die  Gleitung  um  so  mehr  in  Betracht  kommt,  je 
kleiner  die  äußere  und  je  größer  die  iimere  Beibung  ist,  bo 
haben  Helmboltz  und  Fiotrowski*)  als  Maß  der  Gleitung 
das  Verhältnis 

unter  dem  Namen  Gleüungskoeffizient  eingeführt.  Derselbe 
Name  vird  auch  in  der  kinetischen  Gaetheorie  gebraucht. 

Lorentz')  hat  eine  Beihe  von  allgemeinen  Theoremen 
über  die  „langsame",  stationäre  Bewegung  von  festen  Körpern 
in  reibenden  Flüssigkeiten  (bei  Abwesenheit  von  Gleitung) 
aufgestellt,  deren  Anwendung  wir  im  §  6  kennen  lernen  werden. 
Den  Zusammenhang  der  Lorentzschen  Arbeit  mit  allgemeinen 
Sätzen  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  er- 
siebt man  am  besten  durch'  Vergleich  mit  analogen  Besultateu 
der  Elastizitätstheorie  (Reziprozitätstheorem  von  Betti,  For- 
meln für  die  Verschiebimgskomponenten  von  Somigliana, 
Integration  mitteis  verallgemeinerter  Greenscber  Funktionen), 
wie  sie  z.  B.  in  dem  Enzyklopädieartikel  von  Tedone")  bo- 
sammengestellt  und  besprochen  sind.  Dieser  Parallelismus 
stammt  daher*),  daß  die  Gleichungen  (2)  der  „langsamen" 
Bewegung  einer  reibenden  Flüssigkeit  der  Form  nach  identisch 
mit  den  Gleichungen  für  das  elastische  Gleichgewicht  iso- 
troper Körper  sind;  an  Stelle  der  Verschiebungskomponenten 
der  EHastizitätstheorie  treten  in  (2)  xiie  Geschwindigkeits- 
Immponenten  ein  und  die  beiden  Lam^schen  Elastizitäts- 
konstanten /  und  fi  reduzieren  sich  durch  den  Ansatz") 
(5)  SA +2^  =  0 

auf  nur  eine  Konstante,  den  sogenannten  Koeffizienten  /t 
der  inneren  Beibung  der  Flüssigkeit. 

1)  Vgl.  H.  Heimholte,  Wise.  Abh.  I.  S.  172. 

2)  H.  A.  LorentE,  Abh.  über  tbeor.  Physik,  I.  S.  23. 

3)  0.  Tedone,  Allg.  Theoreme  der  matb.  El&atidtAtslebre,  Em. 
d.  math.  Wiss.  IV.  24. 

4}  Vgl.  A.  Lord  Rayleigb,  Phil.  Mag.  21.  S.  697.  1911. 
5)  Vgl.  t.  B.  Ä.  G.  Webater,  „The  DyimmicB  of  pBrticiee  .  .  ." 
S.  fiSO,  und  A.  E.  H.  Love,  a.  a.  O..  }  12. 
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Im  weiteren  spezialisieren  wir  unser  Problem  auf  die^ 
Bewegung  kugelförmiger  Teilchen;  nur  gelegentlich  werden 
wir  noch  über  anders  gestaltete  Teilchen  einige  Bemerkungen 
einzuflechten  haben. 

§  8.    Das  Stokessohe  Oeseta. 

Die  Lösung  des  Problems  der  „langsamen",  stationären  * 
Bewegung  einer  Kugel  in  einer  unbegrenzten,  inkompressiblen, 
zähen  Flüssigkeit  unter  dem  Einflüsse  einer  konstanten  Kraft 
verdanken  wir  Stokes,  der  sie  im  Jahre  1851  in  einer  Ab- 
handlung über  die  Bewegung  von  Pendeln^),  mit  Hilfe  der 
nach  ihm  benannten  Stromfunktion*)  gegeben  hat.  Er  fand, 
daß  die  Flüssigkeit  auf  die  Kugel  eine  der  Translation  der 
Kugel  entgegengesetzt  gerichtete  Kraft  ausübt,  die  der  Ge- 
schwindigkeit V  der  Kugel  proportional  ist.  Der  Wider- 
standskoeffizient drückt  sich  durch  die  folgende  Formel  aus: 

(6)  W  =  6n/ia 

(a  Badius  der  Kugel),  die  allgemein  unter  dem  Namen  Stokes- 
sches  Gesetz  oder  Stokessche  Formel  bekannt  ist.  Bei  den  An- 
wendungen kommt  meistens  die  Spezialform 

(60  f'^T^'ff^ 

in  Betracht,  die  die  Geschwindigkeit  einer  unter  dem  Ein- 
flüsse der  Schwerkraft  [t  ^  a*  ((/ -  a)  gf]  fallenden  Kugel 
von  der  Dichte  &  in  einem  zähen  Medium  von  der  Dichte  c 
angibt. 

Eine  einfache  Ableitung  des  Stokesschen  Gesetzes  findet 
man  in  Kirchhof fs  „Mechanik"')  und  eine  allgemeinere 
Methode  zur  Ijösung  der  Gleichungen  (2)  durch  Entwicklung 
in  eine  Keihe  von  räumlichen  Kugelfunktionen  in  den  §§  828 
bis  826,  885 — 886  des  Lehrbuches  der  Hydrodynamik  von 
Lamb.*)  Andere  Lösungsmethoden  wurden  von  Boussinesq 
(vgl.  §8  und  12),  Noether,  Oseen  (vgl.  §  7a)  u.a.  gegeben. 


1)  G.  G.  Stokes,  Cambr.  Trans.  9.  S.  8.  1851;  Pipers  HI,  S.  59. 

2)  Vgl.   H.  Lamb,  Lehrbuoh  der  Hydiodynsmik  (deutsch   von 
J.  Friede!)  1907,  §§  94,  95  und  325. 

3)  G.  Kirchhof f,  Vorl.  über  math.  Phys.,  4.  Aufl.,  Leipsig  1897, 
Bd.  I,  S.  378. 

4)  H.  Lamb,  a.  a.  O. 
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Wii'  nehmeu  davon  Abstand,  einen  vollständigen  Beweis 
des  St okes sehen  Gesetzes  hier  wiederzugeben  und  erwähnen 
nur  einige  Eesultate,  auf  die  wir  uns  im  folgenden  mehrmals 
beziehen  werden. 

Da  die  Kugel  bei  der  Stokesschen  Problemstellung  ihre 
Lage  im  Baume  fortwährend  ändert,  so  kann  die  Flüssigkeits- 
bewegung in  bezug  auf  ruhende  Achsen  selbstverständlich  nicht 
stationär  sein;  man  pflegt  deshalb  das  in  Frage  stehende  Pro- 
blem durch  ein  analoges  zu  ersetzen,  indem  man  die  Kugel 
als  ruhend  und  die  Flüssigkeit  als  im  Unendlichen  mit  der 
konstanten  Geschwindigkeit  —  F  in  der  ir-Eichtung  strömend 
annimmt  („ruhende  Kugel  in  Parallelströmung**). 

Die  Komponenten  der  Strömungsgeschwindigkeit  sind  dann 
durch  folgende  Formeln  gegeben*): 

'^(t  - 1)  +  i  ^«  (»•*  -  «*)  ^'    ^ 


(7) 


u 


V  = 


w  = 


+  |ra(r2-a*) 


dxdy    r 
dxdx    r 


und  der  Druck 
(8) 


/?  -B  f  |EA  a  V—^  +  konst. 


(r  =  '^x^  +y^  -^z^  =  Abstand  vom  Mittelpunkte  der  Kugel). 
Diese  Werte  befriedigen  die  Gleichungen  (2)  mit  den  Grenz- 
bedingungen w  =  t?  =  M7  =  0  für  r  =  a  und  u  =  — F,  t;  =  u?  =  0 
für  r  =  00,  wovon  man  sich  durch  direktes  Einsetzen  über- 
zeugen kann. 

Wenn  wir  jetzt  dem  ganzen  betrachteten  System  eine 
Translationsgeschwindigkeit  F  in  der  x-Bichtung  erteilen,  so 
kommt  dadurch  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  zur  Buhe, 
während  die  Kugel  die  Geschwindigkeit  F  erhält.  Dadurch 
werden  die  Bedingungen  der  ursprünglichen  Fragestellung 
wieder  hergestellt;  der  entstandene  Bewegungszustand  ist 
stationär  in  bezug  auf  ein  mit  der  Kugel  sich  bewegendes, 
nicht  aber  in  bezug  auf  ein  ruhendes  Koordinatensystem. 

Eine  Zeichnung  der  Stromlinien  beim  Problem  der  ruhenden 
Kugel  in  Parallelströmung  findet  man  in  dem  Lehrbuche  der 


1)  Vgl.  H.  Lamb,  Phil.  Mag.  21.  S.  112.  1911. 
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Hydrodynamik  von  Lamb,  S.  685.  Aus  dieser  Figur  oder 
auB.der  Linearität  der  Gleichungen  (2)  bzw.  aus  den  Formeln  (7) 
ist  die  bemerkenswerte  symmetrische  Form  der  Stromlinien 
vor  und  hinter  der  Kugel  zu  ersehen,  welche  •  von  der  Ver- 
nachlässigung der  Wirkung  der  Trägheit  herrührt. 

Endlich  findet  man  aus  (7)  für  die  Komponenten  f,  tj,  C 
des  Botors  der  Strömungsgeschwindigkeit  folgende  äußerst 
einfache  Ausdrücke: 

Den  Symmetrieverhältnissen  entsprechend  sind  die  Wirbel- 
linien Kreise  um  die  a;-Achse. 

Wir  schließen  mit  einer  interessanten  Bemerkung,  die 
zuerst  wohl  von  Lord  Eayleigh^)  gemacht  wurde.  Sowohl 
das  Bewegungsmoment  wie  die  Energie  der  gesamten  Flüssig- 
keit fallen  in  der  von  Stokes  gegebenen  Lösung  unendlich 
aus.  Wir  müssen  uns  vergegenwärtigen,  daß  zur  vollständigen 
Herstellung  des  betrachteten  stationären  Bewegungszustandes 
eine  unendlich  lange  Einwirkung  der  konstanten  Kraft  f 
auf  unsere  Kugel  erforderlich  wäre  (vgl.  aber  die  Theorie  von 
Oseen,  §  7a). 

Die  Voraussetzungen,  die  dem  Stokesschen  Gesetze  zu- 
grunde liegen,  können  wir  schematisch  etwa  folgendermaßen 
zusammenfassen: 

I.   Annahme  einer  inkompressiblen,  zähen  Flüssigkeit  im 

Sinne  der  Hydrodynamik  (vgl.  §6). 
IL    „Langsamkeit"  der  Bewegung,  d.  i.  Vernachlässigung 
der  Trägheitsglieder  in  den  hydrodynamischen  Gnmd- 
gleichungen  (§§  6,  7). 
in.    Unbegrenzt heit   der  im    Unendlich  ruhenden   Flüssig- 
keit (§8). 
IV.    Stationärer  Bewegungszustand  (§9). 
V.    Kugelgestalt  des  sich  bewegenden  Körpers  (§  10). 
VI.    Verschwinden  der    Gleitung  zwischen  der  Flüssigkeit 

und  der  Kugel  (§  11). 
VII.    Voraussetzung,  daß  die  Kugel  ein  fester  Körper  ist  (§  12). 


1)  Lord    Rayleigh,    Phil.  Mag.    21,    S.  374.    1886;    Sc.  Papers, 
Bd.  m,  S.  480. 
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Fast  alle  diese  Annahmen  und  Voraussetzungen  gaben  Anlaß 
zu  theoretischen  und  experimentellen  Arbeiten,  die  wir  jetzt 
der  Eeihe  nach  besprechen  wollen. 

§  5.    Die  Annahme  einer  inkompreBsiblen,  sähen  FlüsBi^koit 

im  Sinne  der  Hydrodynamik. 

Die  Annahme  einer  Flüssigkeit  im  Sinne  der  Hydrodynamik 
impliziert  die  Vernachlässigung  der  atomaren  Diskontinuitäten 
des  Mediums,  in  welchem  sich  die  Kugel  bewegt,  was  nur  dann 
gerechtfertigt  ist,  wenn  die  Dimensionen  der  Kugel  groß  sind 
im  Vergleiche  zu  dem  Maßstabe  der  atomistischen  Struktur 
dieses  Mediums.  Es  ergibt  sich  daraus  für  den  Eadius  a  der 
Kugel  eine  untere  Grenze,  die  ja  selbstverständlich  mit  der 
im  folgenden  Paragraphen  enthaltenen  Bedingung  (12)  nichts 
zu  tun  hat.  Des  Zusanunenhanges  wegen  verlegen  wir  die 
genauere  Besprechung  dieser  Frage  in  den  zweiten  Teil  und 
erledigen  zuerst  die  rein  hydrodjTiamische  Seite  des  Problems. 

Hier  fällt  zuerst  die  Voraussetzung  der  Inkompressibilität 
auf.  Zwar  wird  bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  die  Vernach- 
lässigung ihrer  Zusammendrückbarkeit  sicher  erlaubt  sein, 
aber  die  Behandlung  eines  Gases  als  inkompressibles  Medium 
kann  von  vornherein  ziemlich  bedenklich  erscheinen.  Eine 
nähere  Betrachtung  zeigt  jedoch,  daß  bei  „langsamer",  statio- 
närer Bewegung  die  Kompressibilität  keinen  merklichen  Ein- 
fluß auf  den  Bewegungszustand  ausüben  kann.  Schon  ohne 
spezielle  Bechnung  können  wir  uns  eine  ungefähre  Vorstellung 
von  den  hier  obwaltenden  Verhältnissen  machen.  Da  die 
Kompressibilität  zu  Störungen  Anlaß  gibt,  die  sich  mit  SchaU- 
geechwindigkeit  fortpflanzen,  so  ist  es  ziemlich  einleuchtend, 
daß  merkliche  Verdichtungen  nur  dann  entstehen  können, 
wenn  die  Kugelgeschwindigkeit  mit  der  Schallgeschwindigkeit 
vergleichbar  wird.  Die  Kleinheit  des  maßgebenden  Ver- 
hältnisses dieser  beiden  Geschwindigkeiten  wird  aber  durch 
die  im  folgenden  Paragraphen  angeführte  Bedingung  der 
„Langsamkeit**  der  Bewegung  gewährleistet.  Man  überzeugt 
sich  leicht,  daß  die  Geschwindigkeiten,  die  der  Ungleichung 
(12)  genügen,  noch  bei  den  kleinsten  in  Betracht  kommenden 
Badien,  als  verschwindend  klein  gegen  die  Schallgeschwindig- 
keit angesehen  werden  dürfen. 

Eine  genauere  Durchrechnung  dieses  Problems  führt  im 
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großen  und  ganzen  zu  den  nämlichen  Besultaten,  wie  bereits 
0.  E.Meyer ^)  bei  der  Behandlung  des  speziellen  Problems 
der  kleinen  Schwingungen  einer  Kugel  in  einem  zähen  Medium 
(vgl.  auch  weiter  unten  §  9)  gefunden  hat.  Eim'ge  Bemerkungen, 
die  mit  unserer  Frage  im  Zusammenhang  stehen,  findet  man 
auch  in  einer  Arbeit  von  Lord  Eayleigh')  über  das  Strömen 
einer  kompressiblen  Flüssigkeit  um  ein  Hindernis.  Von  einem 
etwas  allgemeineren  Gesichtspunkte  ging  Smoluchowski*) 
in  seiner  Abhandlung  iJber  die  Grundgleichungen  der  Äro- 
dynamik  aus,  wo  er  nicht  nur  die  Kompressibilität,  sondern 
auch  den  Einfluß  der  Temperaturunterschiede,  der  Wärme- 
tönungen, Wärmeleitung  usw.  in  den  Kreis  seiner  Betrachtungen 
zog.  Insbesondere  berechnete  er  auch  nähenmgsweise  die  Ein- 
wirkung dieser  verschiedenen  Paktoren  auf  die  Lösung  des 
St 0  kesseben  Problems  und  kam  zu  dem  Eesultate,  daß  sie 
alle  bei  „langsamer**  Bewegung  zu  keinen  meßbaren  Störungen 
Anlaß  geben  können.*) 

§  6.    Die  „Iiangsamkeit'*  der  Bewegung. 

Die  vom  hydrodynamischen  Standpunkte  wichtigste  Ein- 
schränkung des  Gültigkeitsbereiches  des  Stokesschen  Ge- 
setzes ist  zweifellos  die  vorausgesetzte  „Langsamkeit**  der 
Bewegung.  Wir  wissen,  daß  die  Erscheinungen  bei  zimehmender 
Geschwindigkeit  der  Kugel  inmier  komplizierter  werden,  „eine 
regellose  wirbelnde  Bewegung  wird  in  einer  Flffibigkeitsschicht 
nahe  bei  dem  Körper  erzeugt,  und  eine  sich  ausbreitende 
Schleppe  von  Wirbeln  wird  zurückgelassen,  während  die  Be- 
wegung in  einiger  Entfernung  seitlich  verhältnismäßig  sanft 
und*  gleichförmig  vor  sich  geht".*)  Die  hier  auftretende 
„regellos  wirbelnde  Bewegung**  („Eddies**),  die  mit  den  eigent- 
lichen Wirbeln  („Vortices**)  der  klassischen  Hydrodynamik 
nur  sehr  wenig  zu  tun  hat*),  entzieht  sich  bis  jetzt  fast  voll- 
ständig  der   theoretischen   Behandlung,   und  wenn   es   sogar 


1)  O.  E.  Meyer,  Grelles  Joum.  75.  S.  31.  1873. 

2)  Lord  Rayleigh,  Phq.  Mag.  82.  S.  1.  1916. 

3)  M.  Smoluohowski,  Ane.  Ak.  Krakau,  8.  143,  1004. 

4)  M.  Smoluchowski,  a.  a.  O.  §28. 

5)  H.  Lamb,  Lehrbuch  der  Hydrodynamik  (deutsch  von  J.  Frie 
del),  S.  736. 

6)  Vgl.  A.  E.  H.Lovc,  a.  a.  O.,  Bemerkung  07  auf  S.  77. 
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finmal  gelingen  sollte,  die  vollstäudigen  Navier-Poisßon- 
Bchen  Differentialgleichungen  (mit  gleichzeitiger  Perücksich- 
ligung  der  Trägheit  und  der  A'iskoBität)  für  diesen  Fall  zu 
integrieren,  so  ist  es  höchst  zweifelhaft,  ob  dieaer  Lösung  über- 
haupt irgendeine  physikalische  Bedeutung  zukäme;  es  scheint 
vielmehr,  daß  beim  Eintreten  der  „turbulenten  Bewegung"  nicht 
nur  die  klassischen  Eewegiingsgleichungen  der  Hydrodynamik 
ihre  Gültigkeit  verlieren,  sondern  dftß  hier  überhaupt  die 
altüblicbeu  Metboden,  die  auf  einer  eindeutigen  Beschreibung 
der  Naturvorgänge  mittels  einiger  weniger  Differential- 
gleicfanugen  beruhen,  versagen  und  daß  wahrscheitdichkeita- 
tbeoretische  Überlegungen,  statistische  Betrachtungen,  Sch-wan- 
kungsberechnungen  u.  dgl.  zu  Hilfe  gezogen  werden  müssen. 
Diese  höchst  interessanten  Fragen  fallen  jedoch  völlig  aus  dem 
Rahmen  der  vorliegenden  Abhandlung  heraus;  hier  müssen 
wir  uns  nur  nach  einem  geeigneten  Kriterium  umsehen,  mit 
dessen  Hilfe  wir  die  ,, Langsamkeit"  der  Bewegung  zu  be- 
urteilen haben. 

Zu  einem  solchen  gelangen  wir  durch  Vergleich  der  Größen- 
ordming  der  vernachlässigten  ,, Trägheitsglieder"  in  den  voll- 
stftodigen  Navier-Poissonschen  Bewegungsgleichungen  einer 
zähen  Flüssigkeit  (o  =  Dichte  der  Flüssigkeit) 

(10)       ff"4i'   ''»'4^  nsw-    [Größenordnung:  -^H 

mit  der  (irößenordnung  der  in  (2)  verbliebenen  ,,ReibiingB- 
glieder" 

(")     If -M»,  If,    li  [ör»ß.,>ortoBg:  J^r]. 

Die  gesuchten  Größenordnungen  sind  in  die  eckigen  Klammern 
bereits  eingetragen.  Das  zweite  Besultat  ergibt  sich  unmittelbar 
aus  (S),  vom  ersten,  das  aus  (7)  ermittelt  wurde,  gibt  man 
eich  am  leichtesten  Rechenschaft,  wenn  man  bedenkt,  daß 
ii,  e,  w  von  der  Größenordnung  von  V  sind  und  ihre  ersten 
Ableitungen  von  der  Größenordnimg  (a  V/r^)  der  f ,  ?;,  f  in  (9). 
Damit  mm  die  Stokessche  Formel  irgendwelche  Ansprüche 
auf  Richtigkeit  erheben  kann,  müssen  jedenfalls  die  Aus- 
drücke (10)  in  der  Umgebung  der  Kugel  (r  von  der  Größen- 
ordming  von  o)  gegen  die  Ausdrücke  (11)  vereohwinden.   Diese 
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Forderung  führt  zu  der  folgenden,  zuerst  von  Lord  Eayleigh^) 
abgeleiteten  Bedingung  für  die  ,, Langsamkeit''  der  Bewegung 
beim  St okes sehen  Problem 

(12)  Ä  =  ^<1. 

In  dem  links  stehenden  Ausdrucke,  den  wir  mit  einem  B  be- 
zeichnet haben,  erkennen  wir  die  sogenannte  „E©yiioldsche 
Zahl",  die  auch  für  den  Eintritt  der  turbulenten  Bewegung 
maßgebend  ist.  Doch  soll  das  keineswegs  bedeuten,  daß  es 
sich  bei  den  ersten  Abweichungen  vom  Stokesschen  Gesetz, 
die  durch  das  Hineinspielen  der  vernachlässigten  Trägheit 
der  Flüssigkeit  zustande  kommt,  gleich  um  turbulente  Be- 
wegungszustände  handeln  sollte  wie  das  von  manchen  Forschern, 
die  sich  des  Stokesschen  Gesetzes  bedient  haben,  gelegentlich 
erwähnt  wird.  Es  ist  übrigens  fraglich,  ob  bei  der  Trans- 
lationsgeschwindigkeit einer  Kugel  in  einem  zähen  Medium 
eine  scharf  definierte  Grenze  zwischen  der  regelmäßigen  und 
der  turbulenten  Bewegung  überhaupt  vorhanden  ist;  weiter 
sei  noch  darauf  hingewiesen,  daß  der  Eintritt  der  Turbulenz 
bei  Flüssigkeitsströmung  in  Bohren  Beynoldschen  Zahlen 
\on  über  1000  entspricht,  während  wir  gleich  sehen  werden, 
daß  die  ersten  Abweichungen  vom  Stokesschen  Gesetz  sich 
bereits  bei  B  etwa  gleich  0,2  bemerkbar  machen.  Das  Er- 
scheinen der  Beynoldschen  Zahl  in  der  Ungleichung  (12) 
erklärt  sich  einfach  dadurch,  daß  der  Verlauf  der  beiden  Er- 
scheinungen durch  dieselben  physikalischen  Größen  bedingt 
wird;  der  Vergleich  der  Dimensionen  der  „Trägheitsglieder" 
und  der  „Eeibungsglieder"  (Anwendung  des  Prinzips  der 
„mechanischen  Ähnlichkeit")  führt  unmittelbar  zu  dem  Re- 
sultate, daß  die  Gültigkeit  der  Stokesschen  Formel,  ebenso 
wie  der  Eintritt  der  turbulenten  Bewegung,  wesentlich  nur 
von  dem  Werte  der  Beynoldschen  Zahl  abhängig  sein  kann. 
Die  Überlegungen,  mit  deren  Hilfe  wir  die  Bedingung  (12) 
al^eleitet  haben,  scheinen  aber  etwas  mehr  als  bloße  Dimen- 
sionsbetrachtungen zu  sein,  da  sie  uns  zu  dem  Schluß  geführt 
haben,  daß  es  für  die  Gültigkeit  der  Stokesschen  Formel 
notwendig  ist,  daß  B  viel  kleiner  als  die  Einheit  sei.    Dieses 


1)  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag.  8«.  S.  366.  1893;  vgl.  auch  H,  A. 
Lorentz,  a.  a.  O.   S.  41. 
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Besultat  eagt  aber  nur  sebr  wenig  aus.  Eb  'wäre  vielmehr  die 
Beantwortung  der  folgenden  fVage  erwünscht:  UnterbiUb 
welcher  Grenze  muß  B  liegen,  damit  man  bei  der  Anwendung 
der  Stokesscben  Formel  Bicber  aein  kann,  keine  größeren 
Fehler  als  so  und  so  viel  Prozent  zii  begehen?  Eß  ist  bis 
heutzutage  —  von  einem  diesbezüglichen  ^'ersuehe,  den  wir 
am  Ende  des  folgenden  Paragraphen  besprechen  werden,  ab- 
gesehen —  nicht  gelungen,  der  Theorie  derartige  Auskunft« 
abzuzwingen;  möglicherweise  kann  diese  Frage  erst  durch 
die  Auflösung  der  vollständigen  Navier-Poissonscheu  Glei- 
chungen vollkommen  streng  beantwortet  werden.  Hier  ist 
eine  Bemerkung  am  Platze,  welche  die  Mathematiker  nicht 
müde  werden,  den  Physikern  zu  wiederholen:  Um  aus  den 
Fehlern  einer  nur  angenähert  gültigen  Differentialgleichur^, 
insbesondere  wenn  es  sich  um  eine  partielle  Differential- 
gleichung handelt,  auf  die  Fehler  des  Integrals  dieser  Gleichung 
schließen  zu  können,  ist  eine  besondere  Untersuchung  not- 
wendig; man  kann  einfache  Beispiele  angeben,  wo  die  An- 
wesenheit belieb^  kleiner  Zusatzglieder  in  der  Differential- 
gleichung den  Verlauf  der  Erscheinung,  die  durch  diese 
Gleichung  beschrieben  wird,  vollständig  verändert.^) 

Die  Antwort  auf  die  eben  aufgeworfene  Frage,  der  die 
Theorie  bis  heute  machtlos  gegenüber  steht,  kann  aber  durch 
unmittelbare  Versuche  erhalten  werden.  Zuerst  wollen  wir 
noch  der  Ungleichung  (12)  eine  andere  Form  geben,  die  für 
den  experimentell  wichtigsten  Fall,  daß  die  Äußere  Kraft 
sich  auf  die  Schwerkraft  reduziert,  besonders  geeignet  er- 
scheint. Die  Fallgesebwindigkeit  V  ist  in  diesem  Falle  mittels 
der  Beziehung  (6')  mit  dem  Kugelradius  verknüpft  und  für 
eine  bestimmte  Flüssigkeit  und  ein  bestimmtes  Kugelmaterial 
h&ngt  die  Anwendbarkeit  des  Stokeaschen  Gesetzes  nur  ■von 
dem  Kugelradiua  ab;  mit  wachsender  Größe  der  Kugel  hört 
die  Gültigkeit  dieses  Gesetzes  allmählich  auf.  Es  ist  dann 
zweckmäßig,  einen  sogenannten  „kritischen  Eadius"  ä  ein- 
zuführen'), für  Welchen  das  Verhältnis  a  o  V/ft  gerade  gleich 
eins  wird.    Mit  Hilfe  der  Beziehung  (6')  finden  wir: 


1)  Vgl.    z.  B.    £.  Bore),   Introduotion  giometrique    k    quelques 
thtories  i^ys.,  Note  IT. 

2)  Nach  H.  S.  Allen,  Phil.  Mag.  M.  8.  323.  1900. 
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und 

(14-)  Ä  =  .i£i:  =  ^. 

Die  Bedingung  (12)  kann  nun  folgendermaßen  geschrieben 
werden : 

(120  a  <  ö  . 

Bei  seinen  Untersuchungen  über  fallende  Metallkugeln  in 
verschiedenen  ölen  fand  nun  Arnold^)  (vgl.  auch  §§7b,  8 
und  12)  das  Stokessche  Gesetz  für 

(15')  a  <  0,6  fl 

bestätigt.  Bei  etwas  größeren  Badien  beobachtete  er  merk- 
liche Abweichungen  davon.  Die  Genauigkeit  seiner  Versuche 
betrug  etwa  Yj — 1%.    Die  Ungleichung  (15')  oder 

(15)  -^<0,2 

können  wir  also  als  die  experimentell  gefundene  Bedingung 
der  Gültigkeit  des  St  okes  sehen  Gesetzes  mit  einer  V2  bis 
1-prozentigen  Genauigkeit  ansehen.  Dieser  Befund  stimmt 
auch  gut  mit  den  Experimenten  von  Zeleny  und  Mc  Keehan*) 
an  in  Luft  fallenden  Kügelchen  überein.  (Nur  die  Versuche 
an  natürlichen  Sporen  machen  eine  Ausnahme,  vgl.  weiter 
unten  §  10.) 

Zur  Orientierung  über  die  in  Betracht  kommenden  Größen- 
ordnungen geben  wir  zwei  Beispiele  von  „kritischen  Badien*' 
an:  Für  Kugeln  vom  spezifischen  Gewicht  2  in  Wasser  wird 
ä  etwa  gleich  0,011  cm;  für  Kugeln  vom  spezifischen  Gewicht  1 
in  Luft  0,0048  cm.  Wir  werden  so  auf  die  bekannte  Tatsache 
geführt,  daß  wir  kein  Becht  haben,  die  Stokessche  Formel 
auf  gewönhliche  Eegentropfen  anzuwenden,  wohl  aber  auf 
genügend  kleine  Nebeltröpfchen,  wie  sie  z.  B.  in  den  klas- 
sischen Experimenten  zur  Bestimmung  der  elektrischen  Ele- 
mentarladung  xon  J.J.Thomson  und  H.A.Wilson  ge- 
braucht wurden. 


1)  H.D.Arnold,  Phil.  Mag.  22.  S.766.  1911. 

2)  J.  Zeleny  U.L.W.  McKeehan,  Phys.  Zeitaohr.  11.  8.78.  1911. 
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g  7.    Di«  tlMor«tlseh«n  JJBtmrwaehantm  tob  Oi««n. 

a)  L'm  za  der  Bedingung  (12)  zu  gelangen,  haben  wir 
«-infacb  das  Verbiltnis  der  Größenordntingpi)  ^T>n  (10)  odc)  (11) 
in  der  l'mgebting  der  Kngel  geUldet.  Für  belieb^  r  ist  aber 
iliesea  Verhältnis  gleich  a  r  V//i  und  wächst  mit  r  ins  Ud- 
t-ndücfae.  wie  klein  auch  die  Geschwindigkeit  F  sein  m&g. 
Von  dieser  Bemerkung  ging  Oseen^)  aus  in  einer  Arbeit,  die 
er  selbet  folgendermaßen  zusanunenfaßt:  „Eei  der  von  Stokes 
gegebenen  Ableitung  der  sogenannten  Stokesscben  Formel 
werden  Glieder  vernachlässigt,  welche  in  großer  Entfermmg 
von  der  Kngel  ausschlaggebend  sind.  Durch  diesen  Unntand 
wird  es  bedingt,  daß  der  von  Herrn  Whitebead")  gemachte 
VerBach,  die  von  Stokes  gegebenen  Formeln  fnr  die  durch 
die  Translation  der  Kugel  hervorgemfene  Eewegong  einer 
Flüssigkeit  durch  Beröcksicbtigting  der  quadratischen  Glieder 
zn  verbeasem,  Bcheitem  mußte.  Um  dem  genannten  Übel- 
stand abzuhelfen,  muß  man  auch  in  erster  Anu&henuig  in 
den  NavierBcben  Differentialgleichungen  gewisse  mit  dem 
Faktor  V  behaftete  Glieder  beibehalten.  Zu  dem  so  erhalteiien 
linearen  Systeme  wurden  die  verallgemeinerten  Greenscben 
Formeln  aufgestellt.  Mittels  der  so  gewonnenen  BQ&mittel 
wurde  die  durch  die  genügend  langsame  Translation  einer 
Kngel  hervorgemfene  Bewegung  einer  Flüssigkeit  nnterBncfat. 
Diese  Bewegung  weicht  in  hinreichender  Entfemttng  von  der 
Kugel  selbst  bei  den  kleinsten  Werten  von  V  betrfichtlicb 
von  der  Stokesschen  Bewegung  ab.  Die  Stokesscbe  Formel 
für  den  Widerstand  gegen  die  Bewegung  der  Kugel  erleidet 
dadurch  keinen  Eintrag  in  ihrer  Gültigkeit." 

Die  Arbeit  von  Oaeen  wurde  von  Lamb")  in  eleganter 
Weise  kommentiert;  gleichzeitig  gab  auch  Lamb  eine  viel 
einfachere  Ableitung  der  Oseenschen  Formeln.  Die  ver- 
toderte  Berechnongsmethode  ^'on  Oseen  besteht  nach  Lamb 
in  einer  fet/wetsen  Berücksichtigung  der  Wirkung  der  Tr&gheit 
der  Flüssigkeit.  Dadurch  fällt  der  errechnete  Bewegung»* 
zustand  in  bezug  auf  die  Äquatorebene  (2  =  0)  nicht  mehr 
symmetrisch  aus;  in  größeren  Entfernungen  von  der  Kngel 

1)  C.  W.  ÜBeen,  Arkiv  för  Mat.  Aatr.  och  Fytäk  6.  Nr.  2».  WIO- 

7.  Nr.  e-12.  leu. 

2)  J.  B.  Whitebeftd,  Quart.  Jonrn.  ot  Math.  Sg,  S.  78.  1888 

3)  H.  Lamb,  Phil.  H^.  tt.  R.  112.  1011. 


über  die  Sfokessche  und  Stokes-Cunninghamsche  Forviel.  I.       15 

weicht  er  beträchtlich  von  demjenigen  der  St okes scheu 
Theorie  ab,  geht  aber  in  der  Umgebung  der  Kugel  in  diesen 
über  und  ergibt  deshalb  dieselbe  Formel  für  den  Widerstands- 
koeffizienten. Aus  diesem  Grunde  kommt  der  Oseenschen 
Untersuchung  nur  rein  theoretisches  Interesse  zu,  um  so  mehr 
als  auch  die  korrigierten  Ausdrücke  für  die  Strömungskom- 
ponenten (die  nebenbei  bemerkt  viel  komplizierter  als  die 
Stokesschen  sind)  physikalisch  keinen  merklichen  Fortschritt 
bedeuten:  Es  ist  zwar  richtig,  daß  mit  zunehmender  Ent- 
fernung von  der  Kugel  die  bei  der  Stokesschen  Lösung  ver- 
nachlässigten Trägheitsglieder  groß  im  Vergleich  zu  den  bei- 
behaltenen Eeibungsgliedern  werden,  aber  während  das  Ver- 
hältnis der  Trägheitsglieder  zu  den  Reibungsgliedern  wie  die 
erste  Potenz  des  Radiusvektors  mit  diesem  ins  Unendliche 
wächst,  verschwinden  diese  Glieder  selbst  wie  l/r*  bzw.  1/r*. 
Die  Oseensche  Korrektion  bezieht  sich  also  auf  Gebiete, 
wo  die  Strömung  (oder  die  Abweichungen  von  der  ungestörten 
Parallelßtrömung  beim  Problem  der  „ruhenden  Kugel  in  Par- 
allelströmung'') sowieso  wegen  ihrer  Kleinheit  physikalisch 
nicht  mehr  in  Betracht  kommt.  Immerhin  ist  es  beruhigend, 
zu  erfahren,  daß  für  genügend  kleine  Geschwindigkeiten  die 
Stokessche  Theorie  den  ganzen  Strömungs verlauf,  soweit 
dieser  überhaupt  noch  merklich  ist,  richtig  wiedergibt,  un- 
beachtet der  Tatsache,  daß  diese  Theorie  auf  Annahmen  fußt, 
die  für  sehr  große  Entfernungen  von  der  Kugel  sicher  nicht 
erfüllt  sind. 

Was  den  Zusanmienhang  der  Oseenschen  Theorie  mit 
der  Lorentzschen  Methode  der  Berechnung  des  Einflusses 
fester  Wände  betrifft,  vergleiche  man  den  Schluß  des  folgenden 
Paragraphen. 

b)  Außer  dem  obenerwähnten  Versuche  von  Whitehead, 
der,  wie  Oseen  gezeigt  hat,  an  der  Unzulänglichkeit  der 
Stokesschen  Lösung  für  sehr  große  Entfernungen  von  der 
Kugel  scheiterte,  wurde  dieselbe  Aufgabe  auch  von  Noether*) 
in  Angriff  genommen.  Da  der  betrachtete  Vorgang  der  gleich- 
mäßigen Translation  einer  Kugel  in  einem  zähen  Medium, 
wie  bereits  besprochen,  wesentlich  nur  von  dem  Werte  der 
Reynoldschen    Zahl    B  =  aaV//A    abhängt,    und    da    die 


1)  P.  Noether,  Zeitschr.  für  Math.  n.  Phys.  »  (ä,  1.  1913. 
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StokesBcbe  Formel  den  Grenzfall  der  allgemein  gültigen 
WiderBtandsformel  für  verschwindende  Beyuoldsche  Ziihlen 
darstellt,  so  können  wir  für  die  durch  Berücksichtigung  der 
„TrfigbeitBglieder"  korrigierte  Stokesscbe  Formel  die  folgende 
Beihenentwicklung  nach  steigenden  Potenzen  A-on  B 

(16)  W  =  ^n a  (\  +  A^  B  +  Ai  B^  +  . .  .) 

ansetzen;  in  den  Untersuchungen  von  Whitehead,  Noether 
und  einer  neueren  Arbeit  von  Oseen^)  bandelte  es  sich  im 
wesentlichen  um  die  Berechnung  des  Koeffizienten  Ai- 

Noether  gibt  zuerst  eine  Abänderung  der  Stokesschen 
Problemstellung,  mittels  welcher  man  auch  die  von  Oseen, 
vermerkte  Schwierigkeit  umgehen  kann,  ohne  die  Gleichung  (2) 
für  „langsame"  Bewegung  aufgeben  zu  müssen.  Dazu  braucht 
man  nur  an  Stelle  der  „ruhenden  Kugel  in  Parallelströmnng" 
eine  Strömung  zu  betracht«n,  die  durch  eme  in  großer  Ent- 
fernung von  der  Kugel  sich  befindende  Quelle  und  eine  auf 
der  entgegengesetzten  Seite  in  gleicher  Entfernung  sich  be- 
findende Senke  hervorgerufen  wird;  in  der  N&be  der  Kugel 
fällt  diese  Strömung  mit  der  Stokesschen  praktisch  zu- 
sammen, vorausgesetzt  natürlich,  daß  die  Entfernung  der 
Quellen  hinreichend  groß  gegenüber  dem  Kugelradius  ist. 
Ijeider  können  die  weiteren  Ausführungen  von  Noether, 
wie  Oseen  ^)  in  einer  besonderen  Abhandlung  gezeigt  hat, 
nicht  mehr  als  einwandfrei  bezeichnet  werden,  was  um  so 
mehr  zu  bedauern  ist,  als  sie  zu  sehr  anschaulichen  und  recht 
plausiblen  Schlüssen  führen  und  in  mancher  Beziehung  mit 
experimentellen  ErgebmGsen  in  besserer  tJbereinatinimung  zu 
stehen  scheinen,  wie  die  entsprechenden  korrigierten  Aus- 
drücke von  Oseen. 

So  findet  Noether,  daß  „die  Stokessche  Formel  Gültig- 
keit hat,  bis  auf  ZusatzgHeder,  deren  Verhältnis  zum  ursprüng- 
lichen quadratisch  in  der  Eeynoldschen  Zahl  B  =  avV/ff 
ist",  während  Oseen  für  den  Koeffizienten  A^  nicht  den  Wert 
Ntdl,  wie  Noether,  sondern  '/g  ausrechnet;  das  führt  zu  dem 
N&herungsausdrucke 

(17)  r=6a«/*(l  +  |--^-) 

1}  C.  W.  Oseen,  Arkiv  osv.  9.  Nr.  16.  1913. 
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für  die  korrigierte  Stokessche  Formel.  Dieser  steht  aber 
im  offensichtlichen  Widerspruch  mit  den  Versuchen  von 
Arnold  (vgl.  oben  §  6),  indem  der  experimentell  ermittelte 
Gültigkeitsbereich  der  ursprünglichen  St okes sehen  Formel 
sich  merklich  größer  erweist  als  der  aus  (17)  folgende.  Um 
die  Arnoldschen  Resultate  bequem  mit  (17)  vergleichen  zu 
können,  macht  man  am  besten  von  dem  bereits  eingeführten 
„kritischen  Radius"  Gebrauch,  wodurch  (17)  folgende  Gestalt 
anninunt: 

Der  direkte  Vergleich  mit  den  von  Arnold  angegebenen 
Kurven  fällt  ganz  zuungunsten  dieses  Ausdnicks  aus.  Bereits 
bei  a  =  0,85  verlangt  die  Oseensche  Formel  (17')  eine  ein- 
prozentige  Korrektion  des  St  okes  sehen  Gesetzes;  die  Ge- 
nauigkeit der  Arnoldschen  Messungen  betrug  aber  etwa 
Yj  Proz.  und  es  müßten  also  nach  (17')  für  alle  Kugeln  von 
größerem  Radius  wie  0,8  a  mit  Sicherheit  feststellbare  Ab- 
weichungen vom  Stokesschen  Gesetz  auftreten,  was,  wie 
bereits  erwähnt  [vgl.  Ungleichung  (15')]  keineswegs  der  Fall 
war.  Erst  bei  Kugehradien,  die  0,6—0,7  des  kritischen  Radius 
betrugen,  traten  die  ersten  Anzeichen  des  Versagens  des 
Stokesschen  Gesetzes  auf;  für  a/a  =  Ofi  beträgt  aber  das 
Korrektionsglied  in  (17')  nicht  weniger  als  8%  des  ursprüng- 
lichen Wertes.  Auch  in  den  Messungen  von  Zeleny  und 
Mo  Keehan^)  an  fallenden  Wachskügelchen  in  Luft,  deren 
Genauigkeit  den  Arnoldschen  Messungen  etwas  nachsteht, 
kam  die  Oseensche  Korrektion  gar  nicht  zum  Vorschein. 

Die  Versuche  von  Arnold  wurden  in  zylindrischen  Ge- 
fäßen ausgeführt,  und  der  Einfluß  der  Gefäßwände  wurde 
'mit  Hilfe  der  Lorentz-Ladenburgschen  Korrektionsformel 
[vgl.  §  8,  Gleichung  (10)]  ermittelt.  Die  Richtigkeit  dieser 
Korrektion  wurde  von  Ladenburg*)  selbst  für  a/r  =  0,01 
—  0,09  (a  =  Kugelradius,  r  =  Zylinderradius)  und  von  Arnold 
bis  0,1  bestätigt.  Für  Kugeln,  deren  Durchmesser  ein  Zehntel 
des  Zylinderdurchmessers  überstieg,  beobachtete  zwar  Arnold 
eine  Abnahme   der  Fallgeschwindigkeit,  die  größer  war,  als 


1)  J.  Zeleny  und  L.  W.  Mo  Keehan,  a.  a.  0. 

2)  B.  Ladenburg,  Ann.  d.  Phys.  28.  S.  287. 1907;2«.  S. 447. 1907. 
Annalen  dar  Physik.   IV.  Folge.    62.  2 
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die  aus  der  Laden burgschen  Korrektionsformel  folgende; 
durch  Vergleich  der  Fallgeschwindigkeiten  in  verschieden 
weiten  Bohren  lassen  sich  jedoch  —  Näheres  in  der  Original- 
abhandUmg  von  Arnold  —  die  Abweichungen  infolge  des 
Versagens  der  Ladenburgschen  Korrektion  und  infolge  des 
Hinein» pielens  der  Trägheit  der  Flüssigkeit  ziemlich  sicher 
voneinander  unterscheiden,  und  es  scheint,  daß  man  auf  diesein 
Wege  zu  keiner  brauchbaren  Erklärung  der  Unstimmigkeit  der 
Formel  {17)  mit  der  Erfahrung  gelangen  kann.  Auch  die 
folgende  Bemerkung  kann  das  nicht  tun.  Der  Ausdruck  (17) 
wurde  streng  genommen  nur  für  eine  unendlich  ausgedehnte 
Flüssigkeit  al^eleitet,  und  da  die  Trägheit  der  Flüssigkeit 
den  Bewegungszustand  hauptsächlich  in  größeren  Entfernungen 
von  der  Kugel  beeinflußt  (vgl.  §7,  am  Anfang),  so  wäre  es 
denkbar,  daß  die  Vergrößerung  des  Widerstandskoeffizienten 
durch  die  Trägheit  bei  Anwesenheit  fester  Wände  kleiner 
wird  als  bei  einer  unendlich  ausgedehnten  Flüssigkeit,  und 
daß  es  deshalb  nicht  erlaubt  ist,  die  Abweichungen  vom 
Stokesschen  Gesetz  einfach  als  Summe  der  Korrektionen 
(17)  und  (20)  zu  berechnen.  Doch  kann  man  auf  den  von 
Arnold  angegebenen  Kurven  auch  Funkte  aufsuchen,  wo 
die  beobachtete  Abweichung  vom  Stokesschen  Gesetz  auch 
ohne  Anbringen  der  Ladenburgschen  Korrektion  unterhalb 
des  von  (17)  geforderten  Wertes  liegt;  beim  Festhalten  an 
der  Formel  (17)  würde  dieses  Resultat  auf  eine  Verkleinerung 
des  Widerstandes  durch  die  Einführung  der  Wände  hinweisen, 
was  wohl  gänzlich  ausgeschlossen  erscheint. 

Wir  haben  uns  bei  dieser  Frage  etwas  länger  aufgehalten, 
weil  es  sich  hier  um  die  einzige  Unstimmigkeit  zwischen  Theorie 
und  Experiment  handelt,  die  uns  im  Laufe  der  vorliegenden 
Besprechung  aufgestoßen  ist,  und  die  durch  Berufung  auf 
anderweitig  bekannte  Tatsachen  nicht  beseitigt  werden  konnte. 
Es  will  fast  scheinen,  als  ob  in  den  langwierigen  und  etwas 
uniiberaichtlichen  Rechnungen  von  Oseen  irgendein  Versehen 
untergelaufen  wäre,  und  als  ob  der  Koeffizient  der  linearen 
Glieder  in  (16)  sich  deimoch  als  Null  herausstellen  sollte,  wie 
in  der  unkorrigierten  Arbeit  von  Noether.  Vielleicht  ließe 
sich  die  einfache  und  anschauliche  Bechnungsmethode  von 
Noether  derart  vervollkommnen,  daß  man  sie  dadurch  von 
dem  von  Oseen  erhobenen  Einwand  freimachen  kann? 


über  die  Stokessche  und  Stokes-Cunninghamsche  FormeL  I.      19 

Die  weitere  theoretische  und  experimentelle  Verfolgung 
dieser  Kontroverse  wäre  jedenfalls  von  Interesse. 

§  8.    SinfloB  der  OefSBwfinde. 

Die  Voraussetzung  einer  unendlich  ausgedehnten  Flüssig- 
keit stellt  selbstverständlich  nur  einen  Grenzfall  dar,  der  bei 
experimentellen  Prüfungen  des  Stokesschen  Gesetzes  nie 
streng  erfüllt  sein  kann.  Es  erwächst  nun  der  Theorie  die 
Aufgabe,  den  Einfluß  verschieden  gestalteter  Gefäßwände, 
mindestens  näherungsweise  zu  berechnen,  was  leider  bis  jetzt, 
trotz  des  allgemeinen  dazu  von  Lorentz  (vgl.  unten)  an- 
gegebenen Näherungsverfahrens,  nur  in  zwei  Spezialfällen  ge- 
lungen ist.  Das  experimentell  so  wichtige  Problem  der  Be- 
einflussung der  langsamen  Bewegung  von  Kugeln  durch  zwei 
parallele,  ebene  Wände  ist  theoretisch  noch  nicht  gelöst  worden. 
Jedenfalls  genügt  aber  der  eine  der  ausgerechneten  Spezial- 
fälle —  die  Bewegung  längs  der  Achse  eines  Kreiszylinders  — , 
um  das  Stokessche  Gesetz  einer  experimentellen  Prüfung 
unterziehen  zu  können,  und  der  zweite  —  die  Beeinflussung 
der  Bewegung  durch  eine  ebene  Wand  —  kann  mindestens 
dazu  verwendet  werden,  um  den  Einfluß  der  Gefäßwände 
abzuschätzen  und  in  manchen  Fällen  als  vernachlässigbar  zu 
erkennen. 

Die  eben  erwähnte  Lorentzsche  Methode^)  besteht  in 
einer  schrittweisen  Lösung  des  betrachteten  Problems  durch 
Superposition  von  Bewegungszuständen,  die  zwar  jedesmal 
die  Gleichungen  (2)  für  die  „langsame"  Bewegung  einer  zähen 
Flüssigkeit  streng  erfüllen,  die  gegebenen  Bandwertbedingungen 
aber  nur  teilweise  befriedigen.  Die  sukzessive  Bestinmaung 
der  Strömung,  die  durch  eine  gleichförmige  Translation  einer 
Kugel  in  einer  von  festen  Wänden  eingeschlossenen  Flüssigkeit 
hervorgerufen  wird,  stellt  sich  etwa  folgendermaßen  dar:  Als 
erste  Näherung  nimmt  man  die  aus  der  Stokesschen  Theorie 
bekannte  Strömung  einer  unendlich  ausgedehnten  Flüssigkeit 
um  eine  sich  translatorisch  bewegende  Kugel.  Die  zweite 
Näherung  ergibt  sich  durch  Superposition  der  ersten  mit  der 
„reflektierten"  Strömung.  Diese  unterliegt  der  Randwert- 
bedingung, daß  die  Geschwindigkeiten  an  der  von  den  festen 
Wänden  eingenommenen  Fläche  entgegengesetzt   gleich   den- 

'  1)  A.  H.  Lorentz,  a.  a.  O. 
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jenigeu  des  eisten  Betvegungszustandes  sein  sollen.  Im  übrigen 
ist  die  ,jetlektiette"  Strömung  wiederum  so  berechnet,  als 
ob  die  Kugel  nicht  da  wäre  und  die  Flüssigkeit  sich  biß  ins 
ünendticbe  erstrecken  würde.  Die  Berechtigung  dieser  Super- 
position  ist  durch  die  Linearität  der  zugrunde  gelegten  Glei- 
chungen (2)  bedingt.  Wiisehen,  daß  die  „reflektierte"  Strömung 
derart  gewählt  ist,  daß  sie  die  „direkte"  an  der  Wandober- 
flfiche  gerade  aufhebt,  wodurch  die  Bandwert bedingungen  an 
dieser  Fläche  erfüllt  werden  (u  =; »  =  w  =  0,  da  die  Gleitung 
gleich  Null  vorausgesetzt  wird);  an  der  Oberfläche  d6r  beweg- 
lichen Kugel  ist  das  aber  keineswegs  der  Fall,  denn  dort  erfüllt 
bereits  die  ,, direkte"  Strömung  für  sich  die  Bandwertbedin- 
gungen unseres  Problems  (u  ^  F,  «  =  ic  ^  0)  und  die  hinzu- 
kommenden Geschwindigkeitskomponenten  der  „reflektierten" 
Strömung  sind  dort  im  allgemeinen  von  Null  verschieden. 
Das  eben  geschilderte  N&herungsverfabren  kann  aber  weiter 
fortgesetzt  werden;  als  dritte  N&herung  haben  wir  die  Super- 
position  der  zweiten  mit  der  von  der  Kugel  „reflektierten" 
Strömung  zu  nehmen,  dann  wiederum  die  „Zurückwerfung" 
von  der  festen  Wand  usw . 

Die  Aufgabe  wird  wesentlich  erleichtert,  wenn  die  Kugel 
als  unendlich  klein  angesehen  werden  darf.  Dann  sind  auch 
die  Geschwindigkeiten,  die  diese  Kugel  in  endlicher  Ent- 
fernung hervorruft,  unendlich  klein  und  ebenso  alle  die  Ge- 
schwindigkeiten, welche  die  ,,reflektierte"  Strömung  ausmachen. 
Eb  genügt  dann,  bereits  bei  der  zweiten  Näherung  stehen  zu 
bleiben.  Wie  die  Geschwindigkeiten,  so  setzt  sich  auch  der 
Widerstand,  den  die  Kugel  erleidet,  additiv  aus  demjenigen 
der  direkten  (Widerstand  =  6  jr/*o  7)  und  der  reflektierten 
Strömung  (Widerstand  =  6  jt/x  o  F^)  zusammen.  Wir  brauchen 
nur  die  Geschwindigkeit  F^  der  reflektierten  Strömung  am 
Orte  des  Mittelpunktes  der  Kugel  zu  berechnen;  da  wir  diese 
Strömung  in  der  unmittelbaren  Umgebung  der  unendlich 
kleinen  Kugel  als  Parallelströmung  auffassen  können,  be- 
rechnen wir  die  Kraft,  die  die  „reflektierte"  Strömung  auf 
unsere  Kugel  ausübt,  mit  Eilfe  der  gewöhnlichen  Stokes- 
Boben  Formel  zu  Gn/taVi  und  daraus  den  gesuchten  Wider- 
standskoeffizieDten  zu  6?i/*  a  (1  +  Vi/V).  In  der  letzten 
Überlegung  haben  wir  stillschweigend  angenommen,  daß  die 
Bichtung  der  Geschwindigkeit  der  „reflektierten"  Bewegung 
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mit  der  Bichtung  der  ursprüDglichen  Bewegung  zusammen- 
fällt. Im  allgemeinen,  d.  h.  bei  beliebig  gestalteten  Wänden, 
braucht  das  aber  keineswegs  der  Fall  zu  sein.  Wir  müssen 
dann  in  der  eben  hingeschriebenen  Formel  V^  durch  die  Kom- 
ponente der  „Zusatzgeschwindigkeit**  in  der  Bichtung  der 
ursprünglichen  Geschwindigkeit  ersetzen  und  außerdem  die 
Entstehung  einer,  durch  die  Anwesenheit  der  Wände  be- 
dingten, der  Geschwindigkeit  proportionalen,  transversalen 
Kraft  auf  die  Kugel  in  Eetracht  ziehen.  Bewegt  sich  eine 
Kugel  im  Abstände  d  von  einer  ebenen  Wand  paraUel  zu 
derselben,  so  ist  eine  solche  Kraft,  wie  Stock^)  nachgewiesen 
hat,  sogar  bei  Berücksichtigung  der  Glieder  vierter  Ordnung 
in  a/d  nicht  vorhanden;  die  Kugel  wird  infolge  ihrer  Be- 
wegung von  der  Wand  weder  angezogen  noch  abgestoßen, 
ebensowenig  erleidet  sie  einen  Drehimpuls. 

Die  Anwendung  der  Lorentzschen  Methode  auf  kon- 
krete Probleme  stößt  aber  gewöhnlich  auf  große  rechnerische 
Schwierigkeiten,  denn  die  Bestimmung  der  „reflektierten** 
Bewegung  erfordert  die  Berechnung  eines  Integrals  der  Dif- 
ferentialgleichungen (2)  mit  vorgegebenen  Geschwindigkeits- 
komponenten an  einer  vorgegebenen  Fläche,  eine  Aufgabe, 
für  deren  Behandlung  zwar  aUgemeine  Methoden  vorhanden 
sind  (vgl.  §  2),  wogegen  aber  die  explizite  Durchführung  der 
Bechnung  niu*  in  einigen  speziell  einfachen  Fällen  bekannt  ist. 
Für  eine  Kugel  ist  die  Lösung  als  Entwicklung  in  eine  Beibe 
von  räumlichen  Kugelfunktionen  von  Oberbeck  und  Lamb*) 
gegeben  worden;  ebenso  läßt  sie  sich  für  einen  unendlich  langen 
Kreiszylinder  mit  Hilfe  der  Besselschen  Funktionen  be- 
handeln.') Für  eine  unendlich  ausgedehnte  Ebene  hat 
Lorentz^)  einen  Kunstgriff  angegeben,  wie  man  direkt  aus 
einer  beliebigen  „direkten**  Strömung  die  zugehörige  „reflek- 
tierte** ausrechnen  kann. 

Das  Lorentzsche  Annäherungsverfahren  ist  also  nur 
dann  anwendbar,  wenn  die  explizite  Berechnung  delr  „reflek- 
tierten** Strömung,  sowohl  von  dem  bewegten  Körper  (der 
Kugel),  als  auch  von  den  festen  Wänden  möglich  ist.     Das 


1)  J.  Stock,  Anz.  Ak.  Krakau,  S.  18,  1011. 

2)  Vgl.  H.  Lamb ,  Lehrb.  d.  Hydrodynamik,  §§  328—326, 336—336. 

3)  B.  Ladenburg,  Ann.  d.  Phys.  SS.  S.  447.  1907. 

4)  H.  A.  Lorentz,  a.  a.  O. 
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ist  z.  B.  nach  dem  oben  Gesagten  für  das  bereits  mehrfach 
erwähnte  Problem  der  Bewegung  einer  Kugel  in  einer  von 
einer  festen,  ebenen  Wand  begrenzten,  zähen  Flüssigkeit  der 
Fall,  wo  die  Berechnung  der  „Zurückwerfung**  von  der  Wand 
mit  Hilfe  des  Lorentzschen  Kunstgriffes  und  die  „Zuriick- 
werfung**  von  der  Kugel  mit  Hilfe  der  von  Lamb  angegebenen 
Reihenentwicklung  ausgeführt  werden  kann.  Lorentz  fand 
derart  für  den  Widerstandskoeffizienten  einer  Kugel,  die  sich 
senkrecht  zu  einer  ebenen  Wand  in  der  Entfernung  d  von 
derselben  bewegt 

(18)  r=6;r^a(l  +  ||) 

und  analog  für  parallele  Bewegung 

(19)  r=6;r^a(H-l|). 

Stock^)  setzte  im  Falle  der  Parallel bewegung  diese  Berechnung 
bis  zu  den  Gliedern  vierter  Ordnung  in  a/d  fort,  und  erhielt 

W  »'=6.^a(-^-(^f(.*±i)|. 

16    d 

Mit  Beibehaltung  der  quadratischen  Glieder  in  a/d  können 
wir  also  sagen,  daß  die  Anwesenheit  einer  ebenen,  zur  !&anß- 
lationsrichtung  der  Kugel  parallelen  Wand  den  Widerstands - 
koeffizienten  in  der  St  okes sehen  Formel  im  Verhältnis  1  zu 

1  -  Yj  -^  vergrößert.* 

Ebenso  sind  nach  dem  oben  Gesagten  alle  „Zurück- 
werfungen** bei  der  analogen  Behandlung  des  Problems  der 
Bewegung  einer  Kugel  längs  der  Achse  eines  Kreiszylinders 
(vom  Eadius  r)  explizite  berechenbar.  Ladenburg*)  findet 
für  den  Widerstandskoeffizienten  in  diesem  Falle 


(20) 


r«67rjiAa(l  +  2,4-2.j 


Die  Ergänzung  dieser  Formel  durch  Berücksichtigung 
der  quadratischen  Glieder  in  a/r,  die  nach  dem  oben  Ge- 
sagten eine  bloße  Bechenarbeit  darstellt,  wäre  aus  mehreren 
Gründen    erwünscht.       Arnold')     beobachtete     bei     seinen 

1)  J.  Stock,  a.  a.  O. 

2)  R.  Ladenburg,  a.  a.  O. 

3)  H.  D.  Arnold,  a.  a.  O. 
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Experimenten  an  fallenden  Metallkügelchen  in  ölgefüllten 
Zylindergefäßen  Abweichungen  von  der  Ladenburgschen 
Korrektionsformel,  die  sicherlich  durch  die  Vernachälssi- 
gung  der  quadratischen  Glieder  in  (20)  zu  erklären  sind. 
Auch  würde  man  durch  diese  Fortsetzung  der  Reihenentwick- 
lung (20)  instand  gesetzt,  die  experimentell  gefundenen  Ab- 
weichungen vom  St okes sehen  Gesetz  infolge  des  Über- 
schreitens des  Bereiches  der  „langsamen**  Bewegung  besser 
von  denjenigen,  die  bei  sehr  engen  Gefäßen  hervortreten, 
auseinander  zu  halten,  was  für  die  am  Schlüsse  des  vorigen 
Paragraphen  durchgeführte  Diskussion  von  Belang  ist. 

Auf  viel  größere  Schwierigkeiten  stößt  man  bei  der 
theoretischen  Behandlung  des  Problems  der  langsamen  Be- 
wegung einer  Kugel  in  einer  zähen  Flüssigkeit,  die  von  zwei 
festen,  ebenen  Wänden  eingeschlossen  ist.  Eine  direkte  Be- 
rechnung der  „Zurückwerfung**  von  den  beiden  Ebenen  zu- 
sammen ist  hier  nicht  bekannt,  dör  Lorentzsche  Kunst- 
griff, der  nur  die  Geschwindigkeitskomponenten  an  einer 
Ebene  auf  einmal  aufzuheben  gestattet,  ist  nicht  anwendbar. 
Ladenburg^)  hat  versucht,  durch  wiederholte  Anwendung 
dieses  Kunstgriffes  zum  Ziele  zu  kommen,  doch  auch  dieses 
Verfahren  scheint  für  die  Lösung  dieses  Problems  nicht  sehr 
geeignet  zu  sein.  Denn  die  Brauchbarkeit  der  Lorentzschen 
Methode  hängt  wesentlich  mit  der  Kleinheit  der  Kugel  im 
Verhältnis  zu  ihrer  Entfernung  von  den  Wänden  zusammen, 
welche  Kleinheit  das  schnelle  Abnehmen  jeder  darauffolgenden 
„Zurückwerfuhg"  im  Vergleich  mit  der*' vorangehenden  ge- 
währleistet. Aber  wenn  wir  die  von  einer  unendlich  aus- 
gedehnten Ebene  „reflektierte**  Strömung  an  der  entgegen- 
gesetzten, ebenfalls  unendlich  atisgedehnten  Ebene  ., reflek- 
tieren**, so  ist  kein  Grund  vorhanden,  warum  die  zweite 
„Zurückwerfung**  aus  wesentlich  kleineren  Geschwindigkeiten 
bestehen  sollte  als  die  erste.  In  der  Tat  nehmen  die  ab- 
wechselnd positiven  und  negativen  Glieder,  die  La  den  bürg 
für  den  Widerstandskoeffizienten  erhält,  der  absoluten  Größe 
nach  nur  sehr  langsam  ab.  Wenn  wir  auch  so  viele  dieser 
„Zurückwerfungen**  bestimmt  hätten,  daß  alle  weiteren  bereits 
mit  Hecht  vernachlässigt  werden  könnten,  so  hätte  doch  die 


1)  R.  Ladenburg,  a.  a.  O. 
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Sil i)er Position  aller  berechneter  „Ziirückwerfungen**  erst  daB 
ergeben,  was  wir  in  der  allgemeinen  Eeschreibung  der  Lorentz- 
schen  Methode  als  „erste  reflektierte  Strömung**  bezeichnet 
haben:  eine  Strömung,  die  zu  der  gewöhnlichen  Stokesschen 
Strömung  addiert,  deren  Geschwindigkeitskomponenten  an 
beiden  Ebenen  zusammen  gerade  aufhebt.  Dann  käme  erst 
die  Eerochnung  der  „zweiten  Näherung**  (quadratische  Glieder 
in  a/d)  an  die  Eeihe  usw. 

Das  eben  Gesagte  soll  aber  keineswegs  einen  Einwand 
gegen  die  Landen burgsche  Arbeit  sein,  denn  bei  seinen 
Versuchen  war  diese  Korrektion  vernachlässigbar  klein,  da 
sie  nur  notwendig  war,  um  die  Anwesenheit  der  beiden  Deckel 
seiner  zylindrischen  Gefäße  zu  berücksichtigen  {a/l  etwa  gleich 
0,005).  Es  soll  nur  davor  gewarnt  werden,  die  von  Laden - 
bürg  angegebene  Korrekt ionsformel  [vgl.  (6')] 

(200  r=  2(/a2(a'- (t) 


V(l+2,4±)(H3,8^) 


(1  =  halbe  Entfernung  zwischen  den  beiden  parallelen,  ebenen 
Deckeln)  falsch  zu  interpretieren:  Der  erste  Klammerausdruck 
im  Nenner  trägt  der  Vergrößerung  des  Widerstandes  durch 
die  Zylinderwand  Rechnung,  und  stellt  das  nach  der  Lorentz- 
schen  Methode  berechnete  erste  Glied  einer  Entwicklung  nach 
aufsteigenden  Potenzen  von  a/r  dar.  Der  zweite  Klanmier- 
ausdruck hat  aber  eine  davon  ziemlich  verschiedene  Be- 
deutung; denn  erstens  ist  die  Beeinflussung  der  Bewegung 
der  fallenden  Kugel  durch  die  beiden  Deckel  mit  dem  Ver- 
hältnis der  Entfernungen  der  Kugel  von  diesen  Deckeln  ver- 
änderlich und  der  Koeffizient  8,3  stellt  einen  Mittelwert  für 
die  in  den  Experimenten  von  Laden  bürg  in  Betracht  kom- 
menden Entfernungen  (etwa  1:9  bis  9:1)  dar  und  zweitens 
ist  nach  dem  oben  Gesagten  die  ganze  Berechnung  dieses 
Korrektionsfaklors  bei  weitem  nicht  so  einwandfrei,  wie  die 
des  vorigen. 

Die  Beeinflussung  der  Bewegung  von  Teilchen  durch 
zwei  parallele  Ebenen  (Objektträger  und  Deckgläschen)  spielt 
-eine  so  wichtige  Rolle  bei  verschiedenen  experimentellen  Unter- 
suchungen, daß  es  jedenfalls  der  Mühe  wert  wäre,  dieses  Pro- 
blem auf  die  eine  oder  andere  Weise  theoretisch  zu  lösen. 
Man   kann   femer    versuchen,   eine   empirische   Formel    dafür 
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aufzustellen,  was  auch  von  Westgren^)  gemacht  worden  ist. 
Seine  Experimente,  die  nach  einer  äußerst  eleganten  Methode 
ausgeführt  wurden,  bezeichnet  er  aber  selbst  als  nur  vor- 
läufige Orientierung  und  ihre  Genauigkeit  dürfte  etwa  10  Proz. 
nicht  übersteigen  (Störungen  infolge  Konvektionsströmungen, 
Zeitmessung  mit  einer  gewöhnlichen  Stoppuhr  usw.).  Für 
den  Widerstandskoeffizienten  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden 
Platten  stellte  Westgren  die  folgende  empirische  Formel  auf 

(21)  W^ßniia(l  +  8,S^^, 

worin  l  die  halbe  Entfernung  der  beiden  Platten  bedeutet. 
Es  fällt  hier  das  Fehlen  des  linearen  Gliedes  in  a/l  auf;  man 
hätte  eher  in  Analogie  mit  der  entsprechenden  Formel  (19) 
eine  Eeihenentwicklung 

(210  ffr^6nfAa(l  +  A,^  +  A^^  +  ...^ 

erwartet,  mit  einem  von  Null  verschiedenen  Koeffizienten  Ai. 
[Es  handelt  sich  übrigens  wohlgemerkt  um  den  Widerst ands- 
koeffizienten  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Platten;  im 
allgemeinen  Falle  müBte  eine  entsprechend  kompliziertere 
Reihenentwicklung  an  Stelle  von  (21')  treten.]  Man  kann 
sogar  in  Anlehnung  an  die  Lorentzsche  Methode  von  vorn- 
herein etwas  über  die  Größe  des  Koeffizienten  A^  aussagen: 
Er  muß  zwischen  dem  Werte  %e,  der  für  eine  Platte  gilt  und 
dem  Doppelten  dieses  Wertes  liegen,  denn  die  von  jeder  Platte 
„reflektierte**  Strömung  wird  jedenfalls  durch  die  Einführung 
der  anderen  Platte  (auf  welcher  sie  verschwinden  muß)  derart 
in  ihrer  Ausbildung  gestört,  daß  sie  eine  kleinere  Gescfhwindig« 
keit  am  Orte  des  Mittelpunktes  der  Kugel  besitzen  wird.  Eine 
nähere  Betrachtung  der  Westgrenschen  Resultate  zeigt  auch, 
daß  sie  der  Formel  (21')  zum  mindesten  nicht  widersprechen. 
Die  von  Westgren  gemessenen  Fallzeiten  für  gleichgroße 
Fallstrecken  seien  mit  z  bezeichnet,  dann  sind  die  Werte  von 
a^z  [vgl.  Formel  (6')]  den  WiderstandskoeffiziejQten  offenbar 
proportional ;  wenn  wir  a*  z  als  Funktion  von  a/l  aufzeichnen, 
60  können  wir  uns  davon  leicht  überzeugen,  daß  die  Tangente 
keineswegs  die  Tendenz  hat,  für  verschwindende  Badien  der 
a-Achse  parallel  zu  werden,  wie  es  die  Formel  (21)  verlangen 

1)  A.  Westgren,  Ann.  d.  Phye.  62.  S.  308.  1917. 
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würde.    Eine  sichere  Entscheidung  kann  nach  den  vorliegenden 
Messungen  nicht  getroffen  werden,  weil   die  experimentellen 
Kurven  zu  weit  von  der  a^^: -Achse  weg  abbrechen  (zu  wenig 
Messungen  für  kleine  a/l);  eine  Berechnung  der  Schnittpunkte 
mit    der    a*;?- Achse    nach    dem    gewöhnlichen    St  okes sehen 
Gesetz,  welches  an   dieser  Achse  gelten  muß,    mit   Berück- 
sichtigung der  anderweitig  bestimmten  Werte  für  die  Mchte 
der  Teilchen  und  die  innere  Eeibung  der  Pallflüssigkeit  (Wasser) 
führt  ebenso  zu  ganz  ungeeigneten  Resultaten ;  offenbar  ist  die 
Dichte   der    Gummigutt-   und   Mastixteilchen  wegen   der   zu- 
fälligen Veränderlichkeit  von  Teilchen  zu  Teilchen  nicht  genau 
genug  bestimmbar.    Eine  rohe  Schätzung  des  Koeffizienten  A^ 
kann  folgendermaßen  erhalten  werden:  Wir   berücksichtigen 
nur  die  Punkte,  für  welche  a/l  kleiner  als  0,2  ist,  was  etwa 
für  die  Hälfte  aller  Messungen  der  Fall  ist;  ayj*  ist   dann 
kleiner  als  0,04  und  da  A2  etwa  gleich  3  ist,  so  übersteigt  dann 
das   quadratische    Glied   in   (21  )   kaum   die    Genauigkeit   der 
Messungen;  die  berücksichtigten  Teile  der  Kurven  approximieren 
wir  nun  durch  Gerade,  und  aus  der  Neigung  dieser  Geraden 
gegen  die  a/Z-Achse  erhalten  wir  bei  den   Gummigutteilchen 
die  folgenden  Werte  für  A^i  1,46,  1,50,  1,04,  1,20,  0,84,  die 
gerade  von  der  vermuteten  Größe,  y^g — %,  sind.    Man  könnte 
auch  den  Einwand  machen,  daß,  wenn  -4^  nicht  gleich  Null 
wäre,  auch  die  Kurven  in  der  Westgren sehen  Figur  6  {d^  z 
als  Funktion  von  a^V)  keine  Geraden  sein  würden;  doch  lassen 
sich  die  Abweichungen  in  der  Figur  deshalb  gar  nicht  bemerken, 
weil  alle  Punkte  mit   kleinen  a,  infolge  der  gewählten  Auf- 
tragungsart,  in    die   unmittelbare    Nähe    der    a*;8:-Achse    zu- 
sammengedrängt   sind.      Die    weitere    experimentelle    Unter- 
suchung dieser   Frage  wäre   sehr  erwünscht.     Jedenfalls  ist 
es  interessant,  zu  wissen,  daß  man  in  einem  ziemlich  großen 
Bereich    von    a/l    (0,05 — 0,7)    den    Widerstands koeffizienten 
einer  Kugel,  die  sich  in  der  Mitte  zwischen  zwei  planparallele 
Platten,   parallel   zu   diesen    bewegt,   durch   die   Formel    (21) 
darstellen   kann;   doch   muß  man  sich   daran  erinnern,  daß 
liese  Formel  nur  auf  eine  ß — 10  prozentige   Genauigkeit  An- 
spruch erhebt  und  man  darf  sich  jedenfalls  nicht  durch  sie 
verleiten  lassen,  die  Abweichungen  vom  St  okes  sehen  Gesetz 
für  kleine  Werte  von  a/l  zu.  unterschätzen,'  Für  Badien,  die 
kleiner  sind  als  etwa  ein  Zehntel  der  halben  Entfernung  der 
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beiden  Platten,  wird  es  deshalb  angezeigt  sein,  sich  zu  Orien- 
tierungszwecken etwa  der  Formel 

(21'')  fr^ß7ifAa(l+j\ 

zu  bedienen. 

Eine  weitere  Anwendung  der  Lorentzschen  Methode 
finden  wir  in  einer  Arbeit  von  Smoluchowski*),  wo  die 
gegenseitige  Beeinflussung  zweier  fallenden  Kugeln  untersucht 
wird.  Die  Berechnung  einer  jeden  der  aufeinanderfolgenden 
»reflektierten**  Strömungen  ist  hier  durch  die  oft  erwähnte 
Lambsche  Beihenentwicklung  nach  räumlichen  Kugelfunk- 
tionen ermöglicht,  und  falls  beide  Kugeln  in  Bewegung  sind, 
so  findet  man  die  mechanischen  Wirkungen  durch  Super- 
position  der  Kräfte  in  den  beiden  Spezialfällen,  in  welchen 
je  nur  eine  Kugel  in  Bewegung  und  die  andere  in  Ruhe  ist. 

Für  den  Fall,  wo  beide  Kugeln  (gleiche  Badien  a)  sich 
parallel  zueinander  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  F  be- 
wegen, findet  Smoluchowski  die  folgenden  Resultate:  1.  Es 
wirken  auf  beide  Kugeln  gleiche  und  gWichgeridiXete  Kräfte. 
2.  Eine  Komponente  in  der  ßewegungsrichtung  verkleinert 
den  Widerstand  um 

l^r(i-i±). 

Hierin  bedeutet  r  den  gegenseitigen  Abstand  der  beiden  Kugel- 
mittelpunkte. 3.  Die  andere  Komponente  längs  der  Ver- 
bindungslinie der  Kugelmittelpunkte,  und  zwar  in  der  Richtung 
von  der  zuräckgelegenen  zur  voranschreitenden  Kugel,  hat 
die  Größe: 


2         r  \  4     *•; 


Hierin  bedeutet  S  den  Winkel  zwischen  der  Bewegungsrichtung 
und  der  Verbindungslinie  der  Kugelmittelpunkte.  4.  Außer- 
dem ergibt  die  Rechnung,  daß  die  Kugeln  von  Drehungs- 
momenten  beansprucht  werden.  In  allen  angegebenen  Re- 
sultaten sind  die  Glieder  bis  zu  der  zweiten  Ordnung  in  a/r 
berücksichtigt.  Interessant  ist  der  scheinbare  Widersprach- 
mit   dem   Satze   von   Wirkung  und    Gegenwirkung,   der  sich 


1)  M.  Smoluohowski,  Aiiz.  Ak.  Krakau  S.  28.  1911;  Cambridge 
Intern.  Math.  Congress  1912. 
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abei  »ufort  diuch  die  Itemerkuug  aufklärt,  daß  zwischen  den 
Kugeln  keine  innf*ren  Kräfte  wirken,  nondern  die  Flüssigkeit 
mitberiicksichtigt  werden  muK. 

&s  ergibt  sieb  aiicb  u.  a.  aus  diesen  Hesultaten,  daß  zwei 
nebeneinander  fallenden  Kugeln  nicht  nur  etwas  schneller 
ivis  nach  dem  Stokesschen  Gesetz  fallen,  sondern  auch,  daß 
die  Fallbaha  der  beiden  Kugeln  von  der  Vertikalen  um  einen 
kleinen  Winkel  c  nach  der  Verbindungslinie  der  Kugelmittel- 
punkte  hin  geneigt  ist,  wo 

ein «  =  —  —  ( 1  —  "ö"  — )  sin  6  cos  0 , 

Die  eben  erwähnten  hydrodynamischen  Sätze  von  Smo- 
lucbowski  wurden  von  Oseen^)  einer  Kritik  unterzogen, 
die  sieb  ebenso  auf  alle  mit  der  Lorentzschen  Methode  aus- 
geführten Eechnungen  bezieht.  Oaoen  geht  wieder  von  der 
von  ihm  angegebenen  modifizierten  Lösung  des  Stokesschen 
n^oblems  aus.  Wie  wir  gesehen  haben  (§  7a),  bezog  sich  seine 
Korrektur  nur  auf  größere  Entfernungen  von  der  Kugel,  wo 
die  von  Stokes  vernachlässigten  Trägheitsglieder  bereits  über 
die  Beibimgsglieder  hinauswachsen.  Der  Strömungszoetand 
in  der  unmittelbaren  Umgebung  der  Kugel  war  in  beiden 
Theorien  gleich  und  deshalb  erhielt  auch  Oseen  denselben 
Wert  für  den  Widerstandskoeffizienten  einer  Kugel  in  einer 
unendlich  ausgedehnten  Flüssigkeit,  wie  Stokes.  Bei  der 
Lorentzschen  Methode  muß  man  aber  bei  der  Berechnung 
der  „reflektierten"  Bewegung  von  den  Werten  der  StrÖmangB- 
geschwindigkeiten  in  größeren  Entfernungen  von  der  Kugel 
Getrauch  machen  und  dabei  könnte  die  Oseensche  Kor- 
rektion von  Belang  werden.  Aus  dem  von  Oseen  durch- 
gerechneten Spezialfall  der  gegenseitigen  Beeinflussung  zweier 
fallenden  Kugeln  kann  man  die  charakteristischen  Merkmale 
für  alle  analogen  Fälle  übersehen,  wo  man  die  Bechnungen 
nach  dem  Lorentzschen  Näberungsverfabren  ausführt,  mit 
dem  einzigen  Unterschiede,  daß  man  die  Oseengche  Löenng 
des  Stokesschen  Problems  an  Stelle  der  ursprünglichen 
Stokesschen  als  Ausgangsströmung  nimmt.  Die  Zusatz- 
kräfte, die  nach  Oseen  auf  die  Kugeln  wirken,  sind  einander 
nicht  mehr  gleich,  wif    bei    Smoluchowski;  es  entspricht 

1)  C.  W.  Oseen,  Arkiv  för  Mat.  Aatr.  och  Fysik  7.  Nr.  33.  1911. 
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das  der  Unsynimetrie  der  Oseenschen  Strömung  (§  7a)  vor 
und  hinter  der  Kugel,  einer  Unsymmetrie,  die,  wie  bereits 
erwähnt,  durch  die  teilweise  Berücksichtigung  der  Trägheit 
der  Flüssigkeit  zustande  kommt.  Die  Oseenschen  Formeln 
werden  mit  den  Smoluc  ho  wski  sehen  identisch,  weim 
raV/2/i  gegen  die  Einheit  vernachlässigt  werden  kann; 
im  entgegengesetzten  Falle  wird  der  Widerstand  nach  den 
Oseenschen  Formeln  nicht  mehr  proportional  der  Geschwindig- 
keit, die  Begriffe  der  Beweglichkeit  und  des  Widerstands- 
koeffizienten verlieren  ihre  Bedeutung,  und  man  kami  das 
auch  so  ausdrücken,  daß  man  dann  außerhalb  des  Gültigkeits- 
bereiches der  „langsamen**   Bewegung  gelangt  ist.     Die    Be- 

dingung -g—^l  hat  dieselbe  Form,  wie  die  Bedingung  (12) 

der  „Langsamkeit**  der  Bewegung,  nur  daß  die  gegenseitige 
Entfernung  r  der  beiden  Kugeln  an  die  Stelle  des  Kugel- 
radius a  getreten  ist.  Da  r  \iel  größer  als  a  ist  (die  Lorentz- 
sche  Methode  besteht  ja  in  einer  Entwicklung  nach  Potenzen 
von  a/r),  so  ist  diese  Bedingung  viel  einschränkender  als  (12) ; 
in  den  klassischen  Kondensationsvefsuchen  von  J.  J.  Thomson 
und  A.  H.  Wilson  und  den  Untersuchungen  von  Perrin  über 
Emulsionen  war  sie  jedenfalls  erfüllt.  Wie  Smoluchowski 
bemerkt  hat,  überschätzt  Oseen  in  seiner  Abhandlung  die 
Tragweite  seiner  Korrektion,  weil  er  durch  ein  Versehen  den 
Faktor  a  in  ra  F/2/i  weggelassen  hat. 

Die  Lösung  des  Problems  der  gegenseitigen  Beeinflussimg 
zweier  Kugeln  setzt  uns  auch  in  den  Stand,  das  Problem  der 
gleichzeitigen  Bewegung  einer  großen  Anzahl  von  Kugeln, 
einer  Wolke,  in  Angriff  zu  nehmen.  Da  diese  Frage  in  letzter 
Zeit,  seitdem  man  in  der  experimentellen  Elektronik  all- 
gemein zu  der  Methode  der  Messung  an  Einzelpartikeln  (Mil^ 
likan-Ehrenhaft)  übergegangen  ist,  sehr  an  Aktualität  ein- 
gebüßt hat,  verweisen  wir  in  bezug  auf  nähere  Einzelheiten 
auf  die  diesbezügliche  Abhandlung  von  Smoluchowski*), 
wo  auch  ein  früherer  Lösungsversuch  von  Cunningham*) 
kritisch  besprochen  wird. 

Wir  haben  bereits  am  Anfang  dieses  Paragraphen  darauf 
hingewiesen,  daß  die  Ermittlung  der  Korrektionaformeln  für 

1)  M.  Smoluchowski,  Cambr.  Intern.  Math.  Congross  1912. 

2)  E.  Cunningham,  Proc.  Roy.  Soo.8«,  S.  367. 1910 (zweiter Teil). 
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den  EUnfluB  der  Wände  die  einwandfreie  experimentelle  Veri- 
likation  des  Stokesechen  Gesetzes  erst  ermöglicht  hat.  Eb 
kommen  hier  hauptsächlich  die  auegedehnten  experimentellen 
UnteraTichiingeii  von  Ladenburg*)  und  von  Arnold*)  in 
Betracht.  In  diesen  beiden  Abhandlungen  findet  man  auch 
«'ine  kritische  Zusammenstellung  der  früheren  dieobezüglicben 
Arbeiten.  Im  großen  und  ganzen  kami  man  aber  aus  diesen 
älteren  Arbeiten  nur  wenig  schließen,  weil  in  ihnen  der  Einflufi 
der  Gefäße,  die  „Langsamkeit"  der  Pewegung,  die  Konstanx 
der  Temperatur  usw.  meistenteils  nicht  genügend  berück- 
sichtigt wurden,  ypeziell  die  Konstanthaltung  der  Tem- 
peratur stellt  große  Anfordeningen  an  die  Geschicklichkeit 
des  Experimentators,  denn  erstens  ist  der  Koeffizient  der 
inneren  Beibung  mit  der  Temperatur  gewöhnlich  ziemlich 
stark  veränderlich,  und  zweitens,  was  noch  wichtiger  erscheint, 
bewirken  bereits  sehr  kleine  Temperaturdifferenzen  Strömungen 
in  der  llüssigkeit,  die  die  ganzen  Messungen  illusorisch  machen 
können.  lu  den  beiden  letztgenannten  Intersuchungen  wurden 
alle  nötigen  Vorsichtsmaßregeln  getroffen  und  eine  Meßgenauig- 
keit von  etwa  V,  Proz.  erreicht .  Die  Messungen  wurden  in 
«ytindrischen  Gefäßen  ausgeführt  und  die  Korrektion  für  den 
Einfluß  der  Wände  mittels  der  Ladenburgschen  Korrektions- 
formel (20')  berechnet.  Sowohl  das  Stobessche  Gesetz,  wie 
auch  diese  Korrektionsformel  selbst,  fanden  sich  vorzüglich 
bestätigt.  Dabei  arbeitete  Ladenburg  mit  Stahlkugeln  iiin 
0,1 — 0,2  cm  Badius  und  einer  sehr  zähen  Flüssigkeit  (Lösung 
von  Kolophonium  in  Terpentinöl,  /i  etwa  gleich  1800,  also 
rund  lOOOOOmal  größer  wie  bei  Wasser  von  10*  C),  wUirend 
Arnold  mit  verschiedenen  ölen  von  einer  mehr  als  lOOOmal 
kleineren  Viskosität  (^  =  0,07—0,69)  experimentierte.  Die 
Metallkugeln,  die  er  gebrauchte,  mußten  entsprechend  viel 
kleiner  gewählt  werden,  um  innerhalb  des  Bereiches  der 
„langsamen"  Bewegung  zu  bleiben.  Wie  bereits  besprochen, 
stellte  auch  Arnold  experimentell  die  Orenzeu  dieses  Be- 
reiches fest  [vgl.  (16')]. 

Außer  diesen  beiden  Arbeiten,  die  das  Stokessche  Gesetz 
für  trojrfbare  Flüssigkeiten  bestätigten,  wurden  auch  neoer- 

1)  B.  Ladonburg,  a.  a.  0. 

2)  H.  D.  Arnold,  a.  a.  0. 
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dings  verschiedene  üntersuchuDgen  über  das  Fallen  von  Kugel - 
teilchen  in  Gasen  aDgestellt.  Alle  die  im  zweiten  Teil  zu  be- 
sprechenden experimentellen  Prüfungen  der  Stokes-Cun- 
nighamschen  Formel  ergaben  auch  eine  gute  Bestätigung 
des  gewöhnlichen  St  okes sehen  Gesetzes  für  nicht  zu  niedrige 
Gasdrucke. 

§  9.    X7ngleiohf5rmige  Bewegung. 

Ein  längst  bekanntes  Beispiel  einer  ungleichförmigen  Be- 
wegung  eines  festen  Körpers  in  einem  zähen  Medium  ist  das 
ebenfalls  zuerst  von  Stokes^)  gelöste  Problem  der  kleinen 
Schwingungen  einer  Kugel  in  einer  zähen,  inkompressiblen 
Flüssigkeit.  Wenn  die  Kugel  kleine  Pendelschwingungen  von 
der  Frequenz  n  (Periode  2  n/n)  auf  einer  geraden  Linie  aus- 
führt, so  ist  der  Widerstand 

(22)  e,..r+*{±Lr+(i  +  j|,)4fj, 

worin  M  die  Masse  der  verdrängten  Flüssigkeit  {^Tta^a)  be- 
deutet und  l/y  =  *    gesetzt   wurde.      Der    Widerstand    bei 

der  gleichförmigen  Translation  ergibt  sich  als   Grenzfall  von 

dV 
(22)  für  unendlich  langsame  Schwingungen  (n  =  0,  -jp  =  0). 

Andererseits    wird   für  ju  =  0,    s  =  oo   und    der   Widerstand 

dV 
reduziert  sich  auf  eine  Kraft   IM-jr-,  die  proportional  der 

Beschleunigung  ist;  es  ist  das  das  bekannte  Besultat  aus  der 
Hydrodynamik  der  idealen  (reibungslosen)  Flüssigkeit,  wo  die 
,, scheinbare  Masse**  gleich  der  Hälfte  der  von  der  Kugel  ver- 
drängten Flüssigkeitsmasse  ist. 

Die  Kenntnis  der  Lösung  für  die  oszillierende  Bewegung 
eines  festen  Körpers  in  einer  zähen  Flüssigkeit  setzt  uns  in 
den  Stand,  auch  das  Problem  einer  beliebigen  („langsamen") 
Bewegung  dieses  Körpers  in  Angriff  zu  nehmen.  Infolge  der 
Linearität  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  kann 
man  hier  eine  ähnliche  Anwendung  des  Fourierschen  Li- 
tegrals  machen,  wie  sie  bei  der  Lösung'  spezieller  Probleme 
der  Potential theorie  seit  langem  üblich  ist.  In  bezug  auf 
nähere  Einzelheiten  verweisen  wir  auf  eine  Abhandlung  von 


1)  G.  G.  Stokes,  a.  a.  0. 
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Lord  Bftyleigh  '),  wo  auch  Literatur angabeu  über  die  fräbeieti 
dieebezüglichen  Arbeiten  von  Basset,  Boussinesq  a.  a.  zu 
finden  sind. 

Für  den  Widerßtand,  den  eine  Kugel  bei  geradliniger 
Bewegung  in  einer  zähen  Flüssigkeit  erleidet,  wenn  ihre  Ge- 
schwindigkeit V  (()  als  Funktion  der  Zeit  gegeben  ißt,  findet 
man  derart  die  folgende,  höchst  interessante  Formel 

Das  erste  Glied  ist  [wie  in  (22)]  die  scheinbare  Masse,  wie 
sie  auch  bei  verschwindender  innerer  Eeibung  vorbanden 
wäre,  das  zweite  Glied  ist  gleich  dem  Widerstände  bei  gleich- 
förmiger Translation,  wie  er  durch  die  gewöhnliche  Stobessche 
Formel  gegeben  wird  und  der  letzte  Ausdruck  bringt  den  Ein- 
fluß  der  Vorgeschichte  der  Kugel  zur  Geltung;  der  Widerstand 
im  Momente  t  hängt  zwar  nur  von  dem  gleichzeitigen  Strömungs- 
zustande  der  Flüssigkeit  ab,  aber  der  Strömungszustand  selbst 
wird  durch  die  frühere  Bewegung  der  Kugel  mitbestimmt. 

Viel  schwieriger  wird  das  R^blem,  wenn  nicht  die  Ge- 
schwindigkeit, sondern  die  Kräfte  ^xirgegeben  sind;  für  den 
Fall  einer  Kugel,  die  unter  dem  Einflüsse  der  Schwerkraft 
fällt,  wurde  dieses  Problem  von  Picciati")  und  von  Boggio*) 
gelöat.  Die  Aufgabe  besteht  im  wesentlichen  in  der  Auf- 
lösung einer  integro-differeutiellen  Gleichung  für  V  (t),  die 
man  dadurch  erhält,  daß  man  den  Ausdruck  (28)  für  den 
Wideretand  F  in  die  Bewegungsgleicbung  der  Kugel 

(24)  M'^-{M'-M)s  +  r 

einsetzt  {M'  =  Masse  der  Kugel,  M  =  Masse  der  verdrängten 
Flüssigkeit,  wie  früher).  Boggio  hat  gezeigt,  wie  diese  und 
ähnliche  Gleichungen  durch  die  Anwendung  eines  bekannten 
Theorems  von  Abel  über  die  Inversion  von  Litegralen  gelöst 
werden  können.  Die  Formeln  für  V  und  für  den  von  der 
Kugel  in  einer  gewissen  2eit  zurückgelegten  Weg,  zu  denen 
er  in  dem  Falle,  daß  die  Kugel  und  die  Flüssigkeit  Ursprung- 

1)  Lord  Rftfleigh.  phi).  Hag.  21.  8.  667.  1911. 

2)  G.  Piooiati,  Rend.  Aoo.  Linoei  16.  8.  46.  10O7. 

3)  T.  Boggio,  Rcnd.  Aoc.  Lincei  10.  8.  613  u.  730.  1907. 


über  die  Stokessche  und  Siokes-Cunninghanische  Formel.  I.      38 

lieh  in  Buhe  waren,  gelangt,  sind  verh&ltnism&ßig  einfach 
nnd  eignen  sich  zur  unmittelbaren  numerischen  Auswertung. 
Es  ist  auffallend,  daß  die  analytische  Form  dieser  Funktionen 
von  dem  Verhältnis  (//o  der  Dichtigkeiten  der  Kugel  und 
der  Flüssigkeit  abhängt,  und  Basset  hat  sogar  dieses  Besultat 
als  einen  Einwand  gegen  die  Anwendbarkeit  der  gewöhnlichen 
angenäherten  Gleichungen  für  die  Bewegung  einer  zähen  Flüssig- 
heit  [Differentialgleichungen  (2)  der  „langsamen"  Bewegung] 
betrachtet.  Diese  Ansicht  wird  jedoch  von  Lord  Bayleigh 
nicht  geteilt:  vergleiche  seine  eben  erwähnte  Arbeit,  wo  auch 
weitere  höchst  interessante  Beispiele  für  die  Anwendung  der 
Methode  von  Boggio  behandelt  werden,*) 

In  verschiedenen  experimentellen  Arbeiten  kann  es 
wünschenswert  sein,  zu  erfahren,  wie  lange  die  Kugel  dasu 
braucht,  um  vom  Zustande  der  Buhe  eine  mit  einer  gewissen 
Annäherung  konstante  Endgeschwindigkeit  zu  erreichen.  Die 
Formeln  von  Boggio  geben  eine  genaue  Antwort  auf  diese 
Krage;  eine  ungefähre  Orientierung  kann  aber  auf  einem  viel 
einfacheren  Wege  erreicht  werden.  Wenn  wir  annehmen,  daß 
der  Widerstandskoeffizient  auch  bei  beschleunigter  Bewegung 
in  jedem  Moment  durch  das  Stokessche  Gesetz  gegeben 
wird,  so  fällt  in  (28)  das  Glied  mit  dem  Integral  weg,  die 
Bewegungsgleichung  (24)  wird  zu  einer  gewöhnlichen  linearen 
Differentialgleichung  mit  konstanten  Koeffizienten 

(24-)  {M'+\M)-^^6nfAar+{M'^JU)ff      • 

und  als  partikuläre  Lösung,  die  der  Bedingung  unterworfen 
ist,  daß  sie  für  f  =  0  verschwinden  soll,  erhalten  wir 

(26)  jr^^MfL^ülLyi^e    ^'+1^   j- 

Wenn  wir  hier  für  die  Masse  der  Kugel  M'  und  für  die  Matte 
der  verdrängten  Flüssigkeit  Jf  ihre  Werte  \na^^  bcw. 
^  n  a^a  einsetzen,  erhalten  wir 

m F-iaV^(l-/  a.'«AV)), 

1)  Ss  h&tte  Bioh  yielleioht  gelohnt,  de  veraoliiedeiieii  Tlieorieii 
der  Brownsohen  Bewegung,  bei  welchen. die  Gültigkeit  des  Sto kes- 
seben Gesetzes  sogar  für  die  einseinen  Ziclotaokwege  der  onregelmäfligen 
Bahn  vorausgesetzt  wird,  im  Lichte  der  eben  erwümten  theöretisoben 
ÜDtersachungen  durohzud  skutieren. 

AnaalM  dar  VkpSk.   IV.  Folftt    62^  -  S 
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wo  der  erste  KoeffiKieut  gloicli  demjenigen  der  Formel  (6') 
ist  und  der  Ausdruck 

die  Bolle  eiiier  Art  BelaxatiouBzeit  spielt.  Von  ihr  bäogi 
die  Schnelligkeit,  mit  TvekLer  die  Kugel  ihre  Eodgeschwiiid^- 
keit  erteicbt,  iu  einfacher  Weise  ab.  Sie  trird  erBichtlich  äeettj 
.größer,  je  größer  die  Dichte  des  Kugelmateriale  oder  der  FlCsBig- 
keit  nnd  je  kleiner  die  imiere  "Beibung  der  FICBBigkeit  igt.' 
Der  Ausdruck  -g-(o'+iö)  ist  von  der  Gröfienordnung  dei 
Einheit  und  aus  dem  Faktor  a^fi  kann  man  leicht  entnehmen, 
vie  klein  diese  Belaxations^cit  ist  für  alle  allein  in  Eetracht 
kommenden  Fälle,  die  die  Eedingung  der  „langsamen"  Be- 
wegung noch  erfüllen. 

Neuerdings  Bind  zn'ei  experimentelle  Arbeiten  erschienen, 
die  in  einem  gewissen  Zusammenhange  mit  dem  Gegenatande 
dieses  Paragraphen  stehen.  Shewhart')  und  Abbott^ 
untersuchten  mit  £ilfe  einer  phofograpbiscben  Methode  die 
Fallbewegung'  von  geladenen  Wassertröpfchen  und  Lyco- 
podiumteilcben,  die  gleichzeitig  durch  ein  elektrisches  Wechsel- 
feld in  transversale  Bchwirgungen  versetzt  wurden.  Shewbarl 
beobachtete  eine  YergröCerung  der  l<'alJgeschwindigkeit  mit 
benehmender  Amplitude  der  transversalen  Schwingungen,  Ab- 
bott zeigte  nachträglich,  daß  dieser  Befund  auf  einem  ex- 
perimeutellen  Trugschluß  beruhte.  Keiner  der  beiden  Autoren 
berücksichtigte  leider  die  eben  erwähnte  umfangreiche  literatur 
über  diesen  Gegenstand,  und  die  -Schlußfolgerung  von  Ab- 
bott, daß  „kein  Grund  aufgefunden  wurde,  warum  die  Btokes- 
Bcbe  Konstante  6n/i  a  auch  für  diese  Fälle  von  beschleunigtei 
Bewegung  nicht  gelten  sollte",  ist  jedenfalls  mit  größter  Vor- 
aioht  aufnuuehmen.  Speziell  die  letzte  Versuchsreihe  von 
Abbott  mit  dem  fallenden  Gummihall  von  9  cm  I>urcbmeBser 
seigt,  wie  kritiklos  er  bei  der  Auswertung  seiner  experimentellen 
Besoltate  vorgegangen  ist,  indem  er  auf  die  Eindeutigkeit  der 
von  ihm  gew^ten  Erklärungsweise  gar  keine  Bücksicht  nahm. 
Aus  der  Übereinstimmung  der  experimentellen  Kurve  dei 
Fallstiecken  als  Funktion  der  Zeit  mit  der  aus  der  Aimahme 

,,       .1)  W.  A.  Shewhsrt,  Fbys.  Bmt.  9.  B.  426,  1917. 
2)  R.  B.  Abbott.  Pbye.  Bev.  1«.  S,  381.  1918. 
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der  Proportionalität  der  Kraft  mit  der  Geschwindigkeit  be- 
rechneten schlieft  er  auf  das  Eestehen  dieser  Proportionalitftt. 
Da  aber  die  in  Eede  stehende  Kurve  bei  jedwedem  Wider- 
standsgesetze  von  Null  ausgehen  und  nach  sehr  kurzer  Zeit 
zu  einer  Geraden  (F  =  konst.)  werden  muß,  so  ist  es  ein- 
leuchtend, daß  man  aus  dem  kurzen  gebogenen  Anfangsstück 
der  Kurve  in  Anbetracht  der  kleinen  Genauigkeit  der  Mes- 
sungen, die  mit  einer  gewöhnlichen  Stoppuhr  ausgeffihrt 
wurden,  gar  keine  bindende  Schlüsse  ziehen  kann.  Der  letzte 
Schluß  von  Abbott,  daß  „für  viel  größere  Geschwindigkeiteii, 
als  diejenigen,  die  innerhalb  der  Gültigkeitsgrenzen  des  Stokes- 
schen  Gesetzes  liegen,  die  Widerstandskraft  proportional  mit 
der  Geschwindigkeit  ist**,  enthält  einen  inneren  Widerspruch : 
Da  das  Stokessche  Gesetz  für  sehr  kleine  Geschwindigkeiten 
sicher  gültig  ist,  so  behält  es  offenbar  seine  Gültigkeit  so- 
lange, als  die  Widerstandskraft  proportional  der  Geschwindig- 
keit ist.  In  den  Experimenten  von  Abbott  war  die  Fall- 
geschwindigkeit des  Gunmiiballes  (die  durch  die  Neigung  der 
Zeit-Fallstrecke-Kurve  bestimmt  ist)  viele  hundertmal  größer 
als  nach  dem  Stokesschen  Gesetze! 

Auch  Fräulein  Snethlage^)  hat  einige  Experimente 
über  schwingende  Teilchen  in  einem  elektrischen  Wechsel - 
felde  angestellt,  ohne  dabei  zu  irgendwelchen  positiven  Schlüssen 
zu  gelangen. 

Auf  die  klassischen  experimentellen  Verifizierungen  der 
Formel  (22)  für  Pendelschwingungen  gehen  wir  hier  nicht 
näher  ein.')  Es  sei  nur  erwähnt,  daß  Love  sie  geradezu  als 
den  überzeugendsten  Beweis  für  die  Bichtigkeit  der  allgemeiii 
angenommenen  Eewegungsgleichungen  einer  zähen  Flüssigkeit 
(bei  kleinen  Geschwindigkeiten)  betrachtet,  bei  deren  Ab- 
leitung ja  manches  (Linearität  der  Beziehung  zwischen  Span- 
nung und  Deformationsgeschwindigkeit,  Beduktion  von  zwei 
Konstanten  auf  eine  [vgl.  §2,  Gleichung  (6)])  einen  etwas 
hypothetischen  Charakter  trägt. 

g  10.    BerückBichtigimg  der  Oleitnng. 

Die  hydrodynamische  Berechnung  des  Stokesschen  Ge- 
setzes  kann  leicht   durch   Berücksichtigung  der   Oleitung  ab 

1)  A.  Snethlage,  Proc.  Ac.  Amfiterdam  19.  8,  1006.  1917^ 

2)  Vg).  A.  E.  H.  Love,  a,  a*  O.  J  12. 

8* 
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der  Oberflftche  der  Kugel  ergänzt  werden  tmd  in  diesem  Fklle 
bekommt  m^n,  wie  Basset^)  gezeigt  bat. 

Der  Koeftizieut  der  äußeren  Reibung  ß  und  der  Koeffilieiit 
der  Gleitung  y  wurden  bereits  im  §  2,  Gleiobungen  (4)  und  (5), 
definiert.  Wir  werden  im  zweiten  Teile,  wo  die  Teilcben- 
bewegung  in  Gasen  behandelt  wird,  aui  die  Formel  (28)  noch 
SU  sprechen  kommen.  Bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  kommt 
bekanntlich  die  Gleitung  der  Flüssigkeit  längs  der  festen 
Wände  gar  nicht  in  Betracht.  In  den  bereits  mehrfach  er- 
wähnten experiinent«l1en  Untersuchungen  von  Arnold  war 
der  Koeffizient  der  äußeren  Beibang  ß  jedenfalls  größer  als 
6000,  und  wahrscheinlich  größer  als  60000.  Arnold  hat 
auch  die  Formel  (28)  zur  Diskussion  seiner  Experimente  .an 
aufsteigenden  Luftblasen  hinzugezogen,  doch,  wie  Smoto- 
ohowski*)  bereits  bemerkt  hat,  konnte  es  sich  dabei  nn- 
mäglich  um  eine  eigentliche  Gleitung  handeln,  sondern  man 
maß  diesen  Vorgang  als  eine  Bewegung  einer  flössigen  Kogel 
in  einer  anderen  Flüssigkeit  auffufseu.  Näheres  darfiber  vgl. 
{  12. 

§11.  Wldentandig««ats«  t&r  niobt  knc^fSniilK«  TaUoben. 
Dfts  Problem  der  gleichförmigen,  „langsamen"  Ibang- 
lation  eines  festen  Ellipsoids  in  einem  zähen  Medium  wurde 
von  Oberbeck*)  geläst.  Aus  den  aUgemeinen  Formeln  von 
Oberbeck  hat  Gans*)  N&herungsaus drücke  für  den  Wider- 
Ktandskoeffizienten  in  verschiedenen  Spezialfällen  abgeleitet, 
wie  2.  B.  für  kleine  Abweichung  von  Kugelgestalt,  ffir  nhr 
abgeplattete  Botationsellipsoide  (Näherung  für  Scheibchen), 
aehr  gestreckte  (Stäbchen)  usw.  Diese  Formeln  varden  vcm 
'  Zeleuy  und  Mc  Keehan')  dazu  gebraucht,  um  ans  den 
mikroskopisch  gemessenen  Abweichungen  von  der  Kugel- 
gestalt verschiedener  natüWicher  Sporen  (Lycopodium,  Lyoo- 

1)  A  B.  Bnaaet,  ^'1.  Tntu.  17«.  S.  43.  1877. 

2)  H.  Smolnohowski,  Cunbr.  Ictem.  lUtb.  Congrees  IBIX. 

S)  A  Oberbeok,  Jonm.  f.  Ibth.  81.  S.  62.  1876;  vgl.  H.  Lkmb, 
„H7drod;iwimk"  |326. 

4)  R  OftiiB,  S.tsb.  Akui.  Mfinohen,  S.  1»1,  1911. 
5}  J.  Zeleny  nnd  L.  W.  Ho  Keehan,  k.  ».  O. 
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perdon  und  Polytrichum)  auf  die  Abweichungen  vom  Stokes- 
sehen  Gesetz  beim  Fallen  derselben  in  Luft  ssu  sehließen.  Die 
derart  geschätzten  Abweichungen  waren  jedoch  viel  kleiner 
als  die  experimentell  gefundenen  Anomalien,  die  wahrscheinlich 
auf  eine  schwanmiartige  Struktur  dieser  Teilchen  zurück- 
zuführen sind  (vgl.  auch  die  diesbezügliche  Bemerkung  von 
Abbott)*).  In  einer  Arbeit  von  Przibram*)  über  die 
Brownsche  Bewegung  langgestreckter  Teilchen  findet  man 
eine  graphische  Darstellung  des  Widerstandskoeffizienten  eines 
gestreckten  Ellipsoids,  in  Bichtung  der  großen  Achse  und 
senkrecht  dazu,  als  Funktion  des  Achsenverh&ltnisses,  auf- 
getragen. 

Für  anders  gestaltete  Teilchen  sind  die  theoretischen 
Werte  der  Widerst andskoeffizienten  unbekannt,  doch  kann 
man  nach  Gans')  aus  der  Linearität  der  Differentialgleichungen 
der  ,,langsamen"  Eewegurg  für  alle  Teilchen  die  drei  auf- 
einander senkrechte  Bjmmetrieebenen  besitzen,  eine  wichtige 
Folgerung  ziehen:  Solche  Teilchen  erleiden  infolge  der  Druck- 
kräfte der  Flüssigkeit  keine  Drehimpulse,  sie  haben  also  nicht 
die  Tendenz,  beim  langsamen  Fallen  in  der  Flüssigkeit  sich 
irgendwie  einzustellen.  Bei  der  Bewegung  eines  Körpers  mit 
drei  aufeinander  senkiechten  S^mmetrieebenen  in  der  Bichtung 
einer  der  Hauptachsen  kommt  offenbar  kein  Drehmoment  zu- 
stande. Es  folgt  daraus,  daß  das  auch  bei  der  Translation 
in  einer  beliebigen  Bichtung  der  Fall  sein  Wird,  denn  infolge 
der  Linearität  der  zi  gründe  gelegten  Bewegungsgleichungen 
gibt  die  Superposition  zweier  Lösungssjsteme  wieder  ein 
mögliches  Lösungss}  stem,  und  man  kann  den  ßtr(tonngB- 
zustand  bei  der  betrachteten  Translation  als  Superposition 
dreier  Strömungszustände  auffassen,  die  durch  Translation 
des  Körpers  in  der  Bichtung  der  drei  Hauptachsen  entstehen. 

Ausdrücklich  soll  hier  nochmals  die  vorausgesetzte  ,Jiang- 
samkeit*'  der  Bewegung  betont  werden,  denn  nur  dadurch 
wird  der  Widerspruch,  in  welchem  die  Ganssche  Begel  mit  all- 
täglichen Beobachtungen  an  fallenden  Gegenständen  zu  stehen 
scheint,  gehoben.  Selbstverständlich  handelt  es  sich  aueh 
bei  der  eben  aufgestellten  Begel  erstens  um  Teilchen,  deren 

1)  K.B.  Abbott,  a.  a.  0. 

2)  K.  Prsibram,  Sitzb.  Akad.  Wien.  181.  Abt.  Ua.  8.234«.  1912. 

3)  R.  Gano,  a.  a.  O. 
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Schwerpunkt  mit  dem  geometrischen  Mittelpunkt  zuflammeii' 
teilt,  und  zweitens  um  eine  FlüBsigkeit  im  Sinne  der  Hydro- 
dynamik; bei  hinreichend  kleinen  Teilchen  mufi  die  Brovs- 
Bche  Botationsbewegung  berücksichtigt  werden. 

g  18.    Bowagang  eiii«r  flOniCMi  Kac«l. 

Dae  StokesBche  Gesetz  läSt  sich  auch  leicht  auf  den- 
Fall  der  Bewegung  einer  flüssigen  Kugel  (Koeffizient  der 
inneren  Beibung  fi')  ausdehnen,  indem  sowohl  die  Bewegung 
der  äußeren,  wie  die  der  inneren  Flüssigkeit  durch  die  Dif- 
ferentialgleichung (2)  der  „langsamen"  Bewegung  bebemeht 
werden;  der  Zusammenhang  der  beiden  StrÖmungazustAnde' 
ergibt  sich  aus  der  Bedingung,  daß  die  drei  Geschwindigkeits- 
komponenten und  die  drei  Komponenten  der  Zugkraft  sieb 
beim  Überschreiten  der  Kugeloberfläche  stetig  aneinander- 
Bcbließeu  müssen.  I>ie  Rechnung  zeigt,  daß  die  Kugel  ihre 
Gestalt  während  der  Bewegung  beibehält;  offenbar  wird  das 
nur  solange  der  Fall  sein,  als  die  Trägbeitskräfte,  die  eine  Ab- 
{Gattung  der  Kugel  bewirken,  vernachlässigt  werden  können, 
d.  h.  solange  die  Bewegung  „langsam"  und  die  Bewegunga- 
gleichnngen  linear  in  den  Geschwindig keitskomponenten  bleiben. 
Da  die  L^  des  Angriffspunktes  der  äußeren  Kräfte  nioht 
gleichgültig  ist,  so  nimmt  mau  zweckmäßig  von  vornherein 
die  infolge  der  Dichtedifferenz  der  beiden  Fl  üssigkeiten  wirkende 
Schwere  als  Bewegungsursacbe  an. 

Unabhängig  voneinander  finden  Kybczyuski^)  und  Ha- 
damard'}  die  folgende  Formel  für  den  WiderstandskoeffizienteD 
der  flüssigen  Kugel 

(2.)  »--e-M-l^- 

Danach  ist  die  Fallgeschwindigkeit  im  Verhältnis 


8/+  2/1 


(MO 

größer  als  diejenige  einer  eben  solchen  festen  Kugel;  k  ist 
also  zwischen  den  Grenzen  1  und  '/s  (^^^  /*'  "K  /*)  ve:Änderlich. 
Die    VergröSerong    der    Fallgeschwindigkeit,    oder    die    Ver- 

1}  W.  ByboEynski,  Ans.  Ak.  KtrIuu,  S.  40,  1911. 
aj  J.  Hadftinard,  Compt.  rend.  ISS.  S.  1736.  IBll;  154.  8.  109. 
1912. 
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kteinerung  des  Widerstandskoeffizienten  bangt  nur  von  dem 
Verh&Itnis  der  Koeffizienten  der  inneren  Beibung  der  beiden 
Fliissigkeiten  und  keineswegs  vom  Badius  der  Kugel  ab. 

Die  Experimente  an  fallenden  Quecksilber  kugeln  in  Bicinus- 
öl  von  Boux^)  und  an  Quecksilber  kugeln  in  wasserhaltigem 
Glyzerin  und  Nitrobenzolkngeln  in  Wasser  von  Nordlund*) 
haben  jedoch  die  Bybczynski-Hadamardsche  Formel  keines- 
wegs bestätigt.  Vielmehr  ergaben  sich  Fallgeschwindigkeiten, 
die  nar  ganz  wenig  diejenigen  gleichgroßer,  fester  Kugeln 
überstiegen;  auch  zeigte  sich  in  den  Experimenten  von  Boux 
ein  gewisser  Gang  dieser  Vergrößerung  mit  dem  Badius  der 
Kugeln,  worauf  wir  noch  gleich  zu  sprechen  kommen.  In 
den  besonders  sorgfältig  ausgeführten  Messungen  von  Nord- 
lund  an  Quecksilberkügelchen  von  etwa  20 /i  Durchmesser 
wurde  die  FaUgeschwindigkeit  im  Bereiche  der  experimentellen 
Fehler  gleich  derjenigen  gefunden,  die  sich  aus  dem  gewöhn-^ 
liehen  Stokesschen  Gesetze  ergibt,  während  sie  nach  Formel 
(29)  um  etwa  46  Proz.  größer  sein  sollte.  Übrigens  gibt  Nord- 
lund  an,  daß  „die  FaUgeschwindigkeit  von  0,076  Proz.  größer 
als  nach  Stokes-Ladenburg')  ist",  was  wohl  als  eine  grobe 
Überschätzung  der  Genauigkeit  seiner  Messungen  bezeichnet 
werden  darf.  Es  bedeute  jS  den  „scheinbaren"  Koeffizienten 
der  inneren  Beibung  der  „Fallflüssigkeit**  (Glyzerin  mit  etwa 
11  Proz.  Wasser),  wie  er  mit  Hilfe  des  gemessenen  Wertes^ 
der  Fallgeschwindigkeit  aus  dem  Stokesschen  Gesetze  [mit' 
der  Ladenburgschen  Korrektion  (80)  für  den  Einfluß  der 
zylindrischen  Gefäßwand]  berechnet  wird  und  /i,  wie  gewöhnlich, 
den  Koeffizienten  der  inneren  Beibung  der  Fallflüssigkeit,  dann 

stellen  die  bei  Nordlund  tabellierten  Werte  von  100 — =-^  die- 

relativen,  prozentuellen  Vergrößerungen  des  Widerstandskoef-* 
fizienten  in  bezug  auf  das  gewöhnliche  Stokessche  Gesetz 
für  die  einzelnen  Messungen  dar.  Nach  der  Formel  (29)  tnii 
Einsetzung  der  entsprechenden  Beibungskoeffizientendes  Qneok* 
Silbers  und  des  Glyzerins  sollten  diese  Werte  etwa  gleich  —  46 
3ein,  während  sie  bei  Nordlund  unregelmäßig  etwa  zwigchefi 


1)  J.  Roux,  Ann.  de  Chim.  et  Phys.  89.  8.  69.  1013.  \ 

2)  J.  Nordlund,  Ark.  för  Mat.  Astr.  ooh  Fysik  9«  Nr.  13.  1913. 

3)  Das  FaUgesetz,  nach  welchem  feste  Kugeln  in  den  gebravofaten 
syiindrisohen  Gef&fien  Bich  bewegen  würden.     '  .      • 
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±  10  sohwankeu.  Ibr  arithmetisches  Mittel  betr&gt  —  0,0076 
(znfftllig  haben  sich  ftlso  die  positiven  und  negativen  W«rt6 
fast  aufgehoben,  die  AualaBsuug  einer  einagen  Messung  wIm 
aber  genügend,  um  diesen  Mittelwert  auf  das  10 fache  sn 
Bteigem),  w&hrend  der  (quadratische)  Mittelwert  der  Ab- 
weichaDgen  vom  arithmetischen  Mittel  etwa  3,4  betr&gt.  Daraus 
kann  man  die  Genauigkeit  des  Besultates  der  106  Mesaungen 
auf  etwa  0,8  Vroz.  schätzen  und  als  SchlußreBultat  die  Tat- 
sache ansehen,  daß  bei  den  Nordlundschen  Messui^n  die 
Vei^aßeruDg  der  Fallgeschwindigkeit  in  bezug  auf  die  Fall- 
geschwindigkeit eben  so  großer  fester  Kugeln  0,3  Proz.  jeden- 
falls nicht  viel  überschreiten  kann.  Da  die  Bybczynski- 
Hadamardsche  Formel  (29)  46  Froz.  erfordert,  so  ist  dadurch 
ihre  Unhaltbarkeit  zur  Genüge  bewiesen. 

Beide  Autoren  haben  nun  die  Vermutung  an8ge8[»ochm, 
daß  es  sich  hier  um  eine  gewisse  Wirkung  der  bei  der  Ab- 
leitung der  Formel  (29)  nicht  berücksicbtigteu  Oberflftcbfin- 
spannung  bandeln  müßte,  was  durch  die  theoretischen  Unter- 
suchungen von  Boussinesq')  auch  bestätigt  erscheint.  Sdbst- 
verst&ndlich  kommt  man  hier  mir  dem  gewöhnhchen  AnsatK 
für  die  Oberflächenspannung  nicht  aus,  denn  die  Oberflftcbeo- 
spannung,  wie  man  sie  gewöhnlich  betrachtet,  könnte  höchstenB 
die  Erhaltung  der  kugelförmigen  Gestalt  des  Teilchens  be- 
günstigen, was  in  der  Kybczynski-Hadamardacben  Theorie 
sowieso  durch  die  „Langsamkeit"  der  Bewegung  gevfthr- 
leistet  wird.  Um  zu  einer  brauchbaren  Erklärung  der  eigen- 
artigen 'Wirkung  der  Kapillarkräfte  zu  gelangen,  wekbe  darin 
bcfltoht,  daß  eine  kleine  Flüssigkeitskugel  sich  beim  Fallen 
t&Bt  wie  ein  fester  Körper  verhält,  muß  man  die  Oberflficben- 
sohioht  in  einem  Bewegungszustsnde  und  nicht,  wie  das  ge- 
wöhnlich geschieht,  in  einem  Gleicbgewichtszustande  be- 
trachten und  eine  Art  innerer  Sfibung  in  dieser  Scbiclit  ein- 
fufaten.  Das  Bestehen  einer  solchen  OberfläcbenviakositU  ist 
ja  bereits  von  vornherein  als  sehr  wahrscheinlich  zu  beseichiiBD; 
Bonssinesq,  der  unseres  Wiasena  mm  ersten  Male  ihre  'Witknxig 
auf  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  untersuchte,  kommt  ndt 
Hilfe  sehr  plausibler  molekalarkinetiscber  Vorstellungen  and 
gewisser    Symmetriebetrachtungen    zu    den    folgenden    Aus- 

t)  J.  Bo«aain«8q,  Abu.  d.  Cbimie  et  Pbye.  St.  S.  349,  3S7,  S«4. 
1913;  Tgl.  nuh  Beibl.  d.  Vhya.  17.  S.  1867.  1913. 
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dräcken  für  die  beiden  „H&upt"-Obetflfichen8paimaogen  (pro 
LfiDgenoinheit) 

F  =  /+e,(3  +  a')+2ea', 


(SO) 


wo  9  und  d'  die  beiden  y^Haupt "-Dilatationsgeschwindigkeiten 
der  Oberfläcbenscbicbt  (in  zwei  zueinander  senkrechten  ,^aupt"- 
Bichtungen)  bedeuten;  e  und  e^  sind  zwei  Koeffizienten  der 
Oberflächen  Viskosität,  und  /,  die  Oberflächenspannang  im 
Gleichgewicht,  ist  die  gewöhnliche  Kapillaritätskonstante. 

In  (80)  sehen  wir  das  zweidimensionale  Analogon  der 
Ansätze  für  die  elastischen  Spannungen,  die  gewöhnlich  zum 
Flausibelmachen  der  Ansätze  für  die  Spannungen  in  einer 
viskosen  Flvssigkeit  gebraucht  werden.  Der  einzige  Unter-' 
schied  besteht  darin,  daß  man  in  der  Theorie  der  inneren  Beibang 
von  Flüssigkeiten  die  beiden  Konstanten  mittels  einer  be« 
sonderen  Annahme  [§  2,  Gleichung  (5)]  auf  nur  eine  reduziert, 
während  hier  diese  Beduktion  nicht  durchgeführt  wurde. 
Übrigens  ist  das  für  das  Weitere  sowieso  ohne  Belang,  da 
in  der  endgültigen  Formel  für  den  Widerstandskoeffizienteii 
die  beiden  Konstanten  e  und  «^  nur  in  einer  Kombination 

(81)  £  ==  e  +  «1 

auftreten. 

Das  am  Anfange  dieses  Paragraphen  formulierte  hydro- 
dynamische Problem  ist  nun  in  ersichtlicher  Weise  zu  modi- 
fizieren;  anstatt  die  Differenz  der  Zugkräfte  in  den  beiden 
Flüssigkeiten  an  der  Oberfläche  der  Kugel  gleich  Null  an- 
zunehmen, muß  man  sie  gleich  den  durch  (80)  gegebenen 
Spannungen  in  der  Oberflächenschicht  setzen.  Der  weitete 
Gang  der  Bechnung  wird  von  Boussinesq  nach  einer  von 
ihm  bereits  im  Jahre  1885  angegebenen,  allgemeinen  Methode 
zur  Lösung  des  St okes sehen  Bx)blem8  durchgeführt,  und 
schließlich  gelangt  er  zur  folgenden  Formel  für  Jr,  die  Vor* 
größerung  der  Fallgeschwindigkeit  der  flussigen  Kdgel  im 
Verhältnis  zu  der  Geschwindigkeit  einer  ebenso  großen  festen 
Kugel 
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Hierin  bedoaten  /i'  den  Koibungskoeffinenten  det  inneceo, 
fi  denjenigen  der  äußeren  Flüssigkeit  tmd  t  ist  die  eben  er- 
wähnte Konstante  der  Oberfläehenviskoaitat. 

Wir  bemerken  gleich,  daß  diese  Formel  mindestens  quali- 
tativ von  den  oben  besprochenen  experimentellen  Ergebnissen 
Becbenachaft  zu  geben  gestattet.  Die  Werte  für  den  Wider- 
standskoeffizienten,  die  sie  liefert,  liegen  stets  zwischen  den 
Werten  für  feste  Kugeln  Qt  =  1)  und  denjenigen,  die  aicb 
aus  der  Bybczynski-Hadamardschon  Formel  ergeben 
[b  nEich  Formel  (29')];  mit  kleiner  werdendem  Badius  nähert 
sich  die  Fallgeschwindigkeit  immer  mehr  der  Geschwindigkeit 
fester  Kugeln.  Deshalb  kpnnte  auch  Nordlund  bei  Beinen 
Versuchen  an  Quecksilberkugeln  keine  merklichen  Abweichungen 
Tom  gewöhnlichen  Stokesschon  Gesetz  finden,  während  Hoax, 
der  mit  viel  größeren  Hg-Kugeln  arbeitete  (600 — 900  [i,  aller- 
dings in  einer  anderen  Flüssigkeit  —  Olivenöl  bei  Boux' — ' 
Glyzerin  bei  Nordlund)  6 — 12  prozentige  Abweichungen  beob- 
achtete. Auch  der  allgemeine  Gang  dieser  Abweichungen 
—  sie  wachsen  mit  dem  Badius  der  Teilchen  —  stimmt  mit 
der  Bonssinesqschea  Theoiie  übereiu.')  Nichtsdestoweniger 
muB  die  IVage  nach  der  experimentellen  Verifizierung  der 
von  Boussinesq  für  die  Oberflächeaviskosit&t  gemachten 
Ansätze  solange  als  offen  betrachtet  werden,  als  keine  aus- 
gedehnteren Untersuchungen  (für  größere,  einheitliche  Be' 
reiche  von  a)  vorliegen.  Denn  daß  das  urBprüngliche  Stokes- 
flche  (feste  Kugeln)  und  das  BybczjnBki-Eadamardsche 
Problem  (flOsstge  Kugeln  ohne  Oberflächenviskosität)  zwei 
GrenzfftUe  darstellen,  zwischen  welche  sich  die  tatsächlich 
beobachteten  Fallgeschwindigkeiten  fliiesiger  Kugeln  einordnen 
würden,  das  war  von  vornherein,  ohne  spezielle  Theork,  ein- 
leuchtend; auch  die  Vergrößerung  der  Abweichungen  vom 
Stokesschen  Gesetze  mit  wachsenden  Durchmessern  der 
Teilchen  konnte  wohl  ohne  weiteres  vorhergesehen  werden. 
Eb  ist  nur  die  Frage  zu  beantworten,  ob  der  tatsächlich  beob- 
achtbare Gang  der  Veränderlichkeit  des  Widerstandakoef- 
fmenten  mit  dem  Teilchenradius  dem  von  Boussinesq  ab- 
geleiteten wirklich  entspricht,  und  dazu  reichen  die  Experimente 
von  BoQX  und  Nordland  keineswegs  aus.    Es  wäre  vielmehi 

1)  0er  namerJBohe  Wert  Ton  tlftBtsioh  daraun  gkni  roh  zu  1,4  g/kek 
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erforderlich,  in  derselben  Fallflüssigkeit  und  mit  denselben 
flüssigen  Teilchen,  nur  mit  veränderlichen  Radien,  die  all^ 
naählige  Veränderung  des  Widerstandskoeffizienten  von  solchen 
Werten  an,  die  dem  St okes sehen  Gesetz  für  feste  Kugeln 
entsprechen,  bis  zu  solchen,  wo  die  Oberflächenviskosität  zu 
vernachlässigen  ist  und  die  also  der  Bybczynski-Hadamard- 
sehen  Formel  gehorchen,  zu  verfolgen. 

Teilweise  kann  eine  solche  Kenntnis  den  bereits  oft  er- 
wähnten Messungen  von  Arnold  an  aufsteigenden  Luft- 
bläschen  in  verscniedenen  ölen,  sowie  den  analogen,  früheren 
Messxmgen  von  Allen^)  an  Luft  bläschen  in  Anilin  entnommen 
werden.  Wie  wir  im  §  10  bereits  erwähnt  haben,  hat  Smolu- 
chowski  darauf  hingewiesen,  daß  hier  ein  Beispiel  ffir  die 
Anwendung  der  Rybczynski-Hadamardschen  Theorie  vor- 
liegt, aber  erst  durch  Mitberücksichtigung  der  Oberflächen- 
viskosität findet  ein  großer  Teil  der  Arnoldschen  Besultate 
seine  sachgemäße  Erklärung.  So  liegt  die  Mehrzahl  der  Steige 
höhen  d^r  Bläschen  zwischen  den  Voraussagen  des  Stokes- 
sehen  und  des  Rynczynski-Hadamardschen  Gesetzes.  Die 
Fig.  8  von  Arnold,  die  den  „scheinbaren**  Reibungskoef- 
fizienten des  Olivenöls  (der  unserem  h  umgekehrt  proportional 
ist)  in  Funktion  des  Radius  der  Luftblasen  darstellt,  zeigt 
alle  die  ^'on  der  Boussinesqschen  Formel  (82)  geforderten 
Phasen  der  Abhängigkeit  des  Widerstandskoeffizienten  vom 
Radius:  Sehr  kleine  Kugeln  (a  <  0,01  cm)  befolgen  das  ge-* 
wohnliche  Stokessche  Gesetz;  der  „scheinbare**  [nach  der 
Formel  (20')  aus  der  gemessenen  Steiggeschwind^keit  be- 
rechnete] Koeffizient  der  inneren  Reibung  ist  gleich  dem 
wirklichen,  mit  einem  Viskosimeter  meßbaren  Koeffizienten, 
Mit  wachsenden  Radien  folgt  ein  schnelles  Abnehmen  der 
scheinbaren  Viskosität,  die  Steiggeschwindigkeit  nimmt  schneller 
zu,  wie  bei  festen  Kugeln,  imd  bei  a  =  0,04 — 0,05  cm  erreicht 
die  Steiggeschwindigkeit  den  von  der  Rybczynski-Hada-, 
mardschen  Formel  geforderten  Wert,  d.  h,  (da  fi'  gegen  /i 
ssu  vernachlässigen  ist)  V2  ^^^  -  Geschwindigkeit  gleichgroßer 
fester  Kugeln.  Das  weitere  Ansteigen  der  Arnoldschen 
Kurve  erklärt  sich  durch  das  bereits  erwähnte  (vgl.  §  8)  Ver- 
tagen der  Ladenburgschen  Korrektion. 


1)  H.  S.  Allen,  a.  a.  O. 


44  ./.  Weytsetihoff. 

So  weit  atimmt  alles  scfaön  mit  der  Theorie  überein;  doch 
kann  man  sich  bei  näherer  Betrachtung  leicht  daton  ober- 
zeugen,  daß  die  Arnoldeche  Knr^'B  unmöglich  mit  der  Bona- 
BJneBqBchen  zur  Deckung  gebracht  werden  kann:  Wtiirend 
die  ente  für  verschwindende  Hadien  der  a-Ächse  parallel  wird, 
ist  das  für  die  theoretische  Kurve  keineswegs  der  FaU.  Noch 
schlimmer  steht  es  um  die  Übereinstimmung  in  den  Experi- 
menten von  Arnold  iu  Leinöl.  Die  fVage,  ob  man  die  Bchnld 
der  Theorie  oder  den  Experimenten  zi:schreiben  soll,  muä 
bis  auf  weiteres  offen  gelassen  werden.  In  den  Experimenten 
von  Arnold  trat  eine  interessante  Nebenerscheinung  auf, 
die  die  Messungen  sehr  erschwerte;  es  war  das  nJUnüoh  die 
„Erosion"  der  OberflScbe  der  Teilchen,  ein  stetiges  Almehmen 
des  Teile  henradiuB  mit  der  ^om  Teilchen  isuröekgelegten 
Strecke.^)  Bei  größeren  Tropfen  von  Alkohol  in  Olivenfil  konnte 
mau  das  Loslösen  der  Aufenschicht,  die  sich  dann  zu  einer 
grofien  Zahl  von  kleinen  Tröpfchen  zusammenzieht,  direkt 
beobachten.  Arnold  hat  gezeigt,  daß  man  aus  der  Aviafame, 
daß  wfthrend  der  Bewegung  der  Kugel  eine  Schicht  von  der 
Dicke  der  Wirkungssphäre  der  molekularen  Attraktion  von 
der  Kugel  abgeschält  wird  und  in  der  Fallfl^ssigkeit  zurück- 
bleibt, zu  einer  sehr  plausiblen  Größe  dieser  WirkungssphAre 
gelangt.  Obwohl  es  sich  hier  um  eine  grobe  Schätzung  handelt, 
80  ist  jedenfalls  dadurch  die  Tatsache  nahegelegt,  daß  vir 
es  mit  einer  gewissen  Wirkung  der  Kapillarkräfte  zu  tun  haben, 
und  es  ist  sehr  wohl  m^lich,  daß  diese  Erscheinung  von  der 
Bewegung  der  Kugel  durch  die  Flüssigkeit,  wie  sie  die  Theorie 
von  Boussinesq  behandelt,  nie  streng  geschieden  werden 
kann.*)    Auch  wird  wobl,  wie  bei  allen  Oberfläcbeneffekten, 


1}  Kinige  uulog«  Eraoheinungen,  wo  die  KApillftrkrUte  vielloicht 
«ine  aiuBolüaggeb«nde  Rolle  spielea  und  von  denen  man  aiah  noob 
MihTerar  eine  geeignete  Vorstellung  bilden  kuin,  fand  Tkrgonaki 
(Anh.  d.  Qeners  41.  S.  187.  1916)  an  Qucokailbertröpfolien  in  Lofti 
die  Ihitohen  mren  so  klein,  daB  sie  eine  merkliche  Brownaohc  Be- 
wegong  leigten;  dM  enohwert  ungemein  das  Ventlndnia  des  beob- 
«okteten  EnfluMeg  der  aiohtbftren  Bewegung  »nf  die  QrABenabnftbBte 
dn  Teiklien. 

8)  D-e  Erosion  muB  um  so  kleiner  sein,  je  gröDer  der  UnlebUlu'- 
drack.  die  Zerreifitestigkeit  ist.  Vielleiobt  lieflen  aioh  die  Experimente 
Ober  die  Erodon  n  einer  Methode  der  Hesnung  des  HolekoludrookcB 
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die  Beinheit  der  benutzten  Materialien  bei  jeder  experimentellen 
Verifikation  der  BouBsinesq sehen  Formei  eine  große  Bolle 
spielen;  so  beobachtete  Allen  bei  seinen  Loftblfischen  in  Anilin 
unregelmäßige  Schwankungen  der  Steiggeschwindigkeit  von 
Teilchen  zu  Teilchen,  die  höchstwahrscheinlich  mit  der  zu- 
f&lligen  Beschaffenheit  der  Oberflftche  (des  Koeffizienten  < 
der  Oberflfichenviskosität)  im  Zusammenhange  standen. 

Jedenfalls  scheinen  die  theoretische  und  die  experimentelle 
Evidenz  dafür  zu  sprechen,  daß  sich  genügend  kleine,  flüssige 
Teilchen,  wie  klein  auch  ihre  Oberflächenviskosit&t  sein  mag, 
in  bezug  auf  ihre  Beweglichkeit  von  ebensolchen,  festen  Teil- 
chen nicht  unterscheiden  lassen.  Diese  Tatsache  ist  für  die 
theoretische  Kolloidchemie  von  außerordentlicher  Wichtigkeit. 
Auch  wird  dadurch  ein  Einwand  behoben,  den  Smol ucho ws  ki  ^) 
gegen  die  Anwendung  der  verschiedenen  Theorien  der  Kata- 
phorese  auf  Emulsoide  erhebt,  Theorien,  die  alle  nur  fiür  feste 
(nichtleitende)  Teilchen  aufgestellt  wurden;  für  Teilchei^  die 
in  der  Koltoidchemie  in  Betracht  kommen,  werden  schon  die 
Kapillarkr&fte  dafür  sorgen,  daß  man  diese  Teilchen  als  fest 
ansehen  darf.  Die  Theorie  der  Kataphorese  braucht  also 
nur  noch  auf  leitende  Teilchen  ausgedehnt  zu  werden. 

Zürich,  Phvsikalischeii  Institut  der  Univeisttftt. 


1)  M.  y.  Smolnehowski, „Blektrieohe Endoemoaemd  StrOmwigil« 
ströme",  §  32  in  Qraetz*  „Handbnoh  der  Blektrislt&t  und  des  lii^pietis- 
mus",  Bo.  n,  Lf.  2. 

(Eingegangen  14.  August  1919.) 


•2.  IHe  mnführuny 

eines  vemuv/tgemäfien  Koordinatenaystema  in^ 

dAe  Einsteinsche  Gravitationgtheorie  und  ^a« 

Gravitationsfeld  einer  nchweren  Kugel; 

von  G\uatnv  Mie. 


1.  Die  Eiusleinficbu  Gra^itaüomtheüiiu  bringt  die  eigen- 
tümliche Schwierigkeit  niit  sich,  daß  die  gevöhnlicbe&  prali- 
tischen  DefiuitiotLeu  der  geraden  Linie  und  der  Längen^ksfi- 
beit  unbrauchbar  Verden.  Die  praktische  Durchfübibarkeil 
der  ganzen  Geometrie  beruht  auf  der  Existenz  unveränder- 
licher Körper,  die  man  aii  den  verschiedensten  Orten  und  sü 
den  verschiedensten  Zeiten  als  Maßstäbe  benutzen  kann,  um 
die  zu  messenden  Abstand»  irgendwelcher  Kaumpuukte  mit 
ihrer  Länge  zu  vergleichen.  Ebenso  braucht  man  zur  Ver- 
gleichung  von  Zeitintervallen  unveränderliche  physikalische 
Vorgänge  (Schwingungen).  Daß  man  solche  unveränderlichen 
Uafstäbe  für  Längen  und  Zeiten  praktisch  einwandfrei  bei- 
Htellen  kann,  beruht  letzten  Grundes  auf  der  Unveränderlich- 
keit  der  Atome  und  der  Unabhängigkeit  ihrer  Eeschaffenhffit 
von  Ort  und  Zeit. 

Die  Existenz  absolut  unveränderlicher  Atome  galt  ab  eine 
Selbstverständlichkeit,  solange  mau  glaubte,  zwischen  den  „von 
Uaterie  erfüllten"  Teilchen  und  dem  sie  umgebenden  „absolut 
leeren  Baum"  scharf  unterscheiden  zu  können.  Nun  wissen 
wir  aber,  da£  diese  Auffassung  nicht  richtig  ist,  daß  vielmehr 
der  sogenannte  leere  Raum  als  Weltäther  selber  der  Schauplati 
mannigfacher  pbjsikaliscber  Vorgänge  ist  und  daß  er  überall 
auch  in  die  Vorgänge,  die  man  speziell  als  materielle  Vorgänge 
bezeichnet,  ganz  wesentlich  mit  eingreift.  Sobald  man  aus 
diesen  Erkenntnissen  die  notwendige  Konsequenz  zieht  und 
die  scharfe  Abgrenzung  zwischen  .rUaterie"  und  „leerem 
Baum"  fallen  läßt,  gelangt  man  dazu,  in  einer  nunmehr  zu 
erstrebenden  „Theorie  der  Materie"  die  materiellen  Teikhen 
nur  alfi  Stellen  im  Äther  aufzufassen,  an  welchen  eine  ZasarnzoeD* 
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Ziehung  ganz  enormer  Energiemengen  auf  einen  winzigen 
Eaumteil  stattfindet.  Sie  können  dann  keine  absolut  unver- 
änderlichen Atome  sein.  Man  muß  vielmehr  mit  Eestimmtheit 
oTwarten,  daß  diese  Energieknoten  im  Äther  sich  verftndem, 
-wenn  sie  von  Gegenden,  wo  der  Äther  an  und  für  sich  feldfrei 
ist,  in  Gebiete  überführt  werden,  wo  von  vornherein  starke 
elektromagnetische  oder  Gravitationsfelder  vorhanden  sind. 
Es  ist  eines  der  wichtigsten  Ptobleme  der  „Theorie  der 
Materie*',  eine  Erklärung  dafür  zu  finden,  daß  sich  trotzdem 
in  Wirklichkeit  die  materiellen  Teilchen  fast  wie  feste  harte 
Partikelchen  verhalten,  die  von  dem  Vorhandensein  irgend- 
welcher Felder  so  wenig  beeinflußt  werden,  daß  man  ihre  Ver- 
änderungen mit  den  uns  jetzt  zur  Verfügung  stehenden  ex- 
perimentellen Bilfsmitteln  noch  nicht  beobachtet  hat.^)  Für 
die  Gravitationsfelder  ist  dieses  Problem  durch  die  Ein- 
steinsche  Gra\itationstheorie  vollständig  gelöst.  Nach  dieser 
Theorie  sind  die  Veränderungen  der  materieUen  Teilchen  in 
einem  Gravitationsfeld  ganz  allein  durch  das  Gravitations- 
potential bedingt.  Die  Feldstärke  des  Gravitationsfeldes 
kommt  lediglich  als  Gefälle  des  Gravitationspotentials  in  dem 
Teilchen  zur  Geltung,  so  daß  in  einem  Gravitationsfeld  nach 
Maßgabe  dieses  Gefälles  die  Veränderung  des  Teilchens  mehr 
oder  weniger  inhomogen  ist.  Die  Veränderungen  selber  her 
stehen  nach  der  Einsteinschen  Theorie  nur  in  einer  Ver^ 
änderung  sämtlicher  Maßeinheiten,  man  kann  sagen:  sie  be» 
stehen  in  einer  Deformation  des  von  dem  Teilchen  und  den  in 
ihm  sich  abspielenden  Vorgängen  erfüllten  kleinen  Baum-Zeit- 
gebietes. Das  Gra^dtationapotential  selber  ist  ein  vierdimensior 
naler  Tensor,  seine  Komponenten  seien  im  folgenden  mit  a/''' 
bezeichnet.  Ich  will  die  aus  diesen  et/'*'  gebildete  Determinante 
mit  <ü  bezeichnen,  femer  seien  die  Größen  o)^^  durch  folgende 
Gleichungen  gegeben: 

(1)      wo 

'  <);  =  1  und  d;«=0,  fC^p. 

Endlich  führe  ich  noch  ein: 


1)  G.  Mic,  Phydk,  Zeitechr.  18.    S.  561.  674.  606.   1917. 


(2) 


.y^. 


60  da£  also  auch 

Si-.r  ?"- <!;•'> 

Ein  Baum-Zsttelement,  das  im  gravitationsfreien  Gebiet 
die  'Pona  einer  vierdimensionalen  Kugel  vom  Radius  1  hat, 
bekommt  durch  ~den  Einfloß  des  Gtavitationspotentials  t»"-^ 
die  Form  eines  Ellipsoides,  dessen  Gleichung  lautet: 

(8)     {  +  2ff„  •  f,  f ,  +  2p„  ■  I,  f ,  +  2j„  ■  I,  f^ 

1  +29„-£,f,+aff„-f,{,  =  ±l. 

Das  Vorzeichen  ist,  je  nachdem  es  sich  am  raomartige 
oder  am  zeitartige  Badienvektoren  handelt,  ak  +  oder  als  — 
ta  vfthlen.  Im  gravitationsfreien  Gebiet  nimmt  doa  Gravi- 
tationspotential den  skalaren  Wert  1  an,  to"'  =  d'^,  ent- 
sprechend ist  dann  auch  g^^  =  ö],. 

Sollen  in  einem  Gravitationsfeld  Längen  und  Zeiten  be- 
stimmt werden,  so  muß  man  an  den  mit  den  deformierlen 
Atomen  direkt  gemessenen  Werten  nach  Maßgabe  des  Grafi- 
tationspotentials  an  der  betreffenden  Stelle  erst  noch  Kon«k- 
tnren  anbringen.  Man  mnß  also  zur  Bestimmung  der  richijgen 
Werte  von  Üngen  und  Zeiten  das  Gravitationspotential  schon 
haben.  Dazu  aber  muß  man  ein  Koordinatensystem  besitflpn, 
denn  dultatential  kann  nur  als  Funktion  der  Baum-Zeitlrooidi- 
naten  gegeben  sein.  Da  man  nun  dieses  Koordinatensystem 
nicht  dnrch  praktisch-geometrische  Messangen,  die  sich  aof 
die  Annahme  nnver&nderlicher  Atome  stützen,  bekommen  kam, 
so  muB  man  sich  fürs  erste  mit  einer  willkürlichen  Nome- 
riemng  der  Bsum-Zaitpunkte  begnügen.  Um  ein  füi  die  physi- 
kalisohen  Anwendungen  brauchbares  ^mräinatennets  m  ge< 


1)  Da  ioli  im  folgenden  Afters  das  Buch  von  H.  Weyl,  BMim- 
Zeit-Hnterie,  sitiere,  sei  hier  gleich  bemerkt,  daB  meine  g^t  und  gf"  dM 
mmgtkehrU  Voneiohen  haben,  wie  die  ent-aprechend  bewichneten  QiOfcn 
bei  Weyl.  Feiner  iat  in  dieaem  Buch,  wie  auch  in  den  Einateinadun 
Verflffentliohnngen  die  Determinante  der  ff^,  mit  g  beMiohiiet,  es  tat 
leieht  sn  aehen,  dafi  u  =  g. 
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winnen,  geht  man  am  besten  von  der  fundamentalen  Tatsache 
aus,  daß  das  Tensorpotential  ö>'**  des  Gravitationsfeldes  auch 
in  den  stärksten  Feldern,  die  in  der  Wirklichkeit  vor- 
kommen, nur  um  ganz  winzig  kleine  Beträge  von  dem  skalaren 
Wert  1  abweicht.  Es  sind  also  auch  die  vier  Werte  g^^,  g^^. 
gfgj,  344  von  der  1,  und  die  gf^^,  //  4=  v»  von  der  0  praktisch  kaum 
zu  unterscheiden.  Wir  legen  nun  durch  einen  geeignet  ge- 
wählten Koordinatenanfang  vier  aufeinander  senkrechte  Ko- 
ordinatenachsen, indem  wir  die  Methoden  der  praktischen 
Geometrie,  die  auf  der  Annahme  der  Un Veränderlichkeit  der  . 
Atome  beruhen,  zur  Konstruktion  der  Geraden  und  der  senk- 
rechten Winkel  benutzen.  Die  so  konstruierten  Geraden  und 
Winkel  werden  wir  mit  Einstein  als  die  natürlichen  Geraden 
und  Winkel  bezeichnen.  Die  Konstruktionsmethoden  sind  für 
räumliche  Geraden  jedem,  der  einmal  geometrisch  gezeichnet 
hat,  so  geläufig,  daß  ich  sie  hier  wohl  nicht  zu  erörtern  brauche. 
Eine  zeitliche  natürliche  Gerade  wird  von  dem  Schwerpunkt 
eines  materiellen  Körpers  beschrieben,  wenn  auf  ihn  keine 
Kräfte  wirken.  Ruht  der  Punkt  in  dem  Koordinatenanfang, 
so  beschreibt  er  eine  zeitliche  Gerade,  die  auf  den  drei  zur  Zeit 
t  =  0  konstruierten  räumlichen  Koordinatenachsen  senkrecht 
steht.  Wir  denken  uns  nun  weiter  die  Koordinatenachsen  in 
lauter  „natürlich**  gleiche  Teile  geteilt,  beispielsweise  die  drei 
räumlichen  Achsen  in  Zentimeter,  die  zeitliche  Achse  in  die 

entsprechende   Zeiteinheit :   öttqTö  Sek.    Wir  können  uns  diese 

Teilung  immer  so  fein  denken,  daß  in  dem  kleinen  vierdimen- 
sionalen  Einheitswürfel  am  Koordinatenanfang  die  Geometrie 
auch  mit  den  feinsten  jeweils  praktisch  zur  Verfügung  stehenden 
Mitteln  von  der  Euklidischen  bzw.  Minkowskischen  Geo- 
metrie nicht  zu  unterscheiden  ist.  Schreitet  die  Verfeinerung  der 
Meßmethoden  fort,  so  macht  man  die  Teilung  entsprechend 
feiner,  so  daß  unsere  Bedingung  für  den  Würfel  im  Koordinaten- 
anfang immer  erfüllt  bleibt.  Wir  wollen  nun  zunächst  die  beiden 
Koordinatenachsen  1  und  2  betrachten.  In  der  Nähe  des  Ko- 
ordinatenanfanges bestimmen  sie  eine  Ebene,  in  welcher  die 
eine  quadratische  Seitenfläche  des  Würfels  liegt.  Wir  ver- 
längern die  beiden  anderen  Seiten  dieses  Quadrates  zu  be- 
liebig langen,  natürlichen  Geraden  1'  und  2'  und  bringen  auf 
diesen  beiden  zu  den  Achsen  1  und  2  „parallel**  laufenden 
Geraden  eine  ganz  gleiche  Teilung  an,  wie  auf  den  Achsen 

Asnaleii  der  Physik.    IV.  Folge.    63.  4 
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selbfr.  Legen  wir  durch  je  zwei  entsprechende  Punkte  \on  1 
-und  r  und  ebenso  von  2  und  2'  immer  je  eine  natürliche 
(lerade,  so  bekommen  wir  eine  Axt  ebenes  Koordinatennetz.') 
Jedoch  wird  sich  in  etwas  größeren  Entfernungen  vom  Ko- 
ordinatenanffti^  der  Einfluß  der  Deformationen  durch  das 
Gravitationsfeld  in  der  Weise  bemerkbar  machen,  daß  sich 
die  Ketzfäden  in  den  Netzknoten  nicht  richtig  Bcbneiden,  son- 
dern nur  dicht  aneinander  vorbeikreuzen.  Da  das  GTavitatioDB- 
potential  nur  sehr  wenig  von  dem  skalaren  Wert  1  verschieden 
•  ist,  30  sind  die  Mängel  des  unter  der  Amiahme  unverftnder- 
hcher  Atome  konstruierten  Netzes  auch  in  weiten  Gebieten 
des  Raumes  nur  sehr  klein.  Man  denke  sich  nun  an  jedem  der 
etwas  mangelhaften  Netzknoten  einen  Punkt  zwischen  den 
beiden  sich  kreuzenden  Geraden,  an  welchem  beide  sehr  dicht 
vorbeigehen,  und  betrachte  diesen  mit  einer  gewissen  Will- 
kijrlichkeit  gewählten  Punkt  als  den  eigentlichen  Netzknoten. 
Die  so  festgelegten  Netzknoten  definieren  dann  zusammen, 
wenn  man  das  Netz  unendlich  dicht  macht,  die  Koordinaten- 
ebene  (1.  2.),  Wir  wollen  die  wirklich  durch  die  Netzknoten 
hindurehlaufenden  Linien  als  die  ,, richtigen"  korrigierten  Ko- 
ordinatengeraden  auffassen  im  Gegensatz  zu  den  unkorr^ierten 
, .natürlichen  Geraden".  In  derselben  Weise  konstruieren  wir 
mit  ähnlichen  Willkürlichkeiten  Koordinatenebenen  (1.  8.)  and 
{2.  3.)  mit  Koordinatennetzen  darin,  ferner  drei  seht  benach- 
barte Ebenen  (1'  2')  sowie  (1'  3')  und  (2'  3'),  welche  in  der 
Nähe  des  Koordinatenanfanges  in  die  entsprechenden  Seiten- 
flächen des  kleinen  vierdimensionalen  EinbeitswürfelB  über- 
gehen. Auch  in  diesen  drei  sehr  benachbarten  Ebenen  denken 
wir  uns  Koordinatennetze  ausgeführt.  Legen  wir  schließlich 
durch  je  zwei  entsprechende  Punkte  der  Ebenen  (1.2.)  ond 
(1'  2*),  ebenso  (1.  3.)  und  (1'  S'),  endlich  auch  {2.  S.)  und 
(2*  8*),  je  eine  natürliche  Gerade,  so  bekommen  wie  ein  drei- 
dimensionales  Koordinatennetz,  welches  aber  denselben  Mangel 

I)  Ich  beBohränke  mich  jo  dieser  UnterBuohung  der  Einfachheit 
halber  auf  den  PaII,  daB  der  leere  Baum  an  eich  euklidisch  ist.  Be- 
kanntlich hat  Einstein  aeine  Theorie  in  der  Abhandlung  „Koamo- 
logiache  Bettaohtungen  zur  allgemeinen  RelativitatHthcorie"(Ber.  d. 
Kgl.  Preuß.  Äk.  d.  W.  Berlin,  Jahrgang  1917,  S.  U2)  auf  den  1^11 
ausgedehnt,  daß  der  dreidimensionale  leere  Raom  apl&riBoh  iat.  Die 
Übertragung  meiner  Betrachtungen  auf  diecen  Fall  bietet  keinerlei 
priniipielle  Schwierigkeiten. 
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richtiger  Netzknoten  aufweist,  wie  das  aus  natürlichen  Ge- 
raden vorhin  konstruierte  zweidimensionale  Netz.  Die  natür- 
lichen Geraden  des  dreidimensionalen  Netzes  schneiden  sich 
wenigstens  in  größeren  Entfernungen  von  den  Achsen  nicht 
mehr  genau  in  Netzknoten,  sondern  sie  kreuzen  nur  an  den 
Knotenstellen  dicht  aneinander  vorbei.  Man  wählt  nun  wieder 
mit  einiger  Willkür  an  jeder  Knotenstelle  einen  Punkt,  an 
welchem  die  drei  Koordinatenlinien  sehr  dicht  vorbeigehen, 
als  den  eigentlichen  Netzknoten,  legt  durch  das  so  bestimmte 
System  von  Netzknoten  Linien,  die  man  im  Gegensatz  zu  den 
natürlichen  Geraden  als  die  richtigen  korrigierten  Geraden  des 
Koordinatennetzes  zu  bezeichnen  hat.  Macht  man  die  Maschen 
des  Netzes  unendlich  klein,  so  bilden  die  gewählten  Netz- 
knotenpunkte die  dreidimensionale  Koordinatenebene  (1.  2.  8.). 
Genau  ebenso  kann  man  die  anderen  dreidimensionalen  Ebenen, 
nämlich  (2.  3.  4.),  ferner  (3. 1.  4.)  und  (1.  2.  4.)  mit  ihrem 
ganzen  Koordinatennetz  konstruieren.  Es  ist  leicht  zu  sehen, 
wie  man  von  da  aus  weiter  zu  einem  vierdimensionalen  Ko- 
ordinatennetz kommt,  in  welchem  überall  in  einem  ziemlich 
weiten  Bereich  um  den  Koordinatenanfang  herum,  die  korri- 
gierten geraden  Koordinatenlinien  nur  wenig  von  natürlichen 
Geraden  abweichen,' in  welchem  also  auch  die  natürlichen  Ge- 
raden an  den  Netzknoten  überall  sehr  nahe  vorbeikreuzen. 

Hat  man  auf  diese  Weise,  nicht  ohne  einige  Willkürlich- 
keit, ein  Koordinatennetz  konstruiert,  so  kann  man  weiter  so 
verfahren,  daß  man  die  Deformationen  der  Atome  und  der 
Atom  Vorgänge  bestimmt,  indem  man  die  gewählten  Koordi- 
natenlinien als  die  richtigen  Geraden  betrachtet.  Die  Ab- 
weichungen der  natürlichen  unkorrigierten  Geraden  von  ihnen 
geben  die  Möglichkeit,  überall  den  Deformationstensor,  dessen 
Komponenten  ich  g^^  nennen  will,  zu  berechnen.  Für  die 
Koordinaten  {x^y  x^y  X3,  x^  einer  natürlichen  Geraden  be- 
stehen nämlich  die  vier  Differentialgleichungen*): 

wo  p  ein  den  Punkten  der  Kurve  zugeordneter  Parameter  ist, 
z.  6.  die  Bogenlänge  von  einem  bestimmten  Kurvenpnnkt  an, 

1)  H.  Weyl,  Raum-Zeit-Materie,  S.  102. 


■wo  ferner  die  {**|  die  ChristoffeUchen Symbole*)  bedou'ten: 

Im  folgenden  weide  ich  mich  in  allen  Formeln,  die  ich 
gelegentlich  noch  brauche,  der  von  Einstein  eingeführten 
einfacheren  Bcbreibveise  bedienen,  in  welcher  die  Summeu- 
zeichen  einfach  weggelassen  werden.  £&  soll  also  ein  ftir 
allemal  festgesetzt  sein,  da£  ein  Ausdruck,  in  welchem  ein 
Indexzeichen  doppelt  vorkommt,  über  diesen  Index  von  1 
bis  4  zu  summieren  ist.  Nach  dieser  Sshreibweiae  sehen  die 
Gleichungen  (4)  und  (6)  folgendermaßen  aus: 

Um  noch  ein  Beispiel  zu  bringen,  sei  angeführt: 

M-ni  +  ühl-SI  +  l'H- 

In  den  Formeln  (4)  und  (5)  bedeuten,  um  es  noch  oiniual 
deutheb  hervorzuheben,  die  g^^  die  Komponenten  des  Tensors 
der  Deformation  der  Atome  und  der  Atomvorg&nge  in  bezug 
auf  das  von  uns  konstruierte  und  als  geradlinig-orthogonal 
angenommene  Koordinatensystem,  die  g'^'  sind  Funktionen 
der  g^r,  die  sich  aus  den  Gleichungen 

i'v  •  ?"  =  '''- 
■  berechnen  lassen.  Wir  wollen  nun  sehen,  wie  man  die  Werte 
g^^  finden  kann.  Da  die  natürlichen  Geraden  uns  empiriflch 
gegeben  sind,  so  sind  auch  die  Differentialquotienten  dxjdp 
und  d*Xf/dp*  durch  Messungen  z«  ermitteln,  und  die  Glei- 
chungen (4)  geben  uns,  wenn  wir  eine  bestimmte  natürliche 
Gerade  herausgreifen,  vier  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung für  die  gesuchten  Tensorkomponenten  g^,  mit  empirisch 
bestimmten  Koeffizienten.  Gehört  die  herausgegriffene  Ge- 
rade zu  einer  Sshar  von  Geraden,  die  Bamn  und  Zeit 
lückenlos  ausfällen,  etwa  ZQ   der  Schar  aller  natürlichen  Ge- 

1)  H.  Weyl,  Bftum -Zeit- Materie,  8.  »8. 
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laden,  die  iauf  einer  dreidimensionalen  Koordinatenebene  senk- 
recht stehen,  so  bekommt  man  die  Koeffizienten  der  Diffe- 
rentialgleichungen (4)  als  Funktionen  der  Koordinaten,  die 
man  aus  den  Ergebnissen  der  praktischen  Messungen  be- 
gftimmen  kann.  Wenn  man  in  derselben  Weise  andere  Scharen 
von  natürlichen  unkorrigierten  Geraden  benutzt,  so  bekommt 
man  andere  Differentialgleichungen  für  die  g^^ ,  und  man 
kann  sich  so  immer  eine  genügende  Zahl  von  Gleichungen 
verschaffen,  um  schließlich  die  g^^  vollständig  als  Funktionen 
der  (Xi,  Xj,  Xg,  x^)  zu  gewinnen.  Wie  man  diese  Berechnung 
des  Deformationstensors  (/^^  wirklich  durchführen  kann,  werden 
wir  weiter  unten  an  einem  einfachen  Beispiel  sehen. 

Ans  den  so  erhaltenen  Werten  g  kann  man  nun  aber  ohne 
weiteres  nach  (1)  und  (2)  das  Gravitationspotential  berechnen: 

Demi  bei  Annahme  dieses  Gravitationspotentials  sind  zu- 
nächst einmal  die  Deformationen  der  von  dem  Gravitations- 
feld erfüllten  Baum  -  Zeitgebiete  gerade  die ,  welche  die 
Einsteinsche  Gravitationstheorie  verlangt.  Außerdem  aber 
erfüllen  die  a/*"  auch  die  Grundgleichungen  des  Gravitations- 
feldes, immer  vorausgesetzt  natürlich,  daß  die  Einsteinsche 
Gravitationstheorie  zutrifft,  denn  nach  dieser  Theorie  müssen 
die  Abweichungen  der  Geometrie  der  natürlichen  Geraden 
von  der  Minkowskischen  Geometrie  folgendermaßen  mit  der 
Anwesenheit  schwerer  Körper  verknüpft  sein:  Man  berechne 
40  Größen  fj^^,  die  wir  späterhin  als  die  40  Komponenten  des 
Gravitationsfeldes  bezeichnen  werden,  nach  den  Formeln: 

w    ':-=Tr:!-T«-n-T^.-n' 

wo  die  Christoffeischen  Symbole  nach  (6)  zu  berechnen  sind, 
dann  ist:  _ 

f7)  -ät'  — V' 

wo  Ä^,  die  /i  v-Komponente  des  Tensors  „Dichtigkeit  der 
schweren  Masse"  bedeutet.  Dies^  Dichtigkeit  der  schweren 
Masse  kann  man  aus  der  Weltfunktion  H  des  gesamten  Äther- 
^standes  an  der  betreffenden  Stelle  berechnen  als: 

(8)  h    ^^JJL. 
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Das  von  uns  ziemlich  willkörlich.  augeDommen^  KocNrdi- 
natensvstem  ist  also  für  die  Physik  sofort  brauchbar.  insofBra 

•  «f  * 

in  ihm  die  Gnindgleichungen  der  Physik  die  einfachste  Form 
annehmen,  die  sie  haben  können.  Denn  auch  die  GleicfaiiDgen 
föi  das  elektromagnetische  Feld  haben  in  ihm  die  bekannA 
einfache  Form.  Es  ist  eben  die  charakteristische  Eigentnmlieh- 
keit  der  Einsteinschen  Theorie,  da£  die  Gnmdgleichnngen 
für  jedes  ganz  beliebig  gewählte  Koordinatensystem  ihre  Form 
unverändert  behalten.  Oder  mit  anderen  Worten:  Die  Grund- 
gleichungen  der  Physik  sind,  wenn  man  das  Gravitations- 
potential in  der  eben  beschriebenen  Weise  definiert,  för  jede 
beliebige  Koordinateutransformation  invariant. 

8.  Danach  könnte  es  so  scheinen,  als  ob  jedes  beliehige 
Koordinatensystem  für  Raum  und  Zeit  vöUig  gleichberechtigt 
wäre.  Wir  haben  aber  schon  im  vorhergehenden  eine  wesent- 
liche Beschränkung  eingeführt ,  deren  Notwendigkeit  jeder  ohne 
weiteres  zugeben  wird,  indem  wir  verlangten,  daß  die  korri- 
gierten Geraden  des  aiizu nehmenden  Koordinatensystems  in 
einem  weiten  Gebiet  um  den  Nullpunkt  herum  von  den  natür- 
lichen Geraden  nur  äußerst  wenig  abweichen  dürfen.  Würde 
man  diese  Beschränkung  nicht  machen,  so  würde  man  zu 
solchen  physikalischen  Monstra  geführt  werden,  ^e  ich  in 
meinen  Göttinger  Vorträgen^)  eines  in  dem  sich  ohne  alle 
reelle  Ursachen  schlängelnden  Stabe  geschildert  habe,  oder  es 
würden  Wellen  vorkommen  können,  die  sich,  ohne  Energie  zu 
übertragen,  durch  den  Raum  fortpflanzen*),  dergleichen  ün- 
sinnigkeiten  kann  es  noch  mehr  geben.  Wir  müssen  das  Ko- 
ordinatensystem so  wählen,  daß  auch  die  allerwinzigsten 
Spuren  solcher  physikalischer  Sinnlosigkeiten  ausgeschlossen 
werden. 

Wie  notwendig  für  die  Physik  die  Wahl  eines  in  dieser  Be- 
ziehung einwandfreien  Koordinatensystems  ist,  erkennt  man 
besonders  gut  an  einem  einfachen  Beispiel,  an  welchem  ich 
zugleich  das  bisher  Gesagte  erläutern  will,  nämlich  dem  Gravi- 
tationsfeld einer  im  Räume  ruhenden  Kugel. 

Als  Koordinatenanfang  wähle  ich  den  Kugelmittelpunkt  0. 
Dieser  Punkt  liefert,  wenn  man  sich  ihn  im  Ablauf  der  Zeit 

1)  G.  Mie,  Physik.  Zeitschr.  18.   S.  599.   1917. 

2)  A.  Binstein,  Sitcungsber.  d.  Kgl.  Preuß.  Ak.  d.  W.  Berlin 
1910.     S.  690. 
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vorstellt,  eine  zeitartige  Gerade,  welche  'wir  ab  Zeitachse  w&blea. 
AuSerdem  konstruiere  ich  in  dem  dreidimenBioualen  Itaum 
( s=  0  nach  den  Metboden  der  praktischen  Geometrie  drei 
aufeinander  senkrechte  Gerade  durch  0,  welche  die  x-,  y-  und 
e-Achse  darstellen.  Weiter  konstruiere  ich  in  dem  dreidimen- 
sionalen Baum  f  =  0  ein  vollständiges  Koordinatennetz.  Er- 
fahrui^^gemaß  wird  die  räumliche  Geometrie  von  dem  Gravi- 
tationsfeld eo  wenig  beeinflußt,  daß  man  auch  mit  den  aller- 
leinsten  Mitteln  von  der  Unvollkommenheit  der  Netzknoteii 
des  natürlich  konstruierten  ivoordinatensystems  nichts  be- 
merken kann.  Pas  korrigiert«  Koordinatennetz  in  dem  drei* 
dimensionalen  Baum  1  =:  0  ist  also  pniktiacb  völhg  identisch 
mit  dem  unkorr^ierten  natürlichen  Metz.  Ich  teile  nun  mit 
Hilfe  einer  Uhr  die  Zeitachse  in  lauter  gleiche  Abschnitte  und 
lege  durch  jeden  Teilpunkt  einen  Baum  t  =  const.  mit  einem 
J^oordiuatennetz,  das  genau  so  liegt,  wie  das  im  Baume  t  ==  0. 
Ein  Funkt  {x,  y,  z)  =  const.  beschreibt  dann  eine  zeitartige 
Linie,  die  überall  von  der  Zeitachse  gleichen  Abstand  bat, 
eine  „Parallele"  zur  Zeitacbse.  Aber  diese  Parallele  ist  nicht 
identisch  mit  einer  natürlichen  Geraden.  Beobachten  wir  ' 
einen  freischwebenden  schweren  Massepunkt,  der  zur  Zeit  t  =  0 
im  Funkte  {x,  y,  b)  ruht,  so  nähert  et  sich,  wenn  keine 
Kräfte  (selbstverständlich  außer  der  Schwerkraft)  auf  ihn 
wirken,  wenn  er  also  eine  natürliche  zeitartige  Gerade  be- 
schreibt, nach  dem  Fallgesetz  beschleunigt  dem  Kugel- 
zentrum 0.  Wollen  wir  also  das  vierdimensionale  Koordinaten- 
netz nach  den  natürlichen  Methoden  konstruieren,  so  finden 
wir,  daß  in  einiger  Entfernung  von  der  dreidimensionalen 
Ebene  t  =  0  die  unkorrigierten  zweiartigen  Koordinatenlinien 
an  den  ihnen  entsprechenden  Netzknoten  des  raumartigen 
Netzes  in  der  dreidimensionalen  Ebene  t  =  const.  vorbei- 
kreuzen. Die  zeitattigen  natürlichen  Koordinatenlinien  werden 
von  solchen  schweren  Funkten  beschrieben,  die  bis  zur  Zeit 
1=0  aufwärts  steigen,  im  Punkte  (  =  0  ihre  größte  Höhe 
erreichen,  und  von  da  an  fallen.  Die  so  definierten  Zeitlinien 
stehen  auf  der  dreidimensionalen  Ebene  1  =  0  senkrecht,  weil 
zur  Zeit  (  =0  der  Funkt  die  Ctesehwindigkeit  Null  bat.  d.  h. 
die  von  ihm  beschriebene  zeitartige  linie  keiiu'  raumartigi'ii 
KonUKinenten  hat.  Zu  den  t=0  unendlicbeu  benacbbarl^u 
Zeiten  gehen  diese  zeitartigen  linien  durch  die  entspTH^henilen 
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Netzknoten  genau  hindurch,  wenn  man  von  unendlich  kleinen 
Abweichungen  zweiter  Ordnung  absieht. 

Daß  die  zeitartigen  Linien  gegenüber  den  raumartigen 
Linien  eine  besondere  Bolle  spielen,  liegt  an  der  Konstitation 
der  Welt,  wenn  man  sie  vierdimensional  betrachtet.  Die  mate- 
riellen Körper  bilden  in  der  Baum-Zeit  massive  Zylinder,  die 
sich  in  zeitartiger  Eichtung  beiderfleita  ins  Unendticbe  er- 
strecken, während  ihre  raumartigen  Querschnitte  (die  von  den 
Körpern  erfüllten  dreidimensionalen  ßauu^biete)  verhSUniB- 
mäßig  sehr  eng  begrenzt  sind.  Man  muß  dabei  beachten, 
daß  eine  Zeitatrecke  von  nur  1  Sekunde  Länge  gleich  zu  setaen 
ist  einer  raumartigen  Strecke  von  300000  km.  Danach  ist 
es  leicht  zu  verstehen,  daß  an  zeitlichen  Linien,  die  in  un- 
begrenzter Ausdehnui^  nahe  an  dem  schweren  Körper  ver- 
laufen, die  Abweichungen  der  natürlichen  Geometrie  von  der 
Minkowskiscben  Geometrie  ^-iel  eher  zu  beobachten  sind,  als 
an  raumartigen  Linien,  die  nur  über  eine  kurze  Strecke  dem 
Gra^atations Zentrum  nahe  sind  und  im  allgemeinen  in  fast 
grantationsfreien  Gebieten  verlaufen. 

Wollti3  man  nun  einfach  nach  der  oben  gegebenen  An- 
weisung zur  Konstruktion  des  vierdimensionalen  Koordinaten- 
netzes verfahren,  so  hätte  man  als  Netzknoten  irgendwelche 
Punkte  zu  wählen,  die  zwischen  den  Funkten,  wo  sich  die  raum- 
artigen natürlichen  Geraden  ungefähr  schneiden,  und  zwischen 
der  daran  vorbeikreuzenden  zeitartigen  natürlichen  Geraden 
liegen.  So  willkürlich  darf  man  nun  aber  in  der  Physik  nicht 
verfahren.  Man  muß  vielmehr  als  korrigierte  zeitartige  Geraden 
die  vorhin  als  Parallelkurven  zur  Zeitachse  definierten  Linien 
wählen,  die  überall  durch  entsprechende  Netzknoten  der  dnrcb 
die  Punkte  der  Zeitachse  hindurchgelegten  dreidimensionalen 
ebenen  Koordinatennetze  gehen.  Das  heißt  mit  anderen  Worten, 
man  muß  die  Punkte  der  schweren  Kugel  seihet  und  alle  Funkte, 
die,  oaturlich  gemessen,  relativ  zu  ihr  ruhen,  als  ruhend  an- 
sehen. Wollte  man  das  Koordinatennetz  anders  konstmleren, 
flo  würden  sich  die  Funkte  der  Kugel  selber  bewegen,  ohne 
daß  diese  Bew^ping  eine  andere  Ursache  hätte,  als  die  Wahl 
des  Koordin&toimetzes.  Diese  Wahl  des  Koordinatennetzes 
verstieße  gegen  den  obersten  Grundsatz  der  Vernunft,  keine 
anderen  Veränderungen  in  der  Welt  und  im  Weltgescheben  an- 
zunehmen, als  solche,  die  durch  den   objektiven  Tatbestand 
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unbedingt  notwendig  begründet  sind.  Diesen  Grundsatz  nennt 
Kant  die  Maxime  der  Vernunft.  Sie  ist  es,  die  uns  zwingt, 
den  ohne  reelle  Ursache  sich  schlängelnden  Stab  und  die 
Gravitationswellen  ohne  Energieübertragung  zu  verwerfen. 
Ebenso  zwingt  sie  uns,  ein  Koordinatennetz,  in  welchem  sich 
die  Punkte  unserer  Kugel  noch  bewegen,  als  „unvernünftig'* 
zu  verwerfen. 

8.  Das  Koordinatennetz  im  Felde  einer  ruhenden  schweren 
Kugel  ist  danach  schon  so  weit  festgelegt,  daß  wir  „praktisch** 
keine  Wahl  mehr  haben.  In  der  Tat  sind  denn  auch  praktisch 
im  Felde  der  Erde  Ort  und  Zeit  überall  ganz  eindeutig  zu  defi- 
nieren. Ich  will  nun  zeigen,  wie  man  das  Gravitationspotential 
aus  den  Abweichungen  der  natürlichen  von  den  vernünftig 
korrigierten  Zeitgeraden  berechnen  kann.  Eine  vernünftig 
korrigierte  Zeitgerade  beschreibt  ein  Rmkt  {Xq  y^  z^^  der  sich 
relativ  zur  Kugel  immer  an  derselben  Stelle  befindet.  Dieser 
Punkt  (xo,  I/o;  ^o)  36^  ^'^^  Kulminationspunkt  eines  senkrecht 
aufwärts  geworfenen  Massenteilchens,  welches  sich  zur  Zeit  i 
im  Punkte  (x,  y,  z)  befinde,  zur  Zeit  t  =  0  gerade  (Xq,  y©,  z^ 
erreiche  und  dann  wieder  frei  herunterfalle.  Dieses  Massen- 
teilchen beschreibt  eine  natürliche  Zeitgerade,  welche  die  ver- 
nünftige Gerade  in  dem  Punkt  (Xq,  J/o»  ^o»  0)  berührt.  In 
einem  unendlich  benachbarten  Punkt  (Xq,  j/q,  z^,  ii()  hat  die 
natürliche  Zeitgerade  von  der  vernünftigen  Geraden  eine  Ab- 
weichung, die  unendlich  klein  von  zweiter  Ordnung  ist,  wir 
haben  demnach  an  dieser  Stelle  in  die   Gleichung  (4)  einzu- 

d  Xj  =  d  x^  =  d  Xj  =  0,     d  X4  =  i  •  d  t. 

Wir  bekommen  so  für  das  Gravitationspotential  die  Glei- 
chungen: 

d^:r-{*fj.rf<^     d^y^\^^^'dt\      d^z^\^^.dfi, 

Beachtet  man  nun,  daß  in  außerordentlich  guter  Näherung 
g*^  =  ^ ,  daß  ferner  alle  Differentialquotienten  nach  X4  =  *  ( 
Null  sind,  so  ergibt  sich: 

[^\^^L  ^     l^^l  - _  1   ^     1*^1  « «  JL  ^ 

1  IJ  ""        2  '    da?  '     1  21  ""        2  '    dy  '     l  81  2       d%  ' 
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wenigstenB  mit  äußeret  gtitcr  Näherung.  -  i  9u  ist  also  des, 
was  man  das  Newtonscho  Gravitatioospotentialnemien  könnte, 
sein  Gradient  ist  die  Fallbeschleunigung.  Setzt  man  die  in 
der  Nähe  einer  schweren  Kugel  empirisch  ermittelten  Werte 
für  (Pxjdt*  usw.  in  die  Gleichungen  ein,  so  bekommt  man 
für  g^^  Pif ferentialgleichui^en ,  durch  welche  es  vollkommen 
bestimmt  ist.  Bekanntlich  ergibt  sich,  jedenfalls  mit  einer 
Annäherung,  welche  die  Beobachtungen  durchweg  mit  aus- 
reichender Genauigkeit  wiedergibt: 


?*i 


-  1  - 


wo  a  eine  Konstante  ist,  die  von  der  schweren  Masse  der  Kugel 
abh&ngt.  Praktisch  ist  a/r  immer  winzig  klein  gegen  1.  Die 
anderen  Komponenten  des  Deformationstensors  lassen  sich  aus 
praktischen  physikalischen  oder  geometrischen  Messungen  noch 
nicht  ermitteln,  aber  nur  ans  dem  Grunde,  weil  die  räumlichen 
Deformationen  unmeßbar  klein  sind  und  deswegen  die  empi- 
rischen Unterlagen  für  die  Aufstellui^  der  zur  Berechnung 
notwendigen  Gleichungen  zur  Zeit  noch  fehlen.  Sehen  wir 
über  diesen  Mangel  zunächst  hinweg,  so  haben  wir  die  auf 
S.  52  allgemein  gestellte  Aufgabe  der  Ermittelung  der  9^,  in 
onserm  Spezialfall  wirklich  gelöst. 

4.  Ich  will  jetzt  annehmen,  die  Meßkunst  sei  so  weit  fort- 
geschritten, daß  man  die  räumlichen  Deformationen  ebenfalls 
erkennen  kann,  daß  naan  also  feststellen  kann,  in  Welchen  Ent- 
fernungen die  natürlichenunkorrigiertenräumlichenKoordinat«n- 
linien  an  den  Knotenstellen  aneinander  vorbeikreazen,  anstatt 
sich  wirklich  zu  schneiden.  Bann  wäre  die  Wahl  doB  Koordinaten- 
systems nicht  mehr  so  eindeutig,  wie  wir  bisher  angenommen 
haben.  Denn  dann  müßte  man  erst  iKXih  über  die  Lage  der 
„richtigen  korrigierten"  Netzknoton  den  räumlichen  Koordi- 
natensystems Annahmen  machen,  die  bis  zu  einem  gewissen 
Grade  wieder  willkürlich  wären.  Daß  man  aber  auch  hier  nicht 
völlig  willkürlich  vorgehen  kaim,  sieht  man  daraus,  daß  die 
Koordinatengeraden  in  der  Umgebung  eines  Körpers,  der  als 
kugelsymmetrisch  beschrieben  werden  bann,  auch  so  definiert 
werden  müsttn,  daß  der  Körper  in  dem  Koordinatensystem 
wirklieb  kugelsymmetrisch  ist.  Denn  im  anderen  Falle  bandelte 
man  wieder  gegen  die  oben  ausgesprochene  Maxime  unserer 
Vemanft,  indem  man  lediglich  durch  die  Wahl  des  Koordinaten- 
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Systems  eine  Uiisyminetrie  bekäme,  die  gar  niciit  im  objek- 
tiven Tatbestand  begründet  ist. 

Es  ist  nun  die  Frage,  ob  dieser  Grundsatz  ausreicht,  um, 
abgesehen  natürhch  von  den  immer  erlaubten  Lorentzschen 
Transformationen,  ein  einziges  Koordinatensystem  als  das  ver- 
nünftige oder  das  physikalisch  ausgezeichnete  Koordinaten- 
system festzulegen  und  damit  die  vernünftigen  Geraden  und 
die  vernünftige  Teilung  der  Geraden  eindeutig  zu  definieren. 

Es  könnte  auf  den  ersten  Blick  so  scheinen,  als  ob  das 
nicht  der  Fall  wäre.  Schwarzschild,  der  zuerst  das  Gra^i- 
tationsfeld  einer  ruhenden  kugelig-symmetrischen  schweien 
Masse  durch  Integration  der  Einst  einschen  Differential- 
gleichungen (7)  des  Bchwerefeldes  berechnete*),  fand,  daß  auch 
bei  Hinzuziehung  dc»r  Annahmen,  daß 

1.  alle  im  Problem   vorkonmienden   Größen   von  x^     un- 
abhängig sind, 

2.  bei  Annahme  eines  Polarkoordinatensystems  alle  (irößen 
nur  vom  Eadiusvektoi  abhängen, 

3.  das  Potential  in  großen  Entfernungen  vom  Gravitations- 
zentmm    in  den  skalaren  Wert  1  (g^j^  =  <jf)  übergeht, 

doch  immer  noch  Willkürüchkeiten  bleiben,  daß  also  durch  diese 
i3edingungen  immer  das  Koordinatensj'stem  noch  nicht  fest- 
gelegt ißt.  Zunächst  fügt.  Schwarzschild  deswegen  ohne 
besondere  Begründung  noch  die  weitere  Annahme  jf^^  =  0, 
Ä  =  l,  2,  3,  hinzu,  deren  Bedeutung  wir  im  folgenden  ein- 
sehen werden.  Dann  bleibt  immer  noch  eine  willkürliche 
Konstante  in  der  Lösung.  So  ergibt  sich  für  die  4-4-Kom- 
ponente :  ^ 

^4r  =  1  - 


;♦       '       t 


wo  über  a  noch  ganz  willkürlich  verfügt  werden  darf .^)  Setzt 
man  o  =  0,  so  wird  der  Wert  g^  mit  dem  oben  von  uns  als 
sehr  gute  Annäherung  gefundenen  Wert 

1)  K.  Schwarzschild,  Ber.  d.  Kgl.  Preuß.  Ak.  d.W.  Berlin 
1916.   S.  186. 

2)  ÜbrigenB  bekommt  Schwarzschild  diese  spezielle  Form  der 
Fonktion  von  r  nur  deswegen,  weil  er  verlangt,  daB  die  Determinante  j^ 
konstant  den  Wert  1  habe.  L&ßt  man  diese  durch  nichts  begründete 
Forderung  fallen,  so  findet  man  für  ^«4  eine  ganz  willkürliche  Funktion 
von  r,  die  nur  der  einen  Beschrftnkung  unterworfen  ist,  daß  sie  überall 
äußerst  wenig  von  1  —  a/r  abweicht. 


identisch.  Mit  den  praktischen  MesBungen  sehr  wohl  vereinbar 
wfire  es  aber  auch,  wenn  a  nur  eine  Länge  bedeutet,  die  gegen 
r  sehr  klein  ist.  Schwarzscbild  setzt  beispielsweise  a^a, 
was  deswegen  möglich  ist,  weil  a  die  Dimension  einer  Lftnge 
hat  und  a/r  praktisch  immer  äußerst  klein  gegen  1  ist.  I^- 
gegen  rechnet  Hubert*)  mit  der  Lösung  a  =  0,  welche  den 
Vorteil  der  größeren  Einfachheit  hat.  Beide  Ltteungen  nnter- 
scbeiden  sich  also  nur  durch  eine  etwas  Terscbiedene  Wahl 
der  richtigen  Netzknoten,  an  denen  die  unkorrigierten  natür* 
lieh  konstruierten  raunmrtigen  Koordinatenlinien  dicht  vorbei- 
kreuzen. 

5.  So  ist  die  Sachlage  denn  im  höchsten  Grade  unbe- 
friedigend, da  man  gar  nichts  darüber  weiß,  nach  welchem 
Prinzip  denn  eigentlich  das  Koordinatennetz,  in  welchem  aicfa 
a  =  a,  und  das,  in  welchem  sich  a  =  0  ergibt,  gew&hlt  ist. 

Offenbar  genügt  es  nicht,  wenn  man  nur  verlangt,  daß 
das  Koordinatensystem  so  gewählt  wird,  da£  alle  nicht  im 
objektiven  Tatbestand  begründeten  Unregelmäßigkeiten  ana- 
geschlossen  sind.  Unsere  Vernunft  verlangt  weiter  noch,  daß 
wir  im  Besitz  eines  einheitlichen  Prinzips  zur  Konstmktion 
des  Koordinatensystems  sind,  welches  wir  anwenden  können, 
ohne  von  vorneherein  zu  wissen,  welche  Symmetrieeigenschaften 
das  Cbravitationsfeld  etwa  haben  mag,  und  welches  ganz  von 
selber  zu  einem  vernünftigen,  durch  den  objektiven  Tatbeetand 
begründeten  Weltbild  führt. 

Ein  allgemeines  Prinzip  der  Konstruktion  von  Koordinaten- 
netzen, welches  diese  Bedingung  erfüllt,  habe  ich  in  meinen 
Göttinger  Vorträgen  angegeben.*)  Ich  bin  freilieb  nicht  im- 
stande zu  beweisen,  daß  es  das  einzig  mögliche  brauchbare 
Konstruktionsprinzip  sei.  Es  lautet  folgendermaßen:  Weim 
man  die  natürlich  konstruierten  Geraden  als  kürzeste  Ver- 
bindungen zweier  ihrer  Funkte  auffaßt  und  wenn  man  die 
natürlich  gewonnene  Teilung  von  Längen  und  Zeiten,  ohne 
sie  zu  korr^eren,  als  richtig  ansieht,  also  auch  überall  mit 
konstanter  Lichtgeschwindigkeit  (gleich  1)  rechnet,  so  kann 

1)  D.  Hubert,  Nachr.  d.  Kgl.  Ges.  d.  W.  zu  GCttiDgen,  matb.- 
phye.  KUise  vom  23.  Desember  1S16.   S.  18. 

2)  G.  Mie,  Physik.  Zeitachr.  S$.   S.  601.    1917. 
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mau  die  vierdimensionale  Eaum-Zeit  als  ein  geometrisches  Ge- 
bilde auffassen,  in  welchem  eine  ganz  allgemeine  Biemannscbe 
Geometrie  an  die  Stelle  der  speziellen  Minkowskischen 
Geometrie  getreten  ist.  Es  gibt  nun  einen  allgemein  gültigen 
Satz  der  Geometrie,  nach  welchem  man  ein  n-dimensionales 
Gebilde,  in  welchem  eine  allgemeine  Eiemannsche  Geometrie 
herrscht,  auffassen  kann  als  ein  mehr  oder  weniger  unregel- 
mäßig gekrümmtes    Gebilde,  welches  ganz  in  einem  ebenen 

Baum    von      '^  — -   Dimensionen   enthalten  ist.      So   kann 

man  die  Eaum-Zeit  mit  ihrer  durch  die  Anwesenheit  schwerer 
Massen  gestörten  Geometrie  —  ich  habe  sie  in  meinen  Göttinger 
Vorträgen  als  Hubert  sehe  Welt  im  Gegensatz  zu  der  Min- 
kowskischen Welt  bezeichnet  —  auffassen  als  ein  gekrümmtes 
vierdimensionales  Gebilde,  welches  ganz  in  einem  ebenen 
Baum  von  10  Dimensionen  enthalten  ist.  Und  zwar  müssen  wir 
uns  das  Hilbertsche  Kontinuum  als  ein  Gebilde  denken,  welches 
in  weiten  Strecken  fast  genau  mit  einer  vierdimensionalen 
Ebene  zusammenfällt,  in  der  die  Minkowskische  Geometrie 
gilt.  Diese  Ebene  muß  man  sich  durchzogen  denken  von  vielen 
ziemlich  scharfen  Falten  oder  Eillen,  die  in  zeitartigen  Eich- 
tungen  beiderseits  ins  Unendliche  laufen.  Die  Palten  stellen  die 
Weltröhren  der  materiellen  Teilchen  dar,  in  der  Nähe  der 
Palten  zeigt  das  Hilbertsche  Kontinuum  Abweichungen  von 
der  Ebenheit,  welche  sich  als  das  Gravitationsfeld  der  Teilchen 
bemerkbar  machen.  Wir  wollen  nun  eine  vierdimensionale 
Ebene  konstruieren,  welche  mit  den  großen  ebenen  Gebieten 
des  Hilbe  rtschen  Kontinuums,  die  unendlich  weit  von  den  Welt- 
röhren der  Teilchen  entfernt  sind,  zusammenfällt,  und  wir 
wollen  femer  in  diese  vierdimensionale  Ebene,  welche  wir  die 
Koordinatenebene  oder  auch  die  physikalische  Welt  nennen, 
die  Hilbertsche  Welt  Punkt  für  Punkt  senkrecht  hinein- 
projizieren.  Wenn  wir  dann  dieses  Abbild  der  Hilbe  rtschen 
Welt  beschreiben,  so  beschreiben  wir  die  uns  objektiv  ge- 
gebene Welt  jedenfalls  richtig.  Die  Geraden  in  der  Koordinaten- 
eb^ne  wollen  wir  als  die  vernünftigen  Geraden  ansehen  und 
ihre  Teilung  als  die  vernünftige  Teilung.  In  der  Koordinaten- 
ebene ist  das  Koordinatennetz  ohne  weiteres  bis  auf  die 
Lorentzschen  Transformationen  eindeutig  definiert  und  zu- 
gleich liefert  uns  die  Projektion  in  die  Koordinatenebene  ein 
vernünftiges  Bild  der  Welt,  welches  vollkommen  auf  den  ob- 
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jektiven  Tatbeelatid  begründet  ist  und  keine  anderen  örtlidien 
oder  zpitlichen  Unterschiede  aufweist ,  als  die  objektiv  tot- 
handenen. 

Benutzen  wir  die  so  definierten  Koordinaten  zur  Nome- 
rierui^  der  Baum-Zeitpunkte  an  Stelle  der  vorhin  mehr  oder 
weniger  willkürlich  gewählten  Xi,  x^,  Xg,  Xi,  so  müssen  zwischen 
den  j^,  ™r  Bedingungsgleichungen  bestehen,  durch  welche 
die  besondere  Wahl  des  Koordinatensystems  ausgedrückt  wird. 
Die  Willkür  in  der  Wahl  der  Numerierung  der  Baum-Zeit- 
punkte nach  der  Kinsteinschen  Gravitationstbeorie  Iw'ingt 
es  mit  sich,  daß  vier  von  den  physikalischen  Gnindgleichungen 
sich  aus  den  übrigen  ergeben.^)  Die  Zahl  der  selbständigen 
Gleichungen  igt  also  um  vier  kleiner  als  die  Zahl  der  selbetKn- 
digen  ZustandsgrÖßen,  wemt  man  keine  Vorschrift  über  die 
Wahl  des  Koordinatensystems  macht.  Bei  unserer  bestimmten 
Wahl  des  Koordinatensystems  werden  die  vier  fehlenden 
Grundgleichungen  ersetzt  durch  die  vier  Bedingungen,  welche 
die  Festlegung  des  Koordinatensystems  mit  sich  bringt.  Wahr- 
scheinlich ist  es  sehr  schwer ,  diese  vier  Bedingungen  all- 
gemein zu  formulieren  und  mit  ihnen  zu  arbeiten.  Ich  will 
nnn  zeigen,  daß  man  das  Problem  des  Gravitationsfeldes  einer 
schweren  Kugel  lösen  kann,  ohne  die  vier  Bedingungen  ex- 
plizite zu  keimen. 

A.  Es  seien  die  10  Koordinaten  eines  Punktes  des  Hilbert- 
schen  KontinunniB  {x^,  x^.  ij,  i^,  u„  u,.  «,,  m^,  %,  u^,  davon 
seien  die  vier  x  die  Koordinaten  in  der  „Koordinatenebene" 
und  die  sechs  u  die  Projektionen  des  Radiusvektors  auf  die 
sechs  zur  Koordinatenebene  senkrechten  Achsen.     Die    Glei- 
chungen der  „physikalischen  Welt"  sind  also: 
«1  =  0,     Wj  =  0,     ,  .  . ,    li,  =  0. 
Das  Hilbertsche  Kontinuum  habe  die  Gleichungen: 
"i  =  h  {«1-  «i>  ^»'  a'*).    ■  ■  -    w«  =  /.  («I-  »s-  iTj.  «*)- 
Wir  wollen  das  Problem  zunächst  einschränken  auf  den 
Fall  der   Statik.      Dann  muß   jeder   Schnitt   i^^const.  aus 
dem  Hilbertschen  Kontinuum  genau  dasselbe  dreidimensionale 
Gebilde  ausschneiden,  ich  will  es  kurz  ,,die  dreidimensionale  Welt" 

1)  D.  Hubert,  Noohr.d.Kgl.GeB.d.  Wies,  zu  Qöttingen,  niftth.- 
physikÄl.  KImm.    20.  November  )9ie.    Tbeorem  I.   S.  3. 
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nennen.  Keineswegs  müssen  die  Gleichungen  des  Hubert - 
Bchen  Kontinuums  von  x^  unabhängig  sein,  aber  sie  müssen 
für  verschiedene  Werte  x^  =  a  und  x^  =  b  kongruente  Schnitte 
ergeben.  -Bezeichnen  wir  die  u-Koordinaten  eines  Punktes 
{Xi,  x^j  Xg,  o)  durch  u,  die  des  Punktes  {x^,  Xj,  Xj,  b)  durch  ii', 
BD  müssen  sich  die  u'  aus  den  u  durch  eine  orthogonale  Trans- 
formation ergeben: 

u/  =  ttii  «1  +  ai2  Mj  +  .  .  .  +  Oie  Wj 

Hier  sind  also  die  u  Funktionen  von  {Xi,  Xj,  a:,,  a),  die 
a^y  sind  von  den  räumlichen  Koordinaten  (x^,  Xj,  x^)  unab- 
hängig, hängen  dafür  aber  außer  von  a  auch  noch  von  b  ab. 
Wenn  wir  die  Zeit.X4  als  einen  besonderen  Parameter  von  den 
anderen  Koordinaten  aussondern,  so  können  wir  sagen:  Im 
Falle  des  statischen  Problems  rotiert  die  dreidimensionale  Welt 
als  starres  Gebilde  um  den  euklidischen  Baum  (ui  =  0,  w,  =  0, 
.  .  .  li,  =  0),  der  als  Rotationsachse  vollkommen  in  Ruhe  bleibt, 

Da  im  Falle  eines  statischen  Problems  das  Verhalten  des 
Hubert  sehen  Kontinuums  für  jeden  Wert  von  x^das  gleiche 
sein  muß,  so  muß  femer  die  Eotationsgeschwindigkeit  der 
dreidimensionalen  Welt  konstant  sein.  Um  diese  Bedingung 
mathematisch  zu  formulieren,  beachten  wir,  daß  man  eine 
orthogonale  Transformation  in  einem  sechsdimensionalen  Ge- 
biet durch  drei  voneinander  unabhängige  Drehungen  in  drei 
aufeinander  senkrechten  Ebenen,  beschreiben  kann.  Eine 
solche  dreifache  Drehung  läßt  sich  auffassen  als  schiefsym- 
metrischer Tensor  mit  15  Komponenten,  man  könnte  sagen  als 
Flächenvektor,  das  genaue  Analogen  des  sogenannten  Sechser- 
vektors (Drehung  in  zwei  aufeinander  senkrechten  Ebenen) 
im  vierdimensionalen  Gebiet.  Die  15  voneinander  unabhängigen 
Drehungskomponenten  reichen  ebensowohl  zur  Beschreibung 
der  orthogonalen  Transformation  hin,  wie  die  Transformations- 
koeffizienten a^^  in  den  oben  hingeschriebenen  Transformations- 
formeln.  Denn  zufolge  der  OrthogonaUtätsbedingungen  sind 
von  den  a^^^  nur   15  voneinander  unabhängig. 

Ich  betrachte  nun  die  infinitesimale  Drehung,  welche  der 
dreidimensionale  Baum  in  der  kleinen  Zeit  d  x^  macht.  Das 
Koordinatensystem  der  u  sei  so  gelegt,  daß  in  dem  Moment 


^4  =  0  die  drei  ftiifeinander  senkrechteu  Koordin&tenebenen 
(],  2),  (3,  4),  (6,  6)  gerade  mit  den  diei  Drehungsebeoen 
zuBammenfnllpn.     Die  drei  Drebungswinkel  seien: 

Oj  ^=  a,-  x^.       a^  =  1,  -  X4,       a,  =  Oj  •  a:,. 

wo  Ol,  o,,  o.  Konstante  sind,  also  anabh&ngig  von  allen  vier 
Koordinaten  (x,,  2,.  z,,  Z4).  Die  Iransformationaformeln 
lauten  nun: 

«1  ■  cos  a,  +  %  ■  Bin  a, , 
-  u,  •  sin  a,  +  «5  ■  cos  a^ . 

M,  -  cos  Oj  +  W  8i"  f  »' 
—  u,  •  sin  og  +  U4  ■  cos  Of. 

u,  ■  cos  Oa  +  u«  *  sin  o, , 
—  «B  •  sin  og  +  M,  •  cofl  a,  . 

Durch  diese  Formeln  iut  die  Bedingung  von  der  Konstanz  der 
Botationsgescbwindigkeit^n  wiedergegeben.  Die  Größen  u^ 
bftngen  nur  von  a;, .  x,,  Xg  ab,  die  Größen  «i,  a^,  ce^  nur  von  z,. 
Wir  sind  nun  imstande,  den  natürlicb  genieBBene_n  Ab- 
stand ds  zweier  Punkte  des  Hilbertschen  Kontinaama  ku  be- 
rechnen, von  denen  der  eine  durch  das  Wortesystem  (i^,  x,,  x,,  x^, 
der  andere  durch  (Xj  +  d  x^.  X(  +  lä  x,,  x^+d  z,,  x,  +  d  x^) 
charakterisiert  ist: 

Die  Größen  ä  u„  berechnen  Bich  aus  den  soeben  hinge- 
schriebenen Transformationsformeln,  beispielsweise: 


d.,. 

\dx,              '         öa;,              'f          ' 

-{u^  .  sin  K,  -  w,  ■  coe  «i)  ■  flj    dx^ 

d«,= 

-(fe-«»'<.-fe-""^)-^'. 

—  (Wj  •  cos  «j  +  Uj  ■  sin  «,)  •  G,  ■  rf»4 

DBW. 

-  1,  2,  3, 

Setzt  man  diese  Werte  du,  in  den  Ausdruck  für  dt'  ein,  so 
siebt  man  leicht,  daß  die  drei  Größen  ccj,  a^.  ctg,  welche  x« 
enthalten,  herausfallen,  man  bekommt  also  KoefiEizienten,  die 
nnr  von  x^,  x,,  x,  abhängen: 


Die  Einfuhrung  tvnes  Kcordmatensysiefus  usw.  65 

l|  Ä  =s  ij  ^j  o>  4> 

wo  die  f^^  aus  den  Wj  und  ihren  Ableitungen  zu  berechnen 
sind.    Beispielßweiße  ist: 

7.  Wir  kommen  jetzt  zu  dem  Problem  der  ruhenden, 
kugeligHBymmetrischen  schweren  Masse.  Dieser  Symmetrie- 
forderung wird  jedenfalls  genügt  durch  die  Bedingung,  daß 
die  dreidimensionale  Welt,  d.h.  der  Schnitt  des  Hilbertschen 
Kontinuums  mit  einer  Ebene  2^4  =con8t.,  selber  kugelig-symme- 
trisch sei,  daß  also  die  Wj  nur  von  der  Länge  r  =  y«j'  -f  x^  -f-  «,• 
des  vom  Symmetriezentrum  ausgehenden  Badiusvektors  ab- 
hängen sollen.  Man  darf  vermuten,  daß  diese  Bedingung  auch 
notwendig  ist,  daß  sich  also  keine  Abhängigkeit  der  u^  von 
den  Winkelkoordinaten  des  Badiusvektors  angeben  läßt,  bei 
welcher  sich  in  dem  Ausdruck  für  ä«'  die  Winkelkoordinaten 
in  ähnlicher  Weise  wegheben  würden,  wie  vorhin  die  Zeit- 
koordinate  x^.  Einen  strengen  Beweis  vermag  ich  allerdings 
für  die  Notwendigkeit  der  Bedingung  noch  nicht  zu  geben. 
Wir  werden  aber  sehen,  daß  der  Ansatz,  der  auf  ihrer  An- 
nahme beruht,  zur  Lösung  des  Problems  fuhrt,  also  zur 
Konstruktion  eines  Hilbertschen  Kontinuums,  das  die  Eigen- 
schaften des  Gravitationsfeldes  einer  Kugel  richtig  wiedergibt. 
Auch  das  spricht  für  die  Notwendigkeit  der  Bedingung,  weil 
andernfalls  das  Hilbertsche  Kontinuum  nicht  eindeutig  zu 
bestimmen  wäre.  Aus  unserer  Symmetriebedingung  ergibt  sich : 

ds^  «  dx^^  +  dx^^  +  dx^^  -f  dx^  +  /;  (r) .  dr« 

^o  /i/Za»  U  l^^h^  ^^  d^^  ^  (0  ^^^  ihren  Ableitungennach 
r  zu  berechnen  sind. 

Setzen  wir  ein: 

r  •  d  r  =  a?!  •  d  Xi  +  ^2  *  ^  ^a  +  ^t '  <^  *t» 

so  bekommen  wir  für  die  Komponenten  g^^  dea  Deformation» - 
tensoTB  die  folgende  Tabelle: 

AaMtoB  d«r  Phjiik.  FT.  Folg«.  «2.  & 
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(9)    1 


»ix. 


rr,rr. 


V 


z;--^.  i+/;-^.  u-^ 


? 


/; 


ic« 


«• 


2      r     ' 


/,-—.  1+/; 


Die  Determinant«    des   Tensors  g^,,   die    wir    Wie  oben 
(S.  48)  mit  g  bezeichnen  woUen,  ergibt  sich  als: 


(10) 


9  =  (l+/i)-(l+/8)-/a*- 
Ich  will  nun  die  Abkürzungen  einführen: 


(11) 


/•. '  (1  +  f,)  -  /•.' 

(1  +/■,)(» +  /.)-A* 

(i  +  fi)(i  +  /".)-A* 
/,  •  (1  +  f,)  -  A' 


^1 W . 

^,  (r)  . 

f,  (r)  , 


(IIa)    l-Z'.^ifA,    i_^,  =  i±A,    ^,-A. 

Dann  ergeben  sich  für  den  Tensor  g''",    der  durch  die 
Oleichungen: 


(12) 


1  - 


9r^'9'''  - 

St 

it,  die  Ausdrücke: 

-^1-^- 

-^r^. 

1     ^r^,\ 

Jf      «1*. 

-^»•T-- 

«»*>''» 
•''i*   H    I 

1 

-F..^. 

^«•^' 

1--^,- 

Nach   einer   einfachen    Bechnung   erhält    man   für    die 
Ohrist offe lachen  Ausdrücke  (6)  folgende  Werte: 
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-  2./;'./',  -  2_J^)    . 
fa=^-T-T^-(/-.'-^.-2-/i'-(l-^.)  +  T^)- 

h,  k,  u  ^  l,  2,  3. 

In  diesen  und  in  den  im  folgenden  noch  vorkonunenden 
Gleichungßn  boU  durch  den  Strich  die  Differentiation  nach  r 
bezeichnet  werden.  Setzt  man  die  Ausdrücke  (6)  für  die  vierzig 
Komponenten  des  Gravitationsfeldes  t^^  ein,  so  findet  man: 


ktt 


/i,  V,  a  =  1,  2,  3,  4. 
Hier  ist: 

2      g       r    ' 

Eine  kurze  Bechnung  ergibt  schließlich: 

»•||f-(^-^)-{i-r,('-'.)-^-f) 
-^•i^- [i(=^  •('+/-.)) -«'--f 

a*.  2r»     dr\g        *•    ^'»V' 

A,  A=l,  2,  8,  .«-1,  2,  8,  4.  ;    -; 

5»  ■        '     ' ' 


(14), 
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Diese  Differeutialausdrucke  hätte  man  in  flisem  Baam, 
der  vdUig  frei  toxi  Bcbwerer  Maese  ist,  gleich  Null  za  eetzen. 
Indessen  ist  dabei  zu  bedenken,  daß  man  in  einem  Baain, 
wo  ein  Gravitatioiififeld  vorbanden  ist,  zumindest  die  Energie 
des  Gravitationsfeldes  selber  bat,  und  daS  diese  auch  ihren 
Beitrag  zu  der  schweren  Masse  liefert.  Die  Dichtigteit  der 
dem  Gravitationsfeld  zukonuoenden  schweren  Maase  berechnet 
sich  nach  Formel  (8),  wenn  man  hier  für  R  den  auf  die  Gravi- 
tation entfallenden  Anteil  der  Hamiltonschen  Funktion  der 
Welt  einsetzt.  Ich  will  diesen  Anteil  G  nennen,  dann  ist  in  der 
Einateinschen  Theorie^) 

(•»)      "=4— (r:i-rM%M'2) 

und 

d«) 


*..-- 


^.-f(Mrrrarft)- 


Setzt  man  hier  die  Werte  (18)  ein,  so  erbalt  man: 


2  •*..-(*' - 

r-   }      Sr 

9 

^, 

+  ^ 

U          1 

i 

-.1 

•/•.'•(!+«] 

2-*..=-^- 

l     /.'•/■.' 

T 

c_ 

^). 

2»..- 

1 

4 

?:_ 

A'-(i+/J 

Die 

Glekhuugen: 

ll'+v- 

(17) 


ergeben  vier  Differentialgleichungen  für  die  /,,  /„  /,: 

1)  H.  Wey],  «.  •.  0.,  8. 189  u.   8. 191.     Umer  Q  Jat  glc>i<ib 
-  \^  bei  Wftyl,  tomer  w^'  --  Vy-  /"  b»i    Wey),  Tgl.  di«  PoB- 


Die  Ewifiihmng  eines  Kooräinaiernystems  u8w,  69 

oder  nach  einer  einfachen  Umformung  der  drei  letzten  Otei- 
ohnngen: 

1  +/;      1       d   /r^-ft'X        2./ 


(18)' 


Vi       r^      dr[   Yg    I        r.g  ' 

}/g      r''      dr[   yj    ) 

i  +/,     1     d  />-'-_^.'^  ^0. 


Vi?   .    »^      ''''\    VF  '     ■ 

Diese  Gleichungen  sind  gleichwertig  mit  den  folgenden 
drei  Gleiohai^en: 

Mit  Bücksicht  darauf,  daß  f^,  f^y  /g  im  Unendlichen  Ter- 
schwinden,  ergibt  sich  aus  der  ersten  Gleichung  (19): 

(20)  (/  =  1. 

Daraus  folgt  weiter,  weil: 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  (19)  fallen  demnach  zu- 
iammen  in  die  evM  Gleichung: 

deren  Lösung  ist: 

WO  die  Integrationskonstante  a  sich  aus  der  schweren  Masse 
der  Kugel  berechnet,  die  nur  noch  mit  einem  von  den  Maß- 
einheiten abhftngigen  Faktor  zu  multiplizieren  ist. 

8.  Zur  Berechnung  von  /j  und  /,  haben  wir  die  einzige 
Gleichung : 

(22)  "         /7  =  (l+/i)-(l+/3)-/,*-l. 

Die  gewonnene  Lösung  enthalt  noch  eine  willkürliche 
Funktion.  Die  bisher  gemachten  Annahmen  reichen  also 
immer  noch  nicht  ganz  aus,  um  das  Koordinatensystem  ein- 
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deutig  zw  definieren.  Woher  dieEC  Vieldeutigkuit  rührt,  er- 
kennt man.  wenn  man  unter  x^^coast.  nicht  ein  ebeitefi 
Kontinuuni  versteht,  eoudern  einen  auf  der  KoordinateDehene 
M,  =  0, 11,  s=  0,  ...  W(  =  0  senkrecht  stehenden  Zylinder,  dessen 
Spur  in  der  Koordinatenebeoe  ein  dreidinoenBton&leg  Kon- 
tinanm  ist,  das  zwar  rotationss^nunetrisch  in  bezug  auf  die 
Achse  2jBX,=  x,=  0,  im  übrigen  aber  ganz  beliebig  gekrümmt 
ist.  Bei  dieser  Wabl  des  KoordinatensTstems  ergibt  sich  durch 
(»ine  leicht«  geometrische  Überlegung  für  irgend  ein  Linien- 
element  in  der  Koordinatenebene  die  IVinn: 

dg'*  =  di,*  +drt'  +(1^3*  +dxt*  +<pi{r)-dr^ 

+  29,,{r).dr-di,. 

Für  die  natürliche  Länge  eines  Unienelementes  ds  im  Hi  Iberi- 
schen Kontinuum  bekommt  man  demnach  aus:^ 

genau  dieselbe  Form  (9),  Welche  wir  bisher  benutzt  haben. 
In  Formel  (9)  ist  demnach  noch  nicht  von  der  Bedingung  Ge- 
brauch gemacht,  daB  a:4  =  conBt.  eine  Ebene  sein  soll.  Diese 
Bedingung  können  wir  folgendermaßen  formulieren:  die  Pro- 
jektion des  Bilbertsehen  KontinuumB  in  der  Koordinaten- 
ebene muß  zu  !E,  =  const.  beiderseits  symmetrisch  sein.  Denn 
das  ist  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  die  x^ssconst. 
fibene  Kontinua  sind.  £b  müssen  also  alle  geodätischen  Linien, 
.iie  den  Baum  z^  =  const.  berühren,  überhaupt  ganz  in 
seinem  Inneren  verlaufen,  und  alle  geodätischen  Linien,  die 
senkrecht  auf  «4=0  stehen,  müssen  für  +x^  und  — 14  genau 
gleich  beschaffen  sein.  Wenn  man  die  Gleichungen  (4)  also 
für  raumartige  Linien  aufstellt,  für  welche  in  einem  Punkt 
dij^O  ist,  so  muß  sich  auch  überall  ^«^  =  0  ergeben,  da» 
heißt:  für  diese  Linien  muß  d*x^=0  sein,  oder: 


Nach  (13)  ergibt  sich: 

I*  Jj. rf^,. rfx,  _-!(/;'. ^; -2. /;'■(! -^)) -■'/'■'. 

Da  P,  =  /,,  1  -  Fg  =  1  +  /i,  so  muß  also  sein : 
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Stellt  man  die  Glekhucgen  (4)  für  zeitartige  Linien  auf, 
so  müssen  in  den  Gleichungen  für  die  ranmartigen  Koordinaten 
die  Glieder  mit  der  ersten  Potenz  von  d  x^  wegfallen,  en  muß 
also  sein: 

j*J).rf:r,  =  0,     «=  1,  2,  3 
oder,  da  nach  (18): 

SO  muß  sein: 

(24)  /,  •  /a'  =  0. 

Die  beiden  Symmetrie bedingungen  (28)  und  (24)  sind  dann, 
und  auch  nur  dann,  erfüllt,  wenn: 

(25)  /tW=0. 

Damit  ist  auch  die  letzte  Willkürlich keit  beseitigt,  das  Ko- 
ordinatensystem ist  nunmehr  eindeutig,  festgelegt.  /^  (r)  be- 
rechnet sich  aus  gf  =  (1  +  /i) '  (1  +  /«)  =  1.    Wir  haben  nun: 

a 


a 


(26)  /i=-^^     /i  =  0,     /3=-f, 

1-  — 

r 


a 

a  TT-       .^        n  r 


(27)  F,~^,  F,  =  0,    F,=- 


r 


Vergleichen  wir  diese  Formeln  mit  dem  Schwarzscbiid- 
schen  Integral,  so  sehen  wir,  daß  in  unserem  Koordinaten- 
system die  willkürliche  Konstante  a  zu  Null«  bestimmt  wird, 
es  ist  das  der  von  Hilbert  bevorzugte  Wert. 

9.  Schwarzschild  macht  für  den  natürlich  gemessenen 
Abstand  ds  zweier  unendlich  benachbarter  Baum-Zeitponkte 
den  Ansatz^): 

d8^=F'dt^  -G'idx^+dy^+dz^)  -Hr^-dr^, 

Vergleicht  man  hiermit  ucseren  Acsatz  auf  Seite  66: 

ds^^dxj^  +dx^^  +dxj^^  +dx^^  +fi'dr^  +2f^'dr'dx^ 
+fn'dx,y 

1)  K.  Schwarzschild,    Sitzungsber.  d.   Kgl.   Preuß.  Ak.  d.W. 
Berlin  1916.   S.  191.   Forme]  (6). 


HO  fmdet  nmD,  abgbsohbu  von  der  Wahl  des  Vorzeioheu,  vMlige 
Übereinetinunung,  wenn  man  setst: 

?  =  !+/.■ 
0  =  1. 
Da  Bicli  txii  ßcbwarzBchild 


il  = 


IV» 


urgibt,  KO  tiikenul  man,  daB  die  Annahme  G  =  1  schon  den 
Wert  0=0  involviert.  Die  Annahme  G  =  1  ei^bt  eich  aber 
in  meinem  Ansatz  deswegen  mit  Notwendigkeit,  weil  die'  Pro- 
jektion der  VerbindungaÜnie  &t  zweier  Punkte  des  Hilbert- 
Bchen  Kontinuums,  welche  in  dem  Schnitt  mit  einet  Ebene  u^  ^c,, 
Ug  «  c^,  .  .  .  U|  =  c«  liegen,  auf  die  Koordiuatenebene  111^=0, 
u,  B  0,  .  .  .  U|  =a  0,  denselben  Wert  d  s  haben  muß,  wie  iö» 
Verbindungslinie  selbst.  Würden  wir  für  die  Projektion  den 
Wert  it'  annehmen,  wo: 


so  würde  sich  der  Scbwurzschildsche  Ansatz  ei^ben. 
Wegen  der  Synunetrieverh&ltnisEe  Bchneidet  die  üur  Koordi- 
natenebene parallele  Ebene  Ui  =  c^,  ...  1%  =  c^  ans  der  Hil- 
bertaehen  Welt  eine  zweidimeasionale  Kugelfl&che  rs=con6t., 
Xfisconst.  aus'.    Uan  erkennt  das  sofort,  wenn  man  setit: 


2rf«, 


■/;• 


*+/.-rf^. 


=  0. 


Um  zu  dem  Suhwarzscbildscheii  Maß  für  die  Projektion 
2u  kommen,  muß  man  den  Wert  des  iRadius  dieser  Sagel, 
dessen  natürlich  gemessene  Miige  ich  mit  Srhwarzschild  fi 
nennen  will,  za. 


rechnen«  denn  dann  ist 


>'G 


>^ 


Die  Einfiifirtiihg  eines  KoordincUitnsystems  usw.  78 

fik»tzt  man  ein: 

3 


so  erh&lt  man: 


oder: 


yG= 


3 


Um  zu  dem  Koordinatensystem  zu  kommeni  ¥relcbe8  der 
Sebwarzschildschen  Lösung  zugrunde  liegt,  verfahren  wir 
also  zuerst  genau  nach  dem  von  mir  angegebenen  Frinap: 
wir  projizieren  das  Hubert  sehe  Kontinuum  senkrecht  auf  die 
Koordinatenebene  u^  =  0,  U2  =  0,  .  .  .  14,  s  0.  Dann  aber 
rechnen  wir  in  der  Koordinatenebene  nicht  mit  den  natärliohen 
Längen,  sondern  wir  rechnen  so,  als  ob  ein  Punkt,  der  vom 
Koordinatenanfang  natürlich  gemessen  die  raumartige  Ent- 
fernung B  hat,  nur  um  r  =  yu*  —  a*  von  ihm  entfernt  sei. 

Man  muß  also,  um  zu  der  Sehwarzschildschen  Lösung 
TU  kommen,  der  Koordinatenebene  rein  willkürlich  eine  recht 
im  vernünftige  nichteukhdische  Geometrie  verleihen. 

Übrigens  kommt  man  zu  einem  Integral  der  Einstein- 
sehen  Differentialgleiehuilgen  auch  dann,  wenn  man  setzt 
G  =  1  +  9p  (r) ,  wo  9p  (r)  eine  ganz  beliebige  Funktion  von  r 
ist,  deren  Größe  wir  aber  immer  als  äußerst  klein  gegen  1  an- 
sehen wollen.*) 

Ergebnisse. 

1.  Nach  der  Einsteinschen  Gravitationstheorie  ist  es  un- 
möglich, in  einem  Gravitationsfeld  die  „natürlich"  konstruierten 
raimiartigen  und  zeitartigen  Geraden  zum  Bau  eines  Koordi- 
natensystems zu  verwenden,  weil  sich  die  natürlichen  Geraden 
im  allgemeinen  nicht  in  Netzknoten  schneiden,  sondern  an 
den  Knotenst-ellen  vorbeikreuzen. 

2.  Wenn  man  eine  beliebige  Numerierung  der  Baum-Zeit- 
punkte annimmt,  so  ergeben  sich  nach  dem  Prinzip  der  all- 
gemeinen   Transformierbarkeit,    welches    der    Einsteinschen 


1 )  Vgl.  8.  59,  Fußnote  1 . 
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Theotio  zugrunde  liegt,  zwar  stets  die  physikab'Bchen  Grund- 
gleichnngeD  in  derselben  einfacben  Form,  aber  eine  ungeeignete 
Wahl  des  KoordiDateEsystems  kann  es  mit  sieb  tringen,  daß 
in  ibm  scheinbar  phyBikalischc  Unterschiede,  Bevegungsvor- 
gilnge  oder  auch  Wellen  auftreten,  die  nicht  virklich  im  ob- 
jektiven Tatbestand  begründet  sind,  sondern  nur  der  Wahl 
des.  nnvemünftigen  KoordinatensjBtpms  ihr  Dasein  verdanken. 

3.  Es  wird  in  dieser  Arbeit  ein  Prinzip  zur  prak- 
tischen  Ausführung  eines  stets  vernünftigen  Koordinatennetzes 
und  damit  zur  praktischen  Bestimmung  von  geraden  Linien 
und  ihrer  Teilung  angegeben,  so  daß  man  also  niemals  zu 
Widersprüchen  mit  der  Forderung  der  Vernunft  konmit,  daß 
keinerlei  zeitliche  Veränderungen  oder  örtliche  Unterschiede 
in  der  physikalischen  Beschreibung  der  Welt  vorkommen 
dürfen,  die  nicht  wirklich  im  objektiven  Tatbestand  be- 
gründet sind. 

4.  Es  wird  gezeigt,  daß  bei  dieser  vernunftgemäßen  Wahl 
des  Koordinatennetzes  das  Gravitationsfeld  einer  kagelfönxiigen 
schweren  Masse  eindeutig  bestimmt  ist.  Die  willkürliche 
Konstante,  oder  die  willkürliche  Funktion,  die  in  dem  von 
Schwarzschild  gefundenen  Integral  noch  vorkommt,  wird 
als  Knll  bestimmt.  Schon  Hilbert  hat  die  Null  dem  von 
Schwarzschild  angenommenen  positiven  Wort  vorgezt^n, 
jedoch  nur  aus  dem  Grunde ,  weil  der  Ausdruck  für  das 
Gravitationspotential  dadurch  einfacher  wird.  Nach  meinei 
Untersuchung  kommt  man  notwendig  zu  diesem  Integral, 
wenn  man  das  Koordinatensystem  vernünftig  wählt. 

6.  Um  zu  der  Schwarzschildschen  oder  überhaupt  irgend 
einer  anderen  Lösung  zu  kommen,  muß  man  der  Wahl  des 
Koordinatennetzes  eine  ganz  unvernünftige  nichtenklidiscbe 
Geometrie  zugrunde  legen. 

Halle  a.  8.,  Physik.  Institut,  d.  17.  September  1919. 
(Eingegangen  21.  September  1919.) 


75 


3.  Zum  Problem  der  Zusta/ndsgleiehung; 

von  CJDieterici. 


In  der  vorliegenden  Arbeit  kommt  es  mir  zunächst  darauf 
an,  aus  den  Druckisothermen  verschiedener'  Substanzen  tat- 
sächlich bestehende  Gesetzmäßigkeiten  hervorzuheben,  welche 
bisher  nicht  oder  nicht  scharf  genug  in  ihren  Folgerungen  für 
die  Frage  nach  der  Bildung  der  Zustandsgieichung  bemerkt 
ßind.  Ich  werde  diese  Folgerungen  dannpoweit  verfolgen,  wie 
( s  heute  möglich  ist ;  eine  endgültige  Lösung  des  Problems  der 
Zustandsgieichung  ist  noch  ^icht  erreichbar. 

Das  Eeobachtungsmaterial,  auf  welches  sich  die  folgende 
Untersuchung  stützt,  sind  die  Beobachtungen  S.  Youngs^) 
am  Isopentan  und  diejenigen  Amagats*)  an  Kohlensäure  und 
Äthylen.  Im  späteren  Verlauf  der  Arbeit  werden  noch  die 
umfangreichen  Beobachtungen  S.  Youngs*)  über  die  Sät- 
tigungsdrucke und  '\X)lumina  von  Substanzen  herangezogen. 

§  1.  In  Tab.  1*)  ist  die  kritische  Druckisotherme  des 
Tsopentans  unter  p  wiedergegeben.  Eine  Aufzeichnung  in 
p  r-Blatt  ergibt  den  bekannten  Verlauf,  der  von  großen  Werten 
von  p  bei  kleinem  v  stark  abfällt,  bei  t?»  einen  Sattelpunkt 
hat,  dann  wieder  erst  langsam,  dann  schneller  abnimmt,  um 
Rchließlich  sich  dem  Nullwert  bei  t?  =  oo  zu  nähern. 

Fragt  man,  wie  bei  Tj,  3p/3t?  verlaufen  muß,  so  ist 
aus  Tab.  1  ersichtlich,  daß  3p/ 3t?  in  dem  Volumenintervall 

1)  S.  Young,  Zeitschr.  f.   phye.  Chem.  29.  S.  193—241.    1899. 

2)  E.  H.  Amagat,  Ann.  chim.  phys.  (6)  29.  S.  68— 186.[  1893. 

3)  S.  Yonng,  Proc.  Dublin  Soc.  12.   S.  374—443.   1910. 

4)  In  allen  nachfolgenden  Zahlenangaben  ist  die  Gaskonstant« 
pro   GramDL 

n  =  ^41^  cal/*C 

M 

gesetzt,  wo  M  das  Molekulargewicht  ist.  Das  meohanisohe  Wärme- 
äquivalent wird  gleich  427,4  gm/cal.  gesetst.  Die  in  mm  Hg  an- 
gegebenen   Drucke    sind    durch   Multiplikation    mit    0,00008181  in 

cal/cm'  umgewandelt. 
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Tabelle  1. 

Krjtioohe  Xaothennon  d«e  Isopentan»  C,H„  it  =  72,10. 

TV- 460,8  "C.    Ä  -  0,08763  cal/'C     Ä  T,  »  12,686  i»!    ^^«8,755. 


cata' 

Ckl 

äp     C»[ 

L^ 

/"" 

m.  \ 

(^'d-') 

1  du 

ÖF  cm* 

WT- 

<ad/cin"'C 

cl/cm' 

p    ör 

8,4 

1,5612 

0,«öO.T 

0,2054 

0,04042   ' 

17,064 

10,030 

2^ 

1.2002 

-  2,243 

0,5161 

0,2642 

0,03616  1 

15,371 

11,014 

2.6 

1,1127 

-  1,478 

0,4273 

0.2281 

0,03196 

13,610 

inm 

2,7 

0,9W7 

-  0,961 

0.3680 

0,2117 

0,02820  . 

12,000 

13.061 

2,8 

0.9208 

-  0,6125 

0.3287 

0,2032 

0,02662 

10,885 

11.823 

2.8 

0,8722 

-  0,4075 

0,3009 

0,1904 

0,02330 

0,864 

11,310 

3 

0.8417 

-  0,27fi 

0,280« 

0,199« 

0,02037 

8,642 

10,14» 

3.2 

0,8108 

-  0,106 

0,2530 

0,2046 

0,01837 

7,654 

0,440 

3,4 

0,7994 

-  0,035 

0,2350 

0,2143 

0,01649 

6,800 

8,50« 

3,6 

0,7998 

-  0,008 

0,2215 

0,2861 

0,01477 

6,000 

7,M1 

3.8 

0,7062 

-  0.003 

0,2094 

0.2385 

0,01346 

5,406 

6,790 

4 

0,7059 

-  0,001 

0,1990 

0,2010 

0,12305 

5.217 

6,66 

4^ 

0,7066 

-0,0000 

0.1804 

0,2678 

0,01273 

6.070 

8,373 

5 

0,7949 

-  0.0018 

0,1590 

0,3133 

0,01 116 

4,029 

6,061» 

II 

0.7902 

-  0,0089 

0,1317 

0,3737 

0.00840 

3.094 

3,916 

8 

0,7542 

-  0.0233 

0,0943 

0,4757 

0,00.^>79 

1,914 

2,538 

10 

0,7011 

-«,0283 

0,0701 

0,5527 

0,00414 

1,207 

1,721 

12 

0.6457 

-:0,02C5 

0,0538 

0,6108 

0,00334 

0,893 

1,383 

IS 

0,5719 

-  0,0231 

0.0383 

0.6763 

0,00255 

0,603 

1,054 

20 

0.4721 

-  0.0168 

0,236 

0.7443 

0,00185  ' 

0.381 

0,807 

30 

0.3469 

-  0,0106 

0,0116 

0.8204 

0,00110  , 

0,160 

0.461 

30 

0,2726 

-  0,0049 

0.OO66 

0,8096 

0,00078 

0.086 

0,315 

60 

0,1009 

-  0,0027 

0,0031 

0,0029 

0,00048 

0.030 

0,157 

80 

0,146g 

-  0,0017 

0,0018 

0,9255 

0,00037 

0,023 

0,157 

100 

0.1190 

-  0.0011 

0.0012 

0,9381 

0,00020 

0,015 

O.Jäfl 

0 

-  D.OOOO 

0.0(10(1 

1 

0.00000 

0,000 

vom  kleinaten  v  bis  v«  von  sehr  grol^n  negativea  Werten  l»8 
nun  Nnllwert  bei  v«  zunimmt.  Da  d-p/dv  alle  Werte  von 
groBen  negativen  Werten  bis  zur  Null  kontinnierlicfa  dnrcb- 
Iftnft,  muß  also  auch  ein  Wert  {Sf/dv)„  auftreten,  bei  dem 


ist;  denn  f/v  nimmt  von  großen  Werten  anfangend  nur  bis 
m  dem  in  der  Tabelle  angegebenen  immer  noch  poütiven 
Wert  (p/tt)i  ab.  Daher  muß  bei  einem  bestimmten  Volnmen  f» 
ein  Wert  auftreten,  bei  dem 


Zum  Problem  der  Zti8tati4sgleichutt.g. 


77 


mi  -  -  (f  ). 


ist-    Die  Tab.  1  zeigt  diesen  Wert  bei  dem  Voluinen  8cm*.*) 
Bei  i?jt  ist 


dp 


0       und 


im  « 0 


die  Druckigotberme  hat  ihren  Battelpunkt.  In  dem  Voluiden- 
intervall  zwischen  Vj^  und  t?  =oo  hat  die  Gröfie  (dp/dv)  so- 
wohl bei  t?jfe  wie  bei  t?  =  oo  den  Wert  0,  dazwischen  aber  igt  sie 
negativ,  folglich  muß  notwendig  ein  Volumen  auftreten,  bw 
dem  dp/dvjdiu  negatives  Maximum  hat.  Die  Tabelle  ergibt 
dieses  Volumen  bei  t?  =  10  cm*.  Der  gesamte  Verlai]^  der 
Kurve,  welche  bei  Tjt(dp/dv)  als  Fun]d;ion  von  t)  darstellt^ 
ist  in  Kg.  1  wiedergegeben,  durch  eine  Kurve,  welche  stets 


Verlauf  von 


und  -  ^  bei  n . 

V 


-0 

-03- 


1 


10 
Flg.  1. 


i^ 


15 


20 


negativ  ist,  ein  Maximum   bei  t;^^  und  ein  Minimum  ergibt. 
Die  Lage  des  Volumens  t?^,  bei  dem 

dp  ^      P 

dv  V 

ist,  ergibt  die  Zeichnung  genauer  bei  t>„|  =  2,96  cm*,  so  daß 
äIbo 

^  ^    2,95 


4,268 


0,6912 


1)  L.  Schames,  Ann.  d.  Phys.  57.  8.  321—346.  ItlS,  beseiohnei 
äieaen  Punkt  als  Boylepnnkt. 


ist  und  die  Lagä  des  zweiten  Minimum  ist  genauer 
V-  11,50  cm^- 2,5  ü,. 

Die  f^tleguog  dieser  zwei  ausgezeichneten  Fonlcte  in 
dem  Verlauf  von  3 p/3«  ist  deshalb  von  Wichtigkeit,  weil 
man  damit  zur  Bestimmung  der  Konstanten  in  einer  Zu- 
standsgleicbuDg  nicht  mehr  auf  den  kritischen  Doppelponkt 
allein  angewiesen  ist,  sondern  noch  zwei  auBgeaeiohnete  Funkte 
in  der  kritischen  botherme  zur  Yeifügung  hat,  den  ersten 
bei  tJ^,  wo 


ist,  und  noch  einen  zweiten,  in  dem  zwar 

ist,  aber  dp/dv  negativ  ist.  Beide  sind  durch  die  Beob- 
aohtongen  sicher  festgelegt.  Die  für  T  =T^  gegebene  gra- 
phische Darstellung  der  Kurve  für  Sp/dv  l&ßt  sofort  er- 
kennen, wie  der  Verlauf  derselben  Größe  bei  T  >  T^  und 
T  <  Tfe  sein  muB.  Denn  bei  T  >  T^  findet  sich  stets  eine 
Stelle,  bei  der 

öji      _  '' 

ist,  aber  dos  erste  Maximum  der  dp/dv>Kurve  steigt  nicht 
mehr  bis  zum  Werte  0,  soiidern  bleibt  unter  der  NoUinie.' 
W&hrend  bei  T  <  Tu  die  Nullinie  durch  das  Maximum  von 
dp/dv  überschritten  wird.  Demnach  müSten  sich  bei  den 
unteren  ^thermen  fünf  ausgezeichnete  Volumina  finden,  eines 
bei  dem 

flp  "_ 

S«  "..    '" 
ist,  zwei  Volumina,  in  denen 

%- " 

ist  und  zwei,  in  denen  3  p/3  v  ein  Maximum  und  ein  Minimum 
hat.  Diese  Volumina  liegen  alle  im  Zweipbaeengebiet  und  Bind 
der  unmittelbaren  Beobachtung  nicht  zug&nglich.  Bei  der 
kritiacbon  Isotberme  fallen  die  drei  mittleren  ausgezeiohneten 
Punkte  im  kritioohen  Doppelpunkte  zusammen,  bei  den  oberen 
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Isulhermen  schieben  sich  die  drei  verbleibenden  ausgezeich- 
neten Werte  von  dp/dv  iauner  mehr  zosammen,  tun  bei  ge- 
nügend hoher  Temperatur  beim  Übergang  in  den  idealen  Qae 
zustand  ganz  zu  verschwinden. 
Pftß  Volumen  «„,  bei  dem 

Sp   _        p 


ist,  findet  man  am  sichersten,  indem  man  bei  versohiedeneo 
Temperaturen  die  Kurve  aufzeichnet,  welche  pv/ BT  oder 
das  Verhältnis  v :  v,  des  tatsächlichen  zum  „idealen"  Gas- 
volumen darstellt.  In  den  folgenden  Tab.  2a,  2b,  2o  ist  diese 
GröSe  für  die  kritische  und  einige  obere  und  untere  Isothermen 
für  Isopentan,  Kohlensäure  uiid  Äthylen  wiedergaben    und 

Tabelle  2a. 

pv/BT  für  IsopeuUn  bei  verechiedcnen  T  und  v. 

Ä  =  0,02753  oal/"C. 


vom* 

r  =  493 

«= 

460,8 

453 

443 

24 

0,2964 

0,2412 

0.1694 

8.6 

0,3332 

0,2542 

0,2045 

0,1370 

2,6 

0,3016 

0,2281 

0,1816 

2,7 

0,2802 

0,2117 

0.1685 

2,8 

{).2674 

0.2032 

0,1630 

2.Ö 

0,3536 

0.2599 

0,1994 

3 

0,3487 

0,2606 

«,1»90 

- 

3.2 

0,8418 

0.2S69 

0,2046 

3,4 

0.3422 

0.2629 

0,2143 

3,6 

0,3474 

0,2721 

0,2261 

3.B 

0,3554 

0,2899 

0,2385 

i 

0.3648 

0,2945 

0,2510 

4,208 

ü,:neu 

0,3090 

0,2678 

6 

Ü,4170 

0,3549 

0,3133 

6 

0,4830 

0,4126 

0.3737 

» 

0,5550 

0.5083 

0.4757 

0.4536 

1(1 

0,61»4 

0.5804 

0,5527 

0.6344 

12 

0.6686 

0,6352 

0,6108 

0,5960 

15 

0,7232 

0,6950 

0,6763 

0,6627 

0,6468 

20 

Ü,7812 

0,7696 

0,7443 

0,7349 

0.7218 

30 

0,8465 

0,8298 

0,8204 

0,8138 

0.803» 

40 

0,8794 

0.8665 

0,8596 

0,8551 

0.8482 

60 

0.9138 

0,8063 

0,9029 

0,8997 

0,896» 

80 

0,9360 

0,9295 

0.9255 

0,9235 

0.9204 

100 

0.9475 

0,9414 

0.9381 

0,9360 

0,9340 

Tabelle  ab.'] 

poIRT  fflr  Koblpnaäure  bei  veracbiEd«  ii< 


r  = 

293 

r  = 

303 

r  = 

313 

»cm* 

VvlRT 

" 

\l.viRT 

pv/BT 

12.14» 

0,7767 

11,504 

0,7934 

11.7« 

0,8042 

11.2S0 

0,7600 

10,939 

0.7727 

10.062 

0,7733 

10,063 

0,7344 

9.271 

0,7367 

9,200 

0,7660 

8,673 

0.6967 

8,414 

0,7133 

8.684 

0,74« 

8,3H 

0,6866 

7.895 

0,6071 

7.976 

0,7228 

im 

0,6567 

7.169 
6.723 

0,6711 
0.6631 

7.634 

0,7084- 

6,927 

0,6326 

5,671 

0.6009 

6,554 

■  0.6723 

6,122 

0.6926 

4,662 

0,5352 

5,680 

0,6322 

5,603 

0,6628 

4.007 

0,4813 

5,206 

0,6062 

5.321 

0,6442 

3.420 

0,4228 

4,897 
4,162 

0,6860 

0,5338 

1,320 

04S77 

1.650 

0,2069 

3,438 

0,4702 

1,290 

0.1414 

1.678 

0,2006 

1,607 

04OT0 

3,125 

0,4380 

1,487 

04OT0 

2.606 

0.3788 

1,440 

0.1983 

1,930 

0.2960 

1.417 

■ 

1.684 
1,674 
1.450 

0,2784 
0.2726 

1}  E.  H.  Amftgat.   Ann.  chim.  pbyg.  (6)  2>.   S.  110—111.  1898. 
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Tabell 

ö  2c.') 

pulJiT   für   Ätliykii    bei    vtwh.tdinin    T    und   v.       Ä  =  0.07lcaI/*C. 

2-  =  273 

J'  =  278     jl      '^  =  283     i\      !P  =  293     jj      T  -  308 

•  Jp./ÄT 

.:  f"""' 

w     [p«/ÄIl'      »     ]PPIBT 

p     ^vIBT 

14,10 

0.6340 

13.67  .  0,6373 

i  13,996[  0,667^  13.96  ;  0.6820 

11,70  1  0.6586 

13,34 

0.616S 

12.32    0.604*1 13.38  1  0,64491 12,42    0.650» 

10.24    0,6221 

12.89 

0.5955 

10,92    0,5627.:  12,14  !  0.6146  11.90  1  0.6373 

8,271!  0.6682 

10.67 

0.5330 

10.18  ,  0,.'i372  10.97    0.5817!  10,07    0,586» 

6.773  0.4956 

9,366  0.5057,    ß.7a     0.5422;   9,197  0.5567    5.6231  0,4362 

a.ua 

0,1610,   8.468  0,4684,                           [             .              \ 

2,992 

0467ÜI                            :!   8,465  0.4896,   8,31ö|  0.5227i    4,64110,3874 

O.löSOl]   3,280,0,1856!    7,677i  0.45:H    7,48210,4877'.    3,992,0,3596 

2,941 

2,910 

O.ieOOl   3.150   O4SIJ:,   6,72310,4052;   6,630|  0.4477!,   M82 

0,8627 

2.862 

0,1645ii  3,093  0.1822!!  4,652  0.2798    5.73610.400«!  3,226 
0,1695     3.062  0,1841    3.694  0.231  Sl   4,076,0.30841 

0,3631 

2.827 

3.394;  0.2209:              ,              1 

2.1il0e  !  0.1755      3.042i  0.1866,              ,             i|'   3.5fifi 

0,S89ft 

2,786 

0,1810i    2.094,0.1910     3,245 

H^m   3,319 

fl,Z8»6!l 

2.701 

0.2055     2.630.0,2013 

3.163 

0,220*1  3,167 

0,294ffli 

2.587 

0.2425!,   2,861  0.2106 

3.088 

0.2233!  2.997 
0,2661|  2.882 

0,3140' 

2.56Ö 

0.2566  il  2.705,0.2489 

2,833 

0.3364^1 

2.481 

0,31001 

2,7861  0,2687i 

1 

2.645 

0.3188 

für  df>n  ersten  Stolf  in  Fig.  2  dargestellt.    Da 

und 

ist,  folgt,  daß  bei  T^  dasjenige  'Volumen,  bei  dem 


iät,  dasjenige  ist,  bei  dem  die  Größe  pv/BT«  ein  Minimum 
bat.  Dieses  Volumen  v„  findet  sich  hier  nocb  sicherer  als  aus 
den  Dilferentialquotienten  bei  o  =2,95cm*  =  0,6912«i.  Mit 
steigender  Temperatur  verschiebt  sich,  wie  die  Kurvendar- 
Btellung  erkennen  läßt,  die  Lage  des  Mimmums,  wenn  auch 
nur  wenig,  nach  gröBerem  Volumen  und  ebenso  deutet  der 
Verlauf  der  Größe  pv/BT  bei  niederen  Temperaturen  daiaof 
bin.  daß  im  Zweiphasengebiet  die  Lage  des  Minimums  bei 
kleinerem  Volumen  als  bei  T^  zu  suchen  ist. 

1)  E.  H.  Amagat,   Ann.  chim.  ph^s.  (6)  S».   S.  113.  1893. 
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Im  kritischen  Punkt  ist 

|i^-0     und      ?i.O 

dv      _  dB* 

und  folglich  hat  bei  %  die  Kurve,  -welche  das  Verhältnis 

_v_  _     pv 

darstellt,  ihren  Wendepunkt  und  zwar  ist  hier  ihre  maximale 
Neigung 

S   i  P»  ]  ^     P* 1 - 

ev\iirj      RTt      p,.      «* 

gleich  der  , idealen"  Gasdichte. 

Bei  höheren  Temperaturen  verschiebt  sich  auch  die  Stelle, 
an  der  die  Kurve  pv/BT  ihren  Wendepunkt  hat  nach  größerem 
Volumen.  Bei  niederen  Temperaturen  ist  eine  sichere  Aussage 
über  die  Lage  des  Wendepunktes  nicht  möglich. 

In  bezug  auf  den  Verlauf  der  Größe  p«/B  T  bei  Kohlen- 
fl&ore  und  bei  Äthylen  sei  hervorgehoben:  Kohlens&ure  zeigt 
in  der  Isotherme  von  30°  C  das  Minimum  voH  fv/BT  bei 
t)«  =  I,49cm'.  In  der  kritischen  Isotherme  bei  81,85"  C  kann 
das  Minimum  von  pv/RT  nicht  merklich  verschieden  sein. 
Das  kritische  Volumen  ist  u»  =  2.165  cm',  so  daß  auch  hier 
wieder 

ist.  Bei  Äthylen  findet  sich  bei  der  kritischen  Temperatur  10"  C 
das  Volumen  t)„  des  Minimums  von  pv/B  T  hei  v^  =  8,20  cm*; 
das  kritische  Volumen  v^  ist  leider  nicht  so  scharf  bestimmt, 
annähernd  ist  t);^  =  4,56  cm*.  Daraus  ergibt  sich  hier  v. 
=  0,708  ttj.  Wie  es  scheint,  steht  also  dasjenige  Volumen,  in 
dem  bei  Tj  die  Größe  pv/B  T  ein  Minimum  hat,  in  einem 
bestimmten  konstantem  Verhältnis  zu  v^  und  es  ist: 

"«  =  "*  =  0fi9\2  =  ln2,  also  «"*  -=  2  . 
Im  übrigen  zeigen  auch  die  Kurven,  welche  für  Kohlen- 
säure und  Äthylen  die  Größe  pv/S  T  darstellen,  daß  aach  bei 
diesen  Stoffen  sich  die  Lage  des  Minimums  mit  steigender 
Temperatur  langsam  nach  größerem  Volumen  verschiebt.  In 
allen  Stacken  tritt  ein  gleichartiges  Verhalten,  wie  bei  Ibo- 
pentan,  auf. 
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§  2.  Ein  ganz  anders  Verhalten  zeigt  der  Druck  in  seiner 
Abhängigkeit  von  der  Temperatur  oder  der  Spannungskoeffi- 
zient  {dp/d  T)^,  für  den  Young  besondere  Tabellen  gegeben 
hat.  Für  die  kritische  Temperatur  ist  in  Tab.  1  der  Spannungs- 
koeffizient  verzeichnet  und  mit  ihm  sind  die  durch  die  Über- 
schriften der  einzelnen  Spalten  gekennzeichneten  Bechnungs- 
operationen  ausgeführt,  df/d  T  ist  stets  größer  als  p/T,  so 
daß,  wenn  man  den  Spannungsköeffizienten  bei  Tj^  durch 

TT  ^^t\P) 

darstellen  wollte,  /  {v)  eine  Punktion  sein  müßte,  die  mit  zu- 
nehmender Dichte  zunimmt,  aber  nicht  gleichmäßig,  sondern 
bei  Vjc  tritt  eine  deutliche  Verlangsamung  der  Zunahme  mit 
der  Dichte  auf.  Bei  Vj^  tritt  die  schon  früher  bemerkte  auf- 
fällige Tatsache  hei-vor^),  welche  auch  Kohlensäure  zeigt,  daß 

(dp  \    _  2Ä 

wird,  also 

'  ^  *  Pk  Vk 

Entsprechend  zeigt  die  thermodynamische  Größe  dU/dv 
bei  t?jfc  den  Wert 

« 

Da  der  Spannungskoeffizient  dp/d  T  ähnlich  verläuft  wie 
p  selbst,  insofern  beide  Größen  von  t?  =  oo  anfangend  be- 
schleunigt mit  abnehmendem  Volumen  wachsen,  bei  t?^  nahezu 
konstant  sind,  um  dann  bei  geringeren  Dichten  wieder  weiter 
zu  wachsen,   könnte  man  auf  den   Gedanken  kommen*  daß 

T    dp       ^f  . 

eine  einfache  Gesetzmäßigkeit  zeigt.  Das  ist  aber  nicht  der 
Fall,  denn  diese  Funktion  zeigt  ebenso,  wie  die  in  Tab.  1  be- 
rechnete 

i    du  ^T    dp       . 

p    dv        p    dT 

ein  ausgesprochenes  Maximum  beim  Volumen  v  =  2,6  cm*. 


1)  C.  Dieterici,  Ann.  d.  Pbys.  12.   S.  144—153.  1903. 

6» 
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C.  Dieterici. 


§  8.  Es  soll  nunmehr  unterBucht  werden,  vie  die  bieher 
vorliegenden  Formen  der  ZuBtandsgleichungen  den  bier  betvor- 
gehobenen  Tafsachen  entsprecben.  Die  van  der  Waalseche 
Zusta  ndsgleichung 

RT         a 


verlangt  Ja,  solange  man  beiT  =  kon8t.  die  Gröfen  a  und  b 
als  konstant  ansiebt,  die  Eestimmnng 

Wie  diese  Gleichung  die  tatBächlichen  Beobachtungen 
wiederzugeben  vermag,  ist  wob]  am  ü bersicbtUcbsten  und 
kürzesten  durch  die  Tab.  3  dargestellt,  in  der  die  nach  Tan  der 
Waalg  ausgeführte  Berechnung  mit  der  Beobachtung  ver- 
glichen ist.! 

Tabelle  8. 

KritiHche  lEOtheimc  des  lEopentans  beiecbtiet  nach  van  der  Wa«Ie. 

RT^=12fi8e;  o  =|Ä3'iVt=60,»12caI.em»;  6  =  ^11^=  0423cm». 


_... 

«1 

dp 

cal 

P 

V 

P~ 

m' 

ö7 

cm" 

^t; 

ber. 

beob. 

ber. 

beob. 

ber. 

beob. 

2,4 

2.410 

1,5612 

-  4,479 

0,4559 

0.2954 

2,6 

2,033 

1,2902 

-  3,141 

-  2,243 

0,4006 

0.2542 

2.6 

1,767 

1,1127 

-  2,227 

-   1,478 

0,3621 

0,2281 

2,7 

1,578 

J),9947 

-  1.590 

-  0,961 

0.3358 

0,2117 

2,8 

1,444 

0.9S06 

-  1,141 

-  0,613 

0,3187 

0,2032 

2.9 

1.346 

0,8722 

0,820 

0,408 

0,3077 

0,1994 

3.0 

1.276 

0,8417 

-  0..'58fi 

-  0,275 

o,3on 

04»W 

3,2 

1.191 

0,8108 

-  0.300 

-  0,106 

0,80M 

0,2046 

3,4 

1,148 

0.7994 

-  0.146 

-  0,035 

0,3077 

0.2143 

3,6 

1,127 

0.7968 

-  0,065 

-  0,008 

0,3198 

0,2261 

3,8 

1,119 

0.7962 

-  0.042 

-  0,003 

0,3352 

0,2386 

4 

1.115 

0.7959 

0,006 

-  0.001 

0.3516 

0,2510 

i.268 

1,114 

0,7956 

-0,0000 

-0,000 

0.3748 

0,2678 

a 

1,111 

0.7B49 

-  0,038 

-  0,002 

0.4379 

0.3133 

fl 

1,080 

0,7902 

-  0,042 

-  0,009 

0,5109 

0,3737 

8 

0,977 

0.7542 

-0,056 

-  0.023 

0,6161 

0,4757 

10 

0,870 

0,7011 

-  0,061 

-  0,028 

0.6859 

0,5627 

12 

0.7764 

0.6457 

-  0.036 

-  0.026 

0.7344 

0,6108 

15 

0,6636 

0.5719 

-  0.033 

-  0.023 

0.7845 

0,6763 

20 

0,530« 

0.4721 

0,022 

-  0,017 

0  83(i,'j 

0.7443 

Darana  ergibt  sich:  qualitativ  igt  der  Verlauf  des  Dmckee 
als  Punktion  von  p  richtig  wiedergegeben,  quantitativ  aber 
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nicht;  die  berechneten  Werte  von  p  sind  stets  erheblich  größer 
als  die  beobachteten.  Damit  hängt  natürlich  auch  zusammen., 
die  schon  früher^)  bemerkte  Tatsache,  daß  das  Verhältnis 
pv/BT»  im  kritischen  Punkt  keineswegs  der  Beoba<?htung 
entsprciht. 

Die  Lage  des  Minimums  dieses  Verhältnisses  ergibt  die 
Berechnung  bei  v  =  8,2cm',  während  es  bei  Isopentan  bei 
V  =2,96  cm*  beobachtet  ist.  Es  erfüllt  also  die  Berechnung 
auch  nicht  die  Bedingung,  daß  v,„  =  2,96cm*  ist.  Endlich 
gibt  die  Berechnung  die  Lage  des  Minimums  von  df/dv 
bei  V  =  8  cm',  während  sie  bei  v  =  10,5  beobachtet  ist.  Die 
Waalssche  Gleichung  gibt  also  in  der  Tat  zwar  die  Möglich- 
keit, die  zwei  ausgezeichneten  Punkte,  in  denen 

O  V  V  Cf  IT 

wird,  auf  die  im  Abschnitt  1  die  Aufmerksamkeit  gelenkt  ist, 
zu  berücksichtigen,  aber  gibt  nicht  ihre  Lage  richtig  wieder. 

Es  liegt  natürlich  nahe,  die  vielseitigen  Untersuchungen 
von  Lorentz,  Boltzmann,  Happel^)  und  neuerdings  Holm*) 
zu  berücksichtigen,  um  die  Größe  b  so  als  Punktion  von  v  so 
darzustellen,  daß  auch  die  zwei  neuen  ausgezeichneten  Punkte 
der  kritischen  Isotherme  erfüllt  werden.  Indessen  scheint  mir 
bei  diesen  Bemühungen  ein  Punkt  übersehen  zu  sein,  der  ihren 
Erfolg  in  Frage  stellt. 

Nach  den  kinetischen  Vorstellungen,  die  allen  diesen 
Untersuchungen  zugrunde  liegen,  kommt  eine  Molekel,  welche 
aus  dem  Innern  eines  Gases  oder  kondensierten  (jases  sich 
zur  druckempfindenden  Wand  bewegt,  nicht  selbst  zu  dieser 
Wand,  sondern  trifft  auf  ihrer  Fahrt  auf  andere  Molekeln,  die 
den  Transport  der  Bewegungsgröße  übernehmen.  Nehmen  wir 
der  Einfachheit  halber  an,  daß  die  jedesmaligen  Zusammen- 
stöße bizentrale  seien,  so  wird  bei  jedem  Zusammenstoß  eine 
Strecke  gleich  dem  Durchmesser  der  Molekeln  gespart,  es  tritt 
also  eine  „Förderung  der  Bewegungsgröße**  ein  und  die  vom 
Stoß  der  Molekel  zurückgelegte  Strecke  erscheint  kürzer,  als 
der  lineare  Abstand  von  der  Wand  um  die  Zahl  der  Kollisionen 


1)  C.  Dieterici,  Wied.  Ann.  69.  S.  68Ö-706.   1899. 

2)  H.  Happel,  Ann.  d.  Phys.  21.  S.  342— 380.  1906. 

3)  E.  A.  Holm,  Ann.  d.  Phys.  61.  S.  768-796.   1916. 


multipliziert  mit  dem  Diirchmesser  der  Molekeln  bei  der  ge- 
machten vereinfachenden  Annahme  von  bizentralen  Zusammen- 
stoßen. 

Diese  einleuchtende  VoreteUung  ist  aber  nur  dann  richtig, 
Trenn  man  die  Molekeln  selbst  als  vollkommen  starr  ansieht; 
das  ist  aber  im  Widerspruch  mit  der  Gnindanscbauung  der 
kinetischen  Gastheorie,  nach  denen  die  Molekeln  als  vollkonimen 
elastische  Körper  angesehen  werden.  Wenn  aber  die  Molekeln 
elastische  Körper  sind,  so  verläßt  die  getroffene  Molekel  ihre 
bisherige  Stelle  erst  um  so  viel  später,  als  die  Zeit  ist,  welche 
der  elastische  Stoß  gebraucht,  um  sich  durch  den  Körper  der 
Molekeln  hindurch  um  die  Strecke  ihres  Durchmessers  fort- 
zupflanzen. Es  kann  also  nur  eine  Förderung  der  Bewegnngs- 
größe  auftreten,  wenn  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
elastischen  Stoßes  in  der  Molekel  größer  ist  als  die  trans- 
latorische Schwerpunktsgeschwindigkeit.  Die  Verfolgung  dieser 
Vorstellung  ist,  wenn  überhaupt  möglich,  jedenfalls  nur  ver- 
folgbar unter  neuen  Annahmen  über  die  Geschwindigkeit  der 
Stoßfortpflanzung  in  der  Molekel  seihet.  Sie  würde  dabin 
führen  die  Waalsscbe  Größe  b,  in  anderer  Weise,  als  es  scbon 
Beingamm  tat,  als  Temperaturfunktion  aufzufassen  und  damit 
die  Möglichkeit  geben,  auch  die  Waalssche  Gleichung  in  ihren 
Folgerungen  anf  den  Spannungskoeffizienteu  dp/ST,  die  io 
keiner  Weise  mit  den  Beobachtungen  sich  decken,  mit  diesen 
in  Einklang  wa  bringen.  Ich  verlasse  hier  die  Waalssche  Za- 
standsgleicbnng,  um  so  mehr  als  ein  zweiter  Weg  wesentlicb 
weiter  führt. 

§  4.  Glausius  hat  die  Vorstellung  ausgesprochen,  daß  im 
Gleichgewichtszustand  zwischen  Flüssigkeit  und  gesättigtem 
Dampf  gleichviel  Molekeln  aus  der  Flüssigkeit  und  koexistenten 
Dampf  ein-  und  austreten,  also  in  der  Oberfläche  ein  fort- 
gesetzter Austausch  der  „fortschreitenden,  schwingenden  und 
drehenden  Bewegung"  eintritt. 

Beschränkt  man  f^ich  entsprechend  der  Grundansohauung 
der  kinetischen  Gastheorie,  daß  für  den  Druck  nur  die  Enei^ 
der  fortschreitenden  Bewegung  in  Betracht  kommt,  allein  auf 
diese  und  dehnt  die  Clauaiusschen  Vorstelhingen  aus  auf 
Jeden  Zustand,  den  die  Substanz  annehmen  kann,  so  wird 
man  auter  Annahme,  daß  für  alle  Zustände  die  mittlere  leben- 
dige Kraft  der  Schwerpunktsbewegung  proportional  B  T  sei. 
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HXif  eine  Zustandsgieichung 

BT     -^ 

geführt,  worin  D  die  Durchbrncbsarbeit  zum  kohäsionsfreien 
idealen  Gaszustand  bedeutet.  Diese  Gleichung  ist  heute  auf 
dem  Gebiet  der  Elektronenemission  bekannt.  Ich  habe  früher^) 
nachgewiesen,  daß,  wenn  man  bei  T  =  konst. 

D    _  a_ 
BT  "  V 

setzt,  und  die  Waalssche  Volumenkorrektion  einführt,  man 
durch 

BT    -f 

eine  Zustandsgieichung  erhält,  die  dieselben  glücklichen  Ejigen- 
schaften  der  Kontinuität  hat,  wie  die  Waalssche,  und  daß 
die  Bedingungen  des  kritischen  Doppelpunktes  auf 

fc=iVfc,    o  =  4fc=2t7fc 
führt. 

Inwieweit  diese  Zustandsgieichungen  die  kritische  Iso- 
therme des  Isopentans  zu  berechnen  gestattet,  zeigt  die  fol- 
gende Tab.  4. 

Die  berechneten  und  die  beobachteten  Werte  des  Druckes 
sind,  abgesehen  von  den  kleinsten  Volumen  ,  faßt  durchgängig 
in  überraschend  guter  Übereinstimmung.  Entsprechend  gibt 
auch  pv/BTjc  fast  überall  die  Beobachtungen  gut  wieder. 
Aber,  wie  auch  in  der  Tabelle  kenntlich  gemacht  ist,  gibt  die 
Berechnung  das  Volumen  v^,  wo  p  v/B  T^  ein  Minimum  hat, 
oder  wo 

dv  V 

ist,  nicht  genau  bei  dem  Volumen  v^  =  2,95 cm',  welches  die 
Beobachtungen  verlangen,  sondern  bei  t?  =  2,80  cm';  eine  zwar 
kleine,  aber  doch  deutlich  erkennbare  Differenz.  Dagegen  zeigt 
die  Tabelle  wiederum  dasjenige  Volumen,  wo  df/dv  sein 
Minimum  hat,  in  Berechnung  und  Beobachtung  gut  überein- 
stimmend bei  t?  =  10  cm'. 


1)  C.  Dieterici,  Ann.  d.  Phys.  S.   S.  61-88.  1901.   Vgl.  auch 
Künen,  Die  Zustandsgieichung.  Braunsohweig  1907. 


Kritisehc  I wth^rnien  des  laopentAna,  berechnet  nach  pj  = e 

JITjt=  12,686 oal;    a  =  2v^  =>8,536crai:    b  =  ^  Uj^  =  2,134om*. 


0,9485 
0,9034 
0.8734 


0,6305 
0,56äl 
0.4631 


0,7949 
0,7902 
0.7542 
0,7011 
0,6407 
0.6719 
0,472 1| 


öp 

cal 

P 

r 

P 

r^v 

om" 

HT» 

r 

ber. 

beob. 

ber.   1  b.ob. 

ber. 

-  3,100 

0.2575 

0,2975  0,567 

-  1,537 

-  2.243 

0,2217 

0.2542  0,450 

-  0.902 

-  1,478 

0,2095 

0,2281  0,303 

-  0,9S5 

-  0.961 

0,2019 

0.2117  0,351 

-  0.371 

-  0,613 

04994 

0,2032  0.323 

-  0.2532 

-  0,408 

0,1997 

0.1994  0,301 

-  0,1875 

-  0.275 

0,20101  ,19900,283 

-0.08S9 

-  0.106 

0,2083|  0,2045  0,258 

-  0.0423 

-  0,035 

0,2182 

0,2143  0,240 

-  0.0186 

-  0,008 

0,2212 

0.2261  0.224 

0.0072 

-  0.003 

0,2413 

0,2385  0.212 

-  0,0016 

-  0.001 

0,25:i( 

0,2510  0,201 

-  0.0000 

-  O.UOO 

0,2707 

0,2678  0,188 

-  0,0092 

-  0.002 

0,3164 

0,3133  0,160 

-  0.0187 

-  0,009 

0,3740 

0,3737,  0,132 

-  0,027r 

-  0,023 

0,4689 

0.475710,093 

-0.0890 

-  0,088 

0,5415(0,5ß27  0.069 

-  Ü.0267 

-  0.026 

0,59641 0,6 108  0,053 

-  0.0223 

-  0.023 

0,6599  0,6763  0,037 

-  Ü.0161 

-  0.017 

0.7301 

0,7443  0,023 

0.661 
0,616 
0.427 
0,368 
0.329 
0,301 
0,281 
0.203 
0,235 
0.222 
0,209 
0,199 
0.1804 
0,169 
0,132 
0,094 
0,070 
0,064 
0,038 
0.024 


Mftn  wird  also  zugeben  mveaen,  d&ß  die  mit  dieser  Zu- 
standsgleichang  ausgeführte  Berechnung  einen  unvergleichlich 
beBseren  Anschluß  an  die  Beohachtungen  gibt  als  die  in  Tab.  8 
nach  der  Waalseeben  Gleichung  angeetellte  und  wird  daraus 
die  Berechtigung  herleiten  müssen,  die  hier  aufgestellte  Form 
der  Zoatandsgleichung  weiter  zu  verfolgen. 

Die  Unzulänglichkeit  auch  dieser  Zustandsgleiohnng  tritt 
aber  hervor,  wenn  mau  den  Spannungskoeffizienten  berück- 
flichtigt.  Denn  durch  die  für  T  =  T^  eingeführte  Hypothese 
für  die  Durohbruchsarbeit  2)  ist 


gesetzt,  eine  Hypothese,  die  der  Waalsschen  Annahme  über 
den  Kohfisiona^ck  nachgelnldet  ist. 
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Es  liegt  nahe,  mit  van  der  Waals  die  Durch bruchsarbeit 
als  eine  rein  mechanische,  von  T  unabhängige  Größe  aufzu- 
fassen, also  allgemein 

D     ^     a 
RT  "  vT 
und  damit 


P^ 


RT    'znF 


V  -h 


e 


vT 


anzunehmen.  Damit  folgt  aber  sofort,  sofern  man  nur  h  ak 
unabhängig  von  T  betrachtet,  gleichgültig  ob  und  welche 
Funktion  h  von  v  ist, 

dp         p    ,  a 


BT         T    '  ^  vT 
und 


1  ^^Url^^rÄ  =  -^ 

p    dv        p\      BT       '  I       r3 


vT 
oder  bei  T  =  c  müßte  die  Größe 

p      dv 

mit  der  Dichte  kontinuierlich  zunehmen.  In  Tab.  1  ist  aber 
diese  Größe  berechnet  und  schon  von  vorn  darauf  hingewiesen, 
daß  zwar  die  thermodynamische  Größe  dXJ/dv  ähnlich  ver- 
läuft, wie  p  selbst,  daß  aber  das  Verhältnis 

p     dv 

ein  ausgeprägtes  Maximum  bei  v  =2,6 cm*  zeigt.  Daher  läßt 
sich  also  nicht  die  Größe 

p    dv 

durch  eine  einfache  mit  i;  kontinuierliche  abnehmende  Funk- 
tion darstellen. 

§  6.  Dm-ch  den  Übergang  auf  den  Spannungskoeffizienten 
und  die  zusammenhängende  Änderung  der  Gesamtenergie  17 
mit  dem  Volumen  ist  aber  auch  sofort  dargetan,  daß  weder 
die  van  der  Waalssche  noch  die  von  mir  auf  Grund  der 
Glausiusschen  Vorstellungen  aufgestellte  Zustandsgieichung 
den  Bedingungen  des  Problems  geniigen  können,  denn  beide 
Zustandsgieichungen  halten  den  Grundsatz  der  kinetischen  Gas- 
theorie fest,  daß  nur  die  lebendige  Kraft  der  Schwerpunkts-, 


90  C.  Düterici. 

beWeguDg  der  Molekeln  für  den  Druck  entscheidend  iat,  venu 
dieee  auch  durch  Berücksichtigtmg  der  ßsmnanfüUQXig  ond 
der  Kohäsion  gegenüber  dem  idealen  Gasdruck  verändert  igt, 
daß  aber  die  innere  Energie  keinen  Anteil  an  dem  kinetischen 
Druck  hat.  Da  aber  die  mit  V  bezeichnete  thermodjnamiache 
Energie  in  kinetischer  Deutung  die  Energie  der  gesamten  Be- 
wegungszustände  umfaJJt,  also  neben  der  Energie  der  fort- 
schreitenden Bewegung  auch  die  der  „drehenden  und  schwin- 
genden" nach  Clausius,  die  in  neuerer  Zeit  als  schwingende 
allein  angesehen  wird,  m  muß  auch  in  den  Ausdruck  für  p, 
also  in  die  /ustandsgleichnng,  ein  Ausdruck  aufgenommen 
werden,  der  einen  Umsatz  dieser  Bewegungen  Rechnung  trfigt. 
Gelingt  es,  durch  einen  solchen  Schritt  die  endgültige  Form  der 
Zustandsgleichung  xn  finden,  so  ist  damit  auch  zugleich  die 
thermodynamische  Energie  U  als  PVinktion  von  T  und  v  dar- 
gestellt, und  damit  ist  gesagt,  daß  der  tiefere  8ijm  des  FroUeme 
der  Znstandsgleichung  darin  liegt,  durch  eine  kinetische  Vor- 
stellung die  Energiefunktion  in  ihrer  Abhängigkeit  von  T  nnd 
t>  darzustellen. 

Daß  die  inneren  Bewegungen  sich  in  äußere  Arbeit  um- 
setzen können,  wissen  wir  aus  den  adiabaten  Vorgängen  idealer 
Gase,  wenn  auch  bisher  die  Ausbildung  der  kinetischen  6u- 
theorie  auf  Arbeits  pro  zease  noch  fehlt  und  sich  daher  die 
Mechanik  des  Umsatzes  innerer  Energie  in  translatoriscbe  nicht 
übersehen  läßt.  Es  liegt  aber  im  Sinne  der  Clausiassolun 
Vorstellungen  die  Annahme  nahe,  daß  die  „befähigten" 
Molekeln,  welche  aus  dem  Innern  an  die  Grenze  zviachen 
Flüssigkeit  und  Dampf  kommen,  mit  genügend  großer  leben- 
diger Kraft,  um  die  Kohäsion  zu  überwinden,  im  dichteren 
Zustand  einen  anderen  Energie  betrag  an  drehenden  nnd 
schwingenden  Bewegungen  haben  als  im  weniger  dichten  und 
daß  sich  die  Bnergiedifferenz  in  kinetischen  Druck  umsetst. 

Ich  habe  versucht,  diese  Vorstellungen  durch  den  Anesti 

p--^*«"*      oder    ln-^  =  ln*-y 

zum  Ausdruck  zu  bringen,  worin  x  und  y  zwei  nach  den  Beob- 
achtungen zu  bestimmende  Funktionen  von  T  und  v  sind. 
Aber  obgleich  man  in  der  kritischen  Isotherme,  die  die  aos- 
gezeichnet'en  Punkte  des  Minimums  von  pv,  den  kritischen 


Doppelpaß  «nd  an.  a»*jm^x  '. 


ist,  rar  Y«riügynp  itt^ 
qootienteii 

und 


in  ifarbfln  g*««^«  VoiKiii  xMci  iit3i  Tinlii  limiipiii 
sind,  wi  €B  nur  aicfa  yiimpMii.  3l  dBü  keiäcsi 
und  f  dea  Gavtt  im»*?  T^^g^ffm^  ä 


tion  ^on  v  imA 

den  Ui 
fehl, 
dafiein 
der 

nur,  inden  iMa  den  bidiCT  in  d»^  Ismt^daAfA 
gehahenen  Gmndsstr.  dai^  mu  die  lebendig 
laUHJKlies  Bevegm^  für  den  I^rerk  iKSiiHHKBd  w^ 
em^ekcrt,  daS  «htL  «w  Uiwatx  t««  innenr  Rpffgip  in  Arhiiti- 
eoeigie,  aneb  bd  m0ikeauem  Vorgpyn.  anptawBMen  wird. 

f  C.    For  die  V€tlolgiiiig  dies»  Gc^lan]«»  iel  die  IVage 
von  wesMtf  lie-faer  Bedevtizng.  va»  ma^r  der  innniHi  Viffdanp- 


in  kinetiseher  Dentting  zu  Tersteben  ist.  &.  W.  Voigt  hat 
jEnflOt  die  Dentimg  aotgeaprochen.  daß  dfie  Darehfaruehs* 
arbM  D,  wekhe  in  der  (Heithnng 

AT     -  — 


r-6 


auftritt,  gleich  der  inneren  Yerdam[tfungsW&TDie  g  sein  mussf, 
so  daß  auf  die  Sättigungszustände  angewendet 

,7J  =  p]-|Ärin^3| 

folgt,  wobei  wiederum  die  Waalesche  Baumkorrektion  als 
konstant  angenomnieD  ist.  leb  habe  dann  durch  empirische 
Berechnung  nachgewiesen*) ,  daß  man  die  Baumkorrektion  ent- 
behren und 

F, 

setzen  kann,  worin  c  ein  Faktor  ist,  der  für  alle  Substanzen, 
die  8.  Yonng  als  normale  bezeichnet,  einen  nahezu  gleichen 
Wert  hat,  der  durch  die  kritischen  Paten  durch 

■>-.5k(^.(M-''.)'"-^-(w). 

bestimmt  ist  und  weil  alle  „normalen"  Substanzen  nach 
Young  den  fast  gleichen  Wert  für  das  Verhältnis  des  idealen 
zur  tatsächlichen  Volumen  im  kritischen  Punkt 

^^  =  3,75 
Pkfi 

zeigen,  findet  sich  auch  der  Faktor  c  nahezu  konstant  für 

alle  solche  Stoffe. 

Es  ist  mir  aber  nicht  gelungen,  die  innere  \'erdanipfungs- 
wärme  so  in  zwei  Teile  zu  zerlegen,  daß  der  eine  die  Kohäsipns- 
arbeit,  der  andere  die  Änderung  der  totalen  Bewegungsenergie 
der  Molekeln  darstellt. 

Bei  diesen  vielfältigen  Berechnungen  bin  ich  aber  auf  eine 
Beziehung  gestoßen,  die  allgemeine  Bedeutung  hat  und  des- 
halb der  Mitteilung  wert  erscheint. 

Bildet  man  die  Differenz  der  Arbeit,  welche  eine  Substanz 
im  idealen  Gaszustand  zwischen  den  beiden  SättigiingsToIumen 
leisten  könnte: 

Au-  ^yin^^ 
und  der  tatsächlichen  äußeren  Arbeit: 

so  ergibt  sich,  daß  diese  Differenz,  die  im  pv-Blatt  eine  leicht 
Terstfindlicbe  Bedeutung  hat,  dargestellt  werden  kann  durch 

1)  C.  Djeterjci,  Ann.  d.  Phys.  25.  8.568-585.  IflOS  u.  Ann. 
d.  Ph7i.  86.  8.  220-S42.   ]9]]. 
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worin  Si  und  s^  die  Sattigungsdichten  bezeichnet  und  a  eine 
Konstante  ist,  die  wiedenun  durch  den  Faktor  c  der  inneren 
Verdampfungswärme  bestimmt  ist,  durch 

a  =  c  R  TjtV]^. 

In  den  folgenden  Tab.  5  und  6  ist  für  Isopentan  und 
Kohlensäure  die  Berechnung  mit  Hilfe  der  Sättigungsdaten 
ausgeführt. 

Verfolgt  man  in  Tab.  5  den  Gang  der  „idealen**  Sättigungs- 
arbeit 


J 


id 


für  Isopentan  und  den  der  tatsächlichen  A^  =  p,  (v,  —  ©i),  so 
sieht  man,  daß  die  erstere  kontinuierlich  mit  abnehmenden  T 
wächst,  die  zweite  aber  ein  deutlich  ausgeprägtes  Maximum 
hat.     Trotzdem  ist  die  Differenz  mit  überraschender  Schärfe 


Tabelle  6. 

Isopentan;  M  =  72,10. 
T^  =  460,8  «C;    i?  =  0,02763  ca)/«C;    Ä  T^  =  12,686  cal ;  Vj, 

^^  =  3,73ö;  a  =  93,79  cal/cm». 


4,268  cm*; 


T 

p«  cal/cm' 

9% 

Vi 

A. 

A,, 

Äu—At 

(«i-«i) 

460,8 

0,7966 

4,268 

4,268 

0 

0 

0 

0 

468 

0,7637 

6,366 

3,183 

2,423 

8,72 

6,30 

6,27 

463 

0,7086 

7,96 

2,868 

3,608 

12,76 

9,16 

9,09 

443 

0,6078 

10,71 

2,666 

4,966 

17,48 

12,62 

12,44 

433 

0,5184 

13,72 

2,378 

6,879 

20,89 

16,01 

14,92 

423 

0,4394 

17,14 

2,260 

6,642 

23,64 

17,10 

17,03 

413 

0,3699 

21,16 

2,163 

7,027 

26,98 

18,96 

18,87 

403 

0,3090 

26,10 

2,072 

7,426 

28,11 

20,68 

20,63 

993 

0^559 

32,20^ 

2,0037 

7,727 

30,04 

22,31 

22,28 

383 

0,2100 

39,80 

1,9466 

7,949 

31,82 

23,87 

23,86 

373 

0,1704 

49,6 

1,8940 

8,112 

33,61 

26,40 

25,38 

363 

0,1367 

61,7 

1,8476 

8,181 

36,06 

26,88 

26,86 

363 

0,1082 

77,7 

1,8056 

8,212 

36,66 

28,36 

28,31 

343 

0,08444 

98,7 

1,7679 

8,186 

37,98 

29,80 

29,71 

333 

0,06479 

127,6 

1,7329 

8,166 

39,41 

31,26 

31,09 

323 

0,04877 

67,9 

1,7006 

8,106 

40,84 

32,74 

32,60 

313 

0,0360 

24,4 

1,6700 

8,018 

42,24 

34,22 

33,89 

303 

0,02696 

306.2 

1,6413 

7,906 

43,61 

36,70 

36,26 

293 

0,01821 

426,6 

1,6141 

7,747 

44,18 

36,43 

36,66 

283 

0,01243 

606,0 

1,6886 

7,614 

46,31 

38,80 

38,01 
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Tabelle  6. 

Koblengäurei  CO,')  Jf  =  44. 

=  0,04518  <ä1/«C;  »»  =  2,166 ch 

a  =  51,08  cal/cm». 


T 

p.cftl/cm' 

u,  cm' 

r..m^ 

A. 

Ad 

A,,-Ä. 

3U,3ß 

1,7636 

2,155  1  2,155 

0 

0 

0 

0 

304 

1,7103 

2.994     1.672 

2,261 

7,976 

5.718 

5,663 

298 

1.6313 

4,167    1,422 

4.203 

14,473 

10.473 

10.218 

293 

1,3619 

5,262    1,308 

5.385 

18,425 

13,040 

12.946 

2B8 

I,209ö 

6,329  j  1,228 

6,170 

21.336 

15,168 

16.213 

383 

1.0692 

7,518  ;  1.168 

6,789 

23,806 

17,017 

17,011 

273 

0.8329 

10,42   1  1,095 

7,767 

27.790 

20,023 

20,017 

263 

0,6474 

13.70   1  1,042 

8,196 

30.608 

22.412 

22,674 

253 

0,4820 

18,87    1  1.000 

8,613 

33,578 

24.965 

26,04 

248 

0.4140 

23,10 

0.983 

9,157 

35.360 

26,203 

26.21 

gleich  {a  ~  R  T  v^)  («,  —  s^.  einem  Auedruck,  ip  dem  die  auf- 
tretenden Konstanten  allein  durch  die  kritischen  Daten  be- 
stimmt sind. 

Auch  Kohlensäure  zeigt  eine  voUkoDunene  Übereinstinunong 
in  dem  Temperaturbereich,  für  den  Beobachtungen  vorliegen- 

Auch  an  anderen  normalen  Stoffen,  wie  Benzol^  Metbyl- 
formiat  und  anderen,  für  welche  dag  Beo  bacbtungsmaterial  in 
YoangB  umfangreichen  Tabellen  vorliegt,  bestätigt  sich  die 
aufgestellte  Beziehung,  bei  anomalen  Stoffen,  wie  Waseer  und 
Äthylalkohol  zeigen  sich  allerdings  Abweichungen. 

Man  hat  also  in  der  aufgestellten  Beziehung  eine  ähnliche 
aus  den  Beobachtungen  abgelesene  empirische  Tatsache,  Wie 
die  für  die  innere  Verdampfungswärnie  p  =c  BT In-^  schon 
früher  ermittelte. 

Alle  meine  Versuche,  diese  BeobachtungstatBachenim  Sinne 
eines  Umsatzes  von  innerer  Energie  in  Arbeitsenergie  in  die 
kinetiscbe  Qastheorie  einzuführen  und  sie  damit  für  die  not- 
wendige Erweiterung  der  Znstandsgleichung  fruchtbar  m 
machen,  haben  aber  nicht  zn  einem  Itesultat  geführt,  welches 
ich  der  Mitteilung  für  wert  erachte. 

Kiel,  Oktober  1919. 


1)  Sättignngadaten  naoh  Landolt-Bfirnsteiuschen  Tabellen. 
(EiDgagaagm  88.  November  1919.) 


«^ 


So 

z>0(lÄft), 

t) 
Weyl 
fidb  ms  Ai^  e^CiAe 
koBplemi  Daptidmtegrato«  ^ 
fiidieo  Lutegnln  aDi  Besseli 
Ob  der  Weyladie  Weg 
lieh  bequemer  ist  sls  der  meioi^,  Ut  mA  obiektiT  kiam 
beurteilen  und  hingt  tob  der  Denkgewöhmug  mb;  daB  er  eitts 
Verschärfiaiig  der  Fdüermbsdiilximg  bedeotet^  ist  adier. 

Dagegen  ^anbe  ich,  ftr  solche  Leoer,  wdcho  sich  onf 
den  Terschlongenen  Pf^len  konnexer  Integratioii,  soBil  den- 
janigen  d^  Weylschen  komplexen  Dq[ipdiBtegnJe,  nidit  mühe* 
los  zurechtfinden  —  und  das  dürfte  bei  den  Interessenten  der 
drahtlosen  Telegraphie  die  Mehrxahl  sein  —  feststellen  su 
sollen,  daß  die  Weylsche  Behandlung  im  smeUkk€r  Bi$meki 
und  für  praküscke  Zwecke  nichts  Neues  bietet  Die  Weylsohe 
Sdilußformel  (23)  fär  r  «  0  ist  mit  meinen  Formeln  (47)  und 
(56)  bis  auf  die  abgeänderten  Bezeichnungen  TOUig  identisch. 
Ebenso  stimmen  seine  Reihenentwicklungen  Ton  &  488  mit 
meinen  Reihen  (54)  und  (42)  nach  auf-  und  absteigenden  Po« 
tenzen  der  numerischen  Entfernung  genau  überein.  Unter 
diesen  umständen  ist  mir  die  tou  Hm.  Weyl  an  meinen  Resul* 
taten  geübte  Ejritik  nicht  recht  yerständlioh.  Wenn  Hr.  Weyl 
als  Raumwellen  nur  solche  Wellen  definiert,  deren  Energie 
wie  1/P  abnimmt,  so  ist  seine  Zerlegong  auf  S.  600  Ton  der 
meinigen  natürlich  yerschieden.  Ich  definierte  als  i^^^^^^^^^^^ 
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solche  Wellen,  dereo  Energie  wie  1/r*  und  stärker,  als  ^Ober- 
äächenwellen"  solche,  deren  Energie  wie  1/r  abnimmt  (Zylinder 
statt  Kugel  als  Wellentiäche).  Ich  glaube,  daß  man  dieser 
Definition  ebensoviel  oder  ebensowenig  „sachliche  Berechtigung 
znerkennen"  muß,  wie  der  Weylschen.  Das  interessante  Besnl- 
tat  meiner  Arbeit  war  doch,  daß  die  von  Ulier  und  Zenneck 
frQher  bescbriebenea  elektromagnetischOTi  Wellen  sich  aas  der 
Strahlung  eines  Dipols  heraus  von  selbst  entwickeln  und  sich  hier 
ab  Oberfiächenwellen  erweisen,  weil  die  Energie,  abgesehen  von 
der  exponentiellen  D&jnpfiing,  wie  1/r  abnimmt  Daß  diese  Wellen 
bei  mir  aus  dem  Gesamtvorgang  durch  blofie  E«siduenbildang 
isoliert  werden  konnten  (mein  Pol  A  =  <  ist  identisch  mit  dem 
Weylschen  Pole  y~ta),  war  besonders  be&iedigend.  Aocli 
die  „Nebenwellen"  des  Hrn.  Weyl  kommen  bei  mir  als  nBatun- 
wellen  Q,"  [Gl.  (34)]  vor;  daß  sie  belanglos  sind,  ist  aooh  ans 
meiner  Darstellung  unmittelbar  ersichtlich.  Wenn  Hr.  Wejl 
am  Ende  von  g  2  „keine  Andeutung  für  die  Trennung  des 
Vorganges  in  Raum-  und  OberöächenwelleD"  findet,  so  stäit 
auch  das  nicht  in  Widerspruch  mit  meinen  Resultaten,  da 
Hr.  Weyl  hier  stillschweigend  den  Fall  großer  numerischer 
Entfernung  voraussetzt,  in  welchem  die  Oberflächenwellen  ex- 
ponentiell  abgedämpft  sind  und  in  der  asymptotischen  Dai^ 
Stellung  von  Weyl  naturgemäß  nicht  mehr  vorkommen.  Die 
dann  allein  Übrigbleibenden  Kaumwellen  andererseita  lauteo 
für  die  Nähe  der  Trennungsfläche  bei  W^eyl  und  noir  wieder 
vollkommen  gleich. 

Die  von  mir  als  „numerische  Entfernung"  bezeichnete 
und  in  ihrer  prinzipiellen  Bedeutung  herausgearbeitete  GrSße 
kommt  bei  Hrn.  Weyl  anhangweise  als  rechnerische  Abkürzung 
T-j  —  r  /  [  n'  I  vor.  Daß  aber  in  der  Einführung  dieser  Abkür- 
zung das  ÄltnlichheiUgesetz  der  dralttlonen  Telegrapkie  liegt  und 
daß  die  Verhältnisse  lür  kleine  und  große  numerische  Ent- 
fernung sich  ganz  verBchieden  gestalten,  trotzdem  sie  sich  in 
eine  einheitliche  Formel,  bei  mir  Gl.  (ä5],  bei  Wey]  QL  (23], 
zusammenfassen  lassen,  wird  dem  Leser  der  Weylschen  Ab* 
handlung  kaum  zum  Bewußtsein  kommen. 
(EiDgegaDgen  7.  Januar  1920.) 


Dniek  tod  Mtiigsr  i  Wlnlg  ia  Leipi!;. 
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1.   Ztir  Theorie  der  DafppelgiUer.   I. 
(Ein  elektrostaUsches  I^robletn); 
von  Marie  Anna  Schirmann. 


1.  Froblemstollung. 

Iii  neuester  Zeit  gelangen  für  Verstärkerzwecke  Hoch- 
Vakuumröhren  mit  Doppelgitter  mit  Vorteil  zur  Verwendung. 
Das  elektrische  Verhalten  dieser  Elektronenröhren  steht  in 
engster  Beziehung  zu  einer  hloß  von  den  Elektrodendinien- 
sionen  abhängigen,  in  der  Höhrend.ynamik  meist  y,Durchgriff'* 
genannten  Konstanten.  Diese  gibt  an,  in  welchem  Maße  lei 
gegebener  Spannung  die  Anode  durch  die  (iitter  hindurch,  im 
Vergleich  mit  dem  Steuergitter,  zu  dem  auf  der  Kathode 
mündenden  Kraftflusse  leiträgt.  Sie  ist  für  einige  ganz  ein- 
fache Elektrodenarordnungen  von  J.  Cl.  MaxwelD),  \r. 
Abraham*)  und  M.  v.  Laue*)  berechnet  worden. 

Im  folgenden  soll  der  Durchgiiff  für  eine  gewisse  Anord- 
nung der  Elektroden  in  DoppelgitteiTöhren  (die  sogenamite 
Zylinderanordnung)  berechnet  werden.  Das  Schema  dafür  ist 
in  yig.  1  angegeben:  Als  Kathode  (K)  dient  ein  Di-aht  von  kreis- 
förmigem Querschnitt  (Radius  fc),  als  Anode  (A)  ein  konzen- 
trischer Kreiszylinder  (Radius  b);  zwischen  ihnen  befinden  sich 
zwei  Giüer  (Gy)  und  {G^ ,  jedes  bestehend  aus  n  gleichen 
Drähten  (Radüis  c),  deren  äquidistante  Mittelpunkte  p^  und 
q^  (x  =0,  1  ...  n  —  1)  auf  ebenfalls  konzentrischen  Zylindern 
vom  Radius  a^  und  aj  liegen,  und  zwar  so,  daß  o^  größer 
als  a^  ist. 

2.  Mathematisolie  Formnlierang. 

Das  vorliegende  Problem*  ist  ein  Sonderfall  des  Vier- 
ieiterproblems der  Elektrostatik.  Die  zu  den  lieitem  A,  G^, 
(V,,  K  gehörigen  Potentiale  sind  V^,  V^,  F,.  F^,  die  Ladungen 

1)  J.  CI.  Maxwell,  Trcatise  I.  §  203-206. 

2)  M.  Abraham,  Sitzungsber.  d.  Berliner  Math.  Gen.  1Q19.  S.  13. 

3)  M.  V.  Lflue,  Ann.  d.  Phy».  59.  S.  46Ö.  1919. 
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itö  M.  A.  Sckirmanii. 

(iro  Ijängoneinbeit  «j,  Cj.  e,,  e^.     J^a  die    (jesamtladung  des 

äyst^nis  gleich  Null  i^t : 

(!)  '«,+«2  +".+«<  =0. 

HO  sind  von  deu  vier  Ladungen  nur  drei  voneinander  unab- 

liftngig.    Audfrerseits  sind  von  den  aechs  Spanmuip^n  zwiscben 


den  Leit«m 

nur  drei  unabhängig  vorzugeben.  ^  üiud  üLsu  die  üeziehungen 
zwischen  Ladungen  und  Spannungen  vollständig  charakteri- 
Kiert  durch  die   Gleichungen: 

I  "i  =  ('11  {^'l  -Vi)  +  t-'w (i'i  -f'j)  +  ''11  (i'i  -I'*), 

l  «,  =  C\,  {\\  -K.)  +  C\  i\\  -V^  +  C^  iV,  -V,).        . 
Hie  gestellte  Aufgabe  gehl    dnhin,  von  den  yei-hs  Kapa- 
i:lt(üakofffizienlen  ^j 

'  li'  '  lÄ»  *'i4  j  die  drei  in  der  letzten  Koloime 
f^Mi  (^tt  I  angeschriebenen  als  Funktionen 
C„  J  von  (Ol,  a„  h,  c,  k,  n) 

KU  lie.-^tiiiUDen.    i^^Ut  man 

I)  Aiitli  neeknelteitig»  {elektrastatiecht')  InduktionakotffixünUn  ge- 


Zur  Thfione  der  DoppelgitUr. 
„  ^  c,,      „  „  Cj^ 


BO  kann  nimi  die  h'iziie  der  (ileichungeii  (2)  ßclirpiben': 

(4)   -  -.  -  c«  i«i «,  Ci  -  »;)  +  <(ft  -  ^.)  +  {^,  -  r,)] . 

Hier  bedeuten  —  e^  den  Itetr^  der  Ladui^  der  Kathode, 
Fj  —  F4,  F,  — V(  und  V,  — F,  die  Spannungen  \üii  Anode, 
erstem  und  ^Weitem  Qitter  gegen  die  Kathode.  Die  Zahl  a, 
bzw.  o^  gibt  an,  in  Welchem  Maße  die  Aiiodenspannung  durch 
das  erste  büw.  dann  durch  das  zweite  ffitter  „hindurehgreift". 
Der  Durchgriff  durch  das  Doppe]gitt«r  iat  gleich  dem  l^odukt 
ans  den  Durchgriffen  durch  G,  und  dann  dorch  das  G, 

und  da 


".I 


so  wird 


i;. 


/>. 


Q. 


3.  IjBmüBg, 

Ee  seien  {b'ig.  2)  H.  ß  Pohl rkoordinalen  in  der  X  V-Eliene. 
In  dem  Ursprung  0  und  in  den  Pimkt«n  P{Aj)  und  Q{A^ 
Her  X-Achse   (A^  >  A^  wird   die  y 

X  Y-Ebene  senb-echt  von  elek- 
trisch, mit  den  Liniendicbten  X', 
Xi  und  Xf  geladenen  Linien  darch- 
stocben.  Dann  ist  das  elektrosta- 
tische Potential  im  Aufpunkt  T: 

^=-;2A,  IorSi  -2;1,1orS,' 
-2Jl'loR  R+C, 
mit 


(«) 


(6) 


In  Entfernungen  fi  ^  ^^  von  0  wird  Si|=s  S,'=  fl  und 

also  gehen  die  Niveaulinien  im  Kreise  iiiu  0  iil^r.     Kiner  \-ou 
ihnen   vom   Radius   B^  A^  soll  als    Piirrlischnill   eines   das 
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System  alschlie Inenden  Kreisz.v  linde rs  gedacht  werden,  wekbeE 
innen  die   Ladung    —  (A^  +  A,  -|-  A')   pro   Längeneinheit   trfigt. 
Nnn  werde  durd»  die   Ik'ziehnng: 

(7)  X  '-{-iY  =={x+i  yr 

die    X  Y-Ehene   konform  auf  die   x  i/-Eliene  akgebildet;  sind 
r,  9  PolarkooVdinaten  in  der  letzteren,  so  ergibt   (7): 

(7a)  y«**?^' «  r".  «"'*•, 

mithin 

(71))  «=f«,      G=n&. 

Dem  Ursprung  (JB  =0)  der  X  Y-Eliene  entsjxricht  aoxnit 
der  Ursprung  (r  =0)  der  x  «/-Ehene.  Dem  Rmkt  P  in  Fig.  2 
mit  den  Polarkoordinaten  B  ^  A^,  O^'lnx  {x  ganzzahlig) 
entsprechen  in  Fig.  1  die  n  Gitterpunkte  p^  mit  den  Koordi- 
naten 

r  =  tf ,  ,     19^=         X ,         fx  =-  0, 1 . . . »  —  1) 

dem  Punkte  Q  in  Fig.  2  mit  den  Polar koordinaten  B  =  Ä^, 
ß  ^'Inx  {x  ganzzahlig)  entsprechen  in  Fig^  1  die  n  Gitter- 
punkte q^  mit  den  Koordinaten 

r  =  a^  y     i?"  =         X ,         (x  a«  0, 1 . . . «  —  1) 

falls 

(8)  A,=a,-    ^,  =  ab- 

gesetzt wird. 

Der    Niveaulinie     R  =  B   entspricht    in    der    x  y-Ebene 
wiederum  eine  kreisförmige  Niveaulinie  r  =  6,  wobei 

(Sa)  B=b^ 

ist.     Die  Bedingung  B^A^  läßt  sich  schreiben: 


m  (?)"<!• 


Diese  i^t  z.  B.  mit  genügender  Genauigkeit  erfüllt,  'Wenn 
b  =  7/4  a^,  und  n  =  10  ist ;  dann  ist  der  Fehler  nur  von  der 
Ordnung  10~',  wenn  man  den  Durchschnitt  des  Anoden- 
zylinders,  der  in  Fig.  1  das  Feld  abschließt,  als  Niveaulinie 
des  Potentials  (6)  betrachtet.  Das  Potential  (5)  entspricht 
nämlich  nach  der  Theorie  der  konjugierten  Funktionen  m  der 
xy* Ebene  einem  zweidimensionalen  Felde,  mit  einer.  Punkt- 
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ladung  nX  in  0,  n  Punkt huhingen,  je  mit  der  Ladung  A^,  in  ^^ 
den    n  (Titterpunkten    p^    und    n  Pnnktladungen    Aj    in    den 
n  (iitterpuukten   g^.       S<'in   analvtiHcher   Ausdruck   folgt   aus 
(7  h)  und  (8):  " 

(9)  T'-  -  2A,  lo^r  Nj  -  2^2  log  Ng   -  2n  A'  log  r  +C 

mit 

f  6;  =--  Vor"  —  2ö,"r"C08  7i  iV^  +  r2", 
;9a)  - 

Zwar  tezieht  sich  das  vorliegende  Vierleiterprohlein  nicht 
auf  geladene  linien  durch  0,  p^  imd  q^ ,  sondern  auf  leitende 
Drähte  von  kleinem,  aber  endlichem  kreisförmigen  Querschnitt. 
Doch  ist  bekannt,  daß  in  der  Nähe  der  geladenen  Punkte  0, 
Pm»  9»«  ^^  Niveaulinien  des  el)enen  Potentiale«  in  Kreise  über- 
gehen, so  daß  n)an,  falls  die  Hadien  fc,  c  der  l>ähte  klein  gegen 
deren  Abstände  sind,  die  Begrenzung  ihrer  (^iers<dmitte  als 
Niveaulinien  ansehen  kann.  Das  Pot(»ntial  (9)  führt  dann 
durch  Emf ührung  der  Greuzl  edingungen  zur  angenäherten 
Ijösung  des  gestellten  Problems. 

Für  r"  <  02**  ergibt   (9a)  S\  —  aj»»,  S^  =(i^)  also  wird 
I'  =   -  2n  Aj  log  «1       2n  k^  log  a^  —  'Iv  A'  log  f  -\- C , 

Somit  ist  auf  d(»r  Oberfläche  der  Kathode  K,  wo  r  =  fc.  das 
Potential 

(10)  ]'4  -    -  2ti  ;.,  log  a,       2n  A^  log  a^  -  2n  X'  log  fc  +  C  . 
falls 

(10a)  (^)<1. 

Auch  zeigt  es  sich,  daß  das  Potential  (9)  konstant  ist  auf 
Kreisen  vom  Radius  c  um  die  (iitter punkte  p^  und  q^,  wofern 

(lOb)  7  <  1 . 

Dann  wird  für  die    Punkte^  auf  der   Oberflä<'he   des  ersten 
(iitters  (Gl) 


l)  Die    «^inj?e klammerten    oberen  Indizes    bezeiehnen    den   Ort 
(1.   oder  2.   Gitter),  an   welehem   die   Größen  gelten. 
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und  für  dia  Punkte  auf  der  Üherfiät  lip  des  >!weiten  Gitters  (G,J 

wo  die    Radien\"ektoren  op^  lixw.  oq^  jpiie   Kreise  acfaneiden 
gfirftB  (9a): 


1  - 


(11) 
Dilfhii! 

(11.) 

wobei 


-«,-[i-f 


Ilog  Si"'==  «  (log  II,  -  yj) 
log  S,'"=  »  (log  »I  -  *i) 
log.SV'-nfloil».  -  «.) 
kig,«j'»=ii(lüg<i,  -  )-,). 


(11  b| 


?'a  =  -  V  '°^  ^  ' 

^.--^'»8[>-(:;)1. 

Gleichung  (9)  eigilit  somit  die  Fotentiitle  auf  den  (iitt^rn ; 
and  zwar  das  PotenHal  avf  dem  Giller  0^: 

I',  ~-  'ii,  log  S,'"  -  '^it  log  *V"  -  2»  -i'  log  «1  +  C. 
12)  K,  =-2ii(J,  +  A,+i')logo,+  '2.>,l,  y,+  -2iii,a,  +  C, 

dsB  Potential  auf  dem  Güter  G^: 

F,  =-  2;l,  log  S,'»  -  2;l,  log  .SV-  in  y  log  a,  +  C . 
18)       r,  =  -  2«  (^+  »,+  J')  log  «,+  2n  ;,)■,+  2»  A,  «,+  C . 
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Schließlich    wird    auf    der    Anode   r  =b,   unter    der    Be- 
dingung (8  h),  Si  ==S,  =ft«,  mithin  das  Poitnüal 

(14)  \\  =-  271  (;.i  +  A^  +  A')  log  &  +  C  . 


Auf 
j±  ....  I  1  ^^^ 

(r  V      ~ 

f*  T'      

tTg  ....    r  g  — 

K  , . . .  V  ^  ^= 


Zusammenstellung  der  Potentiale: 

-2n(Ai+A2+A')log6  +C, 

^  2n  (A,  +  A2+  A')  log  ai+  2n  A^  yi+  2n  A^  (3^+  C, 

-  2n  (;.,  +  ;.2+  A')  log  «2+  2fi  A,  y,+  2n  X^  d^+  C, 

—  2 w  Aj  h)g  tti  —  2n  Aj  log  a^  —  2n  A'  log  fe  +  C  • 


Zusamiueastellung  der  Lcuiungen  auf  den  Leitern: 
Auf 

(15)  .4  ....e, --^n(A, +A, +A'), 

(16)  ö'i  .  .  .  .  ^2  =  n  A, , 
(1 1 )  ^»2  •  •  •  •  03  =  ti  A2 . 
(18)  A' «4  =nA'. 

Somit  ergeljen  sich  aus  (10),  (12),  (18),  (14)  folgende  Aus- 
drücke für  die  Spannungen  fleischen  den  Leitern: 


(1») 


V,  -  V,  =  2*,  [log  (A)  +  ö, 
r,-;',  =  2.,iog(A) 


r  —  /'  =  —  ^f»  y 


F  -^  F  = 


2<r, 


logfj)-.^. 


-2*,{y,-*,)    +2*,.!,, 
+  2.,log(f;)     -2.>g(|). 

+  2.,[log(5)+y,-^.] 
-2^[log(j)  +  *.j 


+ 


]U4 
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liidom  man  aus  der  3.,  5.  und  G.  dieser  Gleicbungen  e^ 
und  C3  eliminiert,  erhält  man  eine  Gleielinng  nach  dem  Schema 
der  3.  (ileiehung  von  (2)  mit 


(lOa) 


'♦  .A'(«,,o,,6,c, /.-,«)  ' 


19  b)  6j, 


(10c)  6-    = 


,.  _«<;)i'»«'(":)-M«Jh(::)-H-^''''^(?)l 

.,.,(;;j|,..(^j|,.,(^.).d.„Hi?)j 


.V(o,  ,o,,6,r,*,  m) 


wobei  N  eine  ganz  l;cstiinni)e  lAniklion  von  (Oj.  Oj.  6.  c.  fc.  ») 
ist.  JXirch  (19a,  b.c)  iiml  (Hb)  ist  das  gcslelUe  Problem 
gelöst,  nämlicb  die  zur  L'erecluiung  der  durch  (8)  definierten 
„Durc-hgriffe"  erforderlichen  Kapazitätskoeffiäenteu  des  Vier- 
leiterByßteniK  durch  dessen  geonietrische  l-estimuningsstücke 
avszudrücken. 

Der    Durchgriff    durch    das    erste    bzw.    dann  durch  diis 
zweite   (lilter  ist  demnach : 


(20) 


iL  =  «,  = 


'""'"'<>4ä-M;:)h(i-:)-r.I-^.'»«(T')' 

,o,.(5)-,o.(*)|.o.(5)..|-...o,(^) 


'««(^Jhföir'^'h^' '««(?) 


somit  wird  ih^v  Vnrchjrijf  durch  (loa  Dojypelgitter: 


(21)     D~U,JJ,= 


log  (-;||)  [  j.  -ö,-  log  ( ^i)  ]  -  (,.,  y,  -  Ä,  d.) 


er  ist   also   wie    beim    Einfachgitter    von    k,   dem   Kadii^s   des 
Kathodeudrahtes  unabhängig. 

I)ie  im  vorstehenden  angegebene  Lösung  für  den  IHirch- 
griff  in   Doppelgitterröhren   ist   eine   näherungs weise,  da   ihre 


I 
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Gültigkeit  (unter  Vernachlässigung  der  Hauniladui:gen  und 
des  Potentialabfalls  längs  der  stronidurchflossenen  (llüh- 
kathode)  an  die  Bedingungen  (8b),  (10a)  und  (10b)  des  zwei- 
dimensionalen Problems  geknüpft  ist,  die  aber  unter  den 
j)raktischen   Verhältnissen  meist  erfüllt  sind. 

Ist  auch  noc'h 
so  vereinfachen  sich  die  Ausdrücke  für  die  Durchgriffe  zu: 

nlog(^*)    ' 


(23) 


A  = 


/>,= 


und  somit 


l24) 


JD 


n 


In  allen  jenen  Fällen,  in  denen  die  vorai^sgesetzten  ein- 
schränkenden Bedingungen  zutreffen,  wird  der  in  Formel  (21) 
und  (24)  angegebene  Durchgriff  bzw.  seine  Faktoren,  die  — wie 
die  Theorie  der  Verstärkerröhren  zeigt  —  nicht  nur  ein  Maß  für 
die  Größe  des  inneren  Widerstandes  und  der  Verstärkung 
sind,  sondern  auch  ohne  wesentliche  Beeinträchtigung  der  Ver- 
stärkung für  die  Pferahsetziing  des  Sättigungsstromes  (Mini- 
malbelastimg  des  Glühfadens),  wertvolle  Dienste  leisten. 

9 

m 

4.  Znaammenfa— un  g. 

Die  vorliegende  Arheit  behandelt  einen  Sonderfall  des 
Vierleiter  Problems  der  Elektrostatik,  nämtich  die  folgende 
Zylinderanordnung:  Ein  Draht  von  kreisförmigem  Querschnitt 
♦  (Kathode),  ein  konzentrischer  Kreiszylinder  (Anode),  da- 
zwischen zwei  Gitter  (Hilfselektroden),  jedes  bestehend  ans 
n  gleichen,  äquidistanten  auf  ebenfalls  konzentrischen  Kreis- 
zy lindem  angeordneten  Drähten. 
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Unter  gewiaaen  eiDscbräiikeudeii,  iu  dt^n  praktiscben 
F&Jlen  aber  meist  erfüllten  Kedißgtmgen  wird  jene,  bloö  tdd 
des  Elektrodendimensionen  abhängige,  in  der  Böbrendyiiainik 
„l>archgriff"  genannte  Konstant«  berechnet,  welche  angibt, 
in  welchem  Maße  bei  gegebener  ßpannung  die  Anode  durch 
die  Gitter  hindurch,  im  Vergleich  mit  dem  Stenergitter,  zu 
dem  auf  der  Kathode  mündenden  Kraftflusse  beitragt.. 

Wien,  Phyaikal.  Institut  der  UniverBit&l. 


(Eingc^Aogen  17.  November  191».) 
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2.   Zur  Frage  nach  der  BocUttenz  wahrer 

JPyroelektrizttät; 

van  Karl  F.  TAndman. 

1.  Die  Frage ;  ob  es  überhaupt  eine  wahre,  d.  h.  nur 
durch  Temperatur?eranderung  bedingte  Pyroelektrizit&t  gibt 
oder  ob  die  pyroelektrische  Krregung  sich  volktändig  auf  die 
durch  die  Erwärmung  bzw.  Abkühlung  erzeugte  Deformation 
des  Eristalles  zurückführen  läßt,  ist.  bekanntlich^  verschieden 
beantwortet  worden,  je  nach  den  Werten  der  thermischen  Aus- 
dehnungskoeffizienten des  Turmalins  (des  einzigen  Kristalles, 
in  dem  man  eine  wahre  pyroelektrische  Wirkung  überhaupt 
hat  nachweisen  zu  können  geglaubt),  welche  man  der  Rechnung 
zugrunde  gelegt  hat.  Eine  von  Kiecke  und  Voigt^)  gemeinsam 
ausgeführte  Untersuchung,  bei  der  die  von  Pfaff^  gefundenen 
Werte  der  Dilatationskoeffizienten  des  Turmalins  benutzt 
wurden,  ergab  einen  so  geringen  Unterschied  zwischen  der. 
piezo-  und  der  pyroelektrischen  Erregung  —  es  betrug  dieser 
Unterschied  etwa  10  Proz.  — ,  daß  diese  Forscher  angesichts 
der  Unsicherheit  der  vielen  verschiedenartigen  Messungen,  auf 
welche  sich  ihre  Berechnung  stützte,  den  Schluß  zogen,  daß 
in  Übereinstimmung  mit  der  von  Röntgen  und  den  Entdeckern 
der  Piezoelektrizität y  F.  und  P.  Curie,  schon  früher  aus- 
gesprochenen Ansicht  eine  wahre  Pyroelektrizität  nicht  existiere. 
In  einer  späteren  Abhandlung  kam  Voigt')  dagegen  zu  einem 
entgegengesetzten  Ergebnis.  Ea  war  ihm  und  Riecke  früher 
entgangen,  daß  der  Pfaffsche  Wert  für  den  Koeffizienten  der 
thermischen  Dilatation  des  Turmalins  senkrecht  zur  Haupt- 
achse von  dem  von  Fizeau  nach  einer  genaueren  Methode 
gefundenen  Werte   stark   abwich.     Auf  Voigts  Veranlassung 

1)  E.  Kiccke  u.  W.  V.oigt,  Wied.  Ann.  im.  S.  523.  1S92. 

2)  £.  Pfaff,  Pogg.  Ann.  104.  S.  171.  1S68. 

3)  W.  Voigt,  Wied.  Ann.  «61  S.  lOSO.  1898. 
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war  jetzt  der  von  ihm  (und  Kiecke)  in  aoderen  Beziehungen 
uutersuchfe  INirmalin  mit  Be^ug  auf  seine  thermische  Ans- 
dehnung  von  Pulfrich  und  Kell  Der  in  Jena  antennoht 
worden  und  zwar  mit  einem  Ergebnis,  das  mit  dem  FtzesaBcheo 
Werte  deB  soeben  erwähnten  Dilatatiooskoeffizienten  besser  aIb 
mit  dem  Pfaffachen  Dbereinstimmte.  '  Mit  Benntzang  der 
PuKrich-Kellnerschen  Werte  der  DilatationskoefGzienten  des 
Turmalins '),  bezogen  auf  eine  mittlere  Temperatni'  von  +22,2'C., 
fand  Voigt  jetzt,  daß  18  oder  rund  20  Proz.')  der  bei  der 
Erwärmung  des  Turmaliua  stattfindenden  pyroelektrischeu'  £>-  - 
regung  als  eine  direkte  Wirkung  der  TemperaturerhShimg  auf- 
zufassen sei  und  somit  übrig  bleibe,  wenn  man  durch  geeignete 
.  Drucke  die  tbermiache  Deforniaüon  aufheben  könnte. 

In  einer  Abhandlung  vom  Jahre  1914,  wo  er  seine  spä- 
teren pyro-  uud  piezoelektrischen  Untersuchungen  zusammen- 
faßt, erörtert  Röntgen^)  auch  die  Frage  nach  der  Ezisteoz 
einer  wahren  Pyroelektrizität  Nach  seinen  ErTabruDgen  ist 
die  Bestimmung  namentlich  der  elektrischen  Konstanten  des 
Turmaltns  noch  mit  mancher  Unsicherheit  verknüpft  .  Zwar 
sind  von  Voigt  wohl  alle  Konstanten  »n  Präparaten  ans  einem 
Kristall  beobtichtet  worden,  aber  ob  deshalb  alle  Präparate  in 
ihren,  namentlich  elektrischen,  Eigenschaften  auch  wirklich 
gleichartig  waren,  das  scheint  nicht  festzustehen  angesichts  der 
VersQche  tod  ihm  (Röntgen)  und  Riecke,  nach  denen  ein  ao- 
gcheinend  homogener  Kristall  an  zwei  Stellen  Terschieden  stark 
pyroelektrisch  erregbar  sein  kann.  Als  Ergebnis  seiner  and 
der  von  ihm  veranlagten  Versuche  teilt  Röntgen  zuletzt 
Zablenwerte  mit,  die  kein  Anzeichen  fUr  die  Existenz  wahrer 
Pyroelektrizität  in  TurmaUn  liefert  (die  lediglich  aus  den  ther- 
mischen    Deformationen  berechnete    pyroelektrische  Erregung 

1)  Aucfa  einige  andere  Konatanten  iltts  KriatnUes  wuen  jetst  ron 
neuem  sorgflUtig  bestimmt  worden.  Die  Abweicliung  von  Jen  Utttren 
Werten  dieser  RonstAnten  war  jedooli  so  gering,  daS  sie  bei  der  Be- 
reefanung  di-s  Moduls  der  wnhron  PjronleiitriiitJit  nur  eine  unter- 
geordnete Rolle  spielt«. 

2)  Durch  Wiederholung  seiner  Rechnung  mit  BcDotsung  der  von 
ihm  angegebenen  Konstanten  habe  ich  als  Resultat  die  Zahl  18,6  be- 
kommcD. 

8)  W.  C.  EJJntgen,  Ann.  d.  Pbys.  ib.  «.  787.  IftH,  -  Wegen  de« 
Krieges  habe  ich  erst  IcQrzlich  Kenntnis  von  dieser  Arbeit  bekommen. 
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y'  ist  bei  der  Temperatur  +  20®  C.  uach  seinen  Versuchen 
4  Proz.  größer  als  die  beobachtete  pyroelektrische  Konstante  y^ 
während  Voigt  für  seinen  Turmalin  bei  +  22,2 **C.  y  um  etwa 
20  Proz.  größer  als  y'  fand).  Obwohl  Röntgen  diesem  Ek"- 
gebnis  keineswegs  volle  Beweiskraft  für  die  Nichtexistenz 
wahrer  Pyroelektrizität  beilegt,  so  iindet  er  doch,  daß  die 
Voigtschen  Versuche  nicht  genügen,  um  das  Vorhandensein 
dieser  Pyroelektrizität  außer  allem  Zweifel  zu  stellen  oder, 
richtiger  ausgedrückt,  um  den  Betrag  der  wahren  Pyroelektri- 
zität)  deren  Existenz  er  jetzt  aus  theoretischen  Gründen  nicht 
als  unwahrscheinlich  hält,  festzustellen. 

3,  Bei  der  Ausrechnung  der  Ergebnisse  der  von  Kellner 
ausgeführten  Messungen  der  thermischen  Ausdehnung  -des 
Hm.  Voigt,  gehörigen  Turmalins  bediente  sich  Pulfrich  des 
von  Keimerdes^)  kurz  vorher  bestimmten  Wertes  des  axialen 
Dilatationskoeffizienten  d^s  als  Vergleichskörper  benutzten 
Quarzringes,  welcher  Wert  indessen,  wie  ich  durch  Versuche 
mit  demselben  Quarzringe  nachgewiesen  habe^),  nicht  unwesent- 
lich (bei  /=-50«C.  um  etwa  0,25- lO"«  Einh.)  zu  klein  ist. 
Die  Pulfrich-Kellnerschen  Werte  der  Ausdehnungskoeffi- 
zienten des  oben  erwähnten  Turmalins  müssen  demnach  auch 
etwas  zu  klein  sein,   welches  auch  meine  Untersuchung  über 

1)  F.  Ueimerdea,  Inaug.-Dissert,  Jena  1896. 

2)  Karll^.  Lindmau,  Acta  Societatis  Scientiarum  Fennicae,  XLTL 
Nr.  5.  1916.  Die  Versuche  wurden  von  mir  schon  im  Winter  1898/99 
im  Pbysilcalischeu  Institut  der  Universität  Jena  mit  wohlwollender  Unter- 
atütsimg  der  Firma  Zeiss  (durch  Vermittlung  von  Dr.  Pulfrich)  ans- 
gelfthrt,  obwohl  die  Bearbeitung  des  Beobacbtungsmaterials  (baupts&ck- 
lieh  wegen  eines  erst  viele  Jahre  später  entdeckten  Terhängi>isvollen 
Rechenfehlers)  leider  so  lange  Zeit  unbeendigt  blieb,  daß  die  Veröffent- 
lichung erst  im  Jahre  1916  stattfinden  konnte.  Meine  Versuche  über 
die  Ausdehnung  des  Quarzes  1  sur  Achse  besogen  sich  auf  Temperaturen 
BWiachen  +9*  und  +  434 <^  C.  und  zwar  stimmen  die  von  mir  erhaltenen 
Werte  mit  den  von  Scheel  (Ann.  d.  Phys.  9.  S.  837.  1902)  für  Tempera- 
turen swisehen  +15^  und  +  100®  C.  gefundenen  sehr  gut  überein.  Die 
Difkiepani  zwischen  meinen  und  Reimerde s'  Beobachtungen  dürfte 
darauf  surückgeHihrt  werden  können,  daß  die  von  ihm  gemessenen  Tem- 
peraturen im  ^Igemeinen  ein  wenig  höher  als  die  des  Quarzprftparates 
waren.  —  Außer  der  Ausdehnung  |  zur  Achse  untersuchte  ich  auch  die 
Ausdehnung  eines  Quarzwürfels  X  zur  Achse  im  Temperatnrintervaü 
-♦•  10»  bis  +•  884«C. 
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die  thermische  Ausdehnung  desselben  Turmalinkristalle8,  die 
Hr.  Voigt  durch  Um.  Pulfrich  gütigst  zu  meiner  Verfügung 
gestellt  hatte,  direkt  bestätigte.^)  Hierzu  kommt  noch,  daB  die 
Temperatur  von  22,2^  C,  auf  welche  sich  Voigts  Untersuchung 
über  die  pyro-  und  piezoelektrischen  Eigenschaften  des  Tur- 
malins  bezieht,  nicht  unwesentlich  außerhalb  des  Temperatur- 
interfalles fällt,  fär  welches  die  Pulfrich-Eellnerschen 
Dilatationsformeln  aufgestellt  worden  sind  (für  er,  41,0 — 62,5^ 
und  füi-  «3  83,5—50,5«  C). 

Für  Temperaturen  zwischen  etwa  +9®  und  +  820*  C. 
lassen  sich  die  Koeffizienten  a^  und  a^  der  thermischen  Aus- 
dehnung des  Turmalins  j.  und  {|  zur  kristallographischen 
Hauptachse  nach  meinen  Versuchen  durch  die  folgenden 
Formeln  darstellen: 

JL   zur  Achse:  a,  =  (3,583  +  0,00898/).  lO"«, 
i;     „       „         «3  =  (8,624 +  0,011 25/).  10-« 

Für  /  =+  22,2«  C.  hat  man  demnach 

«i  =  3,782.10-«         und         «,  =  8,874.10-«, 

während  die  entsprechenden  durch  Extrapolation  erhaltenen 
Pulfrich-K^ellnerschen  Werte  waren: 

0^1  =  3,36. 10-« •         und  «g  »  8,29- lO"«. 

Zum  Vergleich  mag  hier  erwähnt  werden,  daß  man  nach 
Fizeau^  für  dieselbe  Temperatur  hat: 

«^  =  3,481.10"«         und         a^  «  8,480.10-«, 

welche  Werte  auch  etwas  größer  als  die  zuletzt  erwähnten 
sind.  Die  entsprechenden  Pf  äff  sehen  Werte  (a.  a.  O.)»  die  Ar 
eine  mittlere  Temperatur  von  +  50  ^  C.  gefunden  wurden,  sind 
dagegen: 

a^  »  7,732.10"«         und         a^  «  9,369.10"«. 


1)  Karl  F.  Lindman,  Acta  SocietatU  Scieutiarum  Fennicae, 
XLVL  Nr.  6.  1016.  Die  Versuche,  auf  welche  diese  Abbandlong  sidi 
stUtit,  wurden  im  Zusammenhang  mit  meinem  soeben  erwähnten  Ver- 
suche über  die  Aasdehnung  des  Quarzes  im  Winter  1898/99  in  Jena 
ansgefOhrt. 

2)  H.  Fizeau,  i'Aiinaaire  du  Biireiku  des  Longitudcs  1877,  zitiert 
nach  Jamin,  C^ors  de  pbysique  2.  S.  60.  1878. 
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Für  den  von  Röntgen  (a.  a.  0.)  untersachten  Turmalin 
hatte  sich  ergeben  für  ^  »  2ü  ^  C. : 

«j  -  3,61 .  10~«  und         «3  -  8,72 .  IG"*». 

Aus  meinen  Formeln  ergibt  sich  fiir  ^  »  20^  C: 

«j  «  3,708.10-«         und         a^  «  8,849- 10""«. 

Die  Übereinstimmung  zwischen  den  zuletzt  angefbhrten 
Werten  ist  sogar  sehr  gut,  wenn  man  bedenkt,  daß  sie  an 
verschiedenen  Kristallen  beobachtet  worden  sind  und  daß 
Köntgen  die  Dilatationskonstanten  seines  Kristalles  als  „mit 
kleiner  Unsicherheit  behaftet''  bezeichnet,  während  die  nach 
meinen  Formeln  berechneten  um  0,1  •10'"«  unsicher  sein 
dürften. 

ä.  Die  Frage  nach  der  Ezistenz  wahrer  Pyroelektrizität 
spitzt  sich  nach  Voigts  Theorie  zu  auf  die  Untersuchung  dee 
Wertes  der  mit  dem  Modul  der  wahren  Pyroelektrizität  pro- 
portionalen G(r5ße  ^  definiert  durch 

Es  bezeichnen  hier  die  Größen  «/^^(^  =  1)2, 3;  A  ■>  1,2,3) 
Elastizitätsmodulen,  S^^  und  d,,  zwei  piezoelektrische  Modulen, 
a^  und  a^  die  Koeffizienten  der  thermischen  Dilatation  JL 
und  li  zur  Hauptachse,  ju  eine  mit  ö^^  und  v  eine  mit  dem 
Modul  der  totalen  pyroelektrischen  Wirkung  proportionale 
Größe.  Je  nachdem  l  von  Null  verschieden  oder  gleich  Null 
ist,  ist  wahre  Pyroelektrizität  vorhanden  oder  nicht.  Im  ersteren 
Falle  ergibt  dann  Xfv  den  Bruchteil  der  ganzen  pyroelektrischen 
Erregung,  der  als  wahre  Pyroelektrizität  zu  bezeichnen  ist 

Die  Zahlenwerte  der  im  Ausdrucke  für  X  vorkonunenden 
Größen  —  mit  Ausnahme  von  a^  und  a,  —  welche  Voigt 
in  seiner  letzteren  Untersuchung  benutzte,  sind  die  folgenden 
(zum  Teil  in  willkürlichen  Einheiten  aasgedrückt  und  auf  eine 
mittlere  Temperatur  von  +  22,2®  C.  bezogen): 

V  =  645;         PL  =  30,2;         d„ /*„  -  0,129; 

5,1  -3,91.10-^        .v,j  --  1,01. 10-^        *„p.-0,16.10- 

*33  =  6,12.10-^ 
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Mit  Benutzung  dieser  Konstanten  und  die  oben  erw&hnten 
von  mir  erhaltenen  Werte  von  a^  und  a^  ergibt  sich 

A  =  645  -  568  =  77     und     -  =   ~.  «  0,119. 

r  645 

Der  Teil  der  totalen  Pyroelektrizität  des ,  betreffenden 
Turmalins,  der  als  eine  wahre  Pyi'oelektrizität  aufgefaßt  werden 
könnte,  hat  sich  hierdurch  von  dem  von  Voigt  angegebenen 
Werte  18  (eigentlich  18,6  oder  rund  20)  zu  nur  11,9  Proz. 
reduziert.  Der  durch  zufällige  Versuchsfehler  bedingte  mittlere 
Fehler  dieser  Prozentzahl  (11,9)  beträgt  allerdings,  wie  eine 
Durchmusterung  der  Genauigkeit  der  verschiedenen  Eonstanten- 
bestimmungen, auf  welche  sich  die  Berechnung  von  /.  stützt, 
ergeben  hat,  nicht  mehr  als  etwa  ±  1,5.  Wenn  man  aber  in 
Betracht  zieht,  daß  die  betreffende  Prozentzahl  nicht  direkt  er- 
halten worden  ist,  sondern  auf  einem  Umweg  durch  Kombination 
vieler  Konstantenbestimmungen,  bei  denen  systematische  Fehler 
nicht  ganz  ausgeschlossen  und  namentlich  die  elektrischen 
Konstanten  nach  Röntgen  nicht  ganz  zuverlässig  sind,  -so 
scheint  jedoch  die  nur  durch  die  Neubestimmung  der  ther- 
mischen Dilatationskonstanten  bewirkte  Reduzierung  dieses  Teils 
von  dem  von  Voigt  angegebenen  Werte  zu  dem  hier  erhaltenen 
die  Zuverlässigkeit  der  Voigtschen  Schlußfolgerung  von  der 
Existenz  wahrer  Pyroelektrizität  so  wesentlich  zu  verringern, 
daß  man  wohl  behaupten  darf,  daß  es  gegenwärtig  keinen  experi- 
mentellen Beweis  für  die  Existenz  wahrer  Pyroelektrizität 
gibt  Unter  solchen  Umständen  scheint  die  oben  erwähnte 
Röntgensche  Untersuchung  die  Nichtexistenz  dieser  Elek- 
trizität recht  genau  bewiesen  zu  haben. 

Abo,  im  Januar  1920. 

(angegangen  14.  Jaauar  1920.) 
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3.  Thermodynamik  der  seUenen  SSuetOnde  im 

nampfraum.^)    (Thermisehe  lanUierung  und 

thermischee  Leuehten.)   I.  TeU; 

van  W.  8chot$ky. 

(Wflrsbarger  Habilitotionsiohrift) 

Binleitang. 

Im  überwiegenden  Teile  ihres  Anwendongsbereiches  er- 
scheint die  Thermodynamik  als  eine  Wissenschaft  von  aus- 
gesprochen demokratischem  Charakter.  Maßgebend  für  das 
Verhalten  eines  thermodynamischen  Systems  ist  der  Durch- 
schnitt; die  spezifische  Wärme,  die  Arbeitsfähigkeit,  die  Baum- 
(»rfüUung  sind  nui*  abhängig  von  den  betreffenden  Durch- 
schnittsbeiträgen außerordentlich  vieler  Mementarbestandteile 
des  Systems.  Das  abweichende  Verhalten  einiger  weniger 
Bestandteile  interessiert  nicht,  weil  es  die  Durchschnittswerte 
nicht  nennenswert  zu  beeinflussen  imstande  ist. 

Eine  andere  Betrachtungsweise  wird  notwendig,  wenn  die 
seltenen  Zustände  mit  neuen  spezifischen  Erscheinungen  ver- 
knüpft sind,  die  df^r  Gesamtheit  der  durchschnittlichen  Zu- 
stände fremd  sind.  Auffallende  Erscheinungen  elektrisclier 
lind  optischer  Natur,  die  mit  gewissen  ausgezeichneten  Zu- 
ständen verknüpft  sind,  lenken  die  Aufmerksamkeit  in  ganz 
anderem  Maße  als  es  etwa  die  Beiträge  zu  der  Gesamtenergie 
tim  würden,  auch  auf  die  seltenen  Zustände  der  Elementar- 
teilchen eines  thermischen  Systems.  Die  Zahl  dieser  seltenen 
Zustände,  die  sonst  mu*  als  Fehlergröße  Bedeutimg  hätte, 
erfährt  durch  das  Spezifische  der  mit  diesen  Zuständen  ver- 
V>undenen  Erscheinungen  unter  Umständen  eine  derartig 
größenordnungsmäßige  Verschiebung  ihrer  Bedeutung,  daß 
eine  ganz  andere  Genauigkeit  in  ihrer  Berechnung  notwendig 
wird  als  fü)-  die  gewöhnlichen  Zwecke   der  Thermodynamik. 

1)  Auf  einige  Resultate  dieser  Arbeit  ist  bereite  bei  einem 
Vortrag  in  der  Deutschen  Phys.  Gesellschaft  am  26.  Juli  1919  bin* 
gewiesen  worden.    (Verh.  d.  D.  Phys.  Ges.  21.  S.  629— M2.  1919.) 

ADBkleii  4«r  Phyilk.    !▼.  Folg«*    ^  ^ 
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Vom  liistoriker  siiul  ähnliche  Dingo  ja  gdäulig:  er  keimt 
(lio  si^^zifische  Wirkung  der  Ausnahmenaturen,  die  aws  der 
Masse  hervorragen  und  trotz  ihrer  geringen  Zahl  doch  für 
gewisse  Züge  im  Ijeben  der  Völker  aiisschlaggehend  sind.     ' 

Ehe  man  jedoch  daian  gehen  kann,  eine  statistische  He- 
handln ngbweise  ausziiarteiten,  die  genügend  viel  Faktoren 
enthält,  um  das  Auftreten  der  seltenen  Erscheinungen  mit 
lerücksichtigen  zu  können,  ist  noch  ein  Einwand  zu  prüfen, 
der  nicht  nur  auf  historischem,  sondern  auch  auf  physika- 
lischem Gebiete  im  Hinblick  auf  diese*  Ausnalnueerscheinnngen 
gemacht  wird.  Das  Fremdartige»,  den  Gtsetzen  der  Masse 
W'iderspreclKMide.  das  in  dem  Auftreten  der  st^ltenen  Erschei- 
nungen liegt,  fordert  offenbar  dazu  herai's.  für  diese  lllrschei- 
nung(jn  di(»  (lültigkeit  dei*  ausgleichenden  Gesetze,  die  die 
Masse  beherrschen,  zu  leugnen;  eine  neue  Ui-sache  (zunächst 
unbekannten  Trsprungs)  wird  für  ihr  Auftreten  verantwortlich 
gemacht. 

Etwas  Derartiges  trifft  mm  auch  auf  die  Beurteilung 
der  Vorgänge  zu,  ilvwu  Behandlung  wir  uns  zum  Ziel  gesetzt 
haben:  der  , »seltenen  Zi:stände  im  Dampfraum**,  worunter 
ich  vor  allem  das  Auftreten  geladener  Bestandteile  (Elektronen, 
Ionen,  geladener  >fol(Odi.le  und  Molekülgruppen)  verstehe,  da- 
neben aber  auch  (im  allgemeinen  Einsteinschen  ^)  Sinne)  die 
Zustände  der  Teilchen,  die  sie  befähigen,  Licht  von  bestimmter 
Frequenz  avszrs(»nden.  Es  ist  das  also  das  (iebiet  der  lonen- 
bildurg  ^ui  glühenden  Sul  stanzen,  die  Frag(»  des  Aufti-etens 
(oder  Nichtauftretens)  ^on  Jjadurgen  leim  Verdampfen  eines 
geladenen  Körpers,  ferner  <in  groPer  Teil  der  Vorgänge  in 
der  Flamnl(^  Ici  der  Vc^rdampi'uiig  von  Salzen  und  «anderen 
Substanzen.  Auch  gewisse  Erscheinungen  im  elektrischen 
Licht  logen  konnnen  dalei  in  bV«ge. 

Das  Problem  ist  also:  Ist  das  Auftreten  von  Ladungen  und 
von  spektralem  Licht  in  dem  genannten  so  außerordentlich 
umfassenden  und  komplizierten  Erscheinungs  komplex  im 
wesentlichen  ars  den  Gesetzen  eines  statistischen  Gleich- 
gewichtszustandes zu  verstehen  oder  nicht  ?  Sind  diese  Er- 
scheinungen im  wesentlichen  thermische  oder  nicht  ? 

Man  erinnert  sich,  daß  dieselbe  Frage  auf  dem  speziellen 

1)A.  Einstein,  Verhandl.  d.  I).  Phys.Ge«.lS.  S.. 31 8 -.323.  l»lö. 
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• 
Gebiet  der  El(;ktroiiononiissiün  aus  (iliihelekt roden  die  Geister 
vor  etwa  6 — 8  Jaliren  besonders  lebhaft  l;e8chäftigt  hat  und 
damals  durch  Versuche  Eichardsons  an  Wolfram  unter 
Zuhilfenahme  der  Langmuirschen  Vakuumtechnik  prinzipiell 
zugunsten  der  thermischen  Auffassung  entschieden  worden  ist.^) 
Hier  handelt  es  sich  nun  um  dieselbe  Fi-agestellung,  jedoch 
auf  einem  weit  giößeren  und  schwerer  zu  übersehenden  Gebiet. 

Wenn  zwischen  thermischeil  und  nichtthermischen  Ur- 
sachen unterschieden  wird,  so  ist  allerdings  zu  bemerken, 
daß  eine  bewußte  und  prinzipielle  l-nterscheidung  dieser  Art 
meines  Wissens  nur  von  einem  Autor  versucht  worden  ist: 
von  K.  Fredenhagen,  der  in  seiner  Habilitationsschrift 
., Spektralanalytische  Studien**^)  für-  das  Gebiet  der  Salz- 
spektren in  Flammen  ausdrücklich  die  Hypothese  einführt, 
daß  die  Serienstrahhnig  als  eine  Art  geordneter  Vorgang  nur 
durch  einen  einseitig  veilaufenden  Prozeß  (chemische  Beaktion) 
hervorgerufen  werden  kann.  Eine  ähnliche  Anschaming  hat 
Fredenhagen  bekanntlich  später  auch  für  die  Entstehung 
von  geladenen   Teilchen,  insbesondere   Elektronen   verfochten. 

Diese  Ansicht  kann  widerlegt  werden,  wenn  man  gewisse, 
ziemüch  allgemein  für  richtig  gehaltene  und  nahehegende 
Voraussetzungen  akzeptiert,  die  sich  auf  die  Art  der  Entstehung 
geladener  und  leuchtfähigei-  Teilchen  beziehen.  Wenn  die 
Trennimg  eines  Teilchens  in  geladene  Unterbestand  teile  und 
die  Lichtaussendmig  ein  Vorgang  ist,  der  nur  von  dem  Zustand 
eines,  oder  einiger  weniger  (zusammenstoßender)  Teilchen  ab- 
hängt, so  ist  es  klar,  daß  der  Unterschied  zwischen  Gleich- 
gewichts-  und  einseitig  verlaufenden  Vorgängen  nur  eine 
graduelle,  nicht  eine  prinzipielle  Änderung  der  Erscheinungen 
bewirken  kann,  da  es  als  eine  sehr  wohl  begründete  Tatsache 
angesehen  wird,  daß  im  Gleichgewicht  genau  so  wie  vor  dem 
Fjrreichen  des  Gleichgewichtszustandes  Reaktionen  im  einen 
und  im  anderen  Sinne  sich  abspielen.  Das  Verschwinden 
eines   mit  einer  Reaktion  verbundenen  Effektes   könnte  also 


1)  Vgl.  zu  allen  Gl üholokt rodenfragen  RichardKon«  Abhandlung 
über  Glühelektroden  in  Marx*  Handb.  d.  Radiologie,  Bd.  4,  und 
meinen  „Bericht  über  thermische  Elektronenemiseion**,  Jahrb.  für 
Radioakt.  u.  Elektr.  U.  S.  147-205.   1915. 

2)  K.  Fredenhagen,  Ann.d.  PhyB.  20.  8.  133-173.  1906. 
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im  GleicligewicIitgüiiBttiiid  nur  duuii  eintreten,  wenn  das  Glejcli- 
gewicht  eine  so  extreme  Yeracbieliung  nach  einer  8eit«  neigt, 
daß  praktisch  keine  Bestandteile  in  der  ursprünglichen  reak- 
tionsfähigen Form  mehr  vorhanden  sind. 

Damit  ist  allerdii^  noch  nicht  die  weitergehende  Voraus- 
»elziu^  bewiesen,  diiB  das  Auftreten  der  „seltenen  Erscbeinnn- 
gen"  (Leitnngs-  und  Kraft  Wirkungen  ^on  Elektrizit&t  im 
J>Hmpfraum,  Auftreten  ßj^ktrulen  lichtes)  mit  der  Hfttitig- 
keit  gewisser  „seltener  Zustände"  konform  geht.  '«Von  den 
i'lektrischen  Btrömiii^ä-  und  Kraftwirkungen  weiß  man  aller- 
dings, daß  sie  mit  der  Zahl  der  geladenen  'TeilcheD  in  der 
Voluineinbeit ,  die  eine  statistisch  erfaßbare  GröBe  ist,  eng 
zusammenhängen  müsse]!,  doch  ist  es  von  vornherein  gajiz 
unsicher,  wie  weit  gerade  l'ei  Strommessimgen,  die  fast  das 
einzige  Mittel  sind,  um  das  Auftreten  geladener  Teilchen  er- 
kennen zu  Isaseu.  die  Versuchs bedingui^en  \'on  den  sta- 
tistischen abweichen.  Und  bei  der  Lichtemigsion  bedarf  es 
erst  reclit  besonderer  Annahmen  (die  in  der  Form,  wie  wir 
Nie  später  zugrunde  legen,  der  neueren  Quantentheorie  ent- 
stammen) .  um  einen  direkten  Zusammenhang  mit  der  Häufig- 
keit gewisser  Zustände  gelten  zu  lassen. 

So  ist  es  denn  nicht  wunderbar,  wenn  liei  einer  anderen 
Gruppe  vTjn  Forschern  die  Frage  nach  dem  statistischen 
Charakter  der  Erscheinungeit  zurücktritt  hinter  der  direkten 
Frtige  na«h  der  Entstehungaart .  nach  den  Elementargesetsen 
der  elektrischen  und  optischen  Vorgänge  auf  unserem  Ge- 
biete. Ein  derartiges  Verfuhren,  liiis  alle  l'^cheiiumgen  aus 
direkten  Amiahnien  ü)>er  ihren  Mechanismus  so  vollst&udig 
als  möglich  zu  erklären  sucht,  geht  natürlich  im  Cirunde  über 
das  der  thermo dynamischen  Be tr acht ui^ weise  hinaus  und 
maß,  wenn  es  vollständig  durcligefülnt  ifit,  unter  anderem 
auch  zu  den  Bedingungen  des  Gleichgewichtszustandes  föhren. 
lim  aus  der  Zahl  der  auf  diesem  Wege  ^'orwärtsdring6uden 
Autoren  mir  einig*'  herauszugreifeu,  nenne  ich  P,  Lenard 
mit  seinen  z'um  Teil  sehr  detaillierten  Annahmen  ülier  die  Ent- 
stehung der  lifldungsträger  in  Flammen*)  sowie  den  Mechanis- 
raup   der  Lichterregimg.     Ferner   die   lieh  tele  ktrisebe   Theorie 


1)  Ober   Elvktroncii  und  HcUllatoitic  in   Fluuimeti.     Sitaungs- 
ber.  d.  HeidHb.  Akademie  1914.  A.  !7.  Abbandl. 
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der    Elektronenemission    von    W.  Wilson^)    und    die    licht- 
elektrißche  Theorie  der  Flammenleitung  von  E.Marx.*) 

Gerade  die  bei  einer  derartigen  Betrachtungsweise  etwas 
in  den  Bintergi-und  gerückte  Fi'age,  ob  es  sich  im  wesentlichen 
um  thermische  Gleichgewichtszustände  handelt  oder  nicht, 
bedeutet  aber  für  die  Prüf  bar  keit  und  Unterscheidbarkeit 
derartiger  spezieller  Hypothesen  auf  unserem  Gebiete  eine 
gewisse  Gefahr.  Der  Gleichgewichtszustand  ist  durch  viel 
weniger  Variable  charakterisiert  als  die  Reaktionen,  die  zu 
diesem  Gleichgewichtszustand  führen,  und  es  ist  eine  bekannte 
Kegel,  die  mit  dem  zweiten  Wärmesatz  zusammenhängt,  daß 
verschiedene  voneinander  unabhängige  Ursachen,  die  einen 
Gleichgewichtszustand  herbeizuführen  vermögen  (z.  B.  Zu- 
sannnenstöße  und  Strahlungsaustausch),  derartig  wirksam  sein 
müssen,  daß  jede  einzelne  von  ihnen  für  sich  dieselbe  Ver- 
teilung der  Energie  auf  die  materiellen  Teilchen  hervorzurufen 
vermag,  die  dem  thermischen  Gleichgewicht  entspricht.  Wenn 
aber  ein  solcher  Satz  gilt,  und  der  beobachtete  Zusta'nd  ist 
dem  Gleichgewichtszustand  mehr  oder  minder  verwandt,  so 
ist  es  klar,  daß  es  sehr  schwer  sein  wird,  aus  dem  Studium 
dieses  Zustandes  zu  entnehmen,  auf  welche  Weise  er  zustande 
gekommen  ist.  Im  allgemeinen  wird  es  jedenfalls  viel  leichter 
sein,  spezielle  Hypothesen  über  die  Einzelvorgänge  mittels 
solcher  Versuche  zu  prüfen,  bei  denen  die  Versuchsbedingung^n 
mit  Absicht  möglichst  das  Gegenteil  eines  thermischen  Gleich- 
gewichts darstellen. 

Unter  diesem  Gesichtspunkt  hat  also  die  Frage,  wie  weit 
sich  die  Erscheinungen  auf  unserem  Gebiet  auf  Gleichgewichts- 
zustände zurückführen  lassen,  für  die  Ökonomie  der  Forschung 
selbst  eine  maßgebende  Bedeutung.  Verfolgen  wir  nun  die 
Entwicklung  derjemgen  Richtung,  die  insbesondere  auf  dem 
Gebiet  der  Dampfionisation  an  einen  wesentlich  oder  rein 
thermischen  Effekt  glaubt,  so  haben  wir  hier  wieder  zwei 
verschiedene  Methoden  zu  unterscheiden.  Die  eine,  deren 
ITauptvertreter  für  das  Gebiet  der  Glühelektroden  0.  W. 
Bichardson  ist,  nimmt  zwar  das  Bestehen  von  thermischen 
Gleichgewichtszuständen   an,   vorknüpft   aber   die    thermische 


1)  Ann.  d.  Phys.  42.  S.  1164.  1913. 

2)  Ann.  d.  Phys.  60.  S.  Ö21-554.  191ii. 
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Betracht iiugsweise  von  vornlierein  mit  speziellen  Aunabmeii 
über  den  Zustand  dei  Eloklrouen  {oder  Ionen)  in  glöfaendeii 
Metallen.  Ebenso  finden  sieb  bei  den  meisten  anderen  Autoren, 
die  über  Glälielektroden,  Flammenleitung,  Lichtbogen' ge- 
arbeitet halx-n,  Gleichgewicht sbetrachtungen,  die  in  Ver- 
bindung mit  epczielU'ii  ^Vuschtiiiimgeii  über  die  EinEelvorg&Dgc 
herangezogen  werden.  Im  gewisaeu  Sinne  gehören  hierher 
auch  gleich  die  weiter  unten  zu  besprechenden  thermodyna- 
mischen  I3et rachtuiigen  von  K.  F.  Herzfeld,  ineofem  sie 
Kpezielle  Annsiluneu  ii)-^<r  die  i^ust&nde  der  Ionen  und  Elek- 
tronen im  ^lütallimiem  (Möglichkeit  eines  disROziierton  und 
eines  nicht  dissoziierten  Zuätandes)  in^^olvieren. 

Eine  rein  thermodyiuiniincho  ]!<<triichtungsweise  tritt,  soviel 
ich  sehe,  zuerst  «uf  l»ei  der  I5chnndiimg  der  Salzdissoziation 
in  Flammen  (Arrheniua*)  1891),  wo  der  Vergleich  mit  der 
Dissoziation  in  wässerigen  Lösungen  nahe  lag.  Eine  An- 
wendung der  Therniodynuuiik  «uf  die  Verdampfung  von 
Elektronen  ans  glühenden  Metallen  gibt  H^  A.  Wilson  mit 
Heiner  liekauhten  rein  t)iermod,YnauuHchen  Ableitung  der 
Richardßonschen  Dampfdnickformel.  Eine  wichtige,  aber 
in  ihren  Anwendungen  auf  die  Dampfionisierung  nicht  aue- 
gewo^t«te  Formel  für  das  lonisierungsgleichge wicht  findet 
Hieb  bei  K,  Herzfeld  (vgl.  weiter  unt^en).  Neuerdings  ist 
der  aus  den  Wilsonschen  Biftrachtiingen  folgenden  Dampf- 
druckformel  von  M.  von  Laue  eine  andere,  ebenfalls  tbermo- 
dynamisch  abgeleitet<',  an  die  Seite  gestellt  worden'),  deren 
Allgemeingiiltigkeit  mid  Übereinstimmung  mit  der  Wilsor:- 
Bchen  Formel  vom  Verfasser  nachgewioBon  wurde.') 

Damit  sind  jedoch  die  rein  thermodynamischen  Unter- 
suchungen über  (He  Entstehung  ^on  Ladungen  an  der  Ober- 
flficbe  glühender  Körper  imd  im  Dampfrauni  einigermaßen 
erschöpft.  Angesichts  der  Wichtigkeit  der  Frage,  welche 
Erscheinungen  auf  diesem  Gt; biete  lioreits  durch  die  all- 
gemeinen Gesetze  des  Gleichgewichtszuslandea  erklärt  werden 
können,    gewiß    eine    orRftnziuigslH>dürftige     Tiiteratur.       Kr- 

1)  Svensks  Vct.  Ak.  Hnixll.  Atli.  1.  S.  ).  1890;  Wii-cl.Äi)n.42. 
S.  18.   1891. 

2)  Jabrb.  f.   Kadioakt.  u.   GloktTonik  18.  S.  206~2M.    1918. 
J)  W.  Schottky.  Phys.  Z<'itsohr.  Sd.  S.  49-51.    1919. 
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j^änzungb bedürftig  iiin  so  mehr,  als  in  neuerer  Zeit  uiuiorc 
sozusagen  aprioristische  Kenntnis  der  thermod}Tiamigcheii 
Konstanten  durch  das  Nernstsche  Theorem  und  die  Aus- 
drücke für  die  Entropie  konstanten  idealer  Grase 'so  vermehrt 
worden  ist,  daß  als  unbekannte  Größen  in  den  Gleichgewichts- 
l)eziehungen  überhaupt  nur  noch  Energiedifferemsen  ver- 
sfhiedener  Zustände  aufzutreten  brauchen.  Und  gerade  was 
das  Gleichgewicht  zwischen  Ionen,  Elektronen  und  neutralen 
Atomen  betrifft,  so  ist  hier  durch  die  experimentellen  Mes- 
sungen der  lonisiorungsspannung  von  J.Frank,  Davis  und 
(toucher  auf  der  eine  Seite*),  durch  [ferechnung  der  loni- 
sierungsspannungen  der  Alkalimetalle  aus  der  ultra\ioletten 
(rr(*nze  der  Hauptserien  auf  der  anderen  Seite  ein  so  wort- 
N'oUes  Material  für  die  völlige  Bestimmung,  von  Gleichgewichts- 
zuständen gegeben,  daß  eine  Prüfung  der  daraus  folgenden 
{^Ziehungen  im  Gebiet  der  Dampf ionisation ,  Planunen- 
leitung,  Lichtbogenvorgänge,  sehr  erwünscht  erscheint. 

In  der  Absicht,  eine  derartige  Prüfung  zu  ermöglichen, 
ist  die  vorliegende  Arlx^it  geschrieben.  Das  Verfahren  ist 
dabei  so,  daß  zunächst  ganz  ohne  Bücksicht  auf  bestimmte 
Erscheinungen  und  Versuche  eine  „ThermodjTmmik  der  seltenen 
Zustände**  aufgestellt  wird,  die  aus  den  bisher  vorhandenen 
Teilresultaten  durch  Hinzuziehung  der  neueren  thermodyna- 
niischen  Erkenntnisse  und,  was  beinahe  noch  wichtiger  ist, 
durch  eine  genaue  und  von  der  bisherigen  etwas  abweichende 
Definition  gewisser  elektrochemischer  und  thermodynamischer 
Itegriffe,  ein  einigermaßi^n  in  sich  geschlossenes  Gebäude  er- 
richtet (I.  und  TL  Teil).  Eine  Spezialisierung  auf  die  wirk- 
lichen Versuchs kKÜngungen  wird  dabei  nur  insoweit  vor- 
genommen als  es  sich  durch  Aufstellung  von  Bedingungen 
wiederum  rein  thermodynamischen  Charakters  ermöglichen 
läßt.  Nachdem  daim  die  Frage  der  gellst bestimmung  des 
elektrostatischen  Potentials  im  Dampfraum  und  der  Potential- 
Kprünge  an  den  Grenzflächen  in  einem  weiteren  Abschnitt 
behandelt  ist,  sollen  erst  zuletzt  die  Bedingungen  *  der  wirk- 
lichen Versuche  (Elektronen-,  lonenatrommessungen»  flammen- 
hatung,  Lichtemission  in  Flammen)  ins  Auge  gefaßt  und  einige 


1)  Literatur  vg^.  bei  J.  Frank  uad   G.  Herts,  Phys.  Zeitsohr. 
20.  S.  1.'{2-U3.  1919. 
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DtiUtuBgen  von  TaUacbcn  auf  ünmd  der  gewonnenen  thermo- 
dynaiDiscben  Resultate  versucht  werden. 


Was  zur  näheren  Einführung  in  die  Gedankengänge  diefie r 
Arbeit  und  inshesondete  des  vorliegenden  I.  Teils  notwendig 
ist,  werde  ich  am  besten  entwickeln  können,  indem  ich  nun- 
niftbr  noch  derjenigen  Hemerkungen  meiner  Vorgänger  ge- 
denke, die  mit  den  hier  zur  Anwendung  kommenden  Voraus- 
Bftzungen  und  Methoden  in  einem  direkten  KuHammenhang 
stehen. 

An  erster  Stelle  ist  da  wohl  eine  von  K.  Hersfeld  be- 
richtete Äußerung  0.  Sterntj,  anscheinend  aus  dem  Jahre 
1918,  zu  erwähnen,  daß  für  das  „Elektronengas"  derselfcn 
Wert  der  idealen  Gaskonstanten  einzuführen  sei  wie  für  ge- 
wohnliche Gase;  als  „Atommasse"  sei  dabei  die  träge  Masse 
dca  Elektrons  einzusetzen.  Damit  war  eine,  wie  man  sehen 
wird,  für  die  Thermionik  des  Dampfraumes  sehr  fruchtbare 
Anregung  gegeben,  die  indessen  von  K.  Herzfeld  zunächst 
auf  das  Dissoziationsgleichgewicht  innerhalb  des  MetaUes') 
und  später  auf  das  Gleichgewicht  Kletall-Salzlösung  angewandt 
wurde*),  Gebiete,  in  denen,  wie  sich  gezeigt  hat,  die  Yoraus- 
betzungen  viel  weniger  eindeutig  und  einfach  sind  als  auf 
dem  reinen  Dampfgebiet.  Für  uns  bemerkenswert  ist  jedoch, 
daß  Herzfeld  in  seiner  ersten  elektrochemischen  Arbeil 
(lierzfeld  1)  die  Dissoziation  eines  Wasserstoffatomes  iui 
Damftfraum  in  ein  Ion  und  ein  Elektron  als  Zwischenvurgang 
l.«nutzt  (in  der  zweiten  Arbeit  wird  dieses  Zwischenglied  um- 
gangen} und  dabei  für  das  lonisierungsgleich  gewicht  eine  Formel 
aufgestellt,  die  sich  bis  auf  kleine  numerische  Abweichungen 
in  den  quant^ntbeoret^hen  Konstanten  vollständig  mit, der 
aug  unseren  Voraussetzungen  folgenden  {§  4)  deckt. 

'  Für  wichtig  in  diesem  Zusammenhange  halte  ich  auch 
eine  im  Jahre  1916  erschienene  Arbeit  Herzfelds  .,Znr 
Htatistik  des   Bohischen  Wasserstoffalommodells"'),  die  au» 

1)  K.  Hcrzfi;lü,  Ehktrouonthuorio  der  MeUllo  und  Nvruat- 
BcbeFormul.Pbys.Zeitaohr.l«.  ä.3fi4-36Z.  1916.  Im  folgenden  zitiert 
als  Herzfeld  I.  Zur  Berechnung  der  olcktroohemisohen  Norautl. 
potentiftle,  Ann.  d.Phy».  M.  S.  133- 160.  19 18  (zitiert als  Heriteld  II>. 

2)  K.  Herzfeld,  Ann.  d.  Pfave.  il.  S.  2«I^284.  1916  {Herz- 
te Id  JU). 
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Zweifeln  an  der  Anwendfcarkeit  der  Tetrode-Siernüchen 
üerechnuDgsweibe  auf  die  Entropie  konstante  nicht  elektrisch 
neutraler  Gase  geloren  ist.  An  dem  einfachsten  Beispiel  des 
i^ohrschen  Wasserstoffatoiön.odells,  wo  man  das  Dissoziations- 
gloicbgewicht  ans  den  (^vantenaDsätzen  und  den  üMichen 
Verteilungsannahmen  ungefähr  Lerechnen  kann,  wird  gezeigt, 
daß  sich  hier  eine  Gleichgewichtskonstante  ergibt,  die  bis 
auf  einen  Zahlenfaktor  mit  dem  Tetrode-Sternsehen  Aus- 
drucke identisch  ist;  ein  Verfahren,  dessen  Verallgemeineruug 
den  eigentlichen  ZusammenhaDg  dieses  Ausdruckes  mit  de« 
Voraussetzurgen  der  Quantentheorie  wohl  weitgehend  kl&ren 
wurde.  Jedenfalls  scheint  mir  durch  diese  Hetraehtungen 
Herzfelds  jeder  Zweifel  an  der  Anwendbarkeit  der  gewöhn- 
lichen Arsdrücke  für  die  Entropie  konstanten  auf  Elektronen - 
und  lonengase  beseitigt.  —  Eine  Berechnung  der  „Grenx- 
ladungslichte'*  unter  dieser  Voraussetzung  und  ein  Vergleich 
mit  den  Messungen  an  Wolfram  findet  sich  zum  ersten 
Male  bei  M.  von  Laue,  „Die  Entropiekonstante  der  Gläh- 
elektronen**.^  P? 

Eine  der  Herzfeldschen  Arbeiten  (1)  ist  ferner  —  neben 
Betrachtungen  von  F.  Haber  und  M.  Born  —  heranzuziehen 
für  die  historische  i^eurteilung  einer  einfachen  energetischen 
Beziehung,  die  für  das  Verhältnis  von  Elektronenemission, 
neutraler  Verdampfung  und  positiver  lonenabgabe  von  Metallen 
\on  größter  Bedeutung  ist,  und,  wie  wir  sehen  werden  (IL  Teil), 
auch  interessante  strukturtheoretische  Schlüsse  gestattet.  Ich 
hatte  im  Jahre  1915  die  (genau  nur  für  den  alsoluten  Null- 
punkt der  Temperatur  geltende)  Gleichung  zwischen  den 
molaren  Verdampf ungs wärmen  l^  der  neutralen  Atome,  l"  der 
Elektronen,  t*"  der  Tonen  aus  #*ineni  Metalle^und  der  lonisienings- 
spannung  aufgestf  llt : 

Da  die  Verdampf ungswännen  für  den  Dampfdruck  in  erster 
Linie  maßgebend  sind,  kann  vermöge  dieser  Benebung  z.  B. 
auf  die  Verdampfung  von  positiven  Ionen  aus  dem  Dampf- 
druck der  Elektronen  und  neutralen  Atome  sowie  der  Xoni- 
sieningsspannung  geschlossen  werden.     Daß  ich  damals  diene 

1)  M.  TOD  Lao^,  Jahrb.  f.  lUdioakt.  u.  Elektronik  1».    H.  WI 
bis  270.   19  IS. 
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Zuyanuuenhäiigu  uichl  weiter  \-prfolgU',  lag  —  iwbeii  iindtüfii 
wichtigeren  Gründen  —  i»n  einer  gana  ähnlichen  Gleicbtn^, 
die  ich  hei  Herzfeid  vorfand:  in  nnscrer  Schreibweise : 

Hier  bedeutet  A  dif  Arbeit  für  die  ]  >isBOzia(it)n  cbie»  Metall- 
atoms  in  ein  Ion  und  ein  lUektrou  im  Innern  des  MetaUü, 
0  ist  der  Fotentialunterftchied  zwiucheii  dem  Dampfrauni 
lind  dem  Innern  des  Metalls,  indem  die  Elektronen  im  Richard - 
Honachen  Sinne  gasförmig  angtmommen  werden,  und  E  ist 
die  molare  Elektrizitätsmenge.  Wie  man  »ieht,  entspringen 
beide  Gleichungen  einer  ähnliclicn  Hetrnehtiingaweise,  uuter- 
Kcbeiden  Hich  aber  dadurch,  daß  die  HerzEeldsche  Gleichung 
von  speziellen  —  wie  wir  jetKt  wissen  unzuläes^n  —  An- 
nahmen über  den  Zustand  des  Metailimicrn  a^isgeht,  während 
die  erste  Gleichung  ganz  allgemein  gilt ;  es  kommt  dabei  gar 
nicht  darauf  an,  ob  die  Elektronen  imd  Ionen  im  Metall  'von- 
einander getrennt  oder  vereinigt,  existieren,  eine  ,,T>iesoeiation" 
im  MetaÜJnnern  spielt  keine  Holle.  lu  allgemeinerer  Be- 
deutung wird  eine  Beziehung  der  liier  betrachteten  Art  neuer- 
dings bei  M.Born*)  und  F.  Haber')  lienutzt;  doch  werden 
hier  statt  der  einfachen  Größen  l^  und  i*  Ausdrücke  ein- 
geführt, die  mit  selbst  wieder  prüfungsbedürftigen  Theorien 
xusammenbängen ;  außerdem  fehlt  die  l)e7Jehung  üu  den 
Dam pfdr HC kf ragen  geladener  IViklien. 

Wenn  man  sich  zu  erkl&ren  versucht,  weshalb  eine  der- 
art^ energetisch  so  nabeliegende  und  für  die  Verdampfung 
von  Ladungen  so  wichtige  Iteziehung  liisher  fitr  die  Thermo- 
dynamik der  Ladungen  im  Pampfraum  noch  nicht  nutzbar 
gemacht  worden  ist,  so  kann  man  den  Grund  dafür  wohl  mir 
in  der  Unsicherheit  erblicken,  die  in  bezug  auf  die  thermo- 
dynatnisohe  Behandlungsweise  geladener  Teilclien  überhaupt 
bestand.  Es  ist  bekannt,  daß  in  einem  Gas,  welches  im  tber- 
misohen  Gleichgewicht  ist,  der  Druck  und  die  Dichte  durchaus 
nicht  an  allen  Stellen  des  Baumes  dieselben  zu  sein  brauclien ; 
befindet  sich  das  Gas  in  einem  Kraftfeld,  so  variiert  Di«bte 
und  Drack  gemftß  dem  liekannten  Boltzmannschen  e-Gesetz. 

1)  M.Born.  Vorhand),  der  D.  Phy«.   Gen.  21.   H.  13-84.    1«19. 

2)  F.  Hftbcr,  Ben.  Ber.  1916.  S.4ft7, 
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Die  Wirkuiigon  solcher  Ki-aftfelder  sind  nun  bei  elektrisch 
geladenen  Teilchen  von  ganz  anderer  Größenordnung  als  bei 
neutralen,  wo  sie  im  allgemeinen  vernachlässigt  werden  können; 
und,  was  die  Verhältnisse  noch  schvrieriger  macht,  das  Kraft- 
feld ist  selbst  von  der  Verteilung  der  Ladungen,  also  von 
Dichte  und  Druck  der  Teilchen  abhängig.^)  Wohl  ist  der 
Unterschied  der  Dichte  im  Dampfraum  durch  Potentialunter- 
schied,  Elementarladung  und  Temperatur  eindeutig  bestimmt, 
aber  wie  hängt  der  AbsolvJtrN^xi  der  Dichte  mit  dem  Absolut- 
wert des  Potentials  zusammen?  Oder  —  da  Absolutwerte 
des  Potentials  keine  Bedeutung  haben  —  auf  welchen  Null- 
punkt ist  das  für  den  absoluten  Druck  ma%ebende  Potential 
zu  beziehen?  Ist  das  em  t^jmperaturunabhängiger  Wert  oder 
läßt  sich  für  diesen  Wert  von  irgendeinem  Standpunkt  aus 
wieder  eine  Temperuturabhängigkeit  feststellen?  Soll  man 
<len  Potentialwert  im  Innern  des  Metalls  als  Jfezugswert 
nehmen?  Ater  welchen  Potentialwert,  da  sich  doch  die 
Rlektronen  wahrscheinlich  im  Laufe  ihrer  Bewegungen  auf 
ganz  verschiedenen  Potentialwerten  befinden  und  diese  Werte 
zudem  sicher  andere  sind  für  die  positiven  Ionen,  andere  für 
die  Elektronen?  Dieser  letzte  Gesichtspunkt  zeigt  zudem, 
daß  selbst  bei  Annahme  eines  idealen  Elektronengases  im 
Metallinnern,  das  sich  auf  konstantem  Potential  befindet, 
die  Austrittsarbeit  nicht,  wie  noch  Herzfeld  anzunehmen 
scheint  (Herzfeld  I,  S.  354),  mit  dem  Potentialsprung  an 
der  Grenze  identifiziert  werden  kann;  jedenfalls  ist  es  dann 
kein  „objektiver  Potentialsprung**,  der  für  alle  Teilchen  gälte, 
sondern  das  Grenz-  und  Kontaktpotential  wäre  für  positive 
und  negative  Teilchen  verschieden  zu  rechnen;  eine  unmögliche 
Definition.  Oder  soll  man  den  für  den  Dampfdruck  bestimmen- 
den Potentialwert  gegen  einen  Kxwert  an  der  Grenze  Metall- 
Vakuum  rechnen?  Auch  das  ist  nicht  möglich,  weil  die  Be- 
riMche,  in  denen  die  Energie  und  die  Bewegung  der  geladenen 
Teilchen  durch  atomistische  „Strukturwirkungen**  bestimmt 
werden,  in  das   (je biet,  das,  Wenigstens  prinzipiell,  durch  die 


1)  Vgl.  dazu  die  Raumladungstheorio  des  thermbohon  Gleich- 
gewichts bei  O.  W.  Richardson,  Phil.  Trans.  A.  201.  8.616.  1913; 
W.  Schottky,  Jahrb.  der  Radioakt.  u.  Blektronik  Ift.  S.  19».  1915 
und  M.  von  Laue,  ebenda  18.  S.  205-  206.  1918. 
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Baumladung  und  die  äuSeren  Felder  beeinflußt  Verden  kauu', 
übergreift,  bo  daß  sich  nirgends  ein  Fixpnnkt  angeben  IftBt.*) 

Es  ist  begreiflich,  wenn  unter  der  Fülle  dieser  nngeklfirten 
tYagen  der  Oedanke  auftaucht,  daß  der  Blektronen-  nnd 
lonendampf druck  über  einem  Metall  überhaupt  nichta  in 
dem  Sinne  thermodynaniisch  Bestimmtes  ist,  wie  etwa  der 
]')ampfdmGk  neutraler  Atome.  Es  hatte  den  Anschein,  ate 
•  ob  man  für  einen  beliebigen  Punkt  des  Anßenraumes  den 
mektronendampf druck  ganz  belieliig  geben  könnte,  da  sich 
ja  dabei  imraei-  das  elektrische  Fotentinl  so  einstellen  kann, 
daß  Gleichgewicht  besteht.  In  einem  gewisaeu  Grade  ist  so 
etwas  sogar  reitÜHiert,  wenn  man  zwei  gleichtemperierte  Metalle, 
die,  sagen  wir,  die  Neigung  haben,  verschiedene  Dampfdrücke 
hervorzurufen,  nahe  aneinander  bringt.  Anderereeite  ist  wieder- 
holt der  Gedanke  ausgesprochen  worden,  daß  es  sich  bei  dem 
l<ilektronendampfdrnck,  ähnlich  wie  dem  Tonendamfrfdruck  in 
wässerigen  Lösungen,  um  eine  GröBe  handle,  die  für  den 
ganzen  Baumbereich  außer  in  uirniittellarfr  Nähe  des  Metalls 
l)(>liebig  als  Konstant«  gegeben  weiden  könne ;  so  bei  P.Kröger"), 
und  in  dem  otwas  anderen  Sinne,  daß  der  Dampfdruck  der 
)>oBitiven  und  negativen  Teilchen  gleich  sein  muß  und  dorrh 
diese  Bedingung  der  Wert  des  Potentialsprunges  an  der  Obe)- 
fläche  festgelegt  ist,  bei  F^.  Haber.')  Es  Bfhien  also,  als  ob  man. 
ehe  man  an  die  endgültige  Theorie  dieser  Erscheinungen  heran- 
treten körniü,  überhaupt  erst  noch  die  Frage  na«h  den  un- 
abbäi^igen  Variablen  des  Problems  zu  lösen  hätte. 

Nicht  wenig  hat  zu  der  Erschwerung  des  EinbÜcks  in 
diese  Zusammenhänge  jedoch  nach  meiner  Ansicht  auch  die 
gewissermaßen  zufällige  Tatsache  beigetragen,  daß  unsere 
gewöhnUchen  thetmjdj'nanuachen  Gleichgewichtsgesetze  ent- 
weder in  Form- von  Differ' ntialgleichungen  angegeben  werden 
(ClandiuB-CIapeyronsche  Gleichung,  Temperatur  und  Di-uok- 
abhäogigkeit  der  Masse nwirkungs konstanten)  oder,  wenn  sie  in 

1)  Ganz  bui  Brite  gclKHtH'n  ist  hier  noch  die  von  M.  von  Laue 
aufgeworfene  Fragr,  ob  den  Elektronon  im  Dampfraum  Aberhanpt 
Gaadgensohaftcn  EUEiuchreibeif  Bind;  diese  Schwierigkeit  läBt  sich, 
wie  ich  geceigt  habe,  durch  Begeh ränkiing  auf  nicht  allzugroBc  Ladungs- 
dichten  nngehcn. 

2)  F.  Krüger,  Phya.  Zeitschr.  12.  S.  360.  1911. 

3)  F.  Hnber,  BerJ.  Ber.  1919.  3.603. 
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integrierter  Form  benutzt  werden,  muht  mehr  nur  Größen 
enthalten,  die  sich  bloß  auf  den  Zustand  bei  der  betreffenden 
Temperatur  beziehen,  eondem  noch  Annahmen  über  die  Teni- 
{•eraturabbängigkeit  verschiedener  thermodynamiBober  Größen 
enthalten.  Hierbei  treten  dann  die  ^lutondsbeziehungen,  die 
zwischen  Verteilung  und  Energieunterschieden  der  Teilchen 
in  verschiedenen  Phasen  herrgehen,  natürlich  stark  in  den 
Hinteigroud.  Das  hat  aber  gerade  für  unser  Problem  groile 
Nachteile ;  soll  man  z.B.  die  Temperatnrabhängigkeit  einer 
inneren  VerdampfungswUrme  definieren,  die  zum  Teil  durch 
Raumladungen  bedingt  ist,  so  steht  man  —  Verzeihung  wegen 
des  rustikalen  Vergleiche  —  wie  der  Ochs  vor  dem  Beige. 

In  dieser  Bedrängnis  bat  uns  nun  das  Oluck,  mit  Be- 
nutzung eines  ganz  merkwürdigen  Seitenweges,  auf  eine  andere 
Art  von  integrierter  Thermodynamik  hingewiesen  durch  das 
Aaftauehen  der  von  Laueschen  DampfdnickformeP),  in  der 
außer-  der  Konzentration  im  Üampfraum  und  angebbaren 
Konstanten  nur  die  freie  Energie  (i  eines  (geladenen  oder  un- 
geladenen)  Bestandteilen  in  bezug  auf  die  feste  Phase  auftritt. 
Nicht  als  ob  es  sich  bei  dieser  ,./j-Tbormodynamik"  um  etwas 
prinzipiell  Neuen  handelte .  Die  Gleichsetzung  der  spezifischen 
freien  Bnergio  eines  IJestandteits  in  verschiedenen  Phasen,  die 
xa  der  /i-Formel  führt,  gehört  neben  der  Gibbs-Plancksoben 
Gleichsetzung  d«r  spezifischen  thermodynamischen  Potentiale 
Bcbon  seit  langem  xa  den  bekanntesten  Hilfsmitteln  der  Phasen- 
lehre. Der  Grund,  weshalb  man  diese  einfachste  und  bei  hin- 
reichend geringen  Daraiifdicbten  ganz  allgemeine  Formel  bisher 
nicht  verwendet  hat,  kann  wohl  nur  in  der  ßchea  gefunden 
.^Verden,  spezifLsche  Energien,  Entropien,  thermodynamiBche 
Potentiale  und  freie'  Energien  eines  Bestandteils  in  bezug 
auf  eine  feste  oder  flüssige  Phase  explicite  in  der  endgültigen 
EV)rDie!  stehen  zu  lassen.  Man  glaubte  hier  auf  direkt  meßbare 
Größen  zurückgreifen  zu  müssen  und  nahm  deshalb  die  Ein- 
führuijg  dfs  guuzon  Temperaturintervalls  von  0  bis  T  in  diu 
Dampfdruckformel  mit  in  Kauf.  Wenn  ich  trotzdem  die  Ver- 
umtung  ausspreche,  daB  die  zukünftige  Thermodynamik  eine 
stärkte  Aiuiäheruii^  an  die  , ,^-Tbermodynamik"  zeigen  wird 
_-  uns  dei  sich  die  GleichgewichtsbeziehungeD  im  homogenen 
Craaraum  auf  die  einfacliste  Weise  ableiten  lassen  — ,  so  hat  ■ 
1)  Vgl.  Ana.  3.  H.  118. 
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das  zwei  (fiiindf.  Einmal  entfällt  mit  r]pr  Verfeinerung  dfj 
Betrachtungsweise,  die  die  Atome  nicht  mehr  als  unver6Dd«r- 
liahe  und  untrennbare  Individuen  ansieht,  sondern  Elektrooen, 
einfach  und  mehrfach  geladene  Ionen  ukw.  mitberüclcBiohtigtr 
die  Möglichkeit,  Verdampfungs-wärmen  und  speidfiBche  Wärmen 
dieser  Bestandteile  in  der  festen  Phase  direkt  zu  roessen,  wi 
daB  in  diesem  Falle  die  Einführung  dieser  Größen  in  die  Dan)i>f- 
druckformel  zum  mindesten  keinen  Vorteil  bedeutet.  Auf 
der  anderen  Seite  steht  gerade  die  B|)eKifiBche  freie  Energie 
mit  allen  Veiteilungsfragen  in  einem  derart  innigen  ZTtsaniinen- 
hang,  daß  man  die  Verteilungaprohteme  zweckmäßig  in  zwei 
Aufgaben  trennt:  einmal,  den  Zusammenhang  zwischen  freier 
Energie  und  Verteilung  zu  suchen  -  eine  Aufgabe,  die  mit 
der  Aufsteilung  einiper  einfaclistei-  und  allgemeinster  Be- 
ziehungen gelöst  ist  -  und  zweitens,  die  spezifische  freie 
Energie  eines  Bestandteils  als  Funktion  von  Temperatur. 
Arbeitskoordinaten  und  Stttffwiengen  zu  bestimmen.  ■  Für 
die  letztere  Aufgabe  müssen  dann  alle  thermischen  Messungen 
verwendet  werden,  die  einem  zugänglich  sind;  als  ebenbürtiges 
und  ergänzendes  Hilfsmittel  kommen  aber  daneben  auch 
statistische  Berechnungen  auf  Orund  strukturtheoretischer 
Modelle  in  Frage.  Als  wichtigste  Beziehung  spielt  hierbei 
noch  das  Zusammenfallen  vmi  freier  Energie  und  Totalenergie 
in  den  Fällen,  wo  irgendein  Fnergieuntersehieil  allen  stati- 
stischen ZuHtitudeu  des  Systems  gemeinsam  ist.  eine  Rolle; 
daneben  ist  alier  ■/.a  bemerken,  daß  der  statistische  Ausdruck 
für  die  freie  Energie,  oder  nneli  unmittelbarer  für  das  in  der 

Dampf diuckforrael  auftretende  Glied  e"^.  die  einfachste 
Funktion  daretellt,  die  wir  auf  diesem  Gebiete  kennen;  En- 
tropie, mittlere  Energie,  thermodynamisches  Potential,  alle 
diese  Größen  sind  kompliziertere  statistische  Bildungen.') 

Um  nun  zu  dem  Elektronen-  und  Ionen<lampf  druck - 
Problem  zurückzukehren;  Gerade  der  in  seiner  Temperatur- 
abbängigkeit  so  schwer  zu  definierende  Teil  der  freien  Energie 
der  geladenen  Teilchen  in  bezug  auf  einen  Punkt  des  Außen- 
raumes, der  von  elektrostatischen  Ladungen  in  der  Grenz- 
schicht und  dem  Dampfraum  abhängt,  gehiirt  zu  den  Größen, 

1)  Vgl.   dtEO    ixpioe    Bemerkungen    Phjs.    Zcitaclir.   20.      S.    SXO 
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die  von  dem  Moirieiitauziibtand  des  ^letalliniieni  unabhängig 
sind  und  sich  infolgedessen  von  dem  statistisch  uu  berechnenden 
Teil  der  freien  Energie  von  vornherein  abtrennen  lassen.  Wie 
diese  Trennung  und  die  genauen  I>»finitionen  durchzuführen 
sind,  wird  im  §  1  des  I.  Teils  auseinandergesetzt  und  durch 
die  dort  eingeführte  „natürliche  freie  Energie**  scheint  mir 
auch  der  Wert  der  Kontakt|:otentiale  zwischen  Metallen  erst 
einwandfrei  definiert  (§  2). 

In  den  letzten  J^etrachtungen  ist  fast  ausschließlich  von 
der  thermischen  ElektrizüätshWAww^  die  Kede  gewesen,  ich 
hin  deshalb  noch  eine  Erklärung  darüber  schuldig,  wie  ich 
dazu  gekommen  bin,  das  „thermische  (spektrale)  Leiichten'' 
in  den  Untertitel  meiner  Arbeit  mit  aufzunehmen,  und  beide 
Erscheinungen:  Auftreten  von  Ladungen,  und  Auftreten  von 
Spektrallinien,  unter  dem  Begriff  der  „seltenen  Zustände**  zu 
vereinigen. 

Nach  der  Hohr-Einsteinschen  Quantentheorie  ist  ein 
gasförmiges  Teilchen,  das  aus  verschiedenen  Bausteinen  (Ionen, 
Elektronen)  besteht,  nur  einer  gewissen  Anzahl  diskreter  Zu- 
stände fähig,  l'nniittt'lliar  an  den  Zustand  größtmöglicher 
Energie  schließt  sieb  d(  r  Znstand  an,  wo  irgendein  Baustein 
fz.  B.  ein  Elektron)  von  dem  Gasteilchen  abgetrennt  wird. 
Ho  erscheint  die  Frage  nach  dem  Aufti'eten  der  höheren* Energie- 
stufen  mit  der  Frage  nach  der  Häufigkeit  der  völligen  Irennung 
aufs  engste  verknüpft.  Werden  aler  die  diskreten  Energie- 
zustände der  Gasteilchen  i^esondeil  in  die  Rechnung  ein- 
geführt, so  ergibt  sich  n ojh  eine  weitere  Vereinfachung:  innere 
fteie  Energien  (genauer:  Unterschiede  der  'nneren  fceien 
Energien  gegenübei  dem  Zustand  beim  absoluten  Nullpunkt) 
treten  nicht  auf,  und  in  allen  auf  das  Gasgleichgewicht  be- 
züglichen Formeln  erscheinen  außer  angebbaren  Konstanten^) 
nur  die  einfachen  und  zum  Teil  theoretisch  oder  exi)erimentell 
direkt  zugünglichen  Energieuntersehiede  der  verschiedenen 
Zustände.  Diese  Betrachtungsweise,  die  auf  A.  Einstein 
zurückgeht,  erscheint  also  im  Interesse  der  Einfachheit  geboten. 
Der  Zusammenhang  mit  der  spektralen  liichtemission  ist  dann 


1)  Eine  gewisse  Unsicherheit  in  der  KonstAntenbestimmung  kann 
»llt-rdinga  vorl&ufig  noch  in  Fällen  vorhanden  sein,  wo  das  »»Gewicht** 
Ton  Quant«nsu ständen  in  die  Rechnung  eingeht.  Vgl.  Anmerkt ngcn 
XU  §   1,  2  und  4. 
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aber,  wiederiDu  nach  Einstein'),  dadurch  gegeben,  daS  die 
Inteneit&t  des  von  einer  dünnen  leuchtenden  Gasscbicht  ans- 
gfeBundten  spektralen  Lichtes  nnr  von  der  Zahl  der  lEeikben 
iibh&ngt,  die  sich  auf  irgendv-elchen  höheren  Energiestufen 
liefinden. 

Wie  man  sieht,  nelnneii  wir  niit  l^ngnindelegung  der  liii-r 
skizzierten  Anschauungen  über  thermische  Ionisation  uud 
tbermisches  Leuchten  zu  der  eingangs  gestellten  Frage  nach 
dem  Charakter  der  spezifischen  Erschpinnngen  elektrischer 
und  optischer  Natur  in  der  Weise  Stellujig.  daß  wir  eine  ein- 
deutige Verknüpfung  dieser  Erscheinungen  mit  statistisch 
geregelten  ,  Zuständen  \-orftuHSetKen  und  somit  eine  thermo- 
dynanÜBch  statistische  Behondiungsweise  dieser  Pli&nomene 
für  erlaubt  und  fruchtbar  halten;  ohne  dabei  natürlich  in 
der  Frage  nach  dem  Gleichgewichts-  oder  Beaktionscharakt«-r 
der  Erscheinungen  in  den  verschiedenen  in  der  Praxis  am 
h&afigsten  vorkommenden  Fällen  einer  sorgfältigen  Rnifung 
ergreifen  zu  wollen.  Mit  dem  Augenblick,  wo  wir  \-on  den 
spezifischen  Erscheinungen,  die  mit  den  seltenen  iluständen 
^'erknüpft  sind,  abgehen  und  die  Frage  der  Häufigkeit  dieser 
Zustände  unter  die  gewöhnlichen  Gesetze  der  Thermodynamik 
stellen,  scheint  dann  allerdings  das  ursprünglich  von  ims  ein- 
geführte Merkmal  der  seltenen  Zustände  ^■(■l■\^ischt;  denn  d»s 
ninz^^e,  was  diese  seltenen  Zustände  noch  von  den  gewöhn- 
lichen luiterscheidet,  ist  der  Absolutwert  der  Enei^^n,  die  ssin- 
louisierung  sowie  zur  Erzeugung  eines  sichtbaren  spektralen 
Lenchtens  notwendig  sind.  Tatsächlich  sind  denn  auch  die 
folgenden  Darlegungen,  wenigstens  in  ihrem  rein  theoretischen 
Teil,  völlig  allgemein  und  schlieSen  die  IXssoitiation  in  nicht  gi>- 
ladene  Dampfteilchen  sowie  das  Auftreten  jeder  Art  i-on  geringer- 
wertigen Quantenzuständen  (wie  \>d  der  Rotation  %"on  Mole- 
külen) ein.*)  Doch  wird  der  Umstand,  daß, die  hier  behandel- 
ten Abweichungen  von  der*  üblichen  Thermodynamik  besonders 
mit  Bucksicht  auf  das  mögliche  Auftreten  ■\"oh  gewöhnlich  ver- 

1)  A.  Eint.  tPin.Verhandl.  d.U.  Pb.VM.  Gt-t.  18.  S.  318-328.  !916. 

2)  Sogftr  dsN  Anttrcten  ebktriHohcr  Potontiftlo  in  diesen  Qloi- 
ehnngen  kann  iiuofem  von  pinem  Allgemeineren  Standpunkte  auf- 
gefaBt  werden,  als  in  derselben  Weise  wie  hier  die  elektrischen  KrKftc 
allgemein  FemkrSfte  beliebiger  Art  in  dieser  Form  in  den  Olelofa- 
go Wichte beiiebongen  berUckBichtlgt  werden  TnilDten. 
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na<-blässigieii  Ziständen  der  Materie  eingeführt  sind,  wenn  auch 
nur  noch  von  einem  konventionellen  Standpunkte  aus,  die  Be- 
zeichnung „Thermodynamik  der  seltenen  Zustände"  rec^htfertigen . 


I.Teil.  Die  freie  EnenH^  4m  festen  «ad  daM^ffVrailge«  ZvilMides. 
§  1.    Die  freie  Ener^e  der  festen  Phase. 

Wir     betrachten    ein    echtes    thermisches     Gleichgeiwicht 
zwischen    einem    festen    oder    flüssigen    Körper    und    seinen 
Verdampfungsprodukten.       Ein    solches    echtes     thermisches 
(Gleichgewicht    ist   dadurch   definiert,  daß   bei  gegebener   (le- 
samtenergie  di(^   Entropie  des    Gesamtsystems  ein  Maximum 
besitzt  oder  bei  gegebenen  Varia beln  (Arbeifskoordinaten  und 
Tom|)eratur)  die  freie  Energie  si^h  auf  ihren  kleinsten  Wert 
eingestellt  hat.    Wii*  l)emerken  gleich,  daß  bei  festen  Körpern 
and^eWöhnli'hen  Temperaturen  derartige  echte  Gleichgewichte 
in  Wirklichkeit  höchst  selten  sind;  so  wird  sich  z.  J>.  bei  einem 
zusammengesetzten   festen    Körper,   dessen    verschiedene    He- 
standteile  verschieden  flüchtig  sind,  sehr  bald  eine  Oberflächen- 
schicht von  anderer  Zusammensetzung  bilden  als  sie  das  Innere 
des  festen  Kör|)ers  tesitzt  und  es  wird  wegen  der  Unmöglich- 
keit  oder   äußersten   Langsamkeit    der    Umsetzung  im   festen 
Körper  eine  gegen  die   Beoba<htungsdauer  üteraus  lange  Zeit 
brauchen,  ehe  si(*h  eiti  neues   Gleichgewicht  im  Inneren  des 
festen  Körpers  liergestellt  hat.     Güastiger  scheinen  die  Ver- 
hältnisse bei  reinen  Metallen  zu  liegen,  wo  die  Elektronen  in- 
folge ihrer  seH>8t  beim  absoluten  Nullpunkt  noch  vorhandenen 
großen  Beweglichkeit  anscheinend  imstande  sind,  jede  Störung 
des  Gleichgewichtes  von  der  Oberfläche  nach  dem  Inneren  zu 
auszugleichen.     Bei  flüssigen  Körpern  wird  man  wohl  in  den 
meisten  Fällen  mit  einer  raschen  Einstellung  des  echten  Gleich- 
gewichtszustandes rechnen   können.     Desgleichen  werden  ge- 
nügend hohe  Temperaturen  dig  raschere  Einstellimg  des  Gleich- 
gewichtes her l)eizu führen  vermögen,  vielleicht  auch  ohne  daß 
bei  festen  Körpern  direkt  ein  Übergang  in  den  flüssigen  Zu- 
stand stattgefunden  hat. 

Die  Frage  nach  der  Realisierung  des  echten  Gleichgewichts- 
zustandes in  den  verschiedenen  Spezialfällen  lassen  wir  aber 
im  folgenden  zunächst  gänzlich  außer  acht;  wir  nehmen  an, 
durch  genügend  langes  Warten  oder  irgendwelche  katalytischen 
Knnstmittel   hätten   wir   es   erreicht,   daß   der  echte    Gleich- 
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gewicht  BZ  ustäDd  in  dem  [«trachteten  äjsteiu  eirgetreten  «ftte. 
Dünn  haben  wir  im  Dampfraum  über  der  festen  Phase  (unter 
dio  wir  ein  für  alleinal  auch  FlüüBigkeiten  mit  einrechnen 
wollen)  im  allgemeinsfen  Falle  VerdampfuEgsprodnkte  der  xer- 
achiedflnsten  Art  zu  erwarten:  neutrale  Atoae,  Moleküle  öder 
Molekiilgruppen,  einfach  oder  mehrfach  positiv  oder  negativ 
geladene  Atome,  Moleküle  oder  Molekülgruppen,  endiith  freie 
Flluktronen,  Für  die  Dampfdruck-  und  GleicbgewicblBbetrach- 
tungen  üt  es,  wie  wir  sehen  werden,  bis  zu  einem  gewissen 
Punkte  völlig  gleichgültig,  wekher  der  hier  aufgezählten  Arten 
die  betrachteten  TeÜehen  angehören.  Leider  existiert  jedoch 
kein  ailgeirein  gebräuchlicher  Name,  der  alle  diese  Arten  mn 
danipfförujjgen  Peatandfeilen  zvsammenfaf t ;  um  mit  eicer 
einheitlichen  Eezeichnurg  arbeiten  zu  könren,  obre  zu  eirer 
dii-(^kten  Neubildurg  gezwungen  zu  sein,  wollen  wir  im  folgen- 
dt.'ii  alle  im  gaskinetist^hen  Sinne  freibeweglichen  Teilfben  im 
Dainpfraum  als  ,.MoUkeln"  beKeichreo,  wfibrend  unter  Mole- 
kiiien  speziell  mehratomige  uugeiadene  S.i «ferne  verstanden 
sehi  sollen.  In  diesem  Sinne  igt  qIbo  z.  I'.  ein  Elektron,  das 
sich  frei  im  Dampfraum  bewegt  (und  das  bei  genitgend  kleiner 
Dampfdichte  im  Dampfraum  den  GaBgesetzen  gehorcht)  eine 
Molekel;  dagegen  wird  es  mini  bloCen  IJauslein  einer  Molekel. 
wenn  es  ^ich  an  ein  Ion,  Atom  oder  Molekül  angelagert  bat 
und  dadurch  seiner  freien  theruiiachen  Peweglichkeifc  verlustig 
gegangen  ist. 

Unsere  Aufgabe  ist,  die  OleichgewicLlakouKentraliouen 
aller  Molekeln  im  Dampfrauni  zu  ermitteln,  und  wir  bedienen 
uns  hierfüi'  der  ]?edingung,  daß  die  freie  Energie  der  Molekeln 
irgendeiner  betrachteten  Art  innerhalb  der  festen  und  dampf- 
förmigen Phase  die  gleiche  sein  muß.  Um  diese  Pedicgungs- 
gleiehung  aufstellen  zu  können,  haben  wir  nun  zunächst  genau 
anzugehen.  Was  unter  der  freien  Energie  einer  Molekel  inner- 
halb der  festen  Phase  verstanden  Werden  soll.  lüerliei  treten 
zwei  Schwierigkeiten  auf. 

Die  erste  ist  mehr  formaler  Natur  und  für  unser  Problem 
nicht  charakteristisch.  Sie  besteht  darin,  daß  bekanntlich 
bei  einer  rein  thermischen  BetrachttmgsweiEe  die  freie  Energie 
eines  Systems  nur  bis  auf  Glieder  von  der  Form  a  T  -\~  h  be- 
stimmt werden  kann,  deren  Unbekanntheit  jedoch  bei  der  £e- 
trat'htung    ran    CHeichgewichten   wichtige    Konstanten    nnbe- 
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stiiDmt  läßt.  Eii'o  ganz  radikale  t'eseitigung  dieser  öehwierig- 
keit  halten  wir  nur  für  möglich  mit  Eilfe  einer  statistischen 
Petrachtungsweise,  welche  alle  Teile  des  Systems  (feste  bzw. 
flüssige  Phase  und  Dampl)  in  einer  einzigen  Gesamtheit  zu- 
sammenfaßt, die  freie  Energie  dieses  Poprelsystems  aus  der 
Energiefunktion  und  der  Verteilung  im  (Gibbsschen)  Phasen- 
raum bestimmt  und  durch  Variation  innerer  Variabler  die 
wahrscheinlichste  Verteilung  feststellt.  Ein  derartig  syste- 
matisches N'orgehen  ist  jedoch  zurzeit  nicht  möglich,  und  es 
sollen  daher  ai^s  der  Statistik  nur  zwei  wohl  nicht  zu  be- 
zweifelnde Resultate  überrommen  werden:  ersters  die  Voraus- 
setzung, daß  die  freie  Energie  der  einzelnen  Phasen  bei  ge- 
gebener Temperatur  und  gegebenen  Lagenkoordinaten  (am  ein- 
fachsten dem  Volumen)  vollständig  bestimmt  ist  durch  gewisse 
Afittelwerte,  welche  nur  von  der  Energiefunktion  des  Teil- 
systems abhängen  (Phaseniniegral);  die  Energie  jedes  Ejbzel- 
zustandes  muß  dabei  auf  denselben  Nullzustand,  der  einem  be- 
stimmten Punkt  oder  Gebiet  im  Gibbsschen  Phasenraum  ent- 
spricht, bezogen  werden.  T'nd  zweitens  wird  vorausgesetzt, 
daß,  wenn  für  ein  System  von  Teilchen,  das  man  in  verschie- 
denen Phasen  betrachtet,  als  Nullzustand  der  Energie  derselbe 
anstand  gewählt  wird,  daß  dann  die  für  das  Gleichgewicht 
maßgebenden  Konstanten  der  freien  Energie  eindeutig  be- 
stimmt sind,  und  zwar,  falls  der  Dampf  den  idealen  Gas- 
gesetzen gehorcht,  in  einer  bestimmten  bekannten  Weise 
(Entropiekonstante  idealer  Gase). 

Die  zweite  Sc  liwierigkeit.  die  bei  der  Definition  der  freien 
Energie  einer  Molekel  in  bezug  auf  eine  feste  Phase  auftritt, 
ist  ganz  anderer  Art .  Va  ist  bekannt,  daß  das  Studium  des  festen 
Zustandes  der  Jfaterie  in  neuerer  Zeit  die  früher  ziemlich  ver- 
breitete Vorstellung  als  unhaltbar  erwiesen  hat,  als  ob  der  innere 
Zustand  der  Hestandteile  des  festen  Körpers  (z.  B.  der  NaCl- 
Moleküle  im  festen  Fxochsalz)  dersellx^  sei  wie  der  entsprechen- 
den Bestandteile  in  gasförmiger  Phase.  Man  weiß  jetzt,  daß  die 
Kräfte  zwischen  den  kleinsten  Teilchen  jedes  beliebigen  Aggre- 
gates im  wesentlichen  elekirischer  Natur,  also  gewissermaßen 
Fernkräfte  sind  und  daß  infolgedessen  zwischen  den  einzelnen 
Bausteinen  eines  Moleküls  im  festen  Körper  im  allgemeinen 
durchaus  kein  anderer  und  engerer  Zusammenhang  besteht, 
als  zwischen  den  verschiedenen  im  festen  Körper  benachbarten 
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Moleküleil.  Muii  nKin  »ich  info^edesseti  gezwungen,  den  i)e- 
griff  eine»  iui  gewöhnlkhen  Sinne  definierten  Molebäla  im 
festen  Körper  völlig  aufzugeten,  ebensowenig  wird  es  im  allge- 
meinen möglich  sein,  von  Molekeln  im  oben  definierten  Sinne 
innerhalb  dea  fegten  Körpers  zu  sprechen.  Daß  die  Über- 
tragung der  Definition  einer  Molekel  aus  dem  Dampfraum  in 
die  feste  Phase  nicht  ohne  weiteres  möglich  ist,  geht  schon 
daraus  hervor,  daß  als  wichtigstes  Kennzeichen  die  freie  Ee- 
wegUchkeit  im  gas  kinetischen  Sinne  benannt  wurde.  •  Streng 
genommen,  ist  diese  Definition  also  überhaupt  nur  dann  durch- 
führbar, wenn  l»ekannt  ist.  daß  der  betreffende  Stoff  Hich  wie 
ein  ideales  Gas  ^erhält. 

Um  nun  trotzdem  die  freie  Energie  irgendeiner  bestiiuinteii 
Art  von  Molekeln  in  der  festen  Phase  definieren  zn  können, 
müssen  wir  einen  timweg  machen.  Wir  denken  uns  im  Innern 
der  fßsten  Phase,  so  weit  von  der  Grenzfläche,  daß  keine  In- 
homogenitäten, insbesondere  keine  räumlichen  Ijadnngen.  mehr 
auftreten,  ein  zusammenhängendes  Stück  in  der  Weise  ab- 
gegrenzt, daß  ea  genau  so  viel  positive  wie  negative  Ladun- 
gen enthält.  Amtatt  die  ßnergiefunktion  des  ganzen  festen 
Körpers  ei osohlie Blich  der  Oberfl&chenschichlen  üu  studieren, 
beschränken  wir  uns  auf  dieses  homogene  Stück.  Ks  handelt 
»ich  nun  zunächst  um  die  Fesllegiing  den  Nnllzustandes  der 
Bnergie  dieses  Stückes.  ?•»  diesem  Zwecke  denken  wir  uns 
das  Stück  unter  Festlialtung  aller  Koordinaten  imd  IJewegungs- 
zustände  in  einen  \on  fremden  Feldern  freien  Baum  ge- 
bracht und  dort  in  seine  kleinsten  Bestnndleile  aufgelöst,  die 
so  Weit  voneinander  entfernt  werden,  daß  eine  weitere  Veracbie- 
bung  keine  Energieänderung  mehr  bedeutet.  Zugleich  Wird  die 
Hewegung  aller  Teilchen  zur  Buhe  gebracht .  1^'n  so  entstandenen 
Zustand,  über  dessen  thermodynamische  Realisierbarkeit  wir 
nichts  vorauszusetzen  brauchen,  bezeichnen  wir  als  Nullziistfind^) 
der  Energie  oder  als  „Zustand  völliger  Diasipation". 

1)  Die  Auflösung  in  BlemciilaibcHtaiidtoilc  muß  bicIi  hifirbei. 
genau  genommen,  nicht  nur  auf  dir  Trennung  in  Atome  oder  Ionen 
und  leicht  abspsltbare  Elektronen  erstrecken,  Bondrrn  auch  Mil  die 
fester  gebundenen  Elektronen,  in  ictster  Kont^equcnz  Bogw  auf  die 
Bestandteile  der  At«nikernc,  Man  kann  jedoch  bei  solchen  Bestand- 
teilen von  der  AnflöBimg  absehen,  von  denen  man  weiß,  daß  ihr  Zu- 
stand in  allen  betraohtet<in  Oleichgewichtfphsscn  und  bei  allen  he- 
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Durch  die  —  im  allgeiaeinen  uegative  —  Energiediflereu/ 
gerben  diesen  Niillzuataud  ist  die  Energie  jedes  Momentan- 
ifustandee  des  herausgegriffenen  Stückes  des  festen  Körpers 
eindeutig  definiert,  und  damit  also  auch  die  Energiefunktion 
des  festen  Körpei».')  ]!)ie  jreie  EInergie  des  festen  Körpers  ist 
damit  jedoch  aucli  vom  Standpunkt  der  Statistik  noch  nicht 
vollkommen  definiert;  denn  der  Umstand,  daß  z.B.  in  der 
4iib haschen  Statistik  k«'iue  willkürliche  Konstante  in  der 
Definition  der  freien  Energie  auftritt,  ist  eine  rein  formale 
Zufällig ko it ;  in  Wirklichkeit  müßte  genau  so  eine  Konstante  a 
mitgefiihrt  werden  wie  in  der  Thermodynamik.  Nun  haben 
wir,  da  es  bei  der  l'etrachtung  von  Gleichgewichten  immei 
nur  auf  die  Differenzen  von  freien  Energien  und  demnach  auch 
der  Konstanten  a  ankommt,  bei  der  festen  Phase  die  Ver- 
fügung über  diese  Konsfante  frei;  wir  treffen  sie,  indem  wir 
a  mittels  der  Tedingungsgleichung 

festlegen  (/''  freie  Energie,  ü  Gesamt energie).  Da  defiriitions- 
gemiS  F  =  XJ  -  TS  (S  Entropie  dfs  Systems)  und  demnach 
dldT{F  —  T])=  -S^  für  T=0  ist,  so  stimmt  diese  Peat- 
setzung  mit  der  bekätmten  Nullsetzung  der  Entropie  beim 
absoluten  Nullpunkt  überein. 

In  dieser  Weise  ist  also  die  „freie  Enei^e  des  festen 
Körpers",  bezogen  auf  einen  sehr  weilgehend  dissipierten  Nnll- 
Kustand,  eindeutig  definiert.  Von  dieser  freien  Energie  ist  aber 
die  „freie  Energie"  irgendeiner  Molekel  innerhalb  des  festen 
Körpers  wohl  zu  unterscheiden.  Zur  Definition  dieses  Hegriffes 
gelangen  wir  folgendermaCen :  Wir  sondern  aus  dem  voUstftndig 
dissipierten  System  der  Bestandteile  des  festen*  Körpers  ohne 
irgenweiihen    Energieaufwand    (wegen   der   unendlich    weiten 

trachteten  Temperaturen  derHelbu  ist.  Für  die  Eiektronen  auBerhftlb 
dor  Atomkerne  trifft  dies  allerdinga,  soviel  wir  wiegen,  nicht  cn  (di-, 
«loktrische  Verschiebungen).  , 

1)  Bei  der  Abtrennung  des  hf^rauxgegriffeneu  Stückes  ans  dem 
Rest  des  festen  Körpers  ist  eine  gewiHBu  potenlitUe  Energie  zu  tilicr- 
winden  und  es  würde, also  einen  Uott-rMchicd  machen,  ob  man  die  freie 
Energie  des  heran b gegriffenen  odei  des  nncb  im  Verband  des  festen 
Kfirpers  befindlichen  Stückes  betiochtet.  Diese  Olerflt ebene nergie 
verschwindet  jedoch  mit  waohsonileni  Vcrbilt.nia  des  Volums  nur 
Oberfllehe  de»  botTAchtoten  Btttok^'i'. 
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gugeuseitigeu  Eiitferuuiig  iii.4'  Toikliuii)  diejenigen  Bausteine 
Hb,  die  zum  Aufbau  üintir  gewissen  (gegen  die  Qesamtsali] 
der  vorbändenen  Materio  kleinen)  Aimubl  Aon  Molekeln  des- 
jenigen Stoffes  nötig  »ind,  desaen  ,, freie  Energie  im  festen 
Körper"  wir  definieren  wollen.  Diese  berauegegriffenen  Bau- 
steine setzen  wir  dann  zu  der  Molekel  zusammen,  deren  freie 
Energie  im  festen  Körper  wir  untersuchen  wollen,  und  BWar 
soll  sieb  dabei  diese  Afolekel  in  cioem  gewissen  eindeutigen 
Energiezustand  y  befinden,  auf  dessen  Definilion  wir  weiter 
unten  zurückkommen. 

Zur  vollständ^eu  Bestimuiung  der  freien  Energie  unserer 
Molekel  im  festen  Körper  haben  wir  aber  noch  eine  andere 
Energiefunklion  zu  betriicbten,  die  des  „verarmten  Best- 
bestandteiles" .  In  der  Tat  ist  für  diesen,  nachdem  die  be- 
treffenden Teilchen  abgesondert  sind,  ^'OI1  neuem  eine  Enecgie- 
funktion  eindeutig  definiert,  folgliih  bei  gegebenem  Volumen 
und  4[egebener  Temperatur  auch  eine  frei  Energie  (bis  auf 
die  Konstante  a).  Setzen  wir  nun  fest,  daß  das  Volumen*) 
,  und  die  Temperatur  ebensogroU  seien  wie  vorher  die  des  aus 
dem  festen  Körper  herausgegriffenen  Stückes,  und  daß'  die 
Konstaute  o  wiederum  durch  die  Gleichung  (1)  definiert  sei*), 
BO  haben  wir  die  freie  Energie  des  „verarmten  Destbestand- 
teiles"  wiedwum  eindeutig  detiiiierl. 

Nun  bleibt  aber  noch  ein  letzter  Schritt  übrig:  Der  ver- 
armte Best  bestand  teil  ist  wieder  in  den  Verband  des  festen 
Körpers  einzuführen.  Ist  der  Best  best  andteil  im  gansen 
neutral,  so  ist  hierbei  nur  nocli  die  Eneigiefunktion  zu  be- 
trachten, die  auf  der  Wechselwirkung  der  Oberflächenteilohen  des 
Best  bestand  feiles  mit  den)  Oberflächentcilcheu  des  Hoblrauuis 
im  ursprünglichen  Körper  beruht,     lüeser  Teil  der   Energie- 

1)  Wenu,  wio  wir  atig(<noiiimoii  liHttun,  die  Zahl  der  ubgvtreuiiteD 
T«ilohen  klein  ist  im  VerhSltnie  zur  guBBmtcu  liorauBgegriffonen 
Uftterie,  ao  läfit  sich  leicht  zoigen,  daQ  eine  etwaige  Vwkleinerung 
des  Voluma,  der  der  fUtet  bestand  teil  bei  dem  gegebenen' ftuQeren  Dmok 
Boetrebt,  k«tnu  merkliehe  Komktui  bedingt. 

•2)  In  dieser  zweimitligen  Anwendung  der  Gleichung  (1)  ist  dkt> 
Nernetoobe  Theorem  noch  nloht  enthalten.  Es  wUrde  erat  duin  in 
Ersoheiaung  treten,  wenn  man  die  abgetrennten  Molekeln  in  einein 
fwtau  Kipper  von  anderer  ZueamnonsotEung  wie  der  uraprOngUolH; 
kondenBierte,  und  auf  die  freie  Energie  der  Molekel  in  boKUg  mut 
diesen  cwelten  festen  KArper  von  neuem  die  Gleichung  (1)  anwendet«'. 
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funktioii  isi  aber,  wie  wir  schon  oh^n  bemorkteu,  zu  vernach- 
lässigen, wenn  man  das  Vohimen  groß  genug  gegen  die  Ober- 
fläche wählt. 

Ferner  tritt,  auch  nachdem  der  Kontakt  zwischen  dem  ver- 
armten und  dem  vollwertigen  Teil  des  festen  Körpers  her- 
gestellt ist,  keine  nachträgliche  Veränderung  der  freien  Energie 
ein,  da  angenommen  werden  kann,  daß  die  Abweichung  vom 
Gleichgewichtszustande  beliebig  klein  ist. 

Wohl  aber  ist  noch  ein  konstantes  Zusatzglied  in  der 
Knergiefunktion  und  damit  auch  in  der  freien  Energie  zu  l)e- 
riicksichtigen.  wenn  der  abgetrennte  Bestandteil  geladen  (und 
der  Restbestandteil  infolgedessen  dami  entgegengesetzt  ge- 
laden) ist,^)  Wenn,  was  wir  der  Allgemeinheit  wegen  annehmen 
müssen,  an  der  Grenze  des  festen  Körpers  xmd  im  Daii\pfraum 
freie  Ladungen,  demnach  elektrische  Felder  und  verschiedene 
Potentialwerte  angenommen  werden  müssen,  so  ist  die  „freie 
Energie  eines  geladenen  Bestandteiles  in  bezug  auf  den  feston 
Körper**  verschieden  je  nach  dem  Potential  q>,  auf  dem  si'  h 
nach  der  Trennung  der  herausgegriffene  l^estandteil  befindet. 
In  unserer  Ifetrachtung  macht  sich  dies  folgendermaßen  gel- 
tend: Das  herausgegriffene  Stück  des  festen  Körpers  war  nac^h 
imserer  Voraussetzung  nach  einem  weit  entfernten  feldfreim 
iiaum  gebracht  imd  dort  in  die  kleinsten  Bestandteile  (d.  h. 
die  größten  Bestandteile,  die  bei  allen  zu  betrachtenden  Pro- 
zessen ganz  unverändert  bleiben)  dissipiert  worden.  Da  der 
Körper  im  ganzen  neutral  angenommen  wurde,  so  war  es 
hierbei  glei'^igültig,  welches  Potential  gegen  das  Innere  des 
festen  Körpers  man  diesem  Raum  zuschreibt.  Auch  nach  der 
Absonderung  der  geladenen  Bestandteile  sind  alle  diejenigen 
Potentialunterschiede  belanglos,  die  bei  der  Herstellung  des 
Endzustandes  von  den  beiden  entgegengesetzt  geladenen  Be- 
standteilen in  gleicher  Weise  durchlaufen  Werden;  wohl  aber 
kommt  der  Potentialunterschied  der  Orte  in  Frage,  an  denen 
sich  schließli'jh  der  (beispielsweise  negativ  geladene)  Gas- 
bestandteil und  der  (positiv  geladene)  Restbestandteil  befinden. 
Der  durch  diese  Trennung  der  Ladungen  bewirkte  Energie- 

1)  Allgümeinor :  Wenn  zwischen  den  von  uns  herausgegriffenen 
und  den  übrigen  Bestandteilen  des  Qesamtsyst^ma  Wechselwirkimgen 
bestehen,  die  nicht  im  wachsenden-  Verhftltnis  des  Volums  mr  Ober- 
flftcho  dos  herausgegriffenen  Stücken  verpchi^nnden. 
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unters(-hie(l  gegenüber  dein  Anlangszuatand  ist  offenbar  gleich 
der  Ladung  des  abgesonderlm  I Bestandteiles,  muItiplizieTt  mit 
dem  Potentialunterschied  y  - y"^)  der  betreffenden  Stelle*des 
GasrauuieB  gegenüber  dem  Inneren  äen  festen  Körrers,  und 
iwar  sind  bei  der  lJ«Btimmung  dieser  beiden  Potent ialwerte 
nur  die  Coulombwlieu  Kräfte  derjenigen  Ladungen  zu  be- 
rücksiiditigen,  die  sich  aiiL'erhalb  de»  im  Endzustande  von 
den  beiden  Hestandteilen  eingenommenen  Raumes  befinden, 
da  alle  Kräfte  innerhalb  dieser  Svgteme  in  den  Energiefank- 
tioneu  bereits  mit  berücksichtigt  sind.  Von  einer  Wecfasel- 
kraft  des  (lasteiloa  auf  den  entgegengesetzt  geladenen  festen 
Ftest  kann  man  dabei  absehen,  sofern,  wie  wir  immer  voracs- 
ge^etzt  haben,  die  Zahl  der  abgesonderten  i'estandteile  ge- 
nügend klein  ist.  Durch  dieselbe  Festsetzung  kann  man  er- 
reii;hen,  daß  der  verannle  feste  Bestandteil  mit  hinreichender 
(tenauigkeit  noch  dimh  denselben  Potentialwert  9p'' charakte- 
risiert werden  kann  wie  der  feste  Körper  in  seinem  Anfangs- 
zustand.  Es  ist  dann  dieser  Wert  auch  mit  dem  Mittelweri 
des  Potentials  im  Innern  des  festen  Körpers  identisch,  wie 
HU  h  leicht  zeigen  läßt. 

Die  ,, freie  Energie  «ine^  (geladenen)  IcstandteileB  in  bezi^g 
auf  den  festen  Korper"  ist  also  schließliih  durch  den  Yö- 
gleich  folgender  4  Terme  zu  gewinnen:  1.  Totale  freie  Energie P" 
eipes  genügend  großen  neutralen  hon  ogenen  Stückes  des 
festen  Körrers  in  bezug  auf  einen  vorgeschriebenen  NullzDstand 
2.  Energie  n-y  des  zu  dem  gewünschten  Element arsystem 
(Molekel)  veicinigten  abgetrennten  Bestandteiles  gegenüber  dem 
Nullzustand  (n  =  Zahl  der  gebildeten  Molekeln,  y  Kullecergte 
einer  solchen  Molekel,  gemessen  gegen  den  gew&bhen  Dissi- 
patiouBZuatand  ihrer  Eausteir.e  [s.  w.  u.j).  S.  Freie  Energie  F' 
des  verarmten  Bestbestandteiles  gegenüber  eineni  nach  Ahtren- 
nung  der  betreffenden  l'estandteile  geschaffenen  NtillzuBtand 
4.  Eei  geladenen  Körpern  l  uterschied  der  mittleren  elektro- 
statiBcben  Energie  des  al:^trennten  Festandteiles  gegenäbei 
dem  in  den  Körper  zurückversetzten  verarmten  Bestbestand 
teil  nv  e  (ip  -~  ip^)-  (v  Zahl  der  Elementarladungen  e  einei 
A'olekel,  eine  Zahl,  die  positiv,  negativ  oder  Null  sein  kann.) 

1)  Da  eine  ganB«  Ansahl  verschiede  n«ftiger  Indexbcseiolmiuigeri 
verwendet  werden  sollen,  müssen  wir  auoh  den  Raum  rechts  oben  fBr 
Indises  in   Anaprueh  nehmen. 
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Der  Unterschied  der  freien'  Energie  vor  and  nuch^)  Ab- 
trennung der  betrachteten  Molekeln  (bzw.  ihrer  Bausteine)  ai:s 
dem  festen  Körper  ergibt  sich  durch  Zusammensetzung  dieser 
Terme  mit  richtigen  Vorzeichen  in  folgender  Weise: 

(2)  .1  F  -  F'  -    n  y  -  >»•  4  n  v  t  {^^  -  qj). 

• 
Ehe  wir  hier  weiter  gehen,  wollen  wir  nun  noch  einen  Punkt 

nachholen,  der  den  Gedankengang,  der  zur  Gleichung  (2)  führte, 
unterbrochen  hätte,  nämlich  die  Definition  des  inneren  Energie- 
zustandes der  herausgenomnjenen  Bestandteile,  also  die  De- 
finition der  Größe  y.  Vom  chemischen  Standpunkte  ist  eine 
iMolokel  in  unserem  Sinne  vollständig  definiert,  wenn  ihre 
üausteine  (positive  Kerne,  Elektronen)  gegeben  sind  und  die 
Art,  wie  diese  Bausteine  zusammengesetzt  sind.  Es  ist  dami 
zwar  noch  denkbar,  daß  l)ei  verschiedenen  Temperaturen  der 
innere  Zustand  eines  solchen  Systems  verschieden  ist;  wählen 
wir  jedoch  den  absoluten  Nullpunkt  als  Pezugszustand,  so  ist 
'die  Gruppierung  und  demnach  auch  die  innere  Energie  y  für 
jeden  derartigen  Bestandteil  eindeutig  festgelegt.  (Wie  wii- 
aus  der  (^antentheorie  wissen,  brauchen  dabei  die  Aerschie- 
denen  Bausteine  des  Bestandteiles  durchaus  nicht  gegeneinander 
in  Ruhe  zu  sein,  sondern  können  gewisse  Quantenbahnen  durch- 
laufen: kinetische  Nullpunkt senergie.) 

Einfacher  werden  jedoch  die  Gleichungen  und  weiter- 
gehend die  Resultate,  wenn  man  an  Stelle  der  chemischen 
Definition  einer  Molekel  (gemäß  welcher  bei  höheren  Tempe- 
ratui^en  noch  verschiedene  Quantenzustände  möglich  sind) 
gleich  die  quantenmäßige  Definition  setzt,  d.  h.  als  eine 
Molekel  der  herausgegriffenen  Art  nur  eine  solche  betra<*htet, 
die  sich  in  einem  ganz  bestimmten  quantenmäCig  definierten 
Energiezustand  befindet.*)  Wir  stellen  uns  dftnn  mit  Ein- 
stein') vor,  daß  jeder  Bestandteil  nur  eine  gewisse  Anzahl 
piskreter  Zustände  Z,,  Zg Z^  annehmen  könne,  die  durch 


1)  D.  h.  die  freie  Energie  soll  im  Anfangs  zustand  um  AF  größer 
sein  als  im  Endzustand. 

2)  Die  Möglichkeit  dieser  Betraohtungsweise  ist  übrigens  nicht 
an  die  Voraussetzungen  der  Quantentheorie  gebunden ;  nur  werden  alle 
Rechnungen  und  Definitionen  bei  der  Annahme  kontinuierlicher  Über- 
gänge etwas  komplizierter. 

3)  Verh.  d.  D.  Phys.  Ges.  18.  S.  320.    1916. 
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die  Energieu  y^  y,  . . . .  y„  gelwunzeiohnet  eind.  Die  Energie  ]f, 
<lfl8  Quantenzngtandes  Z^  kleinster  Energie  muß  Bich  hierbei 
mit  der  Energie  der  betreEfenden  (rheinisch  definierten  Mo- 
lekel beim  abeoluten  Nullpunkt  decken;  die  chemische  und 
die  entsprechende  iiiedrigHl -<1iiuntige  Molekel  begitzen  also 
aiieh  denselben  Werl  von  A  F.  (Unterschiede  treten  erst 
uuf,  wenn  die  freie  Energie,  dieser  Ht-Htniidteile  in  der  Gas- 
pbase  iinterHiicht  wird,  vgl,  §  4  iind  6.)  Andere  Wert«  von  y 
und  von  J  F  treten  jedoch  auf,  wenn  der  Bestandteil  dorcli 
den  Zustand  Ä^  usw.  definiert  wird;  als  Differenzen  y^  -~  y, 
zwischen  den  ^erscbü'deuen  Energiezust&nden  treten  dann  die 
Größen  auf,  die  luis  der  Theorie  der  ReriempektivD  wohl  be- 
kannt sind.  Die  größtmögliche  Eiiorgiediflerenz,  die  vor- 
kommen kann,  ist  die  Tonüierungsarbeit  {oder  eine  andere 
DisBOziat iontiHrl>eit ) ;  in  diesem  FiiUe  wird  man  aber  im  End- 
zustand Zf  die  Molekel  nii'hi  mehr  ah  einlieitliisb  ansehen, 
sondern  durch  die  Eigenschaften  der  einzelnen  Uestandteile 
(harakterisieren,  die  nurunebr  nh  neue  Molekeln  auftreten.^) 

I)  Anm.  bei  der  Korrektur,  iu  dioson  Betrachtungen  iat,  wie 
man  bemerken  wird,  vursubgeADtEt ,  daß  die  innere  freie  Null-  biw. 
Quantenenergie  der  betruff enden  Molekeln  glcicb  deren  innerer 
T'ofolenergie  (gegenüber  dem  DiEBipationszUBtande)  ist.  Ob  dieM 
Annahme  zutrifft  oder  nicht,  kann  nicht  durch  thermodynamisohe, 
Hondem  nur  durch  quantontheoretiBch-statistiBohc  Betrachtungen  ana- 
lysiert werden.  Wie  wir  sp&ttT  ($  6)  sehen  werden,  h&ngt  dieae  Frage 
mit  der  Bestimmung  der  „Gewichts  kons  tonten"  von  Quantensn- 
ständen  susammen.  Nun  können  ganzzuhlige  Gewiehtskongtuiten 
auch  unter  Beibehaltung  der  obigen  Hypothese  dadurch  eingetfihrt 
werden,[  daß  man  Tergchiedenc  (etwa  durch  einen  Umlanfesion  von- 
einander unterscheid baie)  Zustände  Z„,  Z„',  Z„  '  usw.  mit  derselben 
Energie  y„  annimmt.  Solbn  noch  andere  Arten  von  ganssahljgeu, 
oder  gebrochene  Gewichts  konstanten  eingeführt  werdrn,  so  wird  inaii 
Jedoch  nicht  mehr  diu  innere  freie  Energie  eines  Quantensustandes 
mit  seiner  inneren  Totalenergie  identifizieren  dilrfru,  und  ee  und 
dann  statt  der  OröBen  y,  y^  die  inneren  freien  Energien  pro  Holekel 

»j  =  y  -  tTlnp,     fi„  =  y„  -  kTlap^ 
oben  einzusetzen,  wobei  die  p  die    Gewirbtskenetantcu,  1-  die  ele- 
mentare Oaskonstante  bedeutet. 

Entsprechendes  gilt  ftlr  die  molaren  üröBen  [in  Gl.  (8)  bis  (5)]. 
Dort  iat  statt  der  inneren  molaren  Totalenergie  des  NulliuaUadM 
oder  eines  QuantenEustandes  Z„  die  entsprechende  innere  fr»ie 
Bwrgie  tf  =  y  -  BT  In  p  .     //„=>„-  AT  In  p„ 

einiufUhrcu. 
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Nach  dieser  Abschweifang  kehren  wir  nunmehr  zu  unserer 
tileichung  (2)  zurück,  indem  wir  versuchen,  diese  Gleichung 
nicht  auf  eine  willkürliehe  kleine  Zahl  n  von  Bestandteilen, 
sondern  auf  eino  Grammolekel  zu  beziehen. 

Bei  den  mit  n  multiplizierten  Gliedern  ist  dieser  Über- 
gang sehr  einfach,  indem  statt  n  die  Zahl  N  der  Molekeln  im 
Mol  gesetzt  wird.  Die  Größen  F^  und  2^  sind  dagegen  nicht 
der  Zahl  der  abgetrennten  Teilchen  proportional;  wohl  aber 
kann  dies  bezüglich  der  Differenz  JP'  —  F^  angenommen  werden, 
.solange  die  Zahl  der  abgetrennten  Teilchen  klein  ist  gegenüber ' 
der  in  dem  betreffenden  Stück  des  festen  Körpers  enthaltenen 
Materie,  Wie  man  leicht  einsieht,  spielt  dann  auch  die  Gröfe 
des  betrachteten  Stückes  des  feston  Körpers  keine  Bolle  mehr. 
Es  kann  also  F*  —  F*"  =  n  x  einer  Größe  3  F""  gesetzt  werden, 
welche  die  Zunahme  der  freien  Energie  des  Beststückes  bei 
llinzufügung  der  Bausteine  einer  der  betrachteten  Molekeln 
zu  diesem  Eeststück  bedeutet;  3 F*". wird,  wie  F^  und  F^  selbst, 
im  allgemeinen  eine  negative  Größe  sein.  Für  ein  Mol  kann 
dann  auf  den  Ausdruck  NdF""  extrapoliert  werden.  Be- 
zeichnen wir  die  auf  ein  Mol  der  abgetrennten  Molekeln  be- 
zogene freie  Energie  dieser  Molekeln  in  bezug  auf  den  festen 
Körper  mit  fi,  so  erhalten  wir  also  aus  (2): 

(8)  fji  =  N  dF*  -'N  y  +Nve((p^  -tp). 

Hier  beziehen  sich  die  beiden  ersten  Glieder  der  rechten  Seite 
auf  Nahe  Wirkungen,  das  letzte  ist  durch  elektrostatische  Pern- 
wirkungen  (zu  denen  z.  B.  noch  Gravitationswirkungen  hinzu- 
kommen könnten)  verursacht.  Dementsprechend  wollen  wir 
die  Terme  N  dF""  und  N  y  unter  der  l^zeichnung  /i®  (durch 
Nahewh-kungen  verursachte  oder  auch  „natürliche  freie 
Energie**)  zusammenfassen;  für  die  Nullpunkt senergio  Ny  pro 

Setzen  wir  definitionsweitie  fest,  daß  der  Index  m  (Ich  Quanteu- 
zustandes  nur  dann  fortrücken  soll,  wenn  die  Energie  sich  ändert 
(so  daß  also  die  oben  betrachteten  Zustände  Z^,  Z^\  Z^"  alle  zu 
demselben  Zustand  Z^  gerechnet  werden),  so  bleibt  übrigens  die 
obige  Beziehung  AF  (chemisch)  =  AF^  (1.  Quanten- Energiezustand) 
bestehen,  da  dann  nicht  nur  Y  ==  Yi,  sondern  auch  f>  =  Pi  geseist 
werden  muß.  Bei  der  chemischen  Definition  der  Molekel  ist  dann 
nämlich,  der  Nullpunktszustaud  durch  die  Summe  aller  Quanten - 
zustände  1  kleinster  Energie  gegeben,  also  gleich  dem  Zustand  ^|. — 
loh  darf  bemerken,  daß  ich  auf  die  hier  notwmidige  Berücksichtigung  von 
Gewiohtekonstanten  durch  ein  Gespräch  mit  Einstein  aufmerksam  ge- 
worden hin. 


Mol,  die  in  bezug  auf  den  gewählten  DixBiputioseisu  stand  im 
allgemeinen  eine  negative  Gröi^e  gein  wird,  führen  wir  noch 
die  Bezeichnung  Y  ein,     Ks  wird  dann: 

(4)  fi'>  =  N  3F'-  y. 

llezeit^hiien  wir  endlich  noth  die  Ladung  Ns  eiuee  Uuls 
einwertiger  positiver  Jonen  mit  E,  so  wird; 

(5)  ft^NdF'-  V   ^  r  F.  {<{f  -  <p) 
uder 

(fi)  f,  =(1"  ->^v  E  (tp"       <p). 

Es  setzt  sich  also  die  freie  Energie  einer  elektriecb  ge- 
ladenen Molekel  in  )%zug  auf  den  festen  Körper  ans  zwei 
recht  ungleichen  Bestandteilen  zufl»mmen.  Die  nattvliche  freie 
Energie  ./*"  ist  eine  thermodynaniische  Gröfe  im  gewöhnlichen 
Sinne;  Hie  ist  durch  die  itmereu  Eigengchaften  des  festen 
Körpers  und  der  betrachteten  Molekel  vollkommen  gegeben, 
und  ist  insbesondere  bei  solchen  festen  Körpern,  deren 
innere  Eigenschaften  in  einiger  Entfernung  von  der  Ober- 
flfiche  vom  Zustand  in  den  benachbarten  Phasen  unab- 
b&Dgig  sind,  eine  reine  Funktion  von  Temperatur  und  Vo- 
lumen. Anders  dagegen  das  zweite  Glied  vE{tp^~tp)  der 
freien  Energie,  das,  wie  wii-  sahen,  von  ,, Fern  Wirkungen"  her- 
rührt. Für  dieses  ist,  etwas  schroff  ausgedrückt,  die  Verteilung 
der  elektrischen  Ladungen  in  der  ganzen  Welt  mafgebend, 
und  es  sind  vorwiegend  die  in  den  Grenzschichten  auftretenden 
Ladungen,  ferner  aber  au(h  äuliere  iirgelegte  Felder  und 
Baumladusgen  im  Pampfraum  zu  berv^ksithtigen,  um  den 
Fotentialunterschied  ^fi—ip  zwischen  zwei  Punkten  im  Inneren 
des  festen  Körpers  und  im  Aufenraume  bestiinnsen  zu  können. 
Charakteristisch  igt  dabei,  daß  in  unserer  Formel  (4)  und  dem- 
nach auch  in  unseren  Dampf  druckformein  die  Wirkung  von 
in  den  Grenzschichten  angesammelten  Ladungen  dorcbans 
keine  andere  Rolle  spielt  als  von  im  Dampfraum  vorhandenen 
Baamladungfln ;  unsere  Formel  hat  also  den  Vorzug  gegenüber 
allen  früheren,  von  der  Ginltihrung  einer  scharfen  Grenze 
zwischen  festem  Körper  und  Dampfraum  überhaupt  unab- 
hängig zu  sein. 

Zu  einer  anderep  Frage,  die  einem  bei  der  Diskussion  der 
Bedentang  von  /(  immer  wieder  entgegentritt,  ist  noch  eiri- 
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I  keiner  kling  notwendig.  I>er  von  uns  in  der  beschriebenen 
Weise  vorgenommene  Prozeß,  der  zur  Entfernung  einer  Anzahl 
geladener  oder  ungeladener  Teilchen  aus  dem  Inneren  des 
festen  Körpers  und  zu  ihrer  Fortführung  nach  einem  Ort 
mit  dem  Potential  q>  geführt  hat,  läßt  sich  auch  auf  dem 
in  der  Natur  wirklich  durchlaufenen  Wege  verfolgen,  auf 
welchem  die  Teilchen  einfach  durch  die  Grenzschicht  des 
festen  Körpers  hindurch  in  den  Außenraum  dringen.  Wir 
fragen,  wie  und  wo  sirh  die  beiden  Teile  der  durch  Gleichung  (4) 
ausgedrückten  Änderung  der  freien  Energie  des  Systems  bei 
diesem  Prozeß  geltend  machen. 

Die  wesentlichen  Züge  des  Vorganges  treten  schon  beim 
absoluten  Nullpunkt  hervor,  wo  der  Energiezustand  einer 
Molekel  im  Innern  und  außerhalb  des  festen  Körpers  als  ein- 
deutig betrachtet  werden  kann.  Am  interessantesten  ist  es 
nun,  die  Energieänderung  zu  verfolgen,  wenn  ein  Elektron  ai*8 
dem  Innern  des  festen  Körpers  nach  außen  gebracht  wird. 
Vm  ein  solches  Teilchen  im  Inneren  des  festen  Körpers  fort- 
zubewegen, bedarf  es  keines  Energieaufwandes;  man  könnte 
das  Teilchen  z.  B.  einfach  mit  einem  in  gleicher  Lage  in  der 
Nähe  der  Oberfläche  gelegenen  seinen  Platz  tauschen  lassen. 
Eine  Änderung  der  Gesamtenergie  findet  erst  statt,  wenn  das 
Teilchen  beim  Durchgang  durch  die  Grenzschicht  Lagen  ein- 
nimmt, die  vorher  nicht  von  einem  Elektron  eingenommen 
werden  konnten.  Jetzt  tritt  gleichzeitig  dreierlei  ein:  Erstens 
hat  das  Elektron  seine  potentielle  Energie  in  bezug  auf  seine 
unmittelbare  Umgebung  geändert,  zweitens  haben  sich  in  der 
unmittelbaren  Umgebung  der  Durchtrittsstelle  die  verschieb- 
baren elektrischen  Teilchen  des  festen  Körpers  (Polarisations- 
oder  Leitungselektronen)  in  einen  neuen  Gleichgewichtszustand 
eingestellt,  der  von  dem  ursprünglichen  abweicht  und  damit 
eine  Änderung  der  Eigenenergie  dieser  Teilchen  bedingt,  und 
drittens  gerät  das  Teilchen  nunmehr  in  den  Bereich  der  elektro- 
statischen Pernkräfte,  die  von  äußeren  Körpern  und  von  einer 
etwaigen  an  der  Grenze  vorhandenen  Doppelschicht,  die  auch 
beim  absoluten  Nullpunkt  nicht  zu  verschwinden  braucht, 
herrühren.^)    (Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  auch  die  elektro- 

1)  Diehv  Einteilung  läßt  sich  in  Parallele  setzen  mit  einer  1891 
von  M.  Planck  oingcfülirten  (Wied.  Ann.  44.  S.  383.  1891)  in  elektro- 
molekulare,   molekulare   und  elektrostatische    Energie.      Es  bestehen 
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RtatiBcbeii  Kräfte  der  iAtppelRiljicbt,  durch  die  das  ßlektron 
hindurchpasBiert,  als  Fernkräfte  gedeutet  werden  bÖDcen,  in- 
Kofem  alB  die  geBamto  Energiebilanz  beim  Ati»tritt  nicht  da- 
durch boeiiifhiÜt  vird,  wenn  in  der  unmittelbBren  TirgebuDg 
der  Austrittsstelle  die  Doppelschicht  entfernt  wird.) 

Dft  in  dieser  Einteilung  dtr  3.  Pestandteil  durth  vE(^^—^) 
dargestellt  wird,  so  folgt,  dalJ  die  Pestandleile  1  und  2  der 
Rnergieänderung  in  dem  Glied  /i"  der  Gleichung  (6)  enthalten 
sein  müssen.  In  1  und  2  ist  also  auch  die  Bildkraftwirknng  ent- 
halten, d.  h.  die  lUldkraft  liefert  eiuen  bestimmten  Beitrag  sur 
natürlichen  freien  Energie.  (Denn  es  ^t  klar,  daß  eine  be- 
sondere Rildkraftwirkurg  neben  den  Tem'en,  die  sieb  aus 
unserer  Ferechnung  von  fi"  nach  dem  ersten  Schema  ergehen, 
nicht  berücksichtigt  zu  werden  brauchte.)  Nur  für  die  Unter- 
suchung der  Gleichgewichte  und  Ladimgsdicbten  in  den  Grenz* 
flächen  (also  auf  diesem  TTmwege  auch  bei  der  Perechnang 
des  Potent  iaiunf  ergeh  jedes  tp"—  ip)  spielt  die  Fildkraft  eire  Rolle. 
§  3,    Frale  Bnar^e  und  loalBiemnBakFbvit. 

Die  Zerlegung  der  „freien  Energie  einer  Molekel  in  beiug 
auf  die  feste  Phase",  wie  sie  durch  die  Gleichungen  (2)  bis  (6) 
ausgedrückt  ist,  gibt  Iteretls  Anlaß  zur  Aufsfejhing  verKbie- 
dener  wichtiger  Heziehurgen. 

Wir  lergleichen  die  Änderung  —  3F'  der  freien  Energie 
des  "RestfeörperB,  wenn  eine  neutrale  Molekel  (z.  B.  ein  Atom) 
at^etrennl  wird,  mit  den  Änderungen  der  freien  Energie  des 
Bestkörpers,  wenn  uwei  einzelne  Unter  best  andt  eile  dieser  neu- 
tralen Molekel,  die  selbst  wieder  als  Molekeln  auftreten,  nach- 
einander abgetrennt  werden  (z.  B.  Elektronen  und  positive  . 
Ionen;  wir  legen  dabei  vorläufig  die  chpniische  Definition  der 
Molekeln  zugrunde,  vgl.  S.  137).  Sind  im  Endeffekt  in  beiden 
F&llen  dieselben  Bausleine  aus  dem  RestlÖrper  entfernt,  » 
muß  die  Änderung  der  freien  Energie  des  Beatkörpers  auch  in 
beiden  Fällen  die  gleiche  sein. 

jedooh  bemerken HUerli^  Unttrschiedp;  initlieHonderc  kan»  bot  uns  Imm 
Auetritt  oinea  geladenen  Teilchens  auch  eine  Änderung  der  <,iBOtf-  ' 
kularen"  Energie  eintreten,  während  diese  bei  PIftnck  als  kanotant 
angesehen  wird.  Sehoii  1915  habe  ich  übrigens  in  einem  andern  IFUle 
geieigt,  daB  die  Nichtberücksichtigung  einer  verinderliohen  Bigen- 
energie  des  Uetalles  zu  Fehlachlüsson  in  der  Literatur  g«ffihrt  hat 
{Richardson;  vgl.  Her.  d.  D.  Piiye.  Ges.  191S.  S.  109—121). 
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rezeJchren  wir  die  Deutrale  Molekel  durch  ein  (X),  die 
aus  dem  positiven  Unter begtandt eil  gebildete  Molekel  dureh 
ein  (+) -Zeichen,  die  aus  dem  negativen  gebildete  durch  ein 
(— )-Zeichen,  so  gilt  also,  wenn  roch  überall  das  Vorzeichen 
iin* gekehrt  wird,  die  61ei(hurg: 

(7)  dF^^  ^(dF'"^  -\-dF'-). 
Nun  ist  nac  h   (5) 

Wird  diese  Gleichung  nacheinarder  auf  die  reutrale  Molekel 
{v  =0),  auf  die  positive  Molekel  (i»=+l)  und  die  negative 
(v  =—  1)  argewandt,  und  werden  diese  Peziehurgen  in  Glei- 
chung (7)  eirgesetzt,  so  folgt: 

also:;  ^,+  ^  ^^-  _  ^x  _^  yx  _  (y+  +|y-). 

Nun  bezeichnet  ^'^  —  (V^+  V")  gemäß  unserer  chemischen 
Definition  der  Molekeln  den  Energieunterschied  pro  Mol,  der 
beim  absoluten  Nullpunkt  zwischen  den  (ruhenden  und  un- 
endlich weit  voneinander  getrennten)  neutralen  Molekeln  und 
ihren  geladenen  Komponenten  vorhanden  ist.  Dag  ist  aber, 
Wenn  es  sich  um  die  Zusammecsetzurg  eines  Elektiors  und 
eines  Tons  zu  einem  neutralen  Atom  handelt,  die  negative 
lonisienirgsarbeit  J: 

j=vy++y--[yx; 

• 

handelt  es  sich  um  die  Dissoziation  eines  Moleküls/ z.  B.  NaCl» 
so  ist  es  die  Trenmingsarbeit  -dieses  Gebildes  ugw.  Wir  er- 
halten also  immer  eine  Gleichung  von  der  Form^): 

(8)  ,/+-f  ;/-=^x_  j^ 


1)  Anm,  bei  der  Korrektur,  Werden  statt  der  Größen  Y  all- 
gemeiner  die  Größe  n  i^  eingeführt  (Anm.  S.  138, 139),  in  denen  noch  die 
Gewiohtskonstanten  der  Nullpunkts- Qiiantonzustände  berücksichtigt 
sind,  80  lautet  Gleichung  (8): 

.;!+  +  /«-  =  ;ix   -  (J  -  i?T  In  p+jr-/px), 

und  die   Gleichungen  (8^),  (8'),  (8*)  und  (9)  erhalten  entsprechende 
ZasatzgliedfiT.    Gleichung  (11)  bekommt  die  Form: 
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ilesKloichon  hei  der  Trennun(^  in  doppelt  geladene  Molekeln 

wobei  J  die  Trennungsarbeit  der  doppelt  geladenen  Bestand* 
teile  voneinander  bedeutet;  oder  bei  Trennung  zweier  gleicher 
einfach  geladener   Bestandteile   von  einem  doppelt  geladenen 

(z.  B.  Cii^*  mit  zwei  Elektronen): 

(8«)  ,»'•  4  -Ifi    ^,A^-J. 

Hierlwi  wäre  J  die  Arlje^t,  die  bei  Abtrennung  zweier  Elek- 
Ironen  vom  neiitraleii  freien  Atom  zu  leisten  ist. 

Aber  nicht  nur  bei  der  Zerlegung  neutraler  Molekeln  in 
ihre  geladenen  Komponenten,  sondern  auch  bei  der  weiteren 
/jerlegung  bereits  geladener  Molekeln  in  anders  geladene  Pe- 
Htandteile  fallen  die  vom  Potential  abhängigen  Glieder  ars 
diesen  Beziehungen  heraus.  So  gilt  z.  B..  wie  man  sich  leicht 
überzeugt,  für  die  Zerlegung  eines  positiv  einwertigen  Ions  in 
«inen  doppelt  positiv  geladenen  und  einen  einfach  geladenen 
negativen  T'nterbesfandfeil: 
(H»)  «^M  ,"-  =/.*-.'. 

wobei  diesmal  J  die  Arbeit  bedeutet,  die  bei  Abtrennung  eines 
negativen  Beslandleile«  (z.  IJ.  eines  zweiten  Elektrons)  auBeiner 
bereits  einfachen  positiv  aufgeladenen  Molekel  (z,.B.  Cu*-Ion) 
zu  leisten  ist. 

Wir  finden  also:  Irotzdem  die  freie  Energie  geladeop'' 
■  Molekeln  in  bezug  auf  eine  feste  Phaae  von  dem  eleklriscbeii 
Potential  abhängt,  auf  das  man  die  betreffende  freie  Energie 
bezieht,  so  lassen  sich  doch  gewisse  algebraische  Kombina- 
tionen dieser  GröBen  (und  zwar  solche,  für  die  die  iilge braisclw 
Summe  der  in  Betracht  kommenden  Ladungen  =^0  jui)  durch 
eine  nur  von  der  inneren  Energie  der  verschiedenen  Teili'  heitii 
absoluten  Nullpunkt  abhängige   (rröl^  J 'ausdrücken. 

Ziehen  wir  in  den  Gleichungen  (8)  von  den  freie»  Ener- 
gien ft  überall  die  eut sprechenden  Glieder  vEfy"  (/)  nb,  so 
bleibt  dadurch,  wegen  lr=0  die  Richtigkeit  dieser  Glei- 
chungen unge&ndert .  Nach  (ti)  stehen  daim  aber  ülx-rall  statt 
der  gesamten  freien  Energie  die  naliirlichen  freien  Energien  in 
den  Gleichungen,  also  z.  II. 
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eine   Gleichung,  die  sich  wegen  //^^  — /a^  auch  direkt  aus  der 
TiitHache  hätte  ahleiten  lassen,  daß  wegen  r^  — _  r- 

(10)  //    4  //-  ---//O*  +."<>- 

ist.     Alle  die.se  Beziehungen  spielen  bei  den  späteren  Dampf- 
(Iruckbetrachtungen  eine  wichtige  Rolle. 

Noch  einfachere  Gleichungen  gfelten  zwischen  den  freien 
Energien  /i,„,  fi^  der  verschiedenen  Quantenzvstände  desselben 
chemischen  Pestandteiles.  Da  für  alle  derartigen  Quanten- 
zuständo  Z^,  Z^  usw.  die  Größe  BF'  denselben  Wert  hat  und 
el)enso  die  Wertigkeit  v  der  Molekel  ungeöndert  bleibt,  so  gilt 
nach  Gleichurg  (5): 

wobei  y^  und  Y,^  die  Energie  unterschiede  pro  Mol  gegenüber 
<leni  in  §  1  zugrunde  gelegten  Dissipationszustande  bedeuten.^) 
Noch  direkter  findet  man,  daß  Gleichung  (11)  auch  für  die 
natürlichen  freien  Energien  /i^  in  den  Zuständen  Z^  und 
Z„  gilt. 

§  3.    Qaliranisehe  und  VolUsohe  Bpannangareihe. 

Eine  andere  Überlfgungsteihe,  die  sich  hauptsächlich 
auf  die  Beziehungen  (6)  stützt,  führt  zur  Aufdeckurg  cjes  Zu- 
sammenhanges zwischen  natürlicher  freier  Energie  und  den 
Kontaktpotentialen  an  der  J^erührungsfläche  zweier  Medien. 

Wir  nehmen  an,  an  Stelle  der  einen  festen  Phase,  die  wir 
liisher  betra<*htet  haben,  seien  zwei  solche  Phasen  vorhanden; 
l)eiden  Phasen  sei  ein  JVsttindteil  (z.  B.  das  Elektron)  ge- 
nieinsam. Ferner  wird  angenommen,  daß  im  Innern  der  festen 
Phasen  der  Zustand  von  den  in  den  übrigen  vorhandenen 
Phasen  unabhängig  sei,  und  endlich,  daß  in  bezug  auf  den 
Ijetrachteten  Pestandteil,  der  mehreren  Phasen  gemeinsam  ist, 
echtes  Gleichgewicht  herrscht,  wie  es  z.  13.  bei  den  Elektronen 
in  Metallen  der  Fall  ist.  Dann  muß  die  freie  Energie  /i^  des 
l>etreffenden  (im  Danipfraum  als  Molekel  auftretenden)  Pe- 
standteiles in  der  festen  Phöse  1,  l)ezogen  auf  einen  beliebigen 

1)  Daß  ich  hior  der  Bequemlichkeit  halber  zur  Charal^terisierung 
•der  Art  des  BestandteileA  auch  einmal  den  unteren  Index  benutze, 
tfler  im  ilkbrigen  (vgl.  den  folgenden  §)  zur  Kennzeichnung  der  festen  Pha&e, 
Auf  die  sich  die  freie  Energie  der  Molekel  bezieht,  vorbehalten  bleiben 
Äol],  wird  hoffentlich  zu  keineti  Verwechslungien  Amlafi  gebeif. 
JkvomlM  dar  Ph/sllt.    IV.  P.»)f».    G2.  10 
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l'unkt  1*  dos  JJampfi-aunuK  «Jit-helbe  sein  l^it•  die  fieiö  Euergie/4 
<i(S8elb<iiJ   J.*e>5taijdteilfs  iu   1  «jzijg  auf  die  feste  PIihk*  2. 


(J2) 


/'l  /'2 


Fsl  dor  b(;irachle((i  ÜfostaiidleiJ  {^*elad(>n  und  hen*M.lit  im 
liiutren  der  fosteu  PljHse  1  das  koiistaiile  initiiere  roteiifial  f,*, 
im  Inneren  der  andc^vn  festen  Phase  das  rutential  q^^.  mj  folgt 

hus  (12)  und  (6) 


(13) 


I  fA,'  +  r/;(v/  -  y)  «  ^/  +  pJiiif,^  ^  V), 


l. 


7."  -  y."  =  '''..Ti'  • 


Sind  iubljesondere  die  festen  Phasen  zwei  verschiedeue 
Metalle  und  die  betracliteten  LVstandt^ile  Elektronen,,  so  inV 
(wegen  r  --—  1) 

V^*^  72    ""Vi     -  /; 

Die  (lleichun^^  (14)  (wie  aiah  schon  iJj)  enthält  nun  keii:« 
Beziehung  mehr  auf  den  l\inkt  P  des  Außenjaumes,  sondern 
verknü]>ft  nur  die  mittleren  Potentiale  im  Innern  veiisckie 
(lener  Metalle  mit  der  natürlichen  freien  Energie  der  Elektronen 
iiL  den'  lieiden  Metallen.  Die  Potentialdifftienz  ist  mit  anderen 
Worten,  wie  <'s  sein  muü,  unahhängig  >om  Zustand  im  Au£en- 
riium;  sie  muij  ja  auch  im  thermischen  (ileichgewi^Ltszustand 
unabhängig  davon  sein,  ob  sich  dieJVh  talle  lierübren  oder  nicLt. 
Die  Gröiie  y,®  —  ff^^  gibt  also  auch  direkt  den  Potentialsprung 
an  der  ilerührungsiliUhe  zweier  Metalle,  d.h.  die  galvanische 
Spannungsdiffei t^nz  zweier  Metalle  an.  Wir  erhalten  uiithiu 
folgenden  Satz: 

,,/-)«{  (jalvanuche  Spo^nnungsdifferenz  uv  der  BerührMiffs- 
fläche  ztveiiir  Meialk  ist  durch  die  UnterschinU.  der  iiatürUclien 
jrei^n  Ea^rryitn  der  Khktrmitn  in  leiden  Mefallef^  bestimmt,** 

Durch  diesen  8a tz  ist,  da  die  n^türliv^heu  freien  Ki.ergieu 
liei  gewöhnlit<hen  Temperaturen  nicht  allzusehr  von  dea 
Energieuvtersehiedeir  beim  absoluten  Nullpunkt  ab^eithen 
werden,  die  Möglichkeit  einer  angenäherten  Perecbnung  dei: 
^galvanischen  Kontakt potentiäle  a^s  den  Annahmen  üU^  dfie 
Btruktm-  der  Metalle  beim  a]l)soluten  NuUimnkt  gegeben  (/..l^ 
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iiii(  Hilfe  dvy  IJoni- Ha  bcrsclien  (iitlerlluuric^)  oder  älin- 
Ikhcr  ijetrucli(uijg(?n).  Da  nacli  alloiu,  was  wir  Missen,  durcliaiis 
koiii  Griijul  für  die  Aiiualinie  k stellt,  daß  die  Abweicbuugen 
der  Gröüeu  fi^"  Aoiieiriaiidei'  für  die  verschiedenen  Metalle 
\on  kleinerer  Größenordnung  s<ein  sollten  als  die  Gröi\*n  //***" 
selbst,  und  da  die  Gröfen  /ti^^,  wie  wir  aus  Bättigungsstroni- 
nii^ssungen  folgern  können  (vgl.  §  9).  von  der  Größenordnung 
ii — 5  Volt  sind,  so  wäre  nach  Gleichung  (14)  anzunehmen, 
daß  an  der  Berührungsstelle  zweier  Metalle  Potentials prüuge 
\on  der  Größenordnung  von  1 — 2  Volt  auftreten  können. 
]>iese  Aussage  gilt  ebenso  wie  für  alle  endlii  hen  Tenjjieraturen 
auch  für  den  al^soluten  Nullpunkt. 

Wegen  des  theoretischen  Interesses,  das  die  Frage  nach 
dem  Kontaktjotential  der  Metalle  >on  j»'her  g(^fuiiden  hat, 
möchte  ivli  hiei-  auf  vine  frühere  Beweisführung,  die  an- 
scheinend zu  dem  entgegengesetzten  liesultat  führte,  kurz  ein- 
gehen. Man  hat  sich  durch  die  Betrachtungsweise  0.  W. 
Jiichardsons  daran  gewöhnt,  das  Innere  des  Metalles  sich 
ebenso  von  Elektronendami>f  erfüllt  zu  denken  wie  den  Außen- 
raum, und  nur  an  der  Grenzschicht  zwischen  Metall  und 
Vakuum  eine  „Austrittsarln^il**  anzunehmen.  Es  liegt  sehr 
nahe,  diese  Austriltsarteil  durch  den  Unterschied  einer  ge- 
wissen i)otentiellen  Energie  x  ^"^  limern  des  Metalles  (x^)  und 
an  der  Grenze  des  Außeiiraunies  (x^)  zu  erklären,  also  den 
Patentialunterschied  x^  ~~  X^  gleich  der  Austrittsarbeit  u:  zu 
setzen.  Die  Differenz  für  zwei  Metalle  würde  dann  den  Unter- 
schied der  ix>tentiolIen  Energie  der  Elektronen  in  leiden  Me- 
tallen angeben,  der  beim  absoluten  Nullpunkt  genau  und  bei 
gewöhnlichen  Temperaturen  nahezu  >erschwinden  müßte,  also; 

Dieser  ( Gedankengang,  dei  in  ähnlicher  Weise  zuerst  >on 
r.  Debye^).  später  von  mir  in  meinem  Bericht  über  ther- 
mische Elektronenemission*)  vertreten  worden  ist,  bleibt  tat- 
«ächlich  zurecht  lx\st(Jien.  Es  ist  nur  die  Bedeutung  der  Potenz 
tiale  x^  eine  andere  als  die  von  (f^  in  der  vorlic^genden  Betrach-^ 

.      1)  M.  Born,  Verh.  d.  l>eutsohen  Physik.  CJe».  21.  S.  13.    1919; 
F.  Haber,  Berliner  Bei.   1919.   S.  494. 

2)  P.  Debye,  Ann.  d.   Phys.  88.   S.  473.   19io.  '' 

3)  Jahrb.  di;r   Kadioakt.  u.   KIcktronik  li.   8.  173.  1915. 
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tinig.     Der  Potentials priing  Xt^  --  Xi^  "^  ^^^  früheren  Hetraoh- 
tnngon  ist   oben   keine   reine    Doppelschichtwirkang,   sondern 
enthält  noch  Bestandteile,  die  auf  „Struktnrwirkungen'*  zurück- 
zuführen sind.    Die  Gleichlieit  von  Xt^  und  Xi^  sagt  in  diesem 
Sinne  nichts  anderes  aus,  als  daß  die  Verschiedenheiten  der 
„Strukturpotentiale**  in  beiden  Metallen  durch  die  objektive 
elektrostatische  Boppelschicht  an  der  Berührungsfläche  koni- 
ixjnsiert  werden.    In  der  vorliegenden  Arljeit  wurde  an  Stelle 
des  immerhin  et^'as  speziellen  Begriffes  des  Strukturpotent iales 
von    vornherein    der    allgemein(?ro    Ifegiiff    der    ,,natürlieheii 
freien  Energie*'  eingeführt;  dadurch  ist  die   (lefabr  der  Ver- 
wechselung mit  den  mittleren  elektrostatischen  Potentialen  ver- 
mindert.   Als  Doppelsohicht  wird  demgemäß  bei  uns  auch  nur 
das  aufgefaßt,  was  auch  auf  entfernte  Punkte  als  solche  wirkt. 
Würde  man  z.  B.  in  einer  galvanischen  Kette,  die  durch  einen 
Jjeiter  von  grol3c»m  Widerstände  gc^schlossen  ist,  den  Potential- 
unterschied  an   den   Enden   dieses    Ijeiters   aus   den   an   den 
Grenzen  der  verschiedenen  Körjier  auftivtenden  elektridclien 
Doppelschichten  berechnen,  so  würde  man  zu  einem  richtigen 
llesultat  kommen,  wenn  man  unsere  Definition  der  elektro- 
statischen Potentiale  (p^  und  unsere  Potentialsprünge  Vt^—^i* 
einfülu*t,  dagegen  zu  einem  falschen  Itesultat,  wenn  man  statt 
dessen  die   Größen  x  benutzt.^)     Ein  anderes  Kriterium  zur 
Unterscheidung  der  Potentiale  q)  und  x  i^^  das,  daß  im  Innern 
des  festen  Körjiers  q)  für  ganz  lieliebige  geladene  Bestandteile 
(positive,  negative  Ionen,  Elektronen)  dasselbe  ist,  während  x 
für  jeden   Bestandteil  anders  liestimmt  wäre. 

Vielleicht  ist  es  auch  für  einige  Leser  nicht  übei-flüssig, 
a;if  den  Zusammenhang  unseres  Resultates  [Gleichung  (14)] 
mit  den  experimentellen  Beobachtungen  einzugehen.  Die 
Peltierwärme  Q^^  gibt  nach  thermodynamischer  Definition  den 

1)  Die  „X* Definition''  der  PotentialunteiHühicdc*  ütigt  offenbar 
liuch  einer  Bemerkung  von  P.  Oebye  (Ann.  d.  Phys.  88.  S.  473.  1910) 
über  die  Potentialdifferenx  an  der  BcrührungsHtcIie  zweier  Metalle 
zugrunde.  Danach  soll,  wenn  zwei  Metalle  miteinander  verlötet  sind. 
<%ine  Austrittsarbeit  nicht  zu  leisten  sein  und  infolgedessen  die  Fotenial* 
difforonz  bis  auf  ein  Korrektui'glied  verschwinde^!.  Diese  Bemerkung 
ist  offenbar  nur  zutreffend,  wenn  man  unt«r  ^.Potentialen*'  die  Summa 
Ton  „Strukturpotentialen^'  und  mittleren  elektrostatischen  Potentialen 
Terstoht. 
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l-ut  erschied  zwischen  der  i)ifferenz  der  freien  Energien 
fCg"— /ij"  —  diese  Differenz  verschwindet  im  thermischen 
Gleichgewicht  —  und  den  waliren  Energien  ü^  —  Uj  dex  Elek- 
tronen in  beiden  Metallen  an.  l?eim  absoluten  Nullpunkt  Ver- 
schwindet der  Unterschied  zwischen  freier  und  wahrer  Energie. 
Die  Differenz  C^2  ~^  ^^  wird  ebenfalls  =0  und  ebenso  die 
Peltierwärme  Q^^-  Man  erkennt  aus  der  Betrachtung  dieses 
(frenzfalles  Ijesonders  deutlich,  daß  ein  grö£enordnungsn)ä6iger 
Zusammenhang  zwischen  Peltierwärme  und  dem  Potential- 
spruug  an  der  Berührungsfläche  nicht  bestehen  kann;  denn 
die  Gleichung  fJiC^  fi%~  (und  fiir  den  absoluten  Nullpunkt  auch 
^1  =  ^«)  ^^^  i^  zufolge  den  Oleichurgen  (12)  bis  (14)  für  ganz 
beliebige  Werte  der  Differenzen  fJtJ^  ~—  //i®""?  also  auch  der 
Potentialsprünge  9^2®  —  <Pi^  erfüllt. 

Eine  Abweichung  von  den  Auffassungen  von  H .  von  H  elni  - 
holtz  und  M.  Planck  fa.a.  0.,  S.  141,142,  Anmerk.)  besteht 
bei  uns  nur  infolge  des  eingeführten  Pegriffes  der  natrirlichen 
freien  Energie,  der  etwa^s  allgemeiner  ist  als  die  .»spezifische 
Anziehung**  bei  Helmholtz  und  die  ,,elektromolekulare 
Energie**  (und  Entropie^  bei  Planck. 

Über  die  Kontaktsprünge,  die  an  der  Perührungsstelle 
eines  Motalles  mit  einer  wälVigen  J.ösung  seines  Salzes  auf- 
treten, und  die  etwas  außerhalb  des  Kahn.ers  der  hier  ver- 
folgten Betrachtungen  fallen,  sei  nur  so  ^iel  bemerkt,  daß  diese 
Potent ialsprünge,  wie  schon  K.  Herzfeld  ^)  hervorgehoben  hat, 
nicht  aus  dem  Gleichgewicht  der  Elektronen  in  beiden  Phasen 
zu  l)erechnen  sind,  da  fi»j-  Elektronen  in  Wirklichkeit  kein 
(Tleichgewicht  herrscht  (unechte  Gleichgewichte).  Es  ist  hier 
der  Potentialunterschied  zwischen  beiden  Phasen  \ieln.ehr 
durch  die  Unterschiede  der  natürlichen  freien  Energie  der 
Metallionen  ^^^x^w'  /^Löwng  hestimmt.  Nur  dadurch,  daß 
eine  solche  Gleichung  an  den  verschiedenen  Grenzflächen 
#*iner  geschlossenen  galvanischen  Kette  nicht  durchweg  für 
denselben  Pestandteil  gilt,  wird  überhaupt  das  Auftreten  einer 
resultierenden  elektromotorischen  Kraft  möglich. 

Von  der  galvanischen  öpannungsdifferenz  tp^^  —  q>i^  zweier 
M«tf\IIe  wird  gewöhnlich  unterschieden  die  Voltadifferenz 
ipj  —  9?j^,  die  zwischen  2  Grenzflächen  (7,  und  G,  im  Au  Pen- 

1)  K.  Herz!(  Id,  Ann.  cl.  Phys.  M.   8.  löl.   1918. 
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lunjj.    IX'r  Piitoiilialspriiiig  Xx"   -  Zi"  •"  't*'"  früheren 
tiiiigi'n   ifit   oben   koino   roinc    l>op)xi|fi<;liicbtvdikung, 
enthält  nosh  Bestandteile,  die  auf  „Stnikturwirkungen" 
ssuführeii  sind.    Die  Gleichheit  von  Xt"  ""•*  Xi"  bb^  in 
l^iime  nichtfl  anden^n  aus,  als  daß  die   VerBchiedei 
„Strukturpoteutinlü"  in  beiden  Metallen  durch  die 
elektrootatiHche  Doppelnchicht  an  der  TJeiiihrungBflJ 
(x^nsiert  worden.     In  der  vorliegenden  Arljeit  Wnrde 
des  immerhin  elWfts  speziellen  ISeßriffea  des  Htruktur] 
von    vornherein    der    allgemeinMi-    Hopitf    der 
freien  Energie"  eingef ülut ;  dudiiroli  igt   die   Gefabi^ki 
wecliselnng  mit  den  mittleren  oloktrOHia tischen  Potealpjlt 
mindert .    AIh  DoppelKebichl  \vir<l  denigem&ß  bei  ^*Bljfii 
dtiH  aufgedißt,  w»»  auch  auf  etitfeinte  Punkte  aU  MiE'' 
Würde  man  z.  H.  in  einer  galvanim-hen  Kette,  dieV3i 
iieitor  von  größtem  Widenttande  gimdilossen  iflt,  dtfT' 
unterschied  an  den   Enden  dieoeR    IjeiterR  aoB  ^& 
(Irenzen   der   verHchiedenen   Köriier  aiiftret«ndeB^Ä'' 
Doppelrtchicbten  berechnen,  so  winde  man  zii  eSmto 
HeHultat   kommen,  wenn  man  unsere  Definitioi^'dr 
Htatiachen  Potentiale  f"  und  uiinere  PolentiahirtMft' 
einführt,  dagegen  xn  eimmi  fntt^hen  iteRultat,  Htun 
dessen  die   Größen  x   benutzt.')     Ein  andMOl'&i 
l 'nterscbeidung  der  Potenti)il<'  tp  und  x  i^t  dH,  4ikft 
des  festen  Kor^x'vs  tp  für  ganz   beliebige  geladi»  I 
(positive,  negative  Ionen,  Elektronen)  daBsellie^l 
für  jeden   l^eslandteil  andeis   Itedtimint  -Witt.' 

^'ielleicht  ist  es  mich  für  einige  Leser  mebt 
H^if  den  /iisammenhiing  unseres  Besultates  fGli 
mit  den  experimentellen  Beobachtungen  emni; 
B(-ltierw&rnifl  Q„  giU  nach  thermodynsRUBchpr  1 


1)  l>iP    ,.z-DcfitiitioH'-  d«r    PoUnliKluntnnpWwl- 
nuch  einer  ßemerkung  von  P.  Debye  (Ann.  d.  VhjM. 
über  die    Potentialdiffcr<>nx  an   der    BcrnhranyiiÜsIt' 
zugrunde    Danaoh  iu>)l.  wenn  twei  Hf^tatle  miMlUiiii 
eine  Austritt  »Arbeit  nicht  eu  loiaton  «ein  und  infö^Mlr 
differoDK  bis  auf  ein  Korrektuvglied  vereohwinItfL 
ist  offenbar  nur  zutreffend,  wenn  man  untei  „VaÜml 
▼on„8trukturpotcntiabn"  und  iaiUloi»n  »la 
Toniteht. 
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räume  henscht,  die  don  beiden  ^f et nllol^Ciri lachen  1  und  2 
nahe  l)enachl)art  sind,  in  der  Definition  einer  Voltadifferenz 
liegt  offenbai-  eine  gewisse  rnl)^stininitheit,  insofern,  als  die 
genaue  Lage  der  Grenzflächen (Jj  undGg  nicht,  angegeben  werden 
kann,  was  in  den  Fällen,  wo  das  Potential  in  nnmittelbarer 
Nähe  der  Grenzfläche  stark  variiert,  zu  ganz  verschiedenen 
Hestininiungen  von  9?/  —  gpj^  je  nach  den  gewählten  Grenz- 
flä<5hen  führen  kann.  Wie  in  solchen  Fällen  und  infolge  Welcher 
Voraussetzungen  dennoch  ein  einigermaßen  definierter  Wert  von 
^2^  --  (Pi^  festzustellen  ist.  soll  später  (III.  Teil)  erörtert  werden. 
Jn  diesem  Paragra}>hen  umgehen  wir  diese  Pi-age  dadurch. 
daß  wir  für  die  Flächen  G^  nnd  G^  jede  teliebige  Potential- 
fläche außerhalb  der  Struktursphäre  der  Metalle  zulassen.  Fs 
drückt  sich  dann  q)J^  —  9?,^  durch  die  natürliche  freie  Energie 
der  Elektronen  und  durch  die  ..Potentialsprürgo**  fpf  —  q^ 
zwischen  der  betrachteten  Fläche  G  und  dem  M^tallinnern 
folgendermaßen  ans: 


oder  wegen 
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Man  sic»ht  an  dieser  Gleichung,  daß  in  allen  Fällen  echten 
Gleichgewichtes  auch  eine  ,, Voltasche  iSpannungsreihe"  exi- 
stieren muß,  die  durch  die  Größen 
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bestimmt  ist.  Diese  (iröl'en  sind  aUn  nichts  anderes  als  die 
durch  E  dividierten  und  auf  einen  Punkt  der  Grenzfläche  G 
bezogenen  /o/o/(?w  freien  Energien//^"  der  Elektronen.  Wir  er- 
halten also  den  Satz: 

„Die  VoÜasche  Spannungsdijicrenz  zivischev  zicei  äußeren 
Grenzflächefi  ztveier  hiievder  Körper  iM  durch  die  totale  'freie 
Energie  der  Elekironfin  in  beiden  Körpern  in  hezug  auf  die  qe. 
wählten  Grenzflächen  bestimmt.'' 
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Fallen  ilie  Fläthon  G^  und  Gj  zusammen,  so  wird  die 
Voltadifferonz  =  0,  wie  es  sein  muß. 

In  den  bereits  erwähnten  Fällen,  wo  sich  die  GröPen 
<p^  —  (p^  bzw.  die  Größen  tfß  —  ip^  einigermaßen  eindeutig 
definieren  lassen,  werden  wir  fiir  diese  „Potent iaisprunge" 
(fß  ~  qfl  die  Pezeichnung  y  einführen  und  auf  die  Pestimmnrg 
der  (iröl^n  %p  etwas  eingehen  (III.  Teil). 

§  4.    IMe  f^eie  Bnergie  der  DampIlpluMe. 

Wir  kehren  nunmehr  zu  den  J^etraehtungen  des  §  1  zu- 
rück. Dort  hatten  wir  ,,die  freie  Energie  einer  geladenen  oder 
ungeladenen  Molekel  Iti  hezug  auf  eine  feste  Phase  und  ein 
äußeres  Potenlitil  95*'  genau  zu  definieren  versm-ht.  Wir  hatten 
dabei 'die  l^ifferenz  zweier  Zustände  betrachten  mivtsen,  in 
tieren  erstem  sich  die  Kausteine  der  betreffenden  Molekel 
^noch  im  Inneren  des  festen  Körpers  befanden;  während  sie 
fcich  im  zweiten  Zustand,  zu  der  Molekel  zusammengefügt,  im 
Außenraume  auf  dem  Potential  q>  befinden  sollten.  Die  ein- 
zelnen Molekeln  sollten  hierbei  no<h  in  unendlich  weiter  Fjüt- 
fernung '  voneinander  und  in  Ruhe  sein;  nur  innerhalb  der 
Molekeln  konnten  kinetis(^he  Nullpunkts-  (oder  sonstige  ein- 
deutige  Quanten-) Energien  auftreten. 

Wenn  wir  nuhmehr  dazu  übergehen  wollen,  die  freie  Enerpe 
zu  bestimmen,  die  irgendeine  Molekel  im  Damjfrarm  bei  der 
Temperatur  T  und  dem  Potential  q>  im  thermischen  Gleichge- 
wicht mit  dem  festen  Körper  besitzt,  so  müssen  wir  diese  freie 
Energie  offenbar  auch  auf  den  eben  nochmals  skizzierton  Ni  IN 
ffustand  beziehen.  Die  freie  Energie  einer  Molekel  in  der  Nähe 
eines  Punktes  P  des  Außenraumes,  der  sich  auf  dem  Petent ial  tp 
befindet,  hängt  dann  im  allgemeinsten  Falle  ab  von  den  gegen- 
jieitigen  Kräften»  die  die  betrachteten  JVstandteile  aufeinander 
ausüben  sowie  von  den  Wechselkiäfteu  mit  den  andersartigen 
Bestandteilen,  die  sich  noch  an  derselben  Stelle  des  Bauires 
befinden.  Um  hier  zu  einer  allgemeinen  Definition  der  freien 
FiPergie  zu  gelargcn,  müßte  man  offenbar  gan«  fthnl?ch  ver- 
fahren wie  wir  für  ddn  festen  Körper  verfahren  sind.  Im  fol- 
genden soll  jedot  h  stets  die  vereinfachende  Annahn^e  gemaicht 
werden,  daß  die  Wechselenergie  der  Molekeln  aufeinander  xmA 
auf  andersartige  Molekeln  nkht  berücksichtigt  zu  werden 
braneht,  daß  wir  also  für  jede  betrachtete  Molekel  im  Dampf- 


1,12  H'.  .-^rhotlky. 

nuiirir   den  idduJcn    (jaszustand*)   vorauhSßtzen   kumieu.      l'ie 

tn-jf  KruJ-Rie  /  pro  Mo!  ein»'«  J.'estftndtftilcB  liot  dann  fo)ge]>dc 

l-..rm:') 

(ir,)  f--=  «rill.  -  «T(»ln  T  -r  C)  +  f,  . 

Hierbei  Ixcleiilel  c  die  Konzentration')  in  Mol  Jiro  ccdi, 
11  die  bekannte  G»n könnt tmte,  (•'  ist  eine  Konstante,  dio  wn 
der  Wabl  der  Kontitßnte  a  (g  1)  fiir  den  fönten  Zustand  ali- 
hangt ;  wird  diehe  ho  festgelegt,  wie  wir  es  durch  (Jk'icliung  (1) 
getan  haben,  ku  läßt  »k-h,  wie  in  den  letzten  Jahren  von 
veiHchiedenen  Beiten  gezeigt  worden  ist*),  die  Konsl-ante  C 
iiiittelH  stutistiaeher  und  tjuiintentheoretis<her  l!el rachtimgen 
Ix-stiirioen  und  erhilh   den  Werl:') 

1)  Fiir  gclftdcno  Teilction,  insbuiiotiilcrc  KluktioiU'ii,  Hiiitl  dit  IV- 
(liiigungdi  hiuHtir  von  mir  schon  1914  ft^stgclegt  (Phyitifc.  Zcitechr.  Ifi. 
H.  S72— 878.  lUU)  und  in  letzter  Zeit  anltlDlich  der  Kontn>v»Ko  mil' 
Hrn.  V.  Laue  ülicr  d«>i  Elektronengu/«  (Physik.  Zeittdir.  20.  S.  4!^. 
4«  u.  S.  220—226.  1919)  uuHführlichcr  tiüiti-it  worden.  En  crgibl  »ii-h 
liierbcti  eiiU'  gewisHC  Bi-ziehung  ewiHclicn  Konzentrat ioii  und  Timportt- 
tur.  indie.wif  ich  zeigen  konnte,  auehcineneucrilingG  von  Hm.  v.  Lnuii 
Hilf  Urund  nndcii-i'  Uedftnkeug&nge  nufgcFtelllc  l'ormel  (Aim.ü.PI  ys.fiS. 
S.  fl95— 71).  1919)  nlHTgeht,  sofern  man  dort  statt  eine»  beliebigen  Vo- 
lum» das  mittlere  ., Aloni voluin "eines  Elektrons «inEctit.  Ich  niöchtp  bei 
dieser  (Je  logen  heil  noch  «inmal  aosdrücklich  hervorheben.  daB  ein  tal- 
sachlicher  UnterKchLed  Ewischcn  der  so  angewandte»  v.  Laucschen 
Bedingung  und  der  nteinigen  nicht  besteht.  Auch  gebe  ich  gern  zu. 
doB  ci>  nicht  eigentlich  eine  Frage  de»  jihyi-ikaliijeben  Tahics  ist,  oh 
man  eine  Ungleichheit ebcdingung  a<^b  bereit»  durch  a<b  oder 
erut  durch  a  <  '  iim&  als  erfüllt  ansehen  will,  sondern  daB  die  £nt- 
aehoidung  hierüber  in  jedem  Kall  »ich  «ach  der  geforderten  (ienaiiig- 
kcit   bzw.  (Ich   Vcrsuehsbedingungei)   zu  richten   hat. 

2)  ^gl.   t.  It.   M.   Planck,  Thcriuudynamik.   6.  Aull.    ».  117. 

3)  In  Plancks  „Tbcrmodynamik-  bedeute!  c  das  VcrhHtnis  der 
molaren  Menge  oineo  Sloffes  mr  uiolarcn  Menßc  des  getarnten  Stoffrs 
in  der  gleichen  Phase.  Ich  hoffe,  daß  die  üleicharligkeit  der  Be- 
zeichnung nicht   »u   Verwechslungen   AnlaB  geben  wird. 

4)  Literatur  vgl.  bei  H.  v.  Laue,  Die  Entropie  konstante  der 
Utühelcktroncn.  Jahrb.  für  Kadiokt.  u.  Elektronik.  15.  S.  269.  19IB. 

5)  An  dieser  Stelle  tritt  lia»  Ncrnsttchc  Theorem  in  uneorv 
Vuraussetzunguu  ciu.  Indem  nämlich  angenommen  wird,  dkS  dic 
KoDstantc  C  einer  bestimmten  Art  von  Uolekeln  für  gwi&  beliebige 
festte   Phasen,  in  denen  die  KonMante  der  freien   Energie  duioh 


).... 
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(16)  c^^lu?-''-^*±  +  l-\nA\    ') 

Hierbei  U;cleiitet  m  die  Masse  einer  einzigen  Molekel  d(  i- 
1)etrachteten  Art.  k  ist  die  elementare  Gaskonstantc  =1,34- 
l()-^*(cgs),  h  ist  das  elementare  Wirkungsquantuin  =  6,51  • 
10-2'  ((.gs)  „iid  N  die  Zahl  der  Moleküle  im  Mol  =  6,1 5 -Kh  2». 
Durch  Eirscizen  dieser  Werte  erhält  man 

(16>)  6«-7.1+-|ln  jj[^  . 

HierU^i  ist  M  die  (träge)  Masse  pro  Mol  der  tetracliteteii 
Molekeln,  Mn  ist  (his  Atomgewicht  des  Wasserstoffes,  das  =  1 
p[esetzt  wird. 

Zur  genaueren  Festsetzung  der  Bedeutung  von  .  /  in 
(rleichung  (15)  ist  jedoch  noch  eine  Bemerkung  nötig.  /  ist 
so  bestimmt,  als  wenn  die  betreffende  Gasart  allein  im  Kaume 
vorhanden  wäre,  und  es  ist  bekannt,  daß  beim  Zusammen- 
bringen verschiedener  Arten  von  Gahmolekebi  die  freie  Energie 
sich   nicht    additiv    aus    den   Einzelenergien    der   Bestandteile 


bt»«timmt  ist,  denselben  durch  Gleichung  (16)  gegebenen  Wert  befiitzt. 
wird  zugleich  die  Voraussetzung  eingeführt,  daß  der  Unterschied 
//j  -  fti  der  freien  Energie  pro  Mol  einer  Molekel  in  den  festen  Phasen 
1  und  2  beim  absoluten  Nullpunkt  temperaturunabhängig  i^t.  Das 
ist   alfTr  ein    Spezialfall  der   Nernntschen   Annahme 

oder,  wie   Ncrnst  schreibt . 

1)  Von  den  entsprechenden  Koustantcnbestimmungcn  Fon 
().  Stern,  R.  J.  Herzfold  und  M.  v.  Lauo  unterscheidet  sich  diese 
(fleiehung  durch  den  Summanden  1  auf  der  rechten  Seite.  [Bei  Herz- 
fold I  ( Anm.  S.  120  dieser  Arbeit)  ist  die  entsprechende  Formel  außerdem 
durch  einen  Druckfehler  entstellt].  Der  Unterschied  beruht  darauf, 
daß  bei  uns  unter  fdx  die  Änderung  der  freien  £n<,*rgie  des  Gases 
iK'i  Hinzufügung  von  dx  Mol  unter  Koiistanthaltung  des  Volums  ver- 
standen  wird  (Temperatur,  Teilchenzahlen,  Volumen  sind  die  unab- 
hängigen Variabein!).  Dementsprechend  hat  unsere  Größe  /i  eine 
von  dem  Sternschcn  X^  (Z.  f.  Elektroch.  1919,  S.  66  —  80)  und  dem 
V.  Laueschen  ^a  eine  um  das  Glied  RT  verschiedene  Bedeutung,  die 
Größen  ^/ ET  usw.  unterscheiden  sich  also  um  den  Betrag  1.  Man 
überzeugt  sich,  daß  die  betreffenden  Dampfdruckformeln  unter. 
Berücksichtigung  dieses  Unistandes  identisch  werden. 


*  1  *■ 
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zuscmmensetzt.  Wohl  aber  läßt  sich,  unter  Benutzung  der 
Formel  für  die  freie  Energie  von  .Gasgemischen  [die  betr. 
Entropieformel  siehe  z.  B.  bei  M.  Planck,  Thermodynamik, 
5.  Aufl.,  S.  222],  der  Satz  ableiten,  daß  bei  Hinzufügong  von 
dx  Molen  der  Gattung  x  (unter  Konstanthaltung  des  Volums) 
die  freie  Energie  des  Gasgemisches  »ich  rm  f^Jx  ändert, 
wobei  f^  nach  (15)  zu  berechnen  ist.  Und  gerade  auf  diesen 
Faktor  /^  von  rf  rr  kommt  es  in  unsern  Gleichgewichtsbe- 
trachtungen an. 

Das  Glied  /,  auf  der  rechten  Seite  l)edeutet  die  innere 
freie  Energie  pro  Mol  der  betreffenden  Molekel  bei  der  Temje- 
ratur  T.  bezogen  auf  den  in  §  1  be8(hiiel)enen  Nullzustand 
(T  =0  b(»i chenuscher  Definition,  lieliebiger  (^lantenzustand Z« 
bei  Quantendefinition  der  Molekel),  l^ie  Absonderung  des 
Gliedes  /,  von  den  l)eiden  ersten  Termen  der  rechten  Seite  von 
Gleichung  (15)  beruht  darauf,  daß  sich  für  jeden  Zustand  der 
Molekel  die  Energie  additiv  ans  der  Translationserergie  der 
fortschi'eit enden  Wärmebewegung  und  der  inneren  Energie 
(Rotation,  periodische  ]*owegung  nsw.)  zusammensetzen  läßt. 
Diese  Additivität  gilt  wegen  der  relati\istischen  Einflf^se  der 
inneren  Zustände  auf  die Tram^lationserergie  nicht  ganz  genau, 
aber  flu-  alle  hier  l)etrachteten  Fälle  U'it  hinreichender  Ar- 
näherung. 

Der  Wert  von  /,  ist  s(»H>st verständlich  =0,  wenn  es  sich 
um  Elektronen  handelt,  da  hier  keine  inneren  Energien  auf- 
treten können;  ebenso  bei  positiven  Tonen,  die  m;r  aus  den 
Kernen  bestehen,  wie  Wasserst  off  ionen  oder  zweiwertig  posi- 
tiven Heliuniionen.^)  Elienso  ist  die  innere  freie  Energie  gleic  h 
Null  bei  allen  komplizierteren  Gebilden,  die  nicht  ,, chemisch*', 
sondern  durch  einen  Quantenzustand  definiert  sind;  denn  dann 
ist  definitionsgemäß  die  innere  Energie  \m  allen  Temperaturen 
dieselbe  und  Übergänge  in  andere  Quantenzustände  sind  ge- 
wissermaßen als  chemische  Reaktionen  aufzufassen.  W^ohl  aber 
ist  cdne  Ändc^rung  der  inneren  freien  Energie  im  uHgemeinen 
zu  berücksichtigen  bei  den  chemisch  definierten  Ionen  und 
Atomen,  die  verschiedener  Zustände  %„  fähig  sind.   Wenn  man 

1)  Energie  Variationen  innerhalb  des  Kerns  brauchen,  wie  schon 
früher  bemerkt,  wenn  sie  überhaupt  vorkommen,  nicht  berückHichtigt 
werden,  da  alle  zugänglichen  Temperaturen  auf  sie  nur  einen  rer- 
schwindend'^n   K'nfbift  hnhon   kennen. 


Thn-tn-odt/namik  d^r  aoltenen  Zmfände  im  Dampfraum.    I.      ir)5 

bishor  liei  ,,oina<ornigeu  (taHon*'  die  innere  freie  Energie  =0 
j^esetzt  hat.  so  ist  dns  zwar  annähernd,  aher  nicht  genau  richtig: 
da  wir  im  folgenden  (Ueichgewichto  zu  betrachten  hal:)en,  bei 
denen  die  thermischen  Ionisation,  also  die  völlige  Abtrennung 
eineg  Plektrons  von  seinem  Korn,  eine  Rolle  spielt,  so  wäre  es 
unlogisch,  wenn  wir  die  Quantenzustände,  die  zwischen  dem 
Nullzusti\nd  und  völliger  Fonisiening  Hegen,  ignorieren  wollten; 
denn  diese  Zwischenzustände  treten  als  Zustände  geringerer 
Energie  Ja  noch  unverhältnismäßig  viel  häufiger  auf  als  die 
Zustände  völliger  Trennung  der  ]>estandteile.  Endlich  ist  noch 
bei  chemLscl)  definierten  mehrkernigen  Bestandteilen  die  innere 
Energie  einei-  Bewegung  der  Kerne  gegeneinander  i^wie  eine 
Eotation  des  ganzen  Gebildes  zu  l)erücksichtigen.  für  die  sich 
die  entsprechende  freie  Energie  berechnen  läßt,  wenn  die 
Quanten Ijedingungen  gegeben  sind. 

(Eingegangf^n  3.  Dezember  1919.) 
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4.  IHe  Schwingunyefh  biegungssteifer  Saiten; 

von  Otto  Schaefer. 


Man  kann  eine  schwingende  Suite  als  recht  enipfindlicheu 
Dehnungsmesser  für  technische  Zwecke  verwenden.*)  Hierlei 
wird  an  dem  zu  untersuchenden  Bauteil,  der  ein  Träger,  eiii 
Fachwerkstab,  ein  Schwungradarm  oder  sonstiger  Teil  sein  kann, 
eine  Sait?  mit  ihren  Enden  so  befestigt,  daß  sie  an  einer 
tdastisclien  Verlängerung  oder  Verkürzung  dieses  Bauteiles  teil- 
n(ihmen  muß.  Dabei  wird  ihr  Ton  erhöht  oder  vertieft  und 
diese  Tonhöhenänderung  wird  an  einer  Vergleichssaite  l^e- 
stimmt,  deien  Spannung  unveränderlich,  deren  Länge  aber 
mittels  eines  >ersc^  hie  blichen  Steges  einstellbar  ist.  Bei  der 
Untersuchung  der  Fehlerquellen  eines  solchen  Dehnungs- 
triessers  stellte  es  sich  als  notwendig  h(»raus,  den  Einfluß  der 
Biegungssteifigkeit  auf  die  Schwingungen  von  Saiten  näher  zu 
untersuchen. 

Bei  der  üblichen  Betracbtimg  völlig  ))iegsamer  Saiten  gilt 
die  ]  )ifferent  ialgleichung 

in  der  *S  die  als  unveränderlich  angesehene  Längskraft,  /j  die 
Masse  der  Längeneinheit  bedeutet,  während  x  und  y  die  Ko- 
ordinaten eines  Punktes  der  —  unendlich  dünnen  —  Sait^ 
und  i  die  Zeit  ist.  In  der  folgenden  Rechnung  soll  J  das  Träg- 
heitsmoment eines  Querschnitts  der  Saite  und  E  der  Elastisd- 
fätsmodul  ihres  Materials  sein. 

Auf  ein  Saitenstück  von  der  Länge  dx  wirken  die  in  der 
Fig.  1  gezeichneten  Kräfte  ein:  a)  die  Komponenten  von  S  in 
der  y-llichtung,  nämlich  ,S  sin  a  und  S  sin  (a  -|-  3  a)»  b)  die 
Komponenten  von  S  in  der  .r-Kichtung  S  cos  a  und  S  cos  (a^  3a), 
c)  die  Scherkräfte  V  und   T-f  dl\  d)  die  Massenkraft 


1)  Die    schwingende   Saitf!    al.s    ]>ehnungijniei<t:er,    Zcit^ichr.    de« 
Vereine  deutscher  Ingenieure,  J9J9.    S.  J008. 
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und  e)  die  Momente  M  und  M  +  d  M.    IHe  (lleichung  der  in 
der  ^i^-Richtnng  wirkenden  Kräfte  lautet: 


r  +  dF--f+  Ssin{a  +  ö«)  -  Snina  -  ^  ^^ 


di" 


0 


oder 


d  V+  Sco9a  *  da  — 71 -5-^^*  =*  0. 


di^ 


Solange  es  sieh  um  kleine   Schwingungen  handelt,  kann 
eos  a  =  1  gesetzt  Werden  und 


so  daB  entsteht 


und  nach  Division  durch  dx 

d  V 


(1) 


dx 


.od'*/  ^*y      n 


da?= 


fy^i^^SsMrcL^Mf 


Scos^i'doiP 


^   Scoscfi 


M^dM 


y^Ssffta 


Fig.  1, 


Weiter  werde  die  aus  der  BiegungBlehre  bekannte   Glei- 
ehung  benutzt 


d«y 


(2)  ^  EJ^^^^M. 

aus  der  durch  IMtferen^ieren  folgt 


AS 


lös  O.  Sckitofer. 

Dif  luib  di-r   hii!f{iiii(4iilebre   IckMimUi    lJ<'Kie[iurig 

ö^    ~ 
gilt   iiucli  liir  itiiieii   Slulj  mit   Lüugäkriift,  da  di«M!   nur  uiiw 
V(tm-bio))Uii(;  dur  Nulliuit;   nacli  diT   l^ruckeeitu  bin   l4<wirkt, 
n\;t^T  an  den  Buii»ti^r<'i>  VtrliälUiiswii  niihdi-ändurt.     Man  durf 
dt^niniu-li  Kflüt^n 

ivjis  —  r 

(■a:' 
lind  crliäll   dimli  nwOiinaüges  JliHcrcnzürfii 

Ejf^  —  «•:. 

l^urcli  Eiiuii'tzvu  in  UlfichuiJ^  (1)  findet  luun  die  1  Viffercnl ial- 
({loichnng  dcK  ftoIdiniH  * 


Suhald  man  in  dit-üLT  üjuicliung  J  —  Ü  selzt,  iilsu  di«   Bt^ifig- 
kt'il  veniuchlasKigt ,  (■lOit  ait'  iiljt-i-  in  die  Itekiiiinte  t'urm 


Hie  geht   Uhr  für  .S  =0  in  die   (ileicliiing 


T^  . 


ii*y 


die  für  cinHM  lialken  «line  JjiingskiHf)  gill,    JXr  für  diese  tilei- 
eliung  geinaelite  Ansät!: 

ij  ^=  A  sin  ax  sin  bt 
kann  aucli    Kur   Lösung   der    (ileiehuiig    (8)    U-nutzt    werden. 
Um   diu   Eiolitigkeit   zu   prüfen,   liildet,  man  die    I afferent lal- 
qoatienteu 


■^'y 


—  —  Aa*%maxäabt, 

—  Aa*saiuxtiaibt, 
wm—  Aö*8iaa*mnbt 


und  Hvtzt  sie  in  Ulei<.)iuiig  (3)  ein. 
EJAa*  «in  n  x  sin  t '  —  —  SA 


a^Kin  a  f  sin  b  t 
A  b'niu  atsiübi. 


l  Ut    .^fhn  UKfiiiKfi  lt.  Iii('.(junff.'':.st(  ifn'  Suiten. 


loy 


Da  clitht-  ükiiluii.g  für  alle-  Wtrtt  von  a*  mu\  t  grlten  soll, 
uiul»  cli(    folgtiidi'   l't'ziohung  LtßUhcn 

Für  a  gilt  liotli  rine  weitere  Jjediiig»iug:  an  den  Enden  der 
Saite,  Iti  x  -  0  und  x  -^  l  muß  nämlich  y  —  0  werden  für 
:ill(.  Werte  Mm  t.  Diis  i.st  nur  niöglidi.  wenn  sina/— Oist, 
W(  uu  also 


a  = 


.-7  ,^   n 


USVN-. 


i>t .  Zu  jedem  diistr  Werte  \on  a  findet  man  aujs  (dtichung  (4) 
(i.'n  zugehörigen  Wert  von  b.  Diese  Werte  bi,  b^  63  stehen  aler 
iiicht  in  einfacher  Heziehung  zueinander.  l:Jt  i  einer  völlig 
I  iegsameu  Saite  (J  —  ())  ist   l-ekanntlic  h 

und   1 1  i  ehiem  steifen  ungespannten  13alken  ist 

In  Ktiden  lallen  gibt  d(  r  Körper  außer  dem  Grundion 
( iiie  Ikihe  Aon  Olertönen,  die  zum  ürundton  harmonisch  sind. 
Dict  Oi;ertöne  der  \orliegenden  steifen  Saite  sind  jedoc-h  nicht 
harnioniscli.     Man  i  rlialt  aus  Gleichung  (4) 

und  niit  der  lleziehuiig 


n  «■ 


2.-T 


für  die  Schwingungszahlcn 


i- 1- 


"' "  ^  1' 


», 


i 

in 


**  -  -i .-, 


1<)0  ().  Sdiaefty). 

Fäv  eino  stählerne  Klaviersaito  von  40  cm  Länge  und 
1  mm  Dicke  gestalten  sich  die  Verhältnisse  für  einen  Grand- 
ton von  n  =  485  Schwingungen  so :  mit  der  Peziehung 

rrgihi   «ich  für  S'  au8    (tleichiing  (4): 

S=4n*/V-^«/f'jy, 
S=  75,9-0,07  -  75,83  kg. 

Die  Saite  braucht  um  den  kleinen  Betrag  von  0,07  kg  weniger' 
gespannt  zu  werden  als  die  völlig  biegsame,  die  eine  Zugkraft 
von  75,9  kg  erfordert.  Die  Schwingungszahlen  n  ergeben  skh 
zu  tii  =  435,  «2  -=  H70,9.  n^  -  1309,5,  n^  =  1750,8-,  während 
l)ei  einer  völlig  bic^gsamen  Saite  nein  würde  n^  =  435,  Mj'=  870, 
«3'=  1305,  n4'=1740,  wenn  sie  auf  den  (Irundton  435  ge- 
>;tiAmt  ist.  Für  den  (le brauch  des  erwähnten  Dehnungsmessers 
kommt  es  nicht  darauf  an,  daß  die  steife  Saite  eine  etwas  ge- 
ringere Kraft  t»rfordert,  sondern  daß  sie  ein  wenig  länger  sein 
iiuiß.    Die  Klaviersaite  müßte  39,82cm  lang  sein,  statt  40cm. 

Vielleicht  kann  die  Erhöhung  der  OLertöne  einer  steifen 
>>aite  zur  Erkläru^)g  der  eigentümlichen  Erscheinung  heran- 
gezogen werden,  daß  einwandfrei  gute  Musiker  die  Oktav  ein 
wenig  zu  groß  nehmen,  größer  als  »dem  Schwingungszalilen- 
Verhältnis  1  : 2  entspricht .  Wird  das  Ohr  von  einem  einfachen 
Ton  von  w-Schwingungen  in  der  Sekunde  getroffen,  so  wird 
i'ine  bestimmte  Faser  der  Basilarmembran  bewegt,  die  ihrer- 
seits den  zugehörigen  Nerv  beeinflußt.  Es  kann  aber  aucli, 
wir  hier  angenommen  werden  soll,  eine  Faser  unter  Bildung 
•eines  Knotens  in  der  Mitte  erregt  worden  und  zwar  müßte  es, 
da  die  Pa^jern  bei  ihier  geringen  Länge  sicher  eine  merkliche 
Steifigkeit  besitzen,  eine  Faser  von  etwas  weniger  als 
te./2-Schwingungen  sein.  Beruht  min  der  Konsonanzeindruck 
darauf,  daß  von  zwei  Tßnen  zum  Teil  die  gleichen  Fasern  er- 
regt werden,  so  ist  es  ersichtlich,  daß  ein  Ton  n  ^md  ein  Ton 
etwas  unter  n/2  konsonant  sein  müssen. 

Um  die  Amplitude  der  Obertöne  zu  ermitteln,  muß  ein 
gewisser  Anfangszustand  der  Saite  gegeben  sein  und  zwar  möge 
angenommen  werden,  daß  die  Saite  durch  eine  Kraft  in  der 
Mitte  belastet  und  dann  losgelassen  wird.    Infolge  der  Bteifig- 
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Ißl 


keit  ist  die  Form  der  Baite  nicht  geradlinig,  sonderti  sie  ver- 
läuft nach  einer  über  eine  Gerade  iibergelagerten  Bypertel- 
t'vmktion.  Ehe  die  Form  der  Saite  be- 
rechnet wird,  sei  eine  allgemeinere  J^emer- 
kitng  über  die  Form  elastischer  Stäbe  ge- 
stattet. Ein  am  einen  Ende  eingespannter 
Stab  (Fig.  2)  wird  am  anderen  Ende  in 
beliebiger  Richtung  von  einer  Kraft  er- 
griffen, deren  Komponenten  S  und  Q  sind, 
nie  Biegung  erfolge  in  der  Ebene  eines 
der  Haupträgheitsmomente  des  Quer- 
schnitts. Dann  lautet  die  Differential- 
gleichung der   I^iegungslinie 


(0) 


§.r-  .Sf/  =-  fiJJ 


dx 


t  » 


Fig.  2. 


deren  Lösung  man  schreiben  kann 


(6)      y  = 


e  +  e 


->#;< 


Ä./ 


Vi 


s 


E  J 


—  e 


-VA 


Durch  zweimaliges  Differenzieren  und  Einsetzen  in  Gk*i- 
chung  (5)  kann  man  die  Richtigkeit  nachweisen;  ferner  sind 
die  Bedingungen  erfüllt,  daß  t/  =0  wird  für  rc  =0,  und 

dy 


dx 


=  0 


für  X  =1,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann. 

Setzt  man  in  Gleichung  (6)  die  Komponente  ^  =  0,  so 
bleibt  der  Stab  gerade,  y  wird  Null  für  jeden  Wert  von  x. 
Haben  Q  und  S  positive  Werte,  so  kann  man  kürzer  schreiben 


'^      s        s  V  is 


X 


Ci) 


Dei  Stal)  verhält  sich  wie  ein  Viertel  der  zu  berechnenden 
Saite,  deren  Gleichung  entsprechenden  Bau  haben  wird.  Läßt 
man  S  zu  Null  werden,  so  bekommt  Gleichung  (7)  die  Form 
oo  —  00,  die  sich  leicht  auf  die  Form  0/0  bringen  läßt 
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().  Schaff >'r. 


!/=Q 


xYs  iioi 


\  EJ  •  iSin 


V  KJ 


Da    yS   gleichzeitig    mit    S    verschwindet,    so    darf    uihii 

2  ~'^S  als  neue  Veränderliche  einführen  und  Zähler  und 
Nenner  nach  dieser  differenzieren ;  gleichzeitig  werde  zur  Ver- 
einfachung geflchriel  eil 

i 


=  a . 


])ann  ist 


\EJ 


\ 


//  =  « 


X  X  (^üf  axl  —  —  Sin  a  x  x 


a 


Q 


axx  ©of  axl  —  ©in a a  j 


'  lim//  =  Q 

3  =  0 


x^ ^of  axl  ^  ax*  (Jof  a ^  / 

a X  ©of  axl  ■{•  axxa  l (Bin axl  —  ax (iof  a * x         U 
ff  3  V*  6of  ax  l  -h  a  x* a  l ©in  a  i;  /  0 


Man  muß  Zähler  uiul   Nenner  noch  einmal  nach  z  diffe« 
ren zieren  und  erhält 

a  X  '  al  ©in  ax  I  -\-  a  X  *  a  l  ©in  axl 
y         _  /-)  -^  axxalal  (Jof  axl  —  axax  ©in  a  i^c  x  __    0 

limi/  =  y^-g    2^(?offlr/  +  2~  «3^«a/©inaT/  ~  TT    ' 

Wenn  n)an  zum  dritten  Male  differenziert,  findet  man 
Sax  •  a  l '  a  1 6of  a  x  l  +  axxal  •  alal  ©in  axl 

1.  ^  — ^;t-aa;»aa:  (Eof  a » x 

imy  —  (^  ^  ^  ^  2i£o)axl  +  Sa'6  •  2;ia7©Tna*/     *"        ~  ' 
+  3 rt  3 ^* a  /  a  / Sof  ax  l  +  ax^  •  a  I a  la  l  ©in  ff  »  ' 


lim  3^  =  Q 

1  =  0 


3r/  05  •  fl*  /*  —  rt'j:* 


fi 


!») 


Dies  ist  aber  die  l)ekannte  Biegungsgleichung  eines  Trägers. 
Wird  bei  positivem  Q  der  Wert  von  S  negativ,  so  setze  man 

-  S  =  S' 
und  erhält  aus   Gleichung  (6) 


(>       ,     Q  ./KJ 


2» 
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was  man  einfacber  sehreiben  kann 


(9) 


P  Q 


W^ 


£J 


8m 


cos 


S' 


X 


Setzt  man  in  dieser  Gleichung  Q  =  0,  so  wird  y  zu  Null, 
Wf'nn  nicht  etwa  der  Nenner  des  zweiten  Gliedes  auch  Null 
ist.     Per  Wert  von  S',  für  den  dies  eintritt,  ergibt  sich  aus 

^/«  kn  Ä-  1,  2,  3... 

und  man  kommt  auf  die  Euler  sehe  Knickformel. 


Fig.  8. 

Für  die  in  Vig.  3  gezeichnete  Saite  gilt  folgendes:  von 
0  bis  Iß  ist 
f  <^ 

(10) 


9 ' |@ini?x 


von  //2  bis  l 


(11) 


-  Sin»/ (2  -•p)  +  Sinr/yl, 


Q         Q 

— —  X  —   -— 


wobei  zur  Abkürzung 


r  -? — ^ — n  [^'"  "^  ('  ~  4) 

—  erin  // 1/  —  :r)  —  ein  ^/  -g-f  > 


gesetzt  ist.  l>ie  Beachtung  des  negativen  VorzeichenB  dieser 
Wurzel  ergibt  .weder  hier  noch  bei  der  vorigen  Betrachtung 
eine  Änderung.   Pas  veränderte  Aussehen  der  Gleichungen  (10) 

11* 


Iß'l      0.  Sckaefer.    Die  Scfiiivngwigen  biegungssteifer  Saiten. 

imd  (11)  gegenüber  der  Gleichung  (7)  erklärt  sich  aus  der 
Vers<:hiebung  des  Koordinatensystems,  die  vorgenomniGn  wurde, 
um  die  folgenden  Integrationen  zu  erleichtern.  I>ie  Fouriersche 
Rpihe.  die  den  Verlauf  der  Sait*»  wiedergibt,  lautet 


(12) 


r».  +  *,' 


•a  —j — H  *,  cos  - 
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wol;t-i   die    Koeffizienten   der    Sinusglieder  und   der  geraden 
Kosinusglieder   nicht   erRt  hingeecbrieljen  sind,  weil  sie   Null 
werden. 
Es  ist 
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Für  die  völlig  biegsame  Sait«  ist  >/  =  oo  wegen  J  =  0  und 
der  zweite  Bruch  in  der  Klammer  fällt  weg,  die  Koeffimenten 
verhallen  sieb  dann  bekanntlich 

Bei  der  steifen  Saite  werden  sie   kleiner;  für  die  als  Beispiel 
herangezogene  Klawreaite  wird 


■    •■    '■■■  "11,4  ■  45.3  ■  128,6  • 

(EiDg«g»iigeii  6.  Novembei  1919.) 
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5.   tber  BalloelektrizUät,  Moleicularhiräfih  tind 

elektrische  Kräfte; 

van  J.  Traube. 

In  diesen  Annalen  sind  mehrere  Abbandlungen  von 
Christiansen^)  erschienen  über  die  •Elektrizitätserregung 
beim  Zerspritzen  von  Flüssigkeiten,  welche  eine  Anzahl  be- 
merkenswerter Einzelheiten  über  die  bekannte  Wasserfall- 
elektrizität Lonards^)  enthalten.  Es  handelt  sich  um  die 
Rlektrizit&tsentwicklung,  welche  beim  Zerstäuben  von  Flüssig- 
keiten und  der  Bildung  von  Tropfen  eintritt.*)  Auch,  die 
Versuche,  betreffend  den  Durchtritt  von  Gasblasen  durch 
Flüssigkeiten*)  sind  hier  zu  nennen,  wenngleich  hier  an- 
scheinend nicht,  wie  man  annimmt,  eine  einfache  Umkehrung 
der  Versuche  vorliegt,  sondern  noch  irgendwelche  andere 
Faktoren  in  Betracht  kommen. 

Christiansen  wählt  für  die  Wasserfallelektrizität  die 
kürzere  Bezeichnung  BaUoelektrizüät  und  er  untersucht  ins- 
besondere für  eine  große  Anzahl  von  in  Wasser  löslichen  Stoffen 
den  Einfluß,  welchen  dieselben  in  Abhängigkeit  von  der  Kon- 
zentration auf  die  Elektrizitätsladung  ausüben,  wenn  die 
betreffende  Lösung  gegen  eine  Platinplatte  zerstäubt  wird, 
welche  mit  dem  Elektrometer  in  Verbindung  steht. 

Christiansen  stellt  nun  fest,  in  Fortsetzung  der  Ver- 
suche Lenards  und  J.  J.  Thomsens,  daß  verschiedene 
Gruppen  gelöster  Stoffe  einen  sehr  verschiedenen  Einfluß 
auf  die  Balloelektrizität  ausüben. 

1 .  Salze,  viele  Säuren  und  Basen  üben  einen  sehr  schwachen 
Einfluß  auf  die  Balloelektrizität  aus;  solche  Lösungen  nennt 
Christiansen:  abaUisch» 


1)  W.Christiansen,  diese  Ann.  40.  S.  107  u.  233.  1913  und 
ebenda  51.   S.  530.   1916. 

2)  P.  Lenard,  Ann.  d.  Phys.  46.  8.  584.  1912. 

3)  J.  J.  Thomsen,  Phil.  Mag.  (5)  87.  8.  341.  1894. 

4)  Lord  Kelvin,  Proc.  Roy.  Soc.  67.  8.335.  1895;  de  Broglie, 
Journ.  do  Phys.  9.  S.  205.  1910;  Coehn  u^  IfoEer,  Ann.  d.  Phy». 
49.  S.  1048.  1914 , 
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2.  Wasser,  wäßrige  Lösungen  von  Ölen,  Filterpapier, 
Ammoniak  usw.  geben  verhältnismäßig  viel  Balloelektrizität, 
indem  sie  die  Platinplatt^  positiv  elektrisch  laden;  solche 
Lösungen  werden  als  autokataballisch  oder  einfach  katabaUiscii 
tezeichnet.  Lösungen  von  Chinin,  Anilin  und  viele  andere 
organische  Stoffe,  wie  Trichloressigsäure,  welche  der  Platin- 
platte große  negative  Ijadungen  erteilen,  werden  autoana- 
ballisch  oder  einfach  anaballisch  genannt. 

8.  ^Jischungen  von  Stoffen  der  ersten  Gruppe  und  der 
zweiten  Gruplx^  beispielsweise  Mischungen  von  Chlor kalium- 
lösungen  und  Alkoholen,  geten  \delfach  eine  weit  größere 
Balloelektrizität  als  die  Summe  der  Komponenten.  Solche 
Mischungen  lx>zeichnet  Christiansen  als  hyperbaUiach. 

Man  kann  nun  die  Versuchsergebnisse  Ohristiandens 
unter  einem  emlieiüichen  Gesichtspunkte  zusammenfassen, 
wenn  man  den  Einfluß,  welchen  die  gelösten  Stoffe  und  deren 
Mischungen  auf  die  ]]alloelektrizität  des  Wassers  ausüben, 
in  Beziehung  setzt  zu  der  Größe  der  Oberflächenaktvoüät,  d.  i. 
der  Einfluß,  welchen  die  Stoffe  auf  die  Oberflächenspamnmg 
des  Wassers  ausüben. 

Es  ist  sofort  ersichtlich  —  und  übrigens  hat  Lenard^) 
dies  auch  an  einem  etwas  ungenijgenden  Material  im  wesent- 
lichen erkannt  — ,  daß  die  aballischeii  Stoffe  mit  den  als  ober- 
flächenmaktiv  bezeichneten  Stoffen,  die  kaia-  und  anabaüischefi 
Stoffe  aber  mit  denjenigen  Stoffen  zusanunenf allen,  welche 
man  als  oberflächenaktiv  bezeichnet.  Da  dieser  Beziehung 
eine  erhebliche  theoretische  Bedeutung  zukommt,  so  mögen 
die  folgenden  Ausfülnningen  zeigen,  in  une  hohem  Maße  die 
baUoelektrische  Ixtdufig  der  Oberflächenaktivitäi  der  Lösung 
parallel  geht, 

Christiansen  geht  aus  von  Versuchen,  in  denen  er  zeigt, 
daß  die  Ladung  des  zerstäubten  Wassers  durch  kleinste  Un- 
reinheiten, insbesondere  minimalste  Mengen  gelöster  öle  und 
Harze,  ganz  erheblich  vergrößert  wiid.  Es  unterliegt  keinem 
Zweifel,  daß  es  sich  hier  um  stark  oberflächenaktive  Stoffe 
handelt . 

Die  Untersuchung  der  verschiedensten  Elektrolyte:  Säuren, 
wie     Salzsäure,      Sali)etersäure ,      Schwefelsäure,      Phoöphix>- 

1)  P.  Lenard,  Sitzungsber.  d.  Heidolb.  Akad.  d.  Wies.  A.  1914. 
27.,  28.  u.  29.  Abhandl.,  vgl.  Ref.:  NaturwiBBensehaften,  Verlag 
Springer,  «.  S.  82.  1918. 
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säure  und  Zitronensäure',  Basen,  wie  Kali,  Natron,  Ijaryt , 
Alkalisalze  und  Schweriuet allsalze  führte  zu  dem  Ergebnis, 
daß  alle  diese  —  oberflächeninaktiven  —  Stoffe  sehr  wenig 
Balloelektrizität  ergeben.  Das  Vorzeichen  der  elektrisclifen 
Ladung  ändert  sich,  wenn  die  Konzentration  eine  gewisse 
geringe  Größe  erreicht;  die  Lädung  der  Platte  wird  negativ, 
aber  die  Größe  der  Ladung  ist  fast  innner  geringer  als  die- 
jenige des  Wassers. 

Ganz  anders  verhalten  sich  nun  die  Lösungen  stark  obt*r- 
flächenaktiver  Stoffe,  wie  Fettsäuren,  primäre  und  sekundäre 
Alkohole,  Äther,  Ester,  x^ldehyde,  Ketone,  Amine  usw.  Diese 
Lösungen  sind  meist  in  hohem  Grade  katcibaUisch,  in  besonderen 
Fällen.  Ijeispielsweise  die  halogenierten  Fettsäuren  sowie  sonstige 
Halogen-  und  Nitroverbindungen  in  hohem  Maße  anabdUisch. 

Die  folgenden  Tabellen  mögen  zeigen,  in  welchem  Maße 
Balloelektrizität  und  OlxTflächenspannung  der  Lösungen  par- 
allel gehen.  Die  balloelektrischen  Ladungen  sind  den  Arbeiten 
Christiansens,  die  Oberflächenspannungen  y  in  Milligranmi- 
millimeter  bei  15®  früheren  Arbeiten  von  mir  und  meinen 
Schülern^)  entnommen.  Zunächst  sei  die  folgende  Säure - 
tabelle  wiedergegeben.  Sämtliche  Wert^  beziehen  sich  auf  0,25-n. 
wäßrige  Lösungen. 


Balloolektr.  Ladung 
in  Volt 


Oberfi&ohenBpann.  x 
in  mg/mm  bei  15^  0 


Wasser —  7,295 

SalzMluro          ]  7,28 

Salpetere&urc    I                                     u  ir    i  7,27 

8chwefcl8&ure  j                                   aballmch  ^3^ 

Zitronensäure  I  7,26 

Weins&ure 0,0  7,28 

Glykolsäun- -0,05  7,24 

Oxalsäure      -0,1  7,24 

ÄpfelsÄure -0,1  7,17            ^ 

Ameisensäurf -0,1  7,14 

Maloneäure -0,2  7,07 

Bemsteinsäiiic 0,25  6,89 

Ei*8igsäurc 0,5  6,81 

Propionsäure 1,66  6,13 

Buttersäure 2,85  4,89 

1)   Vgl.  J.  Traube.  Ff  lüger«  Arch.ges.  Physiol.  lai.  8.419.  1908; 
Verh.  d.  D.  Phys.  Ges.  10.    S.  880.    1908;   Liebigs  Ann.  d.  Chem.   26&. 

S.  27;    Somogyi,   Idtem.  Zeitschr.  phys.-chem.  Biol.  S.    8.60.    1916 
lind   J.Traube.   Biocheni.  ZeitFchr.  1«.   8.  182.   1909. 
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Die  folgenden  Werte  beziehen  sicli  auf  1-n.  Lösungen. 


1 


Kssigs&urc  .  .  .  . 
Monoohlorcssigsäure 
DiohloreBsigbäurc.  . 
TrichlorossigsÄun^    . 


•       • 


Ballooloktr.  Ladung 
in  Volt 

»0.8 

-1.3 
-2,7 
-  3.85 


Oberfl&ohcnspaiiii.  y 
in  mg/mm  b^  15*C 


6,04 
6,00 
5,20 

4,82 


Wenn  man  von  dc^m  \orzeichen  der  Ladung  absieht  und 
nur  deren  Größe  in  Betracht  zieht,  so  ergibt  sieh  eine  vollige 
Parallelilät  der  beiderseitigen  Werte.  Dct  Wechsel  des  Vor- 
zeichens der  elektrischen  Ladungen  beim  Euitritt  von  Chlor 
an  Stelle  des  Wasserstoffs  in  das  Essigsäuremolekül  ist  be- 
achtenswert . 

TÄo  folgende  Talx^Uo  bezieht  sich  auf  eine  Anzahl  in- 
differenter bzw.  basischer  Stoffe.  Die  Werte  beziehen  sich 
sämllich  auf  0,25-n.  wäßrige  Lösungen. 


Acctamid  .    . 
Acetonitril 
iVfethylalkoho] 
Äthylalkohol 
Allylalkohol 
Äthyläthor    . 
Propylalkohol 
i  -Butylalkoho] 
J)iäthy]amin . 


Balloolcktr.  Ladung 
in  Volt 

0 
0,4 

1,1 

1,0? 

0,85 

1,1 
2.4 
3,4 
5,4 


Oberflächenspann.  y 
in  mg/mm  bei  15*  C 


1 


7,20 
7,00 
7,05 
6,72 
6,44 
6,20 
5,89 
4,49 
5,70 


In  homologen  Iteihen  zeigt  sich  allgemein  mit  wachsendem 
Molekulargewicht  eine  Zunahme  der  balloelektrischen  Ladung 
sowie  eine  Zunahme  der  01x*rflächenakti^'ität. 

^  Li  früheren  Arbeiten*)  wurde  von  mir  gezeigt,  daß  in 
verdünnten  wäßrigen  Lösungen  oberflächenaktiver  Stoffe  für 
gleiche  Äquivalente  die  Oberflächenspannungserniedrigung  der 
Lösung  mit  wachsendem  Molekulargewicht  annähernd  zu- 
nimmt im  Verhältnis  1 :  8:8*:8*  ...  Nach  den  von  Chri- 
stiansen*) veröffentlichten  Tabellen  steht  die  balloelektrische 

1)  Vgl.    J. 'Traube,    LiebigB    Ann.  d.  Cheni.    266.    R.  27.    18Ö1. 
und  Verh.  d.  B.  Phys.  Gee.  10.  S.  880.  1908. 

2)  Vgl.  a.  a.  O.  40.   S.  130  u.  132. 
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Ladung  von  Propylalkohol:  Äthylalkohol  auch  im  Verhältnis 
3:1,  von  Isobutylalkohol :  Propylalkohol  ist  das  Verhältnis 
2,75:1,  von  Amylalkohol :  Isobutylalkohol  allerdings  kaum 
2:1.  Für  Propionsäure  :  Essigsäure  ist  das  Verhältnis  4:1, 
für  Bultersäiire  :  Propionsäure  3  : 1  und  für  Valeriansäure  zu 
Buttersäure  2:1.  Da  die  von  Christiansen  angewandte 
Methode  zur  Bestimmung  der  balloelektrischen  Ladungen 
doch  mit  gewissen  Fehlerquellen  behaftet  sein  dürfte,  so  darf 
immerhin  auf  diese  wenn  auch  grobe  Annäherung  des  Zahlen- 
verhältnisses hingewiesen  werden. 

Es  liegen  noch  für  eine  sehr  große  Anzahl  der  verschieden- 
artigsten anorganischen  und  organisch-chemischen  Verbindungen 
Bestimmungen  der  Oberflächenaktivität  und  balloelektrischen 
Ladungen  vor,  wenngleich  nicht  immer  dieselben  Konzentrationen 
gewählt  wurden.  Es  ist  auch  nicht  eine  einzige  Ausnahme  zu 
nennen,  welche  der  Eegel  widerspricht,  daß  balloelektrische 
Ladung  und  Oberflächenaktivität  parallel  gehen.  Oberflächen' 
nktive  Stoffe  sind  balloaktiv  und  oberflächenm-aktive  Stoffe  sind 
ballovtiaktiv. 

Balloelektrische  Stoffe,  wie  Pyridin,  Piperidin,  Phenol, 
die  Kresole,  Anilin,  Benzoesäure,  Chinin,  Cinchonin,  Chinolin, 
Nikotin,  Chlorphenol,  Nitrophenol,  die  Ester  usw.  sind  ober- 
flächenaktiv, während  sehr  schwache  Ballolyte,  wie  die  Trio- 
oxybenzole,  Gallussäure  usw.  zu  den  oberflächeninaktiven 
Stoffen  gehören. 

Wenn  durch  Substitution  von  Halogenatomen  an  Stelle 
von  Wasserstoff  in  Fettsäuren,  ebenso  in  Phenol  und  Anilin, 
sowie  der  Nitrogruppe  in  Phenol  die  Balloelektrizität  ihr 
Zeichen  wechselt,  so  ist  daran  zu  erinnern,  daß  es  sich 
um  den  Eintritt  stark  negativer  Gnippen  in  das  Molekül 
handelt. 

Besonders  sei  noch  darauf  hingewiesen,  daß  die  Steigerung 
der  balloelektrischen  Wirkung,  welche  stattbat,  wenn  Salz- 
lösungen mit  Lösungen  kata-  oder  anaballischer  Stoffe  ge- 
mischt werden,  ihr  Analogon  findet  in  einer  Oberflächen- 
aktivitätssteigerung, welche  bei  den  gleichen  Vorgängen  der 
Mischung  statthat. 

Christiansen  findet  beispielsweise  für  1-n.  wäßrigen 
Äthylalkohol  die  balloelektrische  Ladung  0,9,  für  1-n.  Chlor- 
kaliumlösung die  entsprechende   Ladung  0,1.     Die   Mischung 
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* 
gkaclier    X'olumiiut    dir   Jjösinigrii   führt    zii   der  stark   jK)ten- 
ziiTten  Ladung  7,0  Volt . 

In  (^inor  älteren  ^littcilung^)  wurde  von  mir  festgestellt, 
daß  10- Volumprozent iger  Äthylalkohol  bei  15®  die  Oberflächen- 
spaimung  y  =  5,14  iiig/nnn  hat,  ]m  Zusatz  von  5  bzw.  10  g 
Chlor kalium  zu  100  g  dieser  Lösuug  erniedrigt  sich  die  Ober- 
flächenspannung y  auf  4,97  bzw.  4,89. 

100  ccm  Wasser  +  0  Volumproz.  Äthylalkohol  führten  in 
einem  Stalagmomet(a%  dessen  Tropfenzahl  für  Wasser  =  53,9 
war,  zu  der  Tropf eu/a hl  67,8,  lx*i  Zusatz  \on  2,8  Proz.  C3ilor- 
luitrium  erhöhte  sich  die  Tropfenzahl  auf  69,85.*) 

Diese  Feststellungen  wurden  von  mir  auf  eine  Haftdruck- 
vtrmindenuig  der  oh^fläehen aktiven  Stoffe  durch  die  Salze 
zurückgeführt.^) 

Die  hier  festgestellten  Beziehungen  zwischen  überflächen- 
akti\atät  und  balloelektrischer  Wirkung  stehc^n  nun  in  bestem 
Einklang  mit  den  von  Lenard*)  in  seinen  neueren  Abhand- 
lungen entwickelten  Ansichten  über  die  elektrische  Natur  der' 
Molekuhrkräftc.  Lenard  nimmt  nicht  mehr  wie  früher  an, 
daß  es  sieh  bei  der  Wasserfallelektrizität  um  eine  Kontakt- 
wirkung zwischen  Gas  und  Flüssigkeit  handelt,  sondern  daß 
die  durch  die  Wasserfallwirkung  angezeigte  elektrische  Doppel- 
schicht ganz  in  der  Flüssigkeit  zu  suchen  ist.  Es  handelt 
sich  bei  deren  Zerreißung  um  die  Abtrennung  kleinster  Plössig- 
keitspartikel  aus  der  äußersten  Oberflächenschicht. 

Tn  dieser  äußersten  Oberflächenschicht  konzentrieren  sich 
mm  nach  dem  Prinzip  von  Gibbs-Thomsen*)  die  ober- 
flächenaktiven Stoffe,  und  zwar  um  so  mehr,  je  mehr  die- 
selben die  Ol)erflächenspannung  des  Wassers  vermindern, 
während  die  olx^rflächeninaktiven  Stoffe,  welche  die  Ober- 
flächenspannung des  Wassers  meist  erhöhen,  dementsprechend 
die  äußerste  Oberfläche  fliehen,  und  zwar,  wie  Lenard  in 
überzeugender  Weise  in  Übereinstimmung  mit  früheren  Ar- 
beiten ausführt,  deshalb,  weil  Salze  und   Salzionen  usw.  sich 

1)  J.  Traube,   Jourii.  f.  piakt.  Clieni.   N.  F.  81.   S.  214.   1885. 

2)  J.  Traube,  Pflügera  Arch.  f .  d.  ges.  Phys.  176.  S.  79.  1919; 
vgl.   auch   W.  Baeyer,   Biochem.  Zeitschr.   18.    S.  238.    1908. 

3)  Vgl.  Verh.  d.  IJ.  Phys.  Oes.,  a.  a.  O. 

4)  Vgl.  Heidelb.  Akad.  Bor.,  a.  a.  O. 

5)  Vgl.  auch  VV.  Quincke,  Ann.  d.  Phys.  19.   S.  139.   1870. 
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mit  einer  mehr  oder  weniger  großen  Wasserhülle  2u  kom- 
pakteren .Jjösungsmolekülen''  aggregieren,  die  infolge  ihrer 
Verdichtung  durch  die  Molekularkräfte  nach  dem  Innern 
der  Flüssigkeit  hingezogen  werden.  Lenard  weist  auch 
darauf  hin,  daß  die  Moleküle  eine  gewisse  Bichtung  zu  der 
Olierf lache  amiehmen  müssen. 

Das  große,  von  Christiansen  beschaffte  Mat<)rial  ist 
für  Lenards  Theorie  insofern  von  erheblichem  Werte,  als 
die  innige  Beziehung  von  Oberflächenaktivität  und  ballo- 
elektrischer  Wirkung  bei  Berücksichtigung  von  Gibbs-Thom- 
sens  Prinzip  nur  durch  die  Annahme  verständlich  wird,  daß 
beim  liOsreißen  der  äußersten  Oberflächenscbicht  flüchtiger 
oberflächenaktiver  Stoffe  (Alkohole,  Fettsäuren,  Äther,  Ester 
usw.)  von  der  äußersten  Wassemehicht  die  elektrische  Doppel- 
schicht zerstört  wird,  derart,  daß  nun  getrennte  elektrische 
Ijadungen  feststellbar  werden.  Die  Molekularkräfte,  und  zvoar 
nicht  nur  diejetiigen,  welche  die  Elektrolyte  mü  dem  Weisser 
verbifnden,  sondern  auch  diejenigen,  icelche  zunähen  Nichtleiiem 
und  Wasser  bestehen,  sind  somit  elektrischer  Natur.  Das  ist 
ein  Ergebnis,  welches  mit  den  sonstigen  neueren  Ansichten 
in  bestem  Einklang  steht. 

Es  mag  in  Zusammenhang  mit  Lenards  Arbeiten  auch 
auf  die  sehr  beachtenswerten  Arbeiten  von  Longmuir^) 
hingewiesen  werden,  durch  welche  in  überzeugender  Weise 
gezeigt  wird,  daß  u.a.  physikalische  Kräfte,  wie  Oberflächen- 
spannung, Adsorptionskraft  usw.,  auf  Seknndärvalenzen  zurück- 
zuführen seien,  die  in  letzter  Linie  elektrischen  Ursprungs 
sein  dürften.  Longniuir  wies  auch  darauf  hin»  daß  bei 
Nichtleitern,  wie  ölen,  welche  sich  etwa  in  Form  einer  dünnen 
FTaut  auf  einer  Wasseroberfläche  ausbreiten,  die  Moleküle 
als  ieilu)eise  gelöst  anziisehen  sind,  indem  dieselben  eine  der- 
artige Bichtung  einnehmen,  daß  die  polaren  Badikale.  sich 
der  Wasseroberfläche  zuwenden. 

Auch  frühere  eigene  Arlieiten  von  mir,  die  Herrn  Lenard, 
wie  er  mir  gelegentlich  freundlichst  mitteilte,  nicht  bekannt 
waren,  decken  sich  durchaus  mit  Lenards  theoretischen 
Ansichten. 


1)  W.  LoQgmuir,    loiirn.  Aincr.  <;hem.   8oc.  88.    S.  2221.    Idl6 
und  8».    S.  1848.   1917 
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So  wurde  auch  von  mir*)  bereits  die  Bildung  von  lonen- 
bydraten  herangezogen,  um  die  bekannte  Dampfdruckforznel 
Raoult-van't  Hoffs  abzuleiten  und  in  einer  Mitteilung 
über  Kohäsionskräfte  und  elektrische  Kräfte*)  wurde  die 
Kohäsionskraft  auf  elektrische  Kräfte  zurückgeführt.  Es  wurde 
in  jener  Abhandlung  gezeigt,  daß  bei  der  versuchsweisen  Über- 
tragung von  van  der  Waals*  Zustandsgieichung  auf  den 
festen  Zustand')  sich  gewisse  Eigenschaften  der  Metalle,  wie 
Elastizität,  Härte,  Kompressibilität  und  Verdampfungswärme 
zum  Teil  sogar  mit  quantitativer  Annähening  darstellen  ließen. 
Vor  allem  ergab  sich  eine  völlige  Parallelität  der  elektrischen 
Kontaktkräfto  der  Metalle  mit  den  so  berechneten  Größen 
a/v*'*=yt;,  in  welchem  Ausdruck  a  und  v  die  van  der 
Waalssche  Bedeutung  haben  und  y  die  Konstante  der 
Oberflächenspannung  bezeichnet.  Aber  auch  sonst  wurde  in 
jener  Mitteilung  auf  mannigfaltigste  Beziehungen  elektrischer 
Potentialdifferenzen  sowie  Kohäsionsgrößen  hingewiesen,  welche 
sämtlich  dafür  sprachen,  daß  die  Molekularkräfte  ebenso  wie 
die  eigentlichen  Affinüätskräfte  elektrischen  Ursprungs  sind. 

Charlottenburg,  Technische  Hochschule. 

1)  Vgl.  u.a.  meinen   Grundriß  der  physik.  Chemie,  Enke,  Stutt- 
gart 1904. 

2)  J.  Traube,    Ber.  d.  D.  Chera.  Ges.    42.     S.  594.     1909;    vgl. 
auoh  die  daselbst  erwähnten  Abhandlungen  von  Hesehus. 

3)  J.  Traube,  Verh.  d.  D.  Phys.  Gee.  11.   S.  231.   1909. 

(Eingegangen  27.  Oktober  1919.) 
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6.  Vber  die  Polarisairion  in  der  Geißlerentladuny^); 

von  Erich  Rumpf. 

1.  Vor  einiger  Zeit  ist  mir  der  Nachweis  gelungen,  dai5 
an  Quersonden  eines  Geißlerrohres  Erscheinungen  auftreten, 
die  eine  große  Ähnlichkeit  mit  elektrolytischer  Polarisation 
aufweisen;  bei  ihrer  Besprechung  ^rwendete  ich  die  Ausdrücke 
y,Anfangsströme,  Dauerströme,  Rückgänge  und  E^genströme^. 
Ich  habe  meine  damalige  VeröffentÜQhung  als  einen  vorläufigen 
Bericht  bezeichnet  und  habe  betont,  daß  noch  verschiedene 
Tragen  ungeklärt  erschienen. 

Nun  habe  ich  die  Versuche  an  der  durch  Fig.  1  (a.a.O.) 
wiedergegebenen  Anordnung  fortgesetzt  und  fand  alle  seiner- 
zeit gemachten  Erfahrungen  bestätigt  Damit  decken  sich  auch 
Versuche,  die  Ernst  Reiche')  gelegentlich  einer  Arbeit  „Über 
den  Beginn  der  Glimmentladung  in  Luft"  veröffentlicht  hat, 
die  mir  bei  Besprechung  der  Literatur  entgangen  war. 

Ich  habe  damals  vorgeschlagen,  diese  Polarisationserschei- 
nuDgen  durch  kondensatorartige  Oberflächenschichten  zu  er- 
klären, vermied  es  aber,  auf  den  Vorgang  näher  einzugehen.  Nun 
will  ich  versuchen,  nachzuweisen,  daß  die  beschriebenen  Polari- 
sationserscheinungen  tatsächlich  durch  Oberflächenschichten  be- 
dingt sind.  Solche  Oberflächenschichten  werden  ja  in  der 
physikalischen  Praxis  mehrfach  beobachtet.  Z.  B.  f&hrt  auch 
Reiche  die  von  ihm  beobachteten  „störenden  Nebenerschei- 
nungen" auf  „elektrische  Doppelschichten  durch  Gasionen,  die 
in  der  Gashaut  der  Elektroden  stecken  bleiben^'  zurück  und 
Robert  Pohl^  spricht  von  „elektrisch  geladenen,  polarisations- 

1)  Als  Abschluß  meiner  gleichnamigen  Arbeit:  Ann.  d.  Phys.  59. 
S.  1.  1919. 

2)  £.  Reiche,  Ann.  d.  Phys.  52.  S.^09.  1917. 

3)  B.  Pohl,  Die  Physik  der  Röntgenstrahlen.  Die  Wissenschaft 
Heft  45.     Vieweg,  Braunaohweig  1912. 
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Fig.  1. 


ähnlichen  Oberflächenschichten'^  gelegentlich  einer  Besprechung 
von  Versuchen  von  0.  v.  Bayer  und  A.  Tool.^) 

2.  Wenn  die  von  mir  beschriebenen  Polarisationsersdiei- 
nungen  durch  kondensatorartige  Schichten,  die  die  Elektroden 
umgeben,  verursacht  wurden,  so  mußte  sich  ein  ballistifiches 
Galvanometer  ausgezeichnet  zu  ihrer  Beobachtung  eignen.  Ich 
habe  daher  ein  empfindliches  Galvanometer  G'  von  hoher 
Schwingungsdauer  in  meine  Versuchsanordnung  so  eingefligt, 
daß  es  durch  die  Eigenströme  der  Sonden  in  Schwingungen 
versetzt  werden  konnte.  Hierfür  boten  sich  vornehmlich  zwei 
Stellen,  die  beide  gleich  gute  Wirkung  hatten:  entweder  statt 
des  Elster-  und  Geitelschen  Elektrometers  am  Schalter  H 

(Fig.  1,  a.  a.  0.)  oder  hinter  dem  Taster  T 
in  der  Weise,  wie  durch  die  beigegebene 
Fig.  1   ersichtlich  ist,  die  die  genannte 
Schaltungsskizze  ergänzt;  beim  ^eder-* 
drücken  des  Tasters  T  waren  in  diesem 
Falle  die  Galvanometer  0  und  G'  hinter- 
einandergeschaltet,  während   der  Dauerstrom    nur  durch  das 
Galvanometer  G   fließen  konnte.     Meist   kam  diese  Schaltung 
in  Verwendung. 

Als  ballistisches  Galvanometer  stand  mir  ein  Drehspulen- 
instrument von  Hartmann  und  Braun  zur  Verfügung  mit 
etwa  17  Sekunden  (ganzer)  Schwingungsdauer;  der  Widerstand 
ist  mit  10000  Ohm  angegeben,  die  zweite  Systemspule  von 
5  Ohm  war  durch  einen  gleich  großen  Widerstand  geschlossen, 
wodurch  eine  bequeme  Dämpfung  erreicht  wurde. 

3.  Im  folgenden  will  ich  kurz  über  die  Ergebnisse  be- 
richten, die  mit  dieser  erweiterten  Versuchsanordnung  gefunden 
wurden;  und  zwar  haben  sich  die  Untersuchungen  hauptsäch- 
lich auf  die  Abhängigkeit  der  ballistischen  Ausschläge  von  der 
erregenden  Spannung  V  (Fig.  1)  und  von  dem  Oberflächen- 
zustande  der  Sonden  erstreckt. 

Wenn  an  die  Sonden  eine  Spannung  V  angelegt  wurde, 
so  konnte  im  Galvanometer  (j  Anifangsstromstoß  und  Dauer- 
strom abgelesen  werden,  wie  dies  a.  a.  0.  durch  die  Figg.  2,  3, 


li  0.  V.  Bayer  und  A.  Tool,   Verhandl.  d.  Deutsch.  Physik.  Ghea. 
13.  S.  569.  1911. 
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5  und  6  beschrieben  ist.  Wurde  darauf  durch  Niederdiücken 
des  Tasters  T  «Fig.  1)  die  Batterie  abgeschaltet  und  gleich- 
zeitig das  Sondenpaar  mit  den  beiden  nunmehr  hintereinander- 
geschalteten Gralyauometern  G  und  G'  unmittelbar  yerbunden, 
so  zeigten  im  allgemeinen  beide  Galvanometer  Ausschläge,  nach 
denen  sie  sofort  in  die  Ruhelage  zur&ckkehrten:  G  aperiodisch, 
G'  nach  wenigen  Schwingungen.  Die  Ausschläge  von  G  folgten 
den  a.  a.  0.  durch  Fig.  4  und  7  dargestellten  Regeln  und  waren 
dort  als  Eigenströme  bezeichnet  worden;  die  Ausschläge  von 
G'  zeigten  einen  Verlauf,  der  an  der  Hand  der  folgenden  Fig.  2 
beschrieben  werden  wird. 

Vollkommen  stellten  sich  allerdings  die  Ruhelagen  nach 
diesen  Ausschlägen  meist  nicht  ein,  da  die  Sonden  meist  ein 
Terschiedenes  Eontaktpotential  haben  und  sich  dann  wohl  auch 
lichtelektrisch  so  verschieden  verhalten,  *daB  sie  infolge  der 
heftigen  lichtelektrischen  Erregung  durch  die  Geißlerentladung 
Ströme  aussenden,  die  besonders  die  Stellung  des  empfind- 
licheren Galvanometers  G'  wesentlich  beeinflussen. 

Insbesondere  sind  diese  Ruhelagestörungen  sehr  groB,  wenn 
die  Sonden  in  absichtlich  verschiedenem  Zustande  untersucht 
wurden :  z.  B.  die  eine  frisch  geschmii^elt,  die  andere  alt^  d.  h. 
im  Entladungsrohr  wiederholt  mit  Strom  belastet.  Dann  sind 
die  Ruhelagestörungen  oft  so  groB,  daß  sie  die  Größenordnong 
der  ballistischen  Ausschläge  erreichen,  weshalb  von  einer  Unter- 
suchung solcher  Sondenzusammenstellungen  Abstand  genommen 
werden  mußte.  Daher  konnte  ich  mit  dieser  Abordnung  auch 
nicht  in  Erfahrung  bringen,  welche  von  den  EUektroden,  die 
kathodische  oder  die  anodische,  den  Hauptanteil  an  der  konden- 
satorartigen Wirkung  trägt,  wie  es  a.  a.  0.  geschehen  war,  denn 
die  Ruhelagestörungen  sind  im  unempfindlich  geschalteten  Gal- 
vanometer G  viel  weniger  zu  merken.  Es  müssen  aber  natür- 
lich die  a.  a.  0.  geschlossenen  Folgerungen  aufrecht  bleiben, 
wie  ich  4)esonders  in  Punkt  6  zeigen  werde. 

Die  Erscheinungen  waren  auch  diesmal  an  allen  unter- 
suchten Metallen  (Kupfer,  Zink  und  Platin-Iridium)  ganz 
ähnlich. 

4.  Eingehend  habe  ich  namentlich  ein  paar  Zinksonden 
antersucht,  die  1  mm  dick  waren  und  6  cm  aus  der  Glimmer- 
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Scheibe  (a.  a.  0.,  8.  G)  herausragten.  Der  Entladungastrom  / 
im  Kohr  betrug  bei  diesen  Versuchen  im  Mittel  1,3  ]t[illiampere% 
das  Rohr  war  mit  yerdünnter  Luft  vom  Drucke  0,3  mm  Hg 
gefüllt ;  die  Sonden  waren  7  cm  von  der  Kathode  entfernt,  be- 
fanden sich  also  im  auslaufenden  Teil  des  negativen  Glimm- 
lichtes. Diese  Verhältnisse  sind  für  die  Beobachtung  insofern 
sehr  günstig,  als  hier  eine  starke  "Drehung  der  Sonden  ans 
ihrer  horizontalen  Lage  nötig  ist,  um  infolge  des  Feldes  im 
Geißlerrohr  einen  merklichen  Ausschlag  in  den  Galvanometern 
bzw.  im  Elektrometer  zu  erhalten. 

In  der  beigegebenen  Fig.  2  sind  aus  einer  großen  Aniahl 
von  gesammelten  Kurven  drei  herausgegriffene  dargestellt, 
wobei  die  Mittel  aus  den  Werten  eingezeichnet  sind,  die  man 


erhält,  wenn  man  die  Sonden  einmal  in  der  einen  und  dann 
in  der  anderen  Richtung  mit  Strom  von  der  Batterie  F  be- 
lastet. Dadurch  sind  störende  Nebenerscheinungen,  wie  solche 
durch  das  immer  etwas  verschiedene  Kontaktpotential  der 
Sonden  entstehen,  unterdrückt  worden.  Die  dazugehörigen 
Anfangs-  bzw.  Dauerströme  zeigen  im  Vergleich  mit  den  a.  a.  0., 
Figg.  2,  3,  5  und  6  abgebildeten  nichts  Neues  und  sollen  da- 
her hier  nicht  neu  besprochen  werden.  Als  Abszissen  sind  in 
der  obönstehenden  Fig.  2  die  an  die  Sonden  angelegten  Span- 
nungen F  in  Volt  aufgetragen,  als  Ordinaten  die  in  Mikro- 
coulomb  umgerechneten  ballistischen  Ausschläge  des  Galvano- 
meters G\  Zur  Eichung  wurden  statt  der  Sonden  an  die  Zu- 
leitungsdrähte  ein  Glimmerkondensator  von  0,1  Mikrofarad 
(Elliot,  London)  angelegt,  wodurch  die  Gerade  C  erhalten  wurde. 
Die  Kurve  I  wurde  von  Sonden  gewonnen,  die  vor  der 
Beobachtung  geschmirgelt  worden  waren;  die  Kurve  steigt  an- 
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(unglich  angenähert  linear  an,  biegt  dann  um  und  nähert  sich 
einem  konstanten  Wert,  der  trotz  weiterer  Erhöhung  der 
Spannung  nicht  überschritten  werden  kann.  Die  Sonden- 
kapazität kann  in  diesem  Zustande  der  Sonden  keine  wesent- 
lich höhere  EUektrizitätsmasse  fassen,  als  etwa  2Ys  Mikro- 
Coulomb;  da  diese  Earve  in  ihrem  ansteigenden  Teil  der  Ge- 
raden C  nahe  liegt,  erkennt  man,  daß  dieser  Teil  ungefähr 
einem  Kondensator  von  7io  Mikrofarad  entspricht 

Die  Kurve  II  ist  das  Ergebnis  von  Beobachtungen,  die 
mit  denselben  Sonden  angestellt  wurden,  nachdem  sie  durch 
etwa  4  Stunden,  von  den  Leitungen  abgeschaltet  und  unter- 
einander kurz  geschlossen,  dem  Entladungsstrom  J  ausgesetzt 
waren.  Durch  diese  Behandlung  ist  der  linear  ansteigende 
Teil  länger  und  deutlicher  ausgeprägt  geworden  und  entspricht^ 
wie  ein  Vergleich  mit  der  Geraden  C  ergibt,  einer  Sonden- 
kapazität  von  etwa  ^'^^  Mikrofarad;  gleichzeitig  ist  jener  Teil 
der  Kurve,  der  sich  der  Horizontalen  nähert,  höher  gerückt: 
die  Sondenkapazität  ist  in  diesem  Zustande  fähig,  eine  etwas 
höhere  Elektrizitätsmenge  zu  fassen,  als  vor  der  vierstündigen 
Behandlung  im  Rohr. 

Nachdem  nunmehr  die  Sonden  in  gleicher  Weise  wie  vor- 
her durch  etwa  20  Stunden  der  Geißlerentladung  ausgesetzt 
worden  waren,  wurde  die  Kurve  III  gewonnen,  bei  der  nur 
mehr  der  ansteigende  Teil  ausgebildet  ist,  der  einer  Sonden- 
kapazität von  7^0  Mikrofarad  entspricht. 

Eine  weitere  Erhöhung  der  Spannung  ist  nicht  tunlich, 
weil  dann  leicht  lichtbogenartige  „Funkenstöße''  zwischen  den 
Sonden  überspringen,  die  nicht  nur  das  Galvanometer  0  ge- 
fäJiTden,  sondern  auch  die  Oberflächenbeschaffenheit  der  Sonden 
sofort  derart  verändern,  daß  der  Kurventypus  ganz  anders  wird, 
z.  B.  von  III  nach  I  überspringt.  Solche  Funkenstöße  treten 
bei  neuen  Sonden  (I)  schon  bei  viel  geringeren  Spannungen 
auf,  2Xi  bei  alten  (III),  wo  oft  die  zur  Verfügung  stehende 
Spannung  von  120  Volt  nicht  ausreichte,  um  Funkenstöße  zu 
erzeugen,  während  sie  bei  ganz  frischen  Sonden  auch  schon 
unter  60  Volt  auftraten. 

5.  Werden  die  Sonden,  nachdem  sie  ihre  Ladungen  durch 
die   Galvanometer    ausgeglichen    haben,    durch   umlegen   des 

▲anttoB  der  Phyilk.  lY  Folg«.  62.  12 
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Schalters  H  (a.  a.  0.,  Fig.  1)  an  das  Elektrometer  angeschlossen, 
das  nun  so  eingestellt  war,  daß  40  Skalenteile  2  Volt  ent- 
sprachen, so  zeigt  dieses  anfänglich  keinen  Ausschlag.  Nach 
einigen  Sekunden  beginnt  es  aber  eine  Potentialdifferenz  an- 
zuzeigen, die  der  vorhergegangenen  erregenden  Spannung  F 
entgegengerichtet  ist;  der  Ausschlag  wächst  in  weniger  als  einer 
Minute  bis  zu  einem  gewissen  Wert  an,  um  dann  wieder  lang- 
sam zu  fallen.  Der  so  erreichte  größte  Ausschlag  ist  ab- 
hängig  von  der  vorhergegangenen  Erregung  der  Sonden;  er 
ist  bei  kleineren  Erregungsspanuungen  geringer,  bei  stärkeren 
größer,  nähert,  sich  aber  mit  steigender  Erregungsspannung 
einem  Endwert,  der  meist  kleiner  ist  als  2  Volt,  oder  diesen 
Wert  nicht  weit  tiberschreitet 

£^  ist,  als  ob  sich  an  den  Sondenkapazitäten  schwache 
Bestladungen  ausbilden  würden.  Vielleicht  hat  man  es  hier 
auch  mit  einer  nachhaltigen  Variation  des  Eontaktpotentiales 
zu  tun,  mit  einer  Polarisation  im  engeren  Sinne;  in  diesem 
Falle  könnte  diese  Erscheinung  mit  der  Erholung  eines  er- 
schöpften Akkumulators  verglichen  werden. 

Sie  steht  aber  im  Vergleich  mit  den  übrigen  hier  auf- 
tretenden „Polarisationserscheinungen^'  an  Stärke  weit  zurück 
und  wurde  nicht  näher  untersucht. 

6.  Es  ist  nun  die  Frage  zu  beantworten,  wieso  die  beiden 
Galvanometer  G  und  G'  scheinbar  ganz  verschiedene  Besultate 
geben:  G  zeigt  die  „Eigenströme"  an,  wie  a.  a.  0.  durch  die 
Figg.  4  und  7  dargestellt  wurde,  während  G'  ballistische  Aus- 
schläge und  damit  Elektrizitätsmengen  anzeigt,  die  der  Fig.  2 
entsprechen. 

Da  muß  zunächst  festgestellt  werden,  daß  der  Ausdruck 
„Mgenströme^S  ^^^  &•  ^  0.  zur  leichteren  Beschreibung  ein- 
geführt worden  war,  nicht  sehr  glücklich  gewählt  scheint,  denn 
es  handelt  sich  hier  um  kurzdauernde  Entladungen,  die  wesent- 
lich unter  der  Schwingungsdauer  der  Galvanometer  liegen,  wie 
aus  verschiedenen  Versuchen  gefolgert  werden  konnte.  Es  sind 
mithin  die  Bedingungen  für  Anwendung  eines  ballistischen 
Galvanometers  gegeben. 

Diese  Entladungen  erfolgen  im  Augenblick  des  Nieder- 
drttckens  des   Tasters  T  gleichzeitig   mit  dem  Aussetzen  des 
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DauerstKomes.  Sie  treiben  also  das  Galyanometer  0'  aus  der 
Ruhelage,  während  sie  im  aperiodisch  geschalteten  Galvano- 
meter G  eine  Geschwindigkeit  u^  bewirken,  die  die  Bückkehr- 
gesch windigkeit  der  Galvanometerspule  nach  dem  Aussetzen 
des  dem  Dauerstrom  entsprechenden  Dauerausschlages  in  die 
Ruhelage  vergrößert  Die  Durchrechnung  der  Bewegung  des 
aperiodischen  Galvanometers  ergibt  nun,  daß  nur  dann  Aus- 
schläge über  die  Ruhelage  hinaus  —  die  den  Eigenströmen 
entsprechen  würden  —  entstehen  können,  wenn  u^  größer  ist 
als  diejenige  Geschwindigkeit  U^  mit  der  die  Galvanometer- 
spule ungedämpft  aus  dem  Dauerausschlag  durch  die  Ruhe- 
lage schwingen  würde,  ü  ist  nun  proportional  dem  Dauer- 
ausschlag (ähnlich  Figg.  2,  3,  5  und  6,  a.  a.  0.),  u^  proportional 
dem  ballistischen  Ausschlag  (Fig.  2);  aus  dem  Vergleich  zweier 
solcher  zusammengehöriger  Kurvenbilder  ergibt  sich,  daß  die 
mit  „Eigenstrom^^  bezeichneten  Galvanometerausschl&ge  mit 
steigender  Spannung  V  einen  Verlauf  zeigen  müssen,  der  ein 
Maximum  hat,  wie  dies  tatsächlich  gefunden  und  a.  a.  0.  an 
der  Hand  der  Figg.  4  und  7  beschrieben  wurde,  umgekehrt 
kann  man  aus  den  Eligenströmen  mit  ihren  a.  a.  0.  beschrie- 
benen Gesetzmäßigkeiten  ebenso  wie  aus  den  Rückgängen,  f&r 
die  natürlich  die  obige  Überlegung  auch  gilt,  ohne  Schwierig- 
keit auf  Entladungen  schließen,  die  den  durch  die  Fig.  2  wieder- 
gegebenen Gesetzmäßigkeiten  entsprechen. 

Leider  konnte  ich  keine  erfolgversprechende  Methode  aus- 
findig machen,  um  die  den  Anfangsströmen,  bzw.  den  Rück- 
gängen entsprechenden  Elektrizitätsmengen  unmittelbar  bal- 
listisch aufzunehmen.  Es  dürften  aber  die  hier  gemachten 
Angaben  genügen,  um  die  kondensatorartige  Wirkung  der 
Sondenoberflächen  zu  erweisen  und  die  Erscheinungen  in  be- 
friedigender  Weise  zu  deuten. 

7.  Sehr  leicht  gelingt  der  Nachweis,  daß  es  sich  tatsäch- 
lich um  Vorgänge  handeln  muß,  die  an  den  Oberflächen  der 
Sonden  haften,  also  um  oberflächliche  Schichten  und  nicht 
etwa  um  räumliche  Gebilde  im  Innern  des  Gases  zwischen  den 
Sonden,  wenn  man  etwa  folgenden  Versuch  anstellt:  Durch  das 
Entladungsrohr  fließe  der  Strom  /,  der  Schalter  //  sei  in  der 
Galvanometerstellung,  der  Taster  T  in  seiner  oberen  Lage,  von 
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der  Batterie  F  sei  eine  beliebige  Spannung  angeschaltet;  dann 
zeigt  O  den  Dauerstrom  und  0'  steht  auf  NnlL  Wenn  nnn 
/  unterbrochen  wird^  verschwindet  natürlich  die  GtoiBlerenÜa- 
dung  und  es  kehrt  G  ohne  Schwingung  in  die  Nullage  zurück. 
Drückt  man  hierauf  T  in  seine  untere  Lage,  so  bleiben  beide 
Galvanometer  vollkommen  ruhig  (wenn  sich  keine  Isolationsfehler 
eingeschlichen  haben!].  Wird  nun  /wieder  geschlossen,  so  zeigen 
beide  Galvanometer  Ausschläge^),  die  in  beiden  Instrumenten 
sofort  wieder  verschwinden,  in  G  aperiodisch,  in  ff  nach  wenigen 
Schwingungen.  Es  ist  wohl  nicht  nötig,  zu  sagen,  daß  ich  keine  Aus- 
schläge bekommen  konnte,  wenn  die  Spannung  F  gleich  Null  war. 

Auffällig  war  bei  solchen  Versuchen,  daß  zwischen  dem 
Unterbrechen  und  dem  abermaligen  Schließen  des  Entladungs- 
stromes lange  Zeiten  verstreichen  konnten  —  nach  einer  halben 
Stunde  ¥nirde  noch  keine  sonderliche  Verminderung  der  bal- 
listischen Ausschläge  beobachtet.^)  Die  kondensatorartigen 
Schichten  halten  also  im  stromlosen  Rohr  sehr  gut  ihre  La- 
düngen,  während  bei  geschlossenem  /  schon  wenige  Sekunden 
nach  dem  Abschalten  von  F  ein  merklicher  Abfall  in  den  Gal- 
vanometerausschlägen zu  bemerken  ist,  weil  sich  dann  die  La- 
dungen durch  das  ionisierte  Gas  ausgleichen. 

Aus  solchen  Versuchen  scheint  mir  einwandfrei  hervor- 
zugehen, daß  es  sich  hier  nicht  um  räumliche  Schichten  im 
Entladungsrohr  handelt,  sondern  tatsächlich  um  Vorgänge,  die 
sich  an  den  Oberflächen  der  Sonden  abspielen.  Übrigens  führen 
sowohl  die  a.  a.  0.  auf  S.  1 1  beschriebenen  Leuchterscheinungen, 
als  auch  der  mehrfach  erörterte  Einfluß  des  Oberflächenzustandes 
zu  diesem  Schluß. 

8.  Unter  Annahme  von  kondensatorartigen  Gashäuten  oder 
elektrischen  Doppelschichten  an  den  Sondenoberflächen  ge- 
statten die  beschriebenen  Beobachtungen  folgende  Deutung: 
Solche  Schichten  bilden  sich  —  wieso,  möge  später  besprochen 
werden  —  sehr  rasch  nach  dem  Schmirgeln  oder  Schaben  der 
Sonden,  haben  aber  dann  nur  eine  geringe  Widerstandsfestig- 

1)  Hierbei  gehen  beide  Galvanometer  parallel,  d.  h.  0  zeigt  mm 
mit  steigendem  V  keine  Maxima,  sondern  einen  Verlauf  wie  Fig.  2  mit 
entsprechend  geringerer  Einpüudlichkeit. 

2)  0.  V.  Bayer  und  A.  Tool  (a.  a.  0.)  fanden  nach  S  Tagen  deut- 
liche Oberflftchenladungen  bei  ihren  Vei-fiuclien. 
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keit;  sie  sind  nur  imstande,  eine  geringe  Elektrizitätsmenge 
zu  tragen.  Wird  diese  durch  Erhöhung  der  Spannung  über 
ein  bestimmtes  Maß  erhöht,  so  dringen  die  Ionen  oder  Eelek- 
tronen  durch  die  trennende  Haut  hindurch,  wodurch  ein  stär- 
kerer Ausgleich  der  Ladungen  stattfindet,  während  bei  ge- 
ringerer Spannung  die  Leitfähigkeit  der  Schichten  geringer  ist. 

Die  Sondenkapazitäten  sind  zu  vergleichen  mit  Konden- 
satoren mit  parallel  geschalteten  Widerständen,  deren  Größe 
abhängig  ist  von  der  angelegten  Spannung.  Ist  diese  gering, 
so  ist  die  Leitfähigkeit  des  Aggregates  verhältnismäßig  gering, 
wird  die  Spannung  größer,  so  fällt  der  Widerstand.  Im  nicht- 
ionisierten  G^s,  bei  Unterbrechung  des  Geißlerstromes  ist  auch 
die  Leitfähigkeit  auf  Null  gesunken,  weshalb  die  Sondenkapa- 
zitäten ihre  Ladungen  in  so  ausgezeichneter  Weise  halten.  Die 
Leitfähigkeit  der  Schichten  ist  also  gebunden  an  die  Ionisa- 
tion im  Bohr. 

Daraus  möchte  ich  schließen,  daß  die  Leitfähigkeit  der 
Schichten  hervorgerafen  wird  durch  Elektronen,  die  durch  die 
Schichten  hindurchdringen  können,  während  die  größeren  Ionen 
in  den  Schichten  bleiben.  Diese  Elektronen  werden  einesteils 
durch  die  Stoßionisation  in  der  Gasentladung  selbst  geliefert 
und  wandern  zur  anodischen  Sonde,  anderenteils  durch  licht- 
elektrische Erregung  des  Metalls  der  kathodischen  Sonde 
innerhalb  der  Gashaut  Nach  dieser  Hypothese  wäre  noch  das 
Durchdringungsvermögeii  abhängig  von  der  Schichtdicke  und 
Yon  der  treibenden  Potentialdifferenz.  Mit  den  Erscheinungen 
nicht  unvereinbar  wäre  noch  die  weitere  Annahme,  daß  bei 
höheren  Potentialdifferenzen,  im  horizontalen  Teil  der  Kurven, 
auch  die  Ionen  ein  gewisses  Durchdringungsvermögen  erlangen. 

Die  Geißlerentladung,  der  die  Sonden  vor  der  Aufnahme 
der  Kurve  II  ausgesetzt  waren,  bewirkt  ein  Anwachsen  der 
Hautdicke.  Dadurch  wird  die  Sondenkapazität  geringer,  weil 
der  Abstand  der  Kondensatorbelege  größer  geworden  ist;  aber 
trotzdem  vermag  sie  eine  höhere  Elektrizitätsmenge  zu  fassen, 
weil  die  Festigkeit  der  Gashaut  gewachsen  ist,  d.  h.  die  dickeren 
Schichten  dem  Hindurchdringen  der  Elektronen  ein  stärkeres 
Hindernis  entgegensetzen.  Hierdurch  ist  der  (im  Modell  parallel 
geschaltete)  Sondenwiderstand  gestiegen,  was  auch  den  flacheren 
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Verlauf  der  Kennlinien   von  Anfangs-  und  DauerstrOmen  be- 
wirkt,  wie  a.  a.  0.  mehrfach  beschrieben  wurde. 

In  gleicher  Weise  ist  die  Kurve  III  zu  deuten:  Durch 
die  20  stündige  GeiBlerentladung  wurde  die  Haut  an  den  Sonden- 
oberflächen abermals  verstärkt.  Sie  bietet  also  den  hindurch- 
dringenden Elektronen  oder  Ionen  einen  abermals  größeren 
Widerstand,  wodurch  sich  einesteils  der  abermals  flachere  Ver- 
lauf der  Kennlinien  erklärt  (die  hier  nicht  wiedergegeben  sind) 
und  anderenteils  die  Fähigkeit  der  Sonden,  Elektrizität  auf- 
zustapeln, so  vermehrt  worden  ist^  daß  der  angenähert  wag- 
rechte Teil  der  Kurve  aus  dem  Beobachtungsbereich  heraus- 
gerückt ist,  so  daß  die  Kurve  III  nur  den  linearen  Anstieg 
zeigt,  der,  wie  erwähnt,  einer  Kapazität  von  ^ao  Mikrofarad 
entspricht,  was  auch  mit  der  größeren  Hautdicke  im  Ein- 
klang steht 

Ebenso  stimmen  mit  diesen  Annahmen  die  Beobachtungen 
der  Funkenstöße  überein,  die  bei  einer  unvorsichtigen  Er- 
höhung der  Spannung  eintreten.  Ich  möchte  sie  mit  einem 
Durchschlagen  der  Oberfläcbenhäute  vergleichen  oder  etwa  da- 
durch erklären,  daß  durch  Joulesche  Wärme  die  schlecht- 
leitenden Schichten  an  gewissen  Stellen  zerstört  werden.  An 
so  behandelten  Sonden  sind  immer  Stollen  mit  beschädigtem 
Metall  zu  bemerken,  oft  schmelzen  die  Sonden  auch  bei  einer 
solchen  Gelegenheit  plötzlich  ab.  Dies  tritt  natürlich  bei  kräf- 
tigeren Schichten  erst  bei  höheren  Potentialdifferenzen  auf  ab 
bei  schwächeren.  Ist  aber  z.  B.  eine  ältere  Schicht  (UI)  an 
einer  Stelle  zerstört  worden,  so  liegt  hier  das  blanke  Metall 
frei  oder  ist  nur  mit  einer  dünnen  neuen  Haut  bedeckt,  flo 
daß  sich  nun  die  ganze  Sonde  so  verhält^  wie  eine  (risdi 
geschmirgelte  (I). 

9.  Es  ist  verlockend,  aus  den  ballistischen  Ausschlägen 
auf  die  Dicke  der  Schichten,  die  die  kondensatorartigen  Wir^ 
kungen  hervorrufen,  zu  schließen.  Das  würde  ohne  Schwierig- 
keit möglich  sein,  wenn  die  Dielektrizitätskonstante  der  Schichten 
bekannt  wäre.  Ich  habe  nun  beobachtet,  daß  14  Tage  langes  ' 
Liegen  frisch  geschmirgelter  Sonden  in  der  Zimmerluft  den 
Typus  der  ballistischen  Ausschläge  nicht  merklich  beeinflußte 
und   vermute   daher,   daß   die   wirksame  Schicht   nicht  durch 
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eine  Haut  adsorbierter  Luft  gebildet  wird;  auch  Oxjdscbicbten 
können  nicht  die  Ursache  der  Erscheinungen  sein,  weil  die 
Versuche  auch  mit  Platin-Iridiumsonden  gelingen.  Es  scheint 
mir  hingegen  wahrscheiulich,  daß  Kohlenwasserstoffe,  herrührend 
von  den  Schmiermitteln,  die  zum  Dichten  der  Hähne  ver- 
wendet wurden,  die  ^^Gashäute^'  verursachen.  Diese  Vermutung 
wird  gestützt  durch  die  Beobachtungen  von  A.  Schuster,  der 
besonders  hohe  „Polarisationsspannungen^^  in  verschiedenen 
reinen  Kohlenwasserstoffen  fand,  wie  ich  a.  a.  0.  erwähnte. 
Danach  müßten  die  Kondensatorwirkungen  vermieden  oder 
mindestens  geschwächt  werden  können,  wenn  das  Gas  durch 
flüssige  Luft  und  andere  Vorsichtsmaßregeln  sauber  gehalten 
würde,  Mittel,  die  mir  hier  nicht  zur  Verfügung  stehen.  Ich 
möchte  also  für  die  Schichten  eine  mittlere  Dielektrizitäts- 
konstante, wie  sie  für  höhere  Kohlenwasserstoffe  gilt,  annehmen: 
etwa  2,1. 

Aus  den  Beobachtungen,  die  a.  a.  0.  besprochen  und  dort 
durch  die  Figg.  2 — 7  wiedergegeben  sind,  ist  zu  folgern^  daß 
insbesondere  die  kathodische  Sonde  Hir  die  verschiedenen  Po- 
larisationserscheinungen verantwortlich  zu  machen  ist  (Ea  ist 
dort  auch  [S.  21]  kurz  eine  Hypothese  umrissen^  die  das  Zu« 
Standekommen  der  Schichten  erklären  soll;  sie  wäre  vielleicht 
noch  dahin  zu  erweitern,  daß  von  den  verschiedenen  Ionen 
des  Entladungsrohres  die  schwereren  Kohlenwasserstoffe  am 
besten  an  den  Sonden  haften  bleiben.)  Demnach  dürfte  für 
die  Berechnung  der  Sondenkapazität  aus  der  geometrischen 
Form  nur  eine  einzelne  Sonde  in  Betracht  zu  ziehen  sein. 

Nun  gilt  für  einen  zylindrischen  Kondensator,  wie  er  einer 
einzelnen  Sondenkapazität  entspricht,  die  Formel: 

D      Ir 

worin  /  die  Länge,  r  den  Radius  der  Sonde,  D  die  Dielek- 
trizitätskonstante und  a  die  Dicke  der  wirksamen  Schicht  be* 
deutet;  setzt  man  hier  die  Werte  /  =  6  cm,  r  «=  0,5  mm,  D  =  2,1 
und  {&r  c,  den  Kurven  I — III  der  Fig.  2  entsprechend,  der 
Reihe  nach  Vio'  Vso'  \  ao  Mikrofarad  ein,  so  ergeben  sich  die 
Dicken  der  Schichten  der  Eeihe  nach  zu 

a  s»  35,  70,  210  /u/u. 


184    E.  Sumpf.     Über  die  Polarisation  in  der  OeißUrenSadimg. 

Diese  Zahlen  sind  insofern  recht  befriedigend  zu  nennen, 
als  man  so  in  den  Bereich  der  Größen  von  Schichten  kommti 
die  Farben  dünner  Blättchen  liefern;  denn  fbr  die  erste  Ord- 
nung der  Newtonschen  Farben  wird  eine  Luftschichtdicke  yod 
100  bis  246  /u/k  angegeben;  dem  entspricht  (unter  Annahme 
eines  Brechungsverhältnisses  1,5)  f&r  höhere  Kohlenwasser- 
stoffe eine  Schichtdicke  von 

67  bis  170  fjiyi. 

Damit  stimmt  die  Beobachtung  vortrefflich  überein,  denn 
an  älteren  Sonden,  die  einige  Stunden  der  Geißlerentladuog 
ausgesetzt  waren,  sind  stets  deutlich  solche  „Anlauffarben^  zu 
bemerken. 

10.  Als  Ergebnis  dieser  Arbeit  ist  zusammenzufassen:  Die 
an  Querelektroden  in  der  Geißlerentladung  auftretenden  Po- 
larisationserscheinungen werden  im  wesentlichen  von  Schichten 
verursacht,  die  sich  an  den  Oberflächen  dieser  Elektroden  aus- 
bilden und  eine  kapazitative  Wirkung  haben. 

Graz,  Physikalisches  Institut  der  Universität. 

(Eingegangen  10.  Dezember  1919.) 
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Quecksilber; 

von  Carl  Benedicks. 


Inhalt.     Einleitung.   —    1.  Versuche  mit  flüssigem  Amalgam.  — 

1.  Einleitendes.  —  2.  Vorsuchsanordnung  {Apparat  1).  a)  Drosselgef ä  li. 
b)  Hitzanordnung,  c)  Temporaturbestimmung.  d)  Stromkreis,  e)  CJai- 
vanomet^r.  f)  Material.  —  3.  Beobachtungen  und  Schlufifolgerung.  — 
IL    Versuche  mit    Quecksilber  in   (;}riffelgefäß.   —  1.   Einleitendes.   — 

2.  Versuchsanordnung.  -  -  3.  Beobachtungen  und  8chlu0folgerungen. 
a)  Deutlicher  Effekt  (Apparat  2).  b)  Zeitliche  Abhftngigkeit.  c)  Konv 
iitant«  Ausschläge  (Apparat  2f).  d)  Zeichenkontiolle.  e)  Abhängigkeit 
der  Thermospannung  1.  Ai-t  des  Hg  von  der  Tempera turdifferenE,  — 
III.  Versuche  mit  Quecksilber  in  Giasgefftß.  —  1.  Einleitendes.  — 2.  Her- 
stellung des  Apparat'es  3.  —  3.  Beobachtungen,  a)  Effekt  deotlicli 
merkbar,  b)  Ausschalten  der  Thermospannungen  2.  Art.  c)  Zeichen- 
kontrolle.  d)  Schlußfolgerung.  —  IV.  Versuche  mit  Quecksilber  in 
Asbestgefäß.  -  1.  Einleitendes.  —  2.  Herstellung  von  DrosseJgeiäßen 
aus  Asbest.  -  3.  Übrige  Versuch.sanordnung  (Apparat  4).  —  4.  Beob- 
achtungen.  a)  Vorhandensein  des  Effekts,  b)  Temperaturabhängigkeit . 
c)  Mögliche  Fehlerquelle.  —  5.  Beobachtungen  mit  dem  glimmer- 
iaolierten  Apparat  5.  —  6.  Weitere  Kontrolle,  a)  Eventueller  Unterschied 
dea  Hg.     b)  Eventuelle  Mitwirkung  des  Druckeffektes,    c)  Vorlindlich - 

^eit  der  Spannungsursache  in  der  Drosselstelle,    d)  Waaserkühlung.  — 
V.  Überblick  der  gewonnenen  Resultate.    —  Zusammenfassung. 

Blnleitung. 

In  einer  Arbeit^),  welche  beansprucht,  die  Existenz  der 
durch  Magnus'  Satz  in  Abrede  gestellten,  nur  von  der  Asym- 
metrie des  Temperaturgefälles  abhängigen  Thermospannungen 
eines  einmetallischen  Kreises  (,4-  Art")  eicperimentell  nach- 
gewiesen zu  haben,  wurde  auch  das  flüssige  QuecksU))er 
nüt    positivem    Resultat    untersucht,   es   gelang  aber   damals 

1)  C.  Benedicks,  Ann.  d.  Phjs.)  (4)  ift.  8.  1,  108.  1918;  C.  r. 
18t.  S.  751.  1916;  185.  S.  391,  426.  1917;  Rer.  de  Metall.  18.  8.  329. 
1918. 

AanmlM  der  Phfiik.    IT.  Folg«.   63.  13  . 
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iiirht,  die  betreffende  Tlierinospanmiiig  rnit  dem  (ialvanoi»K*t<fr 
Buher  riiudi zuweisen.  • 

Durch  diese  Arlx^it  w-urde  nun  neuerdings  H.  Haga*)  — 
welfheni  Forscher  ja  der  Vordienst  zukommt,  als  erster  die 
l^xisttaiz  des  Thomsoneffekt^s  in  Quecksilber  bewiesen  zu 
hiiben  —  veraidaßt.  nachzuprüfen,  ob  sieh  nicht  durch  die  An- 
wendung zweier  gekieuzter  Quecksilberstrahlen  eine  Thermo- 
si^anming  1.  Art  dieses  Metalles  nachweisen  lie&s  durch  diesen 
Kunstgriff  wurde  der  von  mii*  betonte  sch&dliclie  Einfluß  der 
(Jlaswand  vermieden.  Das  Resultat  dieses,  sowie  eines  anderen 
^(^rsuehes,  wo  (»btaiso  strömendes  Quecksillx^r  zur  Anwendung 
kam  ' —  der  gleichfalls  von  H.  Haga  in  tiemeinschaft  mit 
Y.  Zeruike  ausgeführt  wurde  — ,  wurde  inde£(S(*n  als  rein 
negativ  aufgefaßt. 

Weiter  ist  neuerdings  ii.  I^orelius*)  für  die  Gültigkeit 
des  Magnusschen  Satz^^s  wieder  eingetreten,  indem  er  von 
gewissen  IVobachtungen  an  kalt  bearbeiteten  Metallen  zum 
Sc  hluß  geführt  wurd(s  daß  die  von  mir  beschriebenen  Thermo- 
ströme  1.  Art  von  gewissen  hy})othetischen  Oberflächen- 
eischeiiuingen  vorgetäuscht  seien. 

Unter  diesen  rmständioi  tritt  das  alte,  von  Eminet  (1884), 
Matteucci  (1837),  Henrici  (1850),  Magnus  (1851),  Gau- 
gain  (1853),  Braun  (1885)»),  und  schließlich  Haga  und 
Zernike  (1919)  durchgehends  mit  negativem  Besultat  behan- 
delte expcM-imentelle  Problem,  ob  sich  im  flüssigen  Quecksilber 
Äiu  (ialvanoni(»ter  meßbare  Thernioströnie  1.  Art  nachweisen 
lassen,  wieder  im  Vordergrund  d(^s  Interesses  auf  dem  Gebiet 
dt  r  TlM^rmoelekirizität  iiervor.*) 

Sind  Thernioströnie  1.  Art  in  Quecksilber  wirklich  nicht 
nachweisbar,  dann  müssen  meine  Ausführungen  betreffend 
Tliermoströme    1.    Art     überhaupt    wohl    als    zweifelhaft    er- 


1)  H.  Haga  u.  F.  Z(*rnike,  Sitzuugsber.  der  Wi^e.  Akademie  zu 
Amsterdam  29.  März  1919;  Proceedings  21.  Nr.  10.  ß.  1262. 

2)  (i.  BoreliuB,  Ann.  d.  Phys.  «0.  S.  381.   1919. 

3)  Vgl.  ('.  Bf'nedicks,  Kritische  Studien  der  Literatur,  betretend 
ThermoBpannungeu  im  einmetalliscbeu  Kreise.  Arkiv  f.  matem.,  astro- 
nomi  och  fy^ik.  14.  Nr.  20.  S.  1—61.  Stockholm  1919. 

4)  Negativen  Resultat  wurde  ebenfalls  neuerdingF  tom  p.  W. 
Bridgman  fö,r  flttsaigcs  Hg  erhalten:  Proc.  Amer.  Acad.  53.  S.  267, 
1918.     Vgl.  Physic.  Rev.  (2)  14.  S.  313.   1919. 
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Bcheineii;  sind  sie  alx^r  tatsäcrblich  nachweisbar,  dami  dürften 
die  fraglichen  Einwände  in  Wegfall  kommen.  •     k 

Aus  diesem  Grunde  habe  ich  das  Problem  wieder  auf- 
genommen, und  werde  im  folgenden  für  die  gewoimenen  Er- 
gebnisse l^erieht  erstatten. 

I.  Yersuehe  mit  flUsslffem  Amalg an. 
L  Eixileitandos. 

Nach  den  früheren  Arbeiten  des  Verf.  mußten  die  Haupt- 

Schwierigkeiten  in  folgenden  Umständen  liegen: 

1.  Dem  ausnutzbaren  Temi)eraturintervall  sind  beim  Hg 
(von  Gefrier-  und  Kochpunkten)  verhältnismäßig  enge  Grenzen 
gesetzt. 

2.  Es  ist  sehr  schwierig,  ein  Glasgefäß* herzustellen,  wo 
niciit  die  Wärmeleitung  des  .Glases  bzw*  Abweichung  von 
theoretisch  günstigster  Form,  nur  ein  ungenügend  schroffes 
Temperaturgefälle  herbeiführt. 

Um  die  erste  Schwierigkeit  zu  umgehen,  wurden  die  \'er- 
suche  zunächst  mit  flüssigem  WisrntU-Amdlgcmi  (1  13i  +  1  Pb 
+  8 Hg;  Gewichtsteile)  ausgeführt,  wo  eine  erheblich  größere 
Thermokraft  zu  erwarten  ist  als  beim  reinen  Hg. 

L-m  der.; zweiten  Schwierigkeit  gerecht  zu  Werden,  wurde 
als  Material  des  Gefäßes  eine  Substanz  von  geringerer  Wärme- 
leitfähigkeit und  leichten^r  Formgebung  als  Glas,  nämlich 
Griffelmasse,  gewählt. 

Es  3var  mir  von  vornherein  einleuchtend,  daß  die  geeignetste 
Methode  diejenige  einer  stark  verjüngt^&n,  zylindrischen,  ruhen- 
den Quecksilbermasse  sein  muß;  die  Verwendung  schnell  be- 
wegter Massen,  wie  sie  H.  Haga  benutzte,  gibt  möglicherweise 
zu  mehreren  perturbierenden  Faktoren  Veranlassung. 

2.  VeiBUchBanordnung. 

»  D<0  88e|Ig(ef&ß. 

Das  mit  Einschnürung  versehene  Gefäß  (,,l>rosselgefäß**; 
,3^pparat  1**)  wurde  folgendermaßen  hergestellt.  Ein  86  mm 
langes  Stück  eines  5,0  mm  dicken  gi^ wohnlichen  Griffels  von 
A.  W.  Faber  wird  von  beiden  Seiten  gut  zentral  und  gleich 
tief  ausgebohrt  (gewöhnlicher  Spiralbohrei^,  8,0  mm),  bis  a  a' 
(Pig.  1).  Das  übrigbleibende  Stück  a  a'  wird  mit  einem  feinen 
Loch  durchbohrt  (feinster  Spiralbohrer  0,8  nmi,  in  einem 
3  mm  Stiel  zentral  angebracht).  Es  werden  dann  die  inneren 
Bnden  der  Bohningen  genau  symmetrisch  sphärisch  ausgewölbt, 


to« 


biB  eine  Mitt«lwaod  von  mir  etwa  0,3  nun  diüiuster  Dicke  bb' 
entsieht   (spezicUor.  leicht  herzu stdU'nder  Aiifr&umer  mit  An- 


a    c    t>   f   c  a- 


ma 


ei-hlag).  liSi'hließli^h  -vaA  genau  in  der  Mitte  eine  acharfn 
Binne  cc'  um  Drehstuhl  angebracht.  (Abstand  cc'=2iiim; 
Winkel  etwa  54».} 


Dm  somit  erhaltene,  ziemlich  zerlwechlicbe  Dro«elgefftß 
vird  in  einem  ausgebohrten  bägelgefoTiut«n  Halter  A  (Fig.  3) 
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ans    Topfsteiii  oder   dergleichen  festgekittet.     In   die    konisch 

i'rweitert^n   Enden  des   Drosselgefäßes  passen  zwei  nach  der 

Figur  geformte   Glasröhren  B  B'  (LÄnge  40  cm,  Äußere  Dicke 

4  mm) ;  dieselben  sind  mit   A  an  einem  horizontalen   Gnind- 

brett  C  Ijc'festigt. 

b)  Hitzanordni(ng. 

Das  l^osselgefäß  ist  mit  zwei  gut  anschmiegenden  Hitz- 
blechen DD'  (Fig.  2),  d  (Fig.  1)  aus  Kupfer  versehen  (Dicke 
0.4  mm,  Breite  10  mm ;  beiderseitig  etwa  7  mm  hinausragend). 

Die  Hitzung  geschieht  durch  eine  minimale  Flamme 
(Mikroquarzbreimer)  «E  mit  Präzisionsregulierbahn  F,  E  ist 
durch  Anschläge  leicht  unter  D  bzw.  D'  zu  bringen.  I>ie  Bleche 
sind  gut  schwarz  oxydiert,  damit  das nicht^ehitzte  Blech  durch 
Ausstrahlung  gut  gekühlt  werde. 

c)  Temperaturbe8ti;mmung. 

Zur  Orientierung  über  die  vorhandenen  Temperaturdiffe- 
renzen dient  ein  Jüipfer-Konstantanthermoelement.  Die  Löt- 
stellen sind  von  Asbest  umgel)en,  in  den  Aushöhlungen  der 
Hitzbleehe  bei  e  Fig.  1  untergebracht.  Als  Ableseinstrument 
dient  ein  Zeigergalvanometer  G  (Fig.  2)  von  Hartmann  und 
Braun  (Nullpunkt  in  der  Mitte)  mit  vorgeschaltetem  Wider- 
stand B, 

Eine  Eichung  des  Thermoelementes  (Hg-Themiometer 
Zincke)  ergab  ausreichende  Proportionalität  der  Ausschläge 
und  der  Temperaturdifferenzen.  Es  entspricht  ein  Skalenteil 
bei  verschiedenen  B  folgenden  Temperaturdifferenzen    J  i: 


n 

At 

Ohm 

•C 

700 
1000 
2000 

3,22 
8,87 

Die  (nach  rechts  verlaufenden)  Ausschläge  von  G,  welche 
einem  Hitzen  d<*s  rechten  Bleches  D'  entsprechen,  werden  in 
den  Tabellen  mit    -|-  Ijezeichwt. 

d)  Stromkreif. 

Im  flüssigen  Metall  tauchen  zwei  kurze  Kigendr&bie  H 
(die  weiteren  Enden  von  B  B*  sind  etwa«  naeb  oben  gebogen); 


rJO  C.  Benedicks, 

die  äußeren  kupieinen    XorhinduiigBdrähte  werden  durch  eine 
glimnierisolierte  Doppelklamnier  angeschlossen. 

Em  thermo  kraft  freier  Umschalter  J  verbindet  das  Dross<4- 
gefäß  entweder  mit  dem  Panzi^rgalvanometer  K  oder  mit  der 
Wheatstoneschen  Brücke  L. 

Der  Galvanonieter  kreis  enthält  noc^h  l^ei  M  einen  Normal- 
widerstand von  0,001  Ohm,  dem  eine  geringe  bekannte,  am 
Dezimilliamperemeter  N  abzulesende  Potentialdifferenz  e  zuge- 
führt werden  kami.  Die  Plinführung  einer  konstanten  Pot^ntial- 
differenz  dient  (außer  Empfindlichkeitsbestimmung)  dem  prak- 
tischen Zweck,  bei  einer  Versuchsreihe,  durch  den  Wiederkehr 
des  Galvanometers  zu  seiner  Nullage.  sofort  zu  bemerken,  ob 
der  Stromkreis  lücht  mehr  ge^sehlossen  ist.  Bei  der  Ebrbitzung 
entstehende  Kontaktfehler  des  flüssigen  Metalles  ist  n&mlich 
als  die  größte  praktische  Schwierigkeit  des  Experimentes  zu 
bezeichnen.  Denselben  Kontrollzweck  dient  die  eben  ange- 
gebene Wheatstonesche  Ikücke;  an  und  für  sich  konmit 
dem  Widerstand  des  Kreises  kaum  Interesse  zu. 

H,  J,  K,  M  waren,  wie  in  Fig.  2  angedeutet,  durch  dicke 
Metallgefäße  gegen  Tempc^raturst öningen  geschützt. 

o)  Galvanometer. 

Das  Galvanometer  War  ein  im  Institut  nach  der  Kon- 
struktion des  Verfassers  gebautes  hochempfindliches  Panzer- 
galvanometer vom  imieren  Widerstand  12,7  Ohm.  Bei  einem 
Skalenabstand  von  1,5  m  entsprach  1  mm  =  4,8  •  10~*  Volt, 
wemi  im  äußeren  Kreis  der  Widerstand  1,4  Ohm  war. 

J^i  dieser  Empfindlichkeit  erfordert  die  Einstellung  auf 
eine  neue   Gleichgewichtslage  etwa  30  Sek. 

Am  Tage  ergalx^n  die  magnetischen  Störungen,  bei  dieser 
EmpfindUchkeit,  nicht  selten  Schwankungen  von  1  nun. 

Die  Ablesung  geschah  objektiv  (mm-Skale). 

{)  Material. 
Das  Amalgam  wurde   aus  20  g  Bi  +  20  g  Pb  -f-  60  g  Hg 
guter  Eeinheit  hergestellt  und  zuerst  filtriert. 

3.  Beobaohtongen. 
Schon   einige    vorläufige    Beobachtungen    ließen    kräftige 
Ausschläge  hervortreten.  Eine  längere  Beobachtungsreihe  ergab 
folgende   Zahlen   (Tab.  1).     Mit  g  wird  der  Widerstand   des 
Drosselgefäßes  nebst  Zul(*itungen  bezeichnet. 
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Tabelle  1.     Flüssiges  Bi -Amalgam. 

Q  =  0,38  Ohm. 


IJt 

u 

2At 

u 

•c 

mm                            »C 

mm 

87 

36 

171 

82. 

91 

33 

185 

84 

135 

64 

215 

140 

154 

70 

216 

127 

165 

80 

219 

139 

Als  2  A  i  wird  die  doppolte  !Eemperaturdifferenz  der 
Hitzbleche  in  ^C  bezeichnet  (algebraische  Differenz  der  --  und 
+  Ausschläge,  die  einer  Stellung  linkB  bzw.  rechts  des  Mikro- 
brenners  entsprechen),  als  u  die  Differenz  der  betreffenden 
Galvanometerausschläge  nach  2,6  Minuten. 

Es  handelt  sich  also  um  recht  erhebliche  Ausschlftgi«, 
welche,  wie  eine  giaphische  Darstellung  lehrt,  beträchtlich 
schneller  als  mit  der  Temperaturdifferenz  proportional  steigen. 
Wegen  Reißens  des  Amalgamfadens  bei  höherer  Erhitzung 
wurde  nur  mit  einer  tatsächlichen  Temperaturdifferenz  von 
V«  •  21 9»  ==  110®  beobachtet. 

Indessen  zeigte  sich,  daß  die  (rröße  der  Ausschläge  sehr 
beträchtlichen  Schwankungen  unterworfen  war.  Nach  Ver- 
schieben des  Flüssigkeitsfadens  (Aufgießen  von  etwas  Amalgam 
im  einen  Schenkel)  wurden  stark  herabgesetzte  Ausschläge 
erhalten.  Nach  Entlehren  und  Wiederfüllen  des  Apparates 
erhielt  man  zwar  wieder  Ausschläge  der  früheren  Größen- 
ordnung; ich  bekam  aber  den  Eindruck,  daß  das  Amiälgam 
keineswegs  ganz  homogen  war. 

Tatsächlich  zeigte  sich  im  liinokularmikroskop,  daß  das 
Amalgam  sich  in  der  Luft  sofort  mit  eineJr  dünnen  Haut  über- 
zieht. Dies  ist  der  Grund  der  im  allgemeinen  unninden,  oft 
zugespitzten  Form  der  Tropfen  des  Amalgames. 

Unter  diesen  Umständen  will  ich  die  erhaltenen  Ausschläge 
nicht  mit  Bestimmtheit  als  von  Thermospannungen  1.  Art 
herrührend  behaupten.  Es  ist  zwar  nicht  ausgeschlossen,  daß 
die  fragliche  Legierung  unter  Lmehalten  besonderer  Vorsiohts« 
maßregeln  sicher  homogen  zu  erhalten  ist;  es  ist  aber  sicher, 
daß  an  einem  solchen  zusammengesetzten  Körper  beobachtete 
Thermospannungen  nie  als  einwandfrei  ereeheioen  werden. 


3112  ('.  fknedicks. 

Es  \^n3rde  doshalb  auf  weitere  Versuche  mit  dem  Amalgam 
verzichtet. 

Hinzugefügt  sei  nur,  daß  die  hier  am  flüssigen  Amalgam 
bei  einer  tatsächlichen  Temperaturdifferenz  von  nur  110^  beob- 
acliteten  Thermospannungen  etwa  140  •  4.8  •  10~'  Voll  =  0,7  Mi- 
kiovolt  beitragen. 

Von  T.  Braun^)  ^iirde  angegeben,  daß  mit  dem  frag- 
li(  h(ai  Amalgam  überhaupt  eine  Potantialdifferenz  über  0,6  Mi- 
kiovolt  (was  seine  Beobachtungsgrenze  war!)  nicht  zu  er- 
halten ist. 

Die  von  mir  beobachteten  Wert^^  liegen  also  immer  noch 
pthr  nahe  der  Heobaehtungsgrenze  Aon  Braun. 

II.  Tersnehe  mit  Qaeeksllber  Im  GrllfelgefllB. 

1.  Einleitendes. 

Die  Ixdm  vorigen  Vf^rsuch  erhaltenen  Ausschläge,  welche 
trotz  der  entdeckten  ernsten  %  Fehlerquelle  (Inhomogenität). 
Thermospanimngen  1.  Art  entsprechen  konnten,  waren  so  be- 
trüchtlich,  daß  dies  für  die  Verwendbarkeit  der  Apparatur 
auch  Ixn  reinem  Quecksill)er  zu  sprechen  schien,  wo  erheblich 
g(  ringere  Thermospannung  zu  ei*warten  ist.  Es  wurde  des- 
halb im  folgenden  zu  Quecksilber  übergangen,  wo  jene  Fehler- 
quelle nicht  mehr  zu  befürchten  ist. 

Das  benutzte  Quecksillx^r  war  im  Institut  sorgfältig  durch 
Destillation  gereinigt . 

2.  VersucheanordnuDg. 

Die  Versuchsanordnung  war  unverändert ;  selbstverständ- 
li(  h  wurde  ein  neues  Drosselgefäß  hergestellt  („Apparat  2**), 
damit  keine  Verunreinigung  sollte  stattfinden  können.  Vor 
dem  Füllen  wurde  unter  Erhitzen  trockene  Luft  durch  den 
Apparat  gesaugt. 

8.  Beobaobtnngen  und  BohluBfolgertmgen. 
a)  Deutliejher  Effekt  (Apparat  2). 

Die  ersten  mit  Hg  erhaltenen  Beobachtungen  sind  in  fol- 
gender Tabelle  angegeben  (die  allerersten,  bei  ganz  schwacher 
Erhitzung,  sind  fortgelassen). 

'  1)  F.  Braun,  Sitxungsber.  d.  Kg].  Preufi.  Akad.I.  S.  389.  Berlin 
1886;Winke)mann8Handbvch,2.  Auf). 4.  I.  S.  748. Leipzig  1905. 


Galvanonu^triM'her  Nachu:eis  der  ThermospaHnuft<i,        198 


Tabelle  2.     Jig  im  Griffelgefäß. 

R  =  1000  Ohm;   q  =  OM  Ohm. 


(Ablesung  s  von  ö) 

(Ablesung  u  von  K) 

Temperaturausschlag  bei 

2  At 

Galva 

nometerausschlag  bei 

Erhitzung 

Erhitzung 

links 

1 
recht« 

Differenz 
r-l 

links 

rechts 

1 

Differenz 
f  -  / 

-  19 

4  22 

-   41 

^9 

252 

^3 

-  19 

^  20 

39 

248 

252 

-  4 

-  19 

^   20 

39 

251 

256 

-  5 

-  17 

-^   19 

^36 
-  39,0 

180 

252 

256.5 

f  4,1 

-  22 

•   22 

-  44 

252 

259,5 

^  7J5 

-  18 

-23 

^  41 

252 

260,5 

^7.5 

-  21 

-J-21,5 

^  42,5 

253 

259 

4^  6 

-  22 

H   20 

42 
42,4 

195 

251 

259,5 

-8,5 

-7,4 

Die  Ausschläge  wurden  jedesuml  1  ilinut^  nach  erfolgter 
Verschiebung  des  ilikrobrenners  al^elesen. 

Obgleich  die  tatsächliche  Temperaturdifferenz  J  i  der 
Hitzbloche  100®  nicht  ül)er8teigt,  ergeben  sich  recht  regel- 
mäßige, gut  meßbare  Ausschläge  des  Galvanometers  von  4  bis 
8  Skalenteile.  Dieselben  (vom  9.  Juli  1919,  wie  Tab.  8)  dürften 
den  ersten  sicheren  galvanometrischen  Nachweis  der  Thermo- 
spannung  1.  Art  des  Hg  darstellen. 

1>)  Zeitliche  Abh&ngigkeit. 

Indessen  wurde  bemerkt,  daß  die  Ausschläge  nicht  kon- 
stant waren,  sondern  mit  der  Zeit  abnahmen.  Es  wurden  des- 
halb folgende  I^obachtungen  angestellt.  Zusammengehörige 
Ablesungen  der  Instrumente  G  und  K  (Kg.  2)  werden 'mit 
«1  tii  usw.  bezeichnet.  Die  Zahlen  der  1.  Kolonne  geben  die 
Einstellung  des  Mikrobrenners  an.     (Vgl.  Tab.  8.) 

Die  I^eobachtungen  sind  in  Fig.  8  graphisch  dargestellt. 

Da,  wie  aus  der  Tabelle  ersichtlich,  der  Queoksilberfaden 
schon  bu  einer  Brennereinst^llung  8,8  riß,  konnten  nun  nur 
geringe  Temperaturdifferenzen  benutzt  werden  (bei  «|  bis  s^ 
etwa  2  id  t  =  186«). 

Der  Gang  der  Galvai^omet^rausschlftge  u  ist  aber  recht 
regelmäßig:  zuerst  ein  mit  der  Temperaturkurve  s  symbat^er 
Ausschlag,  der  in  weniger  uls  1  Min.  nach  d^r  Yersebiebung 
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C.  Bmiedicks. 


Tabelle  3.     Hg  im   Griffelgef&B. 
B  =r  1000  Ohm;   Q  =  0,248  Ohm. 


Brenner - 
einstellung 


0,5 


3,6 


3,8 


M, 


u, 


Uf 


275 

-  1,0 
268,5 

^    l,ö 
278,5 

-  1,0 
268,0 

-  3,0 
274,5 


1,0 

f    10,0 
272,5 

-  9,0 
269,0 
+  9,5 
279,0 

-  8,8 
268,8 


Minuten: 
1,5     I      2,0 


2,6 


4^  12,7 
273,2 

-  12,0 
270,5 

f  12,5 
276,5 

-  12,0 
271,0 


+  13,8 
271,6 

-  13,6 
275,0 

f^  13.6 
276.4 

-  13,3 
272,9 


I 


+  14,0 
271.0 

-  14,0 
276,8 

+  14,6 
273.8 

-  14,0 
276,6 


-  11,0     -  14,0  1-15  - 

272,0       276,0      277,0»)i       — 


Str.  5. 


:*fO0'C. 


'  "fOO^. 


270 


260 


2S0 


3,0 


+  14,5 
270,6 

-  14,5 
276.1 

+  14,7 
271,4 

-  14,6 
277,4 


des  Brenners  ein  Maximum  ergibt;  dann  eine  starke  Abnahme 
dieser  Ausschläge. 

Die  erste  Periode  entspricht  den  Ausschlägen  der  Tab.  2. 
Weiter  liegt  es  nahe,  zu  vermuten,  daß  die  nachfolgende  Ab- 
nahme in  erster  Linie  von  Seebeckeffekt  an  den  Zuleitungen 
herrührt . 

c)  Konstante  Aus8oh]6ge  (Apparat  2'). 

Da  ein  Auskochen  des  mit  40  cm  langen  Zuleitungen  ver- 
sehenen Apparates  2  außerordentlich  schwierig  war,  wurde 
folgende  Modifikation  vorgenommen. 


1)  StrombrUoh  «erfolgte  hier. 


Gatvanometrischer  Nat^teeis  der  Thermospannung.       195 

Die  in  den  konischen  Erweiterungen  des  Drosselgef&tSeii 
piwsendcii  Glasröhren  Wurden  sehr  kurz  genommen  (vgl.  Fig.  4), 
wndorch   ein  effektiveres  Auskochen  erleichtert  wurde.      In 


* 

a 
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/^ 

k 

s. 

k. 

""r\ 

/• 

t- 

'/,.. 

y 

,y 

l- 

■f> 

,»•' 

^~' 

1  ■ 

e        B       10       t2  Min 

Fig.   4. 


Fig.  »■ 


den  Erweiterungen  A  A!  kamen  nun  etwa  60cm  l&nge,  nur 
8  mm  dicke  Zuleitungsrohre  B  B! ;  durch  kleine  Steigrohre  C  C 
waren  dieselben  leicht  zu  fällen. 

Koch  dieser  ModifikAtion  (.Apparat  2'")  wurde  folgende, 
in  Fig.  9  graphisch  dargestellte  I^bachtnngsreihe  gewonnen. 


Tabelle  4. 


Hg  im   Griffelgefftß  mit   längeren  Zuleitongen. 
R  =  3000  Ohm;   g  =  Ojm  Obm. 
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Wie  an  Fig.  5  erBichtlich,  verlaufen  die  Ausschläge  sehr 
regelmäßig,  sind  ein  werug  größer  als  vorher  (8  mm)  —  die 
Temperaturdifferenz  A  i  war  auf  etwa  111®  gesteigert  — .imd 
zwar  verlaufen  sie  in  derselben  Richtung  wie  in  der  1.  Periode 
der  Fig.  8.  Von  einer  Abnahme  ist  nunmehr,  während  der 
Heobachtungszeit  von  2  Minuten,  nicht  die  Rede. 

d)  Z[eichenkontrolie. 

Nachdem  der  Effekt  also  durch  die  verbesserte  Anordnung 
in  großer  Reinheit  hervorgetreten  war,  wurde  z\ir  wichtigen 
Zeichenkontrolle  übergegangen. 

Zu  diesem  Zweck  wurde  der  Hg-Apparat  mit  einem  Drossel- 
kreuz  aus  Kupferdrähten  ersetzt.  Nach  der  früheren  Erfahrung 
des  Verfassers  hat  Kupferdraht  immer  eine  positive  Thermo- 
kraft  erster  Ordnung  (der  positive  elektrische  Strom  geht  in 
der  Drosselstelle  vom  kalten  zum  warmen  Kupfer).  Es  zeigte 
sich  nun.  daß  diejenigen  Ausschläge,  die  mit  Kupfer  erhalten 
werden,  die  entgegengesetzten  sind  zu  denjenigwi,  uwicha  mii 
Qnyedmlber  zvm  Vorschein  kommen. 

Flüssiges  Quecksilber  ergibt  demgemäß  eine  negative  Thermo- 
krafi  LArt,  wie  es  nach  den  früheren,  eingeherhden  Untersuchungen 
des  Verfctssers^)  sein  soll. 

Es  ^*urde  W(*iter  direkt  festgestellt,  daß  eine  Erhitzung 
des  Quecksilbers  in  der  Nähe  der  Elektroden  Ausschläge  er- 
gibt, die  in  umgekehrter  Richtung  [verlaufen  z\i  denjenigen 
der  [fhermospannung  1.  Art. 

e)  Al>|hängigkeit  der  Thermospannung  1.  Art  des  Hg 
von  der  l^emperaturdifferenz. 

Um  ZU  erfahren,  wie  die  Thermospannung  des  Hg  mit 
der  Temperaturdifferenz  zunimmt,  wurde  mit  Apparat  2' 
noch  eiile  Beobachtungsreihe  ausgeführt,  bei  7  verschiedenen 
Einstellungen  des  Mikrobrenners.  An  den  erhaltenen,  der 
Fig.  5  analogen  Beobachtungskurven  wurdeii  Temperatur- 
differenz und  Galvanometerausschlag  abgelesen.  Die  so  er- 
haltenen Zahlen  sind  in  Tab.  5  vereinigt.  Es  sei  hinzugefügt, 
daß  bei  den  größeren  Temperaturdifferenzen  immer  noch  eine 
gewisse  Abnahme  der  Aussi^hläge  merkbar  war.      Per  letzte 


i)  a.  a.  O.,  8.  103. 
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«•Wert   (18)    ist   ein   Kinztrlwert ;  die   tiK-iHten  sind  aus  etwa 
^•ier  ErhitzuiigB Perioden  erhaltt-n. 

Tubeile  5.     Hg  im   «rüfelgefäß. 

Abhängigkeit  der  Thennoepannung  1.  Art  von  dor 

TemperaturdiffereDi. 

Brenner-  2  A I         '  n 

pinstellung    i  t'  mm 


Diese  Daten  sind  in  Fig.  Ca  graphixch  dargestellt. 


j6 -^  =  '=rZ  —  —  — 


Kg.  8. 

Es  ergibt  hIcIi,  daß  di«  gtfwnimm  ThtnHOtpaHntmgen 
1.  Art  des  Hg  viel  actmelitr  »viaehintn  all  dia  beobwitMm  Ttmfe- 
raiwdfifferenztn. 

In  der  Figur  ist  eingeseiohnet  die  Kurre 

«  =  o,s»-io-»r» 

vo  T  für  ^  At  gesctirieben  vird. 
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Wie  ersichtlich,  gibt  dieselbe  die  Boobachiungeii  inner- 
halb  der  Versiichsfehler  recht  gut  wieder. 

Wemgstens  in  erster  Annäherung  erscheinen  dko  die  Thermo  • 
Spannungen  7.  Art  des  Hg  als  zu  der  3.  Dignität  des  Temperatur' 
gef alles  proportional. 

Ißt  eine  Temperaturdiffereiiz  von  100®  in  0,1  mm  vor- 
handen, ist  die  resultierende  Thermospannung  lOOOmal  größer, 
als  wenn  sie  in  1 ,0  mm  vorhanden  ist . 

IIL  Yersiielie  mit  Qiieeksilber  Im  GlMgefSB. 

L  Binleitendee.! 

J^»i  den  vorigen  Versuchen  mit  Griffelgefäßen  hatte  es  sich 
als  uimiöglich  gezeigt,  durch  Auskochen  fremde  Gase  zu  ent- 
fernen; es  konnten  deshalb  keine  größeren  Temperaturdiffe- 
renzen als  etwa  165®  zur  Anwendung  kommen. 

Diese  Schwierigkeit  schien  teilweise  auf  gasundichte  Ver- 
bindung zATOchen  dem  Griffelgefäß  und  den  Glasröhren  zurück- 
zuführen sein,  teilweise  aber  auf  den  durch  besondere  Versuche 
festgestellten  Umstände,  daß  die  Griffelsubstanz  bei  Erhitzung 
Wasser  abgibt. 

Aus  diesem  Grunde  wurde  nun  zu  einem  ganz  aus  Glas 
bestehenderi  Apparat  übergegangen  —  wo  Gasfreiheit  leichter 
zu  bewirken  ist  —  trotz  den  schon  in  der  Einleitung  hervor- 
gehobenen praktischen  Schwierigkeiten  des  Glases. 

Da  es  tatsächlich  gelang,  mit  dem  Glasapparat  sichert, 
wemi  auch  geringfügige  Ausschläge  zu  erhalten,  sei  die  Her- 
stellungsweise  in  einigen  Einzelheiten  beschrieben. 

2.  Hemtellung  des  Apparates  S. 

Das  eigentliche  Di-osselgefäß  winde  folgendermaßen  her- 
gestellt. 

Ein  Stück  Glasröhre  von  10  nun  äußerem  Durchmesser 
wird  in  der  Mitte  etwas  aufgeblasen  und  ausgezogen,  so  daß 
es  daselbst  dünnwandig  wird  (Fig.  7a).  Indem  das  Bohr  in 
der  Gebläseflamme  gedreht  wird,  erhält  man  leicht  eine  gleich- 
namige Verjüngung  wie  Fig.  7b.  Es  wird  dann  das  Rohr, 
ohne  es  zu  drehen,  in  eine  kleine,  scharfe  Flamme  vorübergehend 
hineingeführt:  es  verjüngt  sieh  dabei  an  der  von  der  scharfen 
Flamme  getroffenen  Seite  etwa  wie   bei  C,   unten  (dabei  ist- 
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iiielit  die  Temperatur,  sondern  die  Gebläse  Wirkung  der  Flamme 
ausschlaggebend;  eine  stille/  spizte  Flamme  ist  ungeeignet). 
Nachdem  so  ringsum  stellenweise  verjüngt  worden  ist,  ent- 
steht eine  Form  etwa  wie  bei  d.  Die  Handhabung  des  Bohres 
bereitet  bis  jetzt  keine  Schwierigkeit.  Um  xtie  Drosselstelle 
b(um  darauffolgenden  Verschmelzen  uut  den  Zuleitungsröhren 
mechanisch  zu  schützen,  wird  sie  zunächst  mit  Siegellack  um- 
geben^ dann  mit  einem  gegen  Erwärmung  des  Siegellackes 
ßc^hützenden  (lipspropfen  (Fig.  7e). 
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Nachdem  die  Zuleitungen  zugeschmolzen  und  gebührend 
befestigt  worden  sind,  wird  der  Oipspfropfen  mit  der  Laubsäge 
zerlegt  und  entfernt  (Anfeuchten!),  wonach  das  Siegellack 
weggeschmolzen  und  mit  Spiritus  abgewischt  wird. 

Mit  diesem  Kunstgriffe  bietet  die  Herstellung  des  Appa- 
rates jedem  .im  Qlas blasen  Geübten  keine  besondere  Schwierig« 
keit. 

Die  ungefähre  Form  der  Drosselstelle  ist  an  Fig.  7d  zu 
sehen;  die  lichte  Weit«  war  0,60 — 0,52  mm;  es  wäre  leicht, 
dieselbe  noch  erheblich  zu  vermindern. 

Der  .beträchtliche  Durchmesser  von  10  mm  wurde  gewählt, 
um  eine  verhältnismäßig  kräftige  Verjüngung  leichter  zu  er- 
halten; außerdem  damit  eventuelle  Liiftausscheidung  weniger 
Einfluß  haben  sollte. 
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tSeidersoils  der  1  )r«ssckli'ile  wiirdfii  zwei  Hpiralgewuudeiu- 
dännc  ührKbäiidcr  lingfachobt-n,  um  diese  empfindliobc  Stellr 
beim  AiiBkocbcii  gcgt-n  heftige  herangeschleuderte  Qu<<Gksilber-  , 
niussen  xn  Hehiitzen. 

IMe  18cni  iHiigeii,  5,5  iniii  dickeu  ZukitungBröhreD  wareii 
nach  Fig.  8  gebogen:  die  sie  oben  ubechließenden  Behftlter  A  A' 
waren   unten  etwas   TOrjüngt   und 
j^g^j  \_j^fcj  mit    eingeschliffeneu,    durch     den 

Koi'kstopfen  B  B*  hindurch  zu 
tiantierende  lilaestöpfchen  vt-r- 
aehen,  wie  in  der  Figur  ersicbt- 
lieh ;  dies  duuiit  beim  sp&tereii 
Nachfüllen  \on  Hg  in  A  A'  keine 
lAift  inii  eigentliche  DrottselgefäU 
eindringen  sollt«. 

DerApjMirat  wurde  aus  Jenenser 
IhirobaxglaB  angefertigt,  um  in 
jeder  Hinsicht  so  wideretandsfAliii; 
zu  sein  wir  nur  m^lioh. 

7m  den  tMektroden führen  40t;m 
lange,    3   mm   dicke    Hg-gefälltf 
Köhren  DD'.     Behub  ihrer  be- 
quemen Füllung    waren  in  B  ^  , 
kleine    in    der    Figur    nicht    an- 
gegebene   Steigrohren  ^'orge8eheu. 
Die  die  DrosselsteUe  umgeben- 
den Hitzbieche  BE"  (Dicke  0,4min ; 
j     ■      iii„         ausragende   lireite  11  nun)  waren 
^  g  kuppelartig  geformt,  so  daft  sie 

bei  der  l>rosBelBtetle  mir  S  mm 
abstanden;  um  mit  dem  Bohr  in  thermisch  guter  Beröhrung 
SU  stehen,  war  der  Zwischenraum  mit  GraphitkiU  auegeföUt. 
Die  beiden  äußeren  Hitzbleche  FF  wurden  für  eine  sp&ter« 
Kontrolle  angebracht  (8.  201). 

Für  die  Teniperaturbestimnuing  waren  Kainllarp  G  6"  mit 
Oraphitkitt  am  Olasrohi;  befestigt. 

3.  BMitMMhtniiroii. 
•}  Kff«kt  deutlich  merkbar. 
Das  Aussehen  der  mit   dem    ülasapparat    (ohne  Sufiere 
Hitxbleche  FFl)  gewonnenen  Bestimmungen  geht  aus  Fig.  9 
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Str.  l'i. 


hervor  t-K  =  2000  Ohm,  wie  bei  allen  nachfolgenden  Versucbm; 
Q  =?  0,49  Ohm).  Der  allgemeine  Charakter  entspricht  rerht 
genau  den  mit  dem  Griffel- 
apparat zuerst  erhaltenen 
(Kg.  3),  nur  sind  die  Aus- 
schläge jetzt  geringer. 

Es  Uegt  demgemäß  nahe 
zu  vermuten,  daß  die  nach 
Hitzumkehr  zunächst  er- 
folgenden Ausschläge  der 
Thermospannungl.  Art,  die 
nachfolgenden,  langsamer  er- 
scheinenden Ausschläge  in 
entgegengesetzter  Bichtung 
aber  fremden  Thermospan- 
nungen  2.  Art  entstammen.  Fig.  9. 


20  Hin. 


S^r.  II. 


b)  Ausschalten  der  Tfaermospannungen  2.  Art. 

Um  dies  sicher  entscheiden  zu  können,  wurden  die  äußeren 
Hitz-  bzw.  Abkuhluugs bleche  FF'  (Fig.  8)  angebracht. 

Beim  Hitzen  der  inneren  Bleche  wurden  jetzt  die  Beob- 
achtungen der  Fig.  10 
gewonnen ;  beim  mit 
genau  derselben  Mikro- 
f lamme  erfolgenden  Er- 
hitzen der  äußeren 
Bleche  gingen  diejeni- 
gen von  Fig.  11  hervor. 

Ee  ist  aus  Fig.  10 
ersichtlich,  daß  schon 
durch  die  Anl»-ingung 
der  äußeren  Bleche  die 
langsamer   erfolgenden 

Ausschläge    —   in  ge-  5       »        » 

radezu   überraschender  *' 

Weise  —  eliminiert  worden  sind,  indem  die  ioßexen  Bleche 
durch  Ausstrahlung  gegen  die  Verbceitiing  der  Winne  za 
den  Zuleitungen  eine  recht  effektive  Sebatswirkiuig  aosaben. 

Fig.  11   zeigt,  daß   beim   Erbitaen  der   ioßexen   Heebe, 
wenn  an  der  Dn^sekteUe  nui  ein  geringfOgigM  lemperstur- 


0  2 
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gefalle  entstehen  kann,  nmgekelirt  die  auf  den  Thermo- 
Hpannungen  I.Art  zurückgeführten  Ausschläge  eliminiert  wor- 
den sind ;  die  entgegengesetzten,  als  Thernioflpannungen  2.  Art 
gedeuteten,  kommen  nun  allein,  und  in  verstärkter  Weise, 
zum  Vorschein. 

Kinige  späteren,  unter  etwas  abgeänderti^n  Druckverhitt- 
hissen  gewonnene  lieobachtungsreihen,  wo  die  inneren  Bleclie 
grliitzt  wurden,  stimmen  mit  Fig.  10  recht  genau  überein, 
brauchen  hier  al)er  nicht  angeführt  zu  werden. 

c)  ZeichenKontrolle. 

Es  wurde  festgesleUt ,  daß  diejenigen  Ausschläge,  welche 
in    Fig.  10    allehi    zum    Vorschein    kommen,   entgegengesetzt 

Str.  ti. 
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Fig.  11. 


waren  zu  denjenigen,  die  mit  Kupfer  zu  erhalten  sind,  d.h.  die 
auf  Thermospannungen  1.  Art  zurückgeführten  Ausschläge 
haben  auch  bei  der  Verwendung  eines  Glasapparatos  den  rich- 
tigen, dem  negativen   Hg  zukommenden  Sinn. 

Des  weiteren  wurde  festgestellt  —  wie  ja  ohne  weiteres 
einzusehen  war  — ,  daß  die  Ausschläge  der  Mg.  11  in  derselben 
Richtung  gehen  wie  eine  no(*h  direktere  Erhitzung  der  Zu- 
leitungen. 

d)  Schlußfolgerung. 

Es  geht  aus  dem  Angeführten  hervor,  daß  auch  mit  dem 
Glasapparat  ganz  unzweideutige,  wenn  auch  nur  geringfügige 
(2"  mm)  Ausschlftge  beobachtet  wurden,  die  von  dem  Tempe- 
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ratiirgefälle  an  der  DroHbi'lstolle,  also  von  TluTniospannungen 
1.  Art,  heKrühren. 

Mit  dem  (Tlasapi)arat  waren  wegen  dem  dabei  ormc^licbten 
bt^sseren  Auskochen  gi'ößere  Temperaturdiffereiiz^'n  erhalten 
(um  2  X  175^)  als  früher  möglich  war  anzuwenden;  es  wurde 
aber  wegen  der  giößeren  Schwierigkeit,  eine  gut  geformt'6 
]  >rosöelstelle  herzustellen,  zu  einer  modifizierten  Apparatenart 
üliergegangeii. 

Wichtig  IJeibt  jedenfalls  die  Feststellung,  daß  auch  in 
einem  Glasapparat,  mit  nicht  besonders  günstig  geformter 
Dross^^lstelle,  eindeutige  Ausschläge  der  Thermokräft^^  1.  Art 
zu  erhalten  sind. 

IT.  Tersaehe  mit  Qneeksilber  Im  Asl^strefliß* 

1.  EinleitendeB. 

Da  kein  Material  von  leicht€>rer  Formgebung  als  Glas  zu 
Gelx)te  stand,  wo  Gase  gut  zu  entfernen  sind,  wurde  zur  Ver- 
meidung des  sonst  bei  höherer  Elrhitzung  immer  eintretenden 
Reißens  des  Quecksilberfadens  folgende  Veränderung  vorge- 
nommen: z\i  wählen  ist  ein  Material,  das  bei  leichter  Form- 
gebung und  geringer  Wärmeleitfähigkeit  für  Quecksilber  dicht, 
für  Gase  aber  durchlässig  ist ;  dadurch  wird  den  bei  der  Er- 
hitzung abgeschiedenen  Gasen  die  Gelegenheit  geboten,  durch 
die  (jefäßwand  abzugehen.  Fiin  solches  Material  ist  Asbest. 
Es  wurde  deshalb  —  und  zwar  mit  entschiedenem  Vorteil  — 
die  im  folgenden  benutzten  Drosselgefäße  aus  Asbest  her- 
gestellt. Durchzuführen  bleibt  weiter  eine  vergrößerte  Sicher- 
heit der  Zuleitungen,  darauf  hinzielend,  S(^ebeckeffekt  und 
eventuellen  Druckeffekt  auszuschlit^ßen. 

2.  Herstellung  von  DrosMlgef&Ben  aus  AsbMt. 

Aus  (0,5  mm)  dünnem  Asbestpapier  werden  50  mm  lange 
Röhrchen  vom  Lumen  3  mm  hergestellt  (etwa  17  X  50  mm  zu 
schneiden  r  jede  Längs  kante  5  mm  breit  mit  einer  Feile  zu 
verschwindender  Dicke  zu  spitzen;  mit  Wasser  anfeuchten; 
unter  Zuhilfenahme  einer  geeigneten  Kinne  um  einen  Stahl- 
dorn von  3  mm  festwickeln;  über  eine  Flamme  trocknen 
lassen). 

Ein  Asbeströhrchen  wird,  auf  dem  Dorn  sitzend,  am  einen 
Ende  mit  der  Feile  ringsum  zugespitzt,  wird  dann  über  den 
Stahldorn,  der  am  Drehstuhl  bis  auf  eine  kurze,  sehr  feine 
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Spitze  abgonmdel  worden  ist,  hO  gehalten,  wie  es  f ig.  12a  an- 
gibt. Das  freie  Ende  wird  dann  angefeuchtet  (am  besten  mit 
SaUv)  und  initer  Umdrehen  zwischen  den  Fingern  oder  mit 
einer  halbkugoügen  Vertiefung  eines  Holzstückes  gegen  den 
]>orn  allmählich  angedrückt  (wie  die  gestrichelte  Linie  es  an- 
gibt). Es  entsteht  dadurch  ein  einseitig,  bis  auf  einem  sehr 
feinen  zentralen  Loch  geschlossenes  Asbeströhrchen ;  es  sind 
deren  zwei  herz\istellen. 

Das  eine  wird  in  einem  gut  anpassenden,  runden  Loch 
eines  bügelgeformten  Halters  festgekittet  (Fig.  12b,  links);  als 
Material  für  den  Halter  ist  massiver  Talk  recht  geeignet  (wie 
dies  z\un  Aufzeichnen  auf  Eisenblech  käuflich  ist!),  ebenso 
Topf  stein  oder  dergl.;    Kitt  aus  Talkpulver  und  mit  Wasser 
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Fig.  12. 

verdünntem  Wasserglas.  Das  zweite  Asbestrohr,  dem  eine  sehr 
feine,  an  einem  8  mm  dicken  Stiel  befestigte  Nadel  einge- 
schoben ist,  wird  dann  rechts  festgekittet,  nachdem  die  Nadel 
auch  im  linken  Bohr  eingeführt  worden  ist  (das  rechte  Loch 
des  Halters  ist  gröber  als  der  Bohrdm^chmesser,  und  also  Be- 
wegungsfreiheit vorhanden).  In  der  Mitte  bleibt  noch  0,1 
bis  0,2  nun  der  Nadel  frei  sichtbar.  Um  diese  künftige  Dtrossel- 
stelle  wird  nun  mit  einem  sehr  feinen  Pinsel  ganz  wenig  an- 
gefeuchtetes Asbestpulver  aufgetragen;  es  wird  mit  einer 
Schlinge  feinsten  Seidendrahtes  ringsum  zusammengepreßt.  Es 
kann  die  Nadel  nach  kurzwierigem  Trocknen  entfernt  werden, 
Und  man  ist  im  Besitz  eines  ganz  brauchbaren  Drosselgef&ßes. 
Vorläufig  wurden  nicht  feinere  Nadeln  als  0,26  mm  be- 
nutzt ;  die  Methode  gestattet  aber  eine  weitgehende  Verfeinerung. 
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3.  Übrige  VerBUohaanordnung. 

In  die  schwach  konisch  erweiterten  Enden  A  A'  passen 
55  cm  lange,  3,5  mm  dicke  Glasröhren,  die  schnell  nach  Fig.  18 
zusammenlaufen;  die  aneinander  liegenden  Strecken  BC 
tauchen  behufs  Temperaturausgleiches  in  eine  mit  Quecksilber 
gefüllte  Holzrinne.  Um  jeden  Druckeffekt  wenn  möglich  aus- 
zuschließen, liegt  dieser  Teil  des  Kreises,  wo  die  Temperatur- 
änderungen stattfinden,  bis  auf  einige  Millimeter  horizontal; 
das  hölzerne  Grundbrett,  an  dem  Drosselgefäß  und  Glasröhre 
befestigt  sind,  ruht  auf  einem  Nivellierstativ  (vgl.  Fig.  18). 
Erst  bei  G C  sind  die  Glasröhren  vertikal  umgebogen;  sie 
enden  in  weiteren  Behältern  D.    Die  Niveaudifferenz  zwischen 


Fig.  13. 

dem  Quecksilber  in  T>  und  der  Grundebene  durch  A  A'  be- 
trug 65nma;  diese  Niveau differenz  genügt,  um  das  Quecksilber 
durch  die  Drosselst^lle  leicht  hindurcbzupressen. 

Wie  aus  dieser  Anordnung  zu  ersehen  ist,  muß  eine 
Temperaturdifferenz,  um  eine  von  Dmckonterschied  her- 
rührende Tbermospannung  2.  Art  venirsacben  zu  können, 
sieh  von  den  Hitzblechen  bis  CC  fortpflanzen  (vgl.  weiter 
unt^n,  S.  210). 

Um  jedes  Erhitzen  der  Elektroden  soweit  md(^b  zu  ver- 
meiden, geschah  die  Stromalmahme  durch  zwei  1  m  lange, 
3  mm  dicke  mit  Quecksilber  gefüllte  Glamröbren;  dieselben  sind 
bei  E  etwas  nach  unt^ii  gebogen;  bei  F  sind  die  Elektroden 
(in  Berührung  mit  Hg  1  cm  Fe-Draht,  in  Oa-Drabt  fort- 
setzend) mit  Picein  dicht  eingeführt.  Bei  E  enden  die  Bdhren 
far  das  bequeme  Füllen  der  freien  Bobrenden  T-fdrmig,  mit 
abeeblie Senden  Gummisehläoeben. 


ioa 


('.  Heufdida. 


lifinalu'  die  gmiztri  Slrorkpn  F,F  latifcn  in  eintni  &iiferfii, 
qiiee keil bcrgefii Uten  GlsBiobrc. 

Um  gut-es  WäroK übertragen  «ti  ei^ben,  waren  die  beiden 
Hitzbleche  mit  Graphit  (+Wass<;rgIfta)Rngekitt«t  („App&rat  4"). 

Vor  dem  füllen  wnr  «las  DrosBelgefäß  gut  gehitst  nnd 
dabei  trockene  Luft  durchgesaugt.  Das  Füllen  des  Apparates 
geschah  in  einfarlister  Weise ;  irgendwelches  nachberiges  Adb- 
kocben  kam  wegen  der  Lnftdnrchl&sHigkeit  des  A^bestiobres 
günzlich  in  Wegfall 

4.  Baabaofatungsn. 
a)  Vorhsndentoin  dos  E(f<-ktei. 

Es  ergab  sich,  duO  mit  dii'ttem  Apparat  4  tatB&cblich  die 
hwbaten    Temiieratiiren    bis    zum    t>eginnendpn    Kocben    des 


Fig.  W. 

Qaeoksilbers  erreicht  werden  konnten,  ohne  daß  ein  Beifien 
des  Queckflilberfadens  stattfand. 

Die  erhaltenen  Beobachtungen  sind  in  Fig.  14  graphisch 
wiedergegeben.  Es  sind  ganz  unzweideutige  Ausschläge  vor- 
handen; sie  bestätigen  durchaus  das  frühere  Resultat.») 

1)  Daß  daa  OalTanometer  in  dieser  und  in  der  (olgenden  Beob- 
Mhtungsreihe  (Figg.  14  u.  16)  fast  gar  keinen  allmihlicbcn  Gang  anf- 
waiat,  beruht  duanf,  daQ  die  Anordnung  in  Fig.  13  ToUattodig  ayni' 
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Die  sorgfälligst  ausgeführt«  Zeicbenkontrolle  stimmte 
ebenfalls:  auch  in  Apparat  4  verhält  sich  das  Quecksilbor 
thermoelektrisch  negativ. 

b)  Temperaturabh&ngigkeit. 

Die  an  Fig.  14  abgelesenen  Temperaturdifferenzen  2  Ai 
und  Galvanometeraussc'hläge  u  sind  in  Tab.  6  zusammen- 
gestellt. 

Tabelle  6.     Hg  im  Asbestgefäfi. 

Abhäagigkeit  derThermospaniiang  1.  Art  TOn  der  TempenturdiffereiiK. 

o  =  1,36  Ohm. 


1 

Brenner- 

2  At 

u 

einfltellnng   ! 

•C 
195 

mm 

(6,4 

0,5) 

6.9 

222 

2,5 

7,1 

266 

3.1 

7,4 

32i> 

^ß 

8,0 

346 

53 

8^ 

368 

M 

8,6 

370 

8,0 

(Die  erste  Zeile  gehört  einer  vorläufigen  Reibe  mit  ein«.*r 
Hitzperiode  von  nur  2  Minuten). 

Bei  graphischer  Darstellung  (Fig.  6c,  S.  197)  zeigt  sich, 
daß  u  ^iel  rascher  zunimmt  als  2  A  i.  In  der  Figur  ist  ein- 
gezeichnet die  Kurve 

wo   T  für  2  A  i  geschrieben  wird. 

Wie  im  früheren  Falle  (S.  197)  9diKeßm  9idi  die  Beob- 
achtungtn  dieser  Kurve  gut  cm. 

c)  Mögliche  Fehlerquelle. 

Hei  dieser  Heobacbtunggreibe  liegt  es  nahe,  eine  beson- 
dere Fehlerquelle  zu  befürchten:  der  Anliest  ist  ja  kein  besonders 
guter  Isolator,  und  es  erscheint  nicht  als  ausgeschlossen,  daß  in 
diesem  Falle  die  Beobachtungen  von  einer  Überleitung  zwischen 
dem  Quecksilber  und  den  kupfernen  Hitsbleeben  bzw.  dem 
vorhandenen  Graphit  abhängig  sein  konnten. 


metrieeh  ist.  In  der  früheren  Anordnang  Fig ,  8  war  eine  fftwim»  Min' 
AAitigkeit  des  (nicht  gezeichneten)  StatlTes  noch  Torbanden,  md  fftr 
r|«n  Gang  des  Galvanometer«  in  Figg.  9— 11  Terstttwortlfiefa. 


•  -^-*/^ 
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J^i  vorgenommener  Isolationsprüfung  zeigte  sich  tatsäch- 
lich, daß  eine  Überleitung  vorhanden  war,  die  keineswegs  ohne 
weiteres  vernachlässigt  werden  konnte ;  es  ergab  sich,  daß  die 
Kombination  Quecksilber-Asbest-Graphit  eine  effektive  gal- 
vanische Spannung  von  einigen  Centivolt  ergibt,  deren  Tempe- 
raiurveränderung  für  die  beobachteten  Ausschläge  möglicher- 
weise verantwortlich  sein  könnte. 

Um  diese  Möglichkeit  sicher  beurteilen  zu  können,  wurde 
ein  neues  Drosselgefäß  aus  Asbest  hergestellt,  wo  zwischen  den 
kupfernen  Hitzblechen  und  Asbeströhren  ein  Glimmerblatt  ein- 
geschaltet Wurde;  Graphit  wurde  ganz  vermieden  („Apparats"). 

Bei  vorgenommener  Isolationsprüfung  ergab  sich,  daß 
eine  Spannung  von  0,10  Volt,  das  durch  Galvanometer,  Hg, 
As  liest  und  Glimmer,  Graphit  und  Kupferblech  kurz  geschlossen 
wurde,  nunmehr  nicht  zum  geringsten  merkbaren  Ausschlag 
Veranlassung  gab,  dies  sowohl  in  der  Kälte,  als  wenn  stark 
geliitzt  wurde. 

5.  Beobachtungen  mit  dem  glimmerisoUerten  Apparat  6. 

Die  mit  Apparat  6  gewonnene  Beobachtungsreihe  ist  in 
Fig.  16  dargestellt. 

Daß  die  Galvanometerausschläge  merkbar  geringer  sind 
als  mit  Apparat  4,  hängt  teilweise  von  der  weniger  guten  Wärme- 
iHK>rtragung,  teilweise  wohl  auch  von  einer  ein  wenig  ge- 
streckteren Form  der  Drosselstelle  ab. 

Im  ganzen  bestätigt  diese  neue  Beobachtungsreihe  die 
frühere  aufs  beste  —  auch  betreffend  der  Ausschlagsrichtung. 
Nur  kommt  es  wahrscheinlich  vor,  daß  das  auffallend  unregel- 
mäffige  Verhalten  bei  der  stärksten  Erhitzung  in  Fig.  14  wirk- 
lich auf  die  besprochene  tJterleitung  zurückführbar  ist,  denn 
in  Fig.  16  sind  diese  Unregelmäßigkeiten  nicht  mehr  zu  ersehen. 

Ein  Ausmessen  ergab  folgende  Zahlen. 

Tabelle  7.     Hg  im  Asbestgefäß  mit  Glimmerisolation. 

e  =-  1,37  Ohm. 


Brenner- 
einstellang 


2  At 


H 

mm 


7,3 

390 

Ö,0 

8,0 

444 

6,8 

8,6 

477 

7,0 

9,0 

498 

9,0 
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Bei  diffiftii  lieobac.htimgen,  die  eigentlich  nur  als  Kon- 
trolle des  Einflusses  der  befürchteten  Fehlerquelle  gedacht 
waren,  ist  die  Ti'niperatur  nur  wenig  variiert  worden;  die  in 
Kig.  6h,  S.  197  gegebene  graphische  Darstellung  (Kreise)  täÖt 
indessen  hervorgehen,  daß  sie  mit  einer  3''-Kurve,  wie  sie 
auch  hier  eingezeiehnet  wurde,  ebenfalls  genügend  gut  überein- 
stimmen. 


e.  Weitere  Kontrolle. 

I>ie  nun  erhaltenen  Bestimmungen  dürften  als  recht  sicher 
711  bezeichnen  sein.  Es  schien  aber  der  Mühe  wert,  noch  einige 
Punkt«  zu  li on troll it- IC n, 

s)  Evcntaellcr  Untereohied  des  Hg. 

So  erschien  es  nicht  ganz  ausgeschlossen,  daB  zwischen 
demjenigen  Quecksilher,  das  im  DrosselgefäB  mit  dem  Ashest 
in,  Berührung  steht,  und  demjenigen  der  langen  Zuleitungen 
irgendwelcher,  Thermospannungen  2.  Art  ergebender  Unter- 
schied vorhanden  wäre,  trotz  ursprünglicher  Identität. 

Es  wurde  deshalb  das  Quecksilber,  das  im  DrosBelgefäß 
gedient   hatte,   in   ein   unverjüngtes  ü-förmiges  OUsrobr   ge* 
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gössen,  das  mit  den  langen  /inleitungsröbren  verbunden  wurde. 
(rphitüt  wurde  iimveühBelnd  bei  den  BeruhrungBfiteUen,  »nd 
zwar  mit  direkter  Flamme. 

Ks  Wurde  durch  zwei  lieobarhtungsreihea  (jede  von. 
6x3  Min.)  festgestellt,  daß  bei  einer  Erhitzung,  welche  schou 
diejenige  der  wirklichen  Versuche  erheblich  übertraf,  nicht  die 
geringste  Einwirkung  zu  spüren  war;  bei  einer  noch  st&rk^ren 
]<>hitzung  zeigte  sich  zwar  eine  Bchwache  Einwirkung  in  der- 
selben Richtung  wie  diejenige  der  Thermoapannung  1.  Art, 
wie  betrug  aber  nicht  mehr  als  etwa  1  mm. 

Es  kann  demgemäß  geschlossen  Werden,  daß  bei  den  zur 
Anwendung  gekommenen  Hitzungen  das  Queckiiilber  als 
durchaus  homogen  betrachtet  werden  darf. 

b)  Eventuelle  Mitwirkung  dp»  Druckoffekteii. 

Wenigstens  die  beiden  letzten  Apparate  waren  so  ange- 
ordnet, daß  die  Thermospannung  "2.  Art  zwischen  Hg  unter 
Druck  und  Hg  ohne  Druck  nicht  sollte  einwirken  können 
(kein  Ilruckunterschied  in  den  gehitzten  Teilen!). 

Es  erschien  jedenfalls  von  einigem  Interesse,  dies  einer 
direkten  Prüfung  zu  unterziehen.  Zu  diesem  Zwecke  wurde 
umwechselnd  gerade  bei  den  ümbiegiingen  C  bzw.  C  (Fig.  18) 
mit  der  Mikroflamme  direkt  gehitzt. 

Eine  Ueobachtungsreihe  von  6x3  Minuten  ließ  hervor- 
gehen, daß  keine  Einwirkung  zu  verspüren  war. 

Tatsächlich  ergibt  sich  nach  dem  von  Des  Coudres  u.a. 
bestimmten  Wert  der  diesbezüglichen  Druckkonstante'),  daß 
bei  der  vorhandenen  Druckdifferenz  von  6,5  cm  =0,086  Atm, 
erst  eine  Temperaturdifferenz  von  250"  ('  zii  einer  8psnnungn- 
differenz  wegen  Druckunterschieden  um 
4,7- 10-*  Voll, 

d.fa.  etwa  1  mm  tialvanometerausschlag  Veratüassung  gibt. 

Bei  den  eigentlichen  Versuchen  dürfte  deshalb  der  Druck- 
effekt  kaum  brauchen  berücksichtigt  zu  werden. 

Zu  bemerken  ist  aber  noch,  daß  die  Richtting  der  von 
Druckdifferenz  herrührenden  Tliernlospannung  entgtgmgeteM 
ist  zu  derjenigen  Richtung,  die  sich  für  die  Thermospannung 

i)  Vgl.  s.  B.  K/  Baedeker,  t>ie  clektrlBohen  BrachrinungMt  in 
rnt)t*)1JBohon  Leitern.     BraunKetiweig  1911.  S.  M. 
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1.  Art  des  Hg  ergeben  hat:  es  dürfte  demgemäß  wohl  eine 
allmählich  eintretende  Abnahme  der  erhaltenen  Aiisfichläge 
auf  den  Driickeffekt  zurückgeführt  werden  können,  sicher 
aber  nicht  die  AiisBchläge  selbst. 

i 
c)  Vorf  jndlichkoit  der  Spannungsursacho  in  der  DroaseUtello. 

Schließlich  wurde  folgende  Konsequenz  geprüft:  da  die 
erhaltene  Thermospannung  1.  Art  praktisch  genommen  nur 
von  dem  Temp(^raturgefälle  in  der  Drosselst^Ue  abhängen  soll, 
läßt  sich  schließen,  daß  wenigstens  in  erster  Linie  eine  Über- 
brückung  der  Drosselstelle  mit  einer  leitenden  Substanz  in 
derselben  Weise  wirken  soll,  wie  eine  Verminderung  der  be- 
nutzten Mikrof lamme.  Um  dies  zu  prüfen,  wurde  rings  um 
die  Mitte  des  Drosselgefäßes,  zwischen  den  Hitzblechen,  ein 
schmaler  ü -gebogener  Streifen  von  Asbestpapier  angebracht; 
daran  wurde  ein  Quecksilbertropfen  auf  getan,  der  also  eine 
Herabsetzung  des  sonst  vorhandenen  Temperaturgefälles  ver- 
ursachen mußto.  Auf  diese  Weise  wurde  eine  Beobachtungs- 
reihe gewonnen  („Reihe  20*').  Es  wurden  dann  Quecksilber 
und  Asbeststreifen  entfernt,  und  mit  unveränderter  Flamme 
eine  weitere  Beobachtungsreihe  angestellt  („Reihe  21**).  An 
der  graphischen  Darstellung  dieser  Beobachtungen  Wurden,  wie 
im  vorigen,  Temperaturdifferenzen  2  J  t  und  Ausschläge  u  ep- 
mitlelt.     flefunden  wurde: 

Tabelle  8.    Hg  im  Asbestgefäß  mit  Glimmerisolation; 
Temperatnrdifferenz  durch  Ülx^rbrückung  variiert. 

'     Brenner-  2  .1  /        i  h 


P   .  I  urenner-     |         ::  .  1 1        \ 

"^*"^'        j  einatellung  '  H'         \         mm 

„20**  7,0  '  :i55  2,8 

„21'  '  7,9  '  435  j  5,0 

Es  Übt  also  die  Überbrückung  der  Droßselstelle  einen  er- 
heblich herabsetzenden  Einfluß  auf  die  auftretende  Thermo- 
spannung aus. 

Die  somit  gewonnenen  Beobachtungen  sind  in  Fig.  6  b, 
S.  197  eingetragen  (numerierte  Vollkreise).  Wie  ersichtlich, 
stimmen  diese  Beobachtungen  mit  den  früheren  recht  gut 
aberein. 

Da   der   überbrückende    Quecksilbertropfen  doch  auf  die 
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Zuleitungen  usw.  recht  wenig  einwirken  kann,  ist  mit  diesem 

Heßultat   eine    Konsequenz    best&tigt   worden  der    Grondauf- 

fassung.  daß  die  Thermospannung  in  der  Drosselst-elle  zustande 

kommt. 

(1)  Wasserkühlung. 

Um  unt^r  so  einfachen  und  reinen  Verhältnissen  wie  nur 
möglich  zu  arbeiten,  ist  im  vorigen  ausschließlich  die  natür- 
liche Luftkühlung  des  nicht  g;ehitzten  Bleches  verwendet  worden. 

Verifiziert  wurde  aber  noch  in  besonderen  Versuchen,  daß 
die  Galvanometerausschlage  merkbar  zunehmen,  und  schneller 
erfolgen,  wenn  das  Temperaturgef&lle  durch  Wasserkühlung 
des  augenblicklich  nicht  gehitzten  Bleches  vergrößert  wird. 
Dabei  wurde  einfach  das  nicht  gehitzte  Blech  mit  nasser 
Baumwolle  in  Berührung  gebracht. 

Zu  Demonstrationszwecken  ist  diese  Wasserkühlung  zu 
empfehlen. 

Zu  Demonstrationszwecken  würden  sich  übrigens  voraus- 
sichtlich kleine,  durch  andauerndes  Auskochen  mit  Hg  gefftllte, 
einseitig  abgerundete  Zylinder  aus  Bimsstein  eij^en  können, 
welche  Hg-gefüUte  Glasröhren  abschließen;  es  würde  sich 
möglicherweise  damit  recht  scharfe  Drosselwirkung  erzielen 
lassen. 

Hinzugefügt  sei  noch,  daß  außer  den  angeführten  Beob- 
achtungsreihen zur  größeren  Sicherheit  noch  mehrere  andere 
ausgeführt  wurden;  sie  ergaben  durchwegs  Bestätigung  der 
angeführten  Resultate. 

T.  Cberbllek  der  (^ewonneDen  Resmltate. 

Sämtlichen  vorangehenden  Untersuchungen  ist  gemeinsam, 
daß  zur  Lösung  des  vorliegenden  experimentellen  Problenis, 
außer  einem  hochempfindlichen  Galvanometer,  ein  durch  ein 
geeignetes  Drosselgefäß  (aus  Griffel,  Durobaxglas,  Asbest)  ge- 
woimenes,  größtmögliches  Temperaturgefälle,  unter  stationären 
Verhältnissen,  ausgenutzt  wird,  l^e  Arbeit  wird  aber  nach 
zwei  verschiedenen  Linien  geführt.  Nach  der  ersteren  wird 
versucht,  die  Hauptschwierigkeit,  die  Kleinheit  der  Ausschläge' 
auch  bei  verhältnismäßig  großen  Temperaturdifferenssen,  da- 
durch zu  umgehen,  daß  ein  flüssiges  Metall  benutzt  wrird,  wo 
die  Thermokraft  1.  Art  erheblich  höher  zu  erwarten  ist  als 
bei  Hg.    Es  wtirde  tatsächlich  (I)  bei  dem  bei  Zimmertempe- 
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ratur  flüssigen  Wismut -Bleiainttlgum,  das  früher  von  Ikauii 
mit  negativem  Eesiiltat  untersucht  wurde,  kräftige  Ausschläge 
erhalten  (140  mm  =0,7  Mikrovolt).  Gleichzeitig  wurde  aljtu- 
festgestellt,  daß  das  Amalgam  keineswegs  als  sicher  homogen 
zu  betrachten  ist;  die  erhalt>enen  Ausschläge  sind  demna(;h 
für  Thermospannungen  1.  Art  nicht  beweisend. 

Das  Weiterfolgon  dieser  Linie  würde,  um  immer  nocli 
erhebhche  Ausschläge  zu  gewimien,  dazu  geführt  haben,  Me- 
talle wie  Kalium  oder  Wismut  bei  Temperaturen  oberhalb  der 
Schmelzpunkte  zu  benutzen.  Abgesehen  von  der  größeren 
Komplikation  von  Verauchen  bei  höherer  Temperatur,  was 
sie  leicht  weniger  teweis kräftig  macht,  würde  das  Problem 
doch  nie  als  erledigt  betrachtet  werden,  bevor  es  gerade  mit 
QuecksilU^r  durchgeführt  worden  wäre. 

Es  wurde  deshalb  zu  Quecksilber  übergegangen.  Benutzt 
wurde  ein  Apparat  nut  Diosselgefäß  aus  Griffelmasse  genau 
derselben  Ivonstruktion  wie  diejenige,  die  sich  anscheinend  bei 
dem  Amalgam  bewährt  hatte  (II). 

äehon  die  ersten  Versuche  ergaben  auch  mit  Quecküüber 
positives  Resultat.  Es  wurden  z.  B.  regelmäßige  Au88cbiäg«i 
von  etwa  7,4  mm  =  3.5  •  10-*  Volt  erhalten  schon  bei  einer 
Temperaturdifferenz  der  JhJitzbleche  von  nur  zl(  =  Vj*195* 
==-  97,5*.  Eine  über  1  Minute  fortgesetzte  Erhitzung  ergab 
allerdings  eine  auffallende  Abnahme  der  unmittelbar  nach 
Verschieben  der  Hitzquelle  (in  1  Min.)  stattfindenden  Aus- 
schläge (Fig.  3),  dieselbe  verschwand  aber  so  g^t  wie  voll- 
ständig, wenn  längere  Zuleitungen  vorgesehen  wurden  (Fig.  5: 
8  mm  bei   Ai  =  HO*). 

Nur  verhältnismäßig  geringe  Temperaturdifferenzen  konnten 
bisher  benutzt  werden,  weil  das  Drosselgefäß  aus  Griffelnuuise 
nicht  gasfrei  zu  erhalten  war,  und  der  Hg-Faden  deshalb  bei 
höherem  Erhitzen  nicht  mehr  zusammenhängend  Mieb« 

Es  wurde  deshalb  ein  Glasapparat  hergestellt.  Äwch 
ümm  ergab  deuUidis,  regdmäßige  Autickläge,  wenn  auch,  wie 
erwartet,  recht  klein:  1,5  mm  bei  4i=^lBS^  ^^ig- <)-  P»bei 
hatte  allerdings  die  Erhitzung  der  Znleitnngen  —  wie  anemi 
bei  dem  vorigen  Apparat  —  einen  erbeblicben,  negMtinm  Ein- 
fluß; es  wurde  «  =»  2,2  mm  bei  Ais»  182^  erii*Hen,  mmn 
Einfluß  durch  zmsi  hinmkonuneiide  Köhlbfeehe  etuni- 
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niert  wurde  (Kg.  10).    Dies  glückliche  Resultat  dürfte  groBen- 
teils  der  effektiven  Form  der  Hitzbleche  zuzuschreiben  sein. 

Wegen  der  Schwierigkeit,  auch  bei  stärkerer  Erhitamng 
den  Zusamuienliang  des  Metallfadens  in  einem  gasdichten 
1  h-osselgef äß  zu  lx»waliren,  wurde  dann  als  Qef&fisubstans 
Asl)08t  benutzt,  das  für  llg  dicht,  für  Gase  aber  durehlftssig 
ist,  und  zwar  mit  gutem  Resultate  (Fig.  14). 

Als  Fehlerquelle  konnte  dabei  mangelnde  Isolation  des 
Asbests  gefürchtet  werden.  Auch  weim  dieselbe  durch  Glimmer- 
zwischeiüage  ausgeschaltet  wurdts  erhielt  man  ein  wesentlich 
unwrändertes  Resultat  (Fig.  lö). 

Jiiu  jedem  der  bnmtzten  Apparate  wurde  die  wichtige 
ZeichenkofUrolle  der  Ausschläge  sorgfältig  duR'hgeführt.  Es 
ergab  sich  dabei  in  sämtlichen  Fällen,  daß  die  bei  Quecksilber 
(erhaltenen,  auf  Thermospannungen  1.  Art  zurückgeführten  Aus- 
schläge entgegengesetzt  sind  zu  denjenigen,  die  bei  dem  posi- 
tiven Kupfer  entstehen.  Quecksilber  verhält  sich  also  {h^rmo- 
elektrisch  negativ,  wie  es  nach  einer  früheren,  ausführlichen 
Darlegung  des  Verfassers  und  nach  dem  Zeichen  des  Thomson- 
effektes sein  soll. 

Kontrolliert  '^oirde  weiter,  daß  eine  eventuelle  Veränderung 
des  Hg  durch  l^rühning  mit  der   Gefäßsubstanz  zu  dem  er- 
haltenen Resultat  nicht   mitwirken  konnte,  ebc^nsowenig  wie 
eine   vorhandene,  geringfügige  Dnickvariation  —  deren  Ein- ^ 
fluß  sogar  in  entgegengesetzter  Richtung  erfolgt. 

Verifiziert  wurden  noch  gewisse  isonsequenzein  des  Um- 
standes,  daß  die  wirksame  Thermospannung  gerade  in  der 
Drosselstelle  vorhanden  ist. 

Da  demgemäß  meines  Erachte ns  das  gewoimene  Resultat 
durc*h  keine  bis  jetzt  bekannte  Fehlerquelle  vorgetäuscht  sein 
kann  und  sich  insbesondere  als  unabhängig  von  der  Gefäß- 
Substanz  erwiesen  hat,  dürfte  lx>hauptet  werden,  daß  nunmehr 
dcLS  Vorhandensein  von  Thermospannungen  1.  Art  in  etfi#m 
flüssigen  Metdll  galvanofnetrisch  sicher  nachgetoiesen  toorden  ist. 

Die  bei  den  schließlichen  Versuchen  noch  vorhandene,  ob- 
gleich;! stark  heruntergedrückte  Abnahme  der  von  Thermo- 
spannungen I.Art  verursachten  Ausschläge,  kann  auf  mehrere 
verschiedene  T^rsachen  zurückgeführt  werden,  wie:  1.  noch 
nicht  vollständig  ausgeschlossener  Seebeckeffekt  bei  den  Elek- 
troden oder  2.  Drucjieffekt,  welche  beide  sicher  in  einer  su 
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den  Tliermospaniiungt'U  1.  Art  entgegei)gesetzteii  Kichtuiig 
Acrlaiifen.  Weiter  kömite  8.  eine  schwache  cheuüache  Ein- 
wirkung und  vielleiclit  —  obgleich  kaum  wahrscheinlich  — 
4.  eine  im  Drosselgeläß  bei  höherer  Erhitzung  entstehende 
Wirbelbewegung  niitwirkiii;  theoretisch  müssen  noc*h  5.  vor- 
handene Durchschnitts  Veränderungen  des  Quec  ksil  berf  adens 
außerhalb  der  Drosselstelle  mitwirken  —  jedoch  nur  mit  einem 
praktisch  wohl  ganz  zu  vernachlässigenden  Betrag. 

Außerdem  wurden  einige  quantitative  Messungen  vorge- 
iiununen  der  lieziehung  zwischen  Thermospannung  1.  Art  des 
Quecksilbers  und  dem  Temperaturgefälle,  wie  dies  durch  die 
Temi)eraturdifferenz  der  llitzbleche  hervortritt. 

Ks  wurde  l)ei  sämtlichen  Versuchen  (auch  Ijei  denen  mit 
Amalgam)  eine  })edeutend  schnellere  Zunahme  bt^obachtet  als 
es  einer  Linearität  entsprechen  würde.  Und  zwar  ergab  sich 
])ei  den  (bei  dies l)e züglichen  Beobachtungsreihen,  daß  die 
Thermospamiung  1.  Art  u  mit  der  Temi)eraturdifferenz  T 
durch  folgendes  (besetz  vt^bunden  ist : 

Weim  u  in  Mikiovolt  ^1()-*  Volt)  und  T  in  "C  gerechnet 
wird,  bekommt  die  Konstante  k  folgende  numerischen  Werte: 

fc  =  1,9    •  1()-®  für  Apparat  2  aus  (Triffelmasse  (Fig.  6a), 
k  =  0,7    •  10-'»    .,  ..         4  aus  Asl^est  (Fig.  6c), 

fe  ==  0.85-  lO--*    .,  .,         5  aus  Asl)est   (Fig.  6b). 

Je  schärfer  die  Verjüngung  ]m  der  Drosselst^jlle,  je 
niedriger  die  Wärmeleitfähigkeit,  und  je  ])esser  die  Wärme- 
übertragung zwischen  Hitzblech  und  C^ecksilljer,  um  so  höher 
ist   fc.i) 

Die  gefundene  Abhängigkeit  von  der  dritten  Potenz  des 
Temperaturgefälles  dürfte  besser  als  andere  Umstände  er- 
klären, jdaß  der  Effekt  verschwindend  ist,  sobald  nicht  ganz 
lx»8onders  schroffe  Temi^eraturgefälle  vorhanden  sind. 

Es  bereitet  demgemäß  kaum  eine  Schwierigkeit ,  den  nega- 
tiven Erfolg  der  älteren  Forsclier  einzuselien.     Außer  'einem 

1)  Die  Ursache,  daß  k  bei  Apparat  2  beträchtlich  größer  ist  als 
bei  Apparat  4  und  5,  dürfte  darin  liegen,  daß  bei  jenem  die  Zwischen- 
wand erheblieh  dünner  war  als  bei  diesem.  Die  theoretisch  günstigste 
Form  hängt  von  der  Wärmeleitfähigkeit  der  Substanzen  ab.  Dies- 
bezügliche Versuche  sind  im  Gange  im  hiesigen  Laboratorium. 
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hochempfindlichen  Galvanometei  ■ —  wie  ein  solcher  z.  K. 
Magnus  nicht  zu  Gebote  stand,  waren  in  ^^orliegender  Arbeit 
besondere  praktische  Kunstgiiffe  nötig. 

Betreffend  die  mit  modernen  Hilfsmittf^hi  ausgeführte 
Untersuchung  von  H.  Haga  und  F.  Zernike  (1919),  desaeii 
Resultat  als  negativ  angegeben  wurde,  ist  folgendes  zu  be- 
merken. Diese  Forscher  beobachteten  tatsächlich  einen  Mehi- 
ausschlag  von  1,6  mm  =  3,6 -10"®  Volt,  bei  einer  Temperatur- 
differenz von  etwa  A  t  =  300®  C,  wemi  die  Berührung  der 
Strahlen  nur  minimal  war;  der  übrige  Ausschlag  (etwa  8 mm 
=  7,10-**  Volt)  stammte  vom  Druckeffekt  her.  Diese  Autoreu 
selbst  heben  hervor,  daß  der  fragliche  Mehrausschlag  auf  innere 
molekulare  Verändeningen  des  Hg  (AUotropie)  zurückgeführt 
werden  könnte ;  wegen  der  hohen  Stromgeschwindigkeit  würden 
solche  Veränderungen  eventuell  keine  IZeit  finden,  sich  aus- 
zugleichen. Verfasser  kann  dieser  Auffassung  nicht  beistiumoen. 
Gerade  Hg  ist  eins  der  wenigen  Metalle,  wo  nichts  auf  aUo- 
trope  Umwandlungen  hindeutet ;  ihrer  Annahme  ist  also  ganz- 
lich unl)ewiesen.  Andererseits  ist  zu  beachten,  daß  die  bt*- 
nutzten  Strahlen  so  dünn  waren  (0,10 — 0,13  mm),  daß  die 
Drosselwirkung  nur  als  eine  ganz  schwache  zu  erwarten  ist, 
außer  möglicherweise  bei  ganz  minimaler  Berührung.  Nun 
ist  1.  die  Größenordnung  des  von  H.  Haga  und  F.  Zernike 
beobachteten,  auf  Thermospannung  1.  Art  des  Hg  zuruck- 
führbaren  Ausschlags  genau  dieselbe  wie  diejenige  der  von 
mir  festgestellten  Spannungen;  die  an  die  Spitze  gestellten 
Beobachtungen  von  mir  ergaben  z.B.  Spanmuigen  1,9*10-^ 
bis  3,8«  10"-^  Volt,  )jei  geringerer  Temperaturdifferenz,  aber 
wohl  günstigerem  Drossel  Verhältnis. 

Weiter  hat  die  von  diesen  Forschern  beobat^htete  Sptui- 
nung  gerade  die  von  mir  gefundene  2.  korrekte  Bithtimg. 
Bei  meinen  Versuchen  war  die  Anordnung  nach  dem  Vorigen 
eine  derartige  (die  Temperaturdifferenzen  wurden  im  stärker 
gedruckten  Hg  hervorgerufen),  daß  von  Druckeffekt  herrührende 
Ausschläge  in  entgegengesetzter  Bichtung  zu  den  Thermo- 
spannungen  1.  Art  verlaufen.  Bei  Haga  und  Lernikes  Ver- 
suchen entstand  dagegen  die  Temperaturdifferenz  umgekehrt 
in  dem  unter  niedrigerem  Druck  stehenden  Hg;  der  Druckeffekt 
muß  demnach  iti  derselben  Bichtung  wirken  als  die  Thermo- 
Spannung   1.  Art.      Da  nun  eben  nach   dem   Befund   dieser 
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Forscher  beide  Ausschläge  in  denselben  Kichtung  verlaufen, 
ist  auch  die  Richtung  des  MehrausBchlages  diejenige,  die  bei 
ihrer  Anordnung  der  Thermospannung  1.  Art  zukommen  moU. 
Aus  diesen  Gründen  glaube  ich  annehmen  zu  dürfen, 
daß  schon  in  dem  fraglichen  Versuche  die  lan^esucbte  Theimo' 
Spannung  1.  Art  richtig  hervortritt. 

Im  lichte  des  nunmehr  Bekannten  erscheint  es  ebenfalls 
nicht  ausgeschloBsen,  daß  nicht  die  vom  Verfasser  früher  in 
einem  neu  hergestellten  Drosselapparat  aus  Glaskapillaren 
beobachtete  Spannung  von  2  mm  =  10- 10"*  Volt  (1mm  da- 
bei =5*  lO"*  Voll)  der  Wirklichkeit  entsprechen  könnte;  die 
l<irhitzung  war  dabei  eine  recht  hohe. 

Es  ist  demnach  wohl  in  unzweideutiger  Weise  das  Re- 
sultat gewonnen: 

Auch  im  flüssigen  Metall  existieren,  entgegen 
Magnus'  Satz,  Thermospannungeu  1.  Art,  welche  bei 
geeigneten,  aber  recht  verschiedenartigen  Versuchs- 
anordnungen  an  einem  empfindlichen  Galvanometer 
meßbar  sind;  ihre  Größe  scheint  mit  der  3.  Pot«n!s 
des  Temperaturgefälles  anzusteigen.*^} 

1.  Es  ist  festgesttillt  worden,  daß  in  flüssigem  Queck- 
silber bei  starker  Asymmetrie  des  Temperaturgefälles  Thermo- 
Spannungen  1.  Art  vorhanden  und  am  Galvanometer  meßbar 
sind  —  entgegen  der  bisherigen  Meinung  („Magnus'  Sats"). 

Es  werden  dazu  nötige  Apparate  („Drosselgefäße")  ein- 
gehend beschrieben. 

2.  Die  Thermospannungeu  1.  Art  des  Queckaübers  sind 
vom  Temperaturgefälle  außerordentlich  stark  abhängig.  Bei 
drei  verschiedenen  Drosselapparaten  wurde  zwischen  Thermo- 
spannung 1.  Art  u  und  Temperaturdifferenz  der  Hitzbleche  T 
folgende  Beziehung  gewonnen:  u  =  fc  T*,  wo  h  eine  Apparateu- 
konstante  darstellt. 

Stockholm,  Phvsik.  Institut  d.  Umversität,  Aug.  1919. 

I)  Es  ist  mir  ein  Vergnügen  bemeAen  ni  kAnnen,  d*fi  H,  Boreliua 
a.  a.  O.  {8.  401)  riohtig  elngeBchen  hat,  daß  „ein  eventneller  Aiymetrie- 
ettekt",  d.  h.  die  Thermoapannnng  I.Art  eine*  geMhloMcnen  homogeaett 
Leiten,  in  erster  Ann&hening  mit  der  drittem  Potens  de«  Tenperktnr- 
geftlke  MUteigen  muB. 

(Eingegangen  23.  September  1919.) 

>u»«B  <n  FkrA.    IT.F*I|«.   u.  li 
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2.  Zur  GUterO^eorie  der  Zinkblende; 
von  Max  Born  und  Elisabeth  Borfnann. 


Sinlöitong. 

Die  vorliegende  Abhandlung^)  soU  einen  Beitrag  su  der 
Frage  liefern,  ob  sich  die  Kohäsionskräfte  der  Kristalle  hetero- 
l)olarer  Verbindungen  als  elektrische  Anziehungen  deuten 
lassen.  Untersucht  und  bis  zu  einem  gewissen  Grade  positiv 
beantwortet  ist  diese  Frage  in  der  Hauptsache  nur  bei 
den  Alkali-Halogensalzen  vom  Typus  des  Steinsalzes  NaCI, 
die  das  einfachste  lonengitter  haben;  und  zwar  sind  nicht 
nur  die  wichtigsten  physikalischen  Eigenschaften  dieser  Kristalle 
^  theoretisch  berechnet  und  an  der  Erfahrung  geprüft  worden*), 
sondern  auch  die  chemischen  Wärmetönungen  bei  Reaktionen 
zwischen  solchen  Salzen.')  Die  Auswahl  von  Suhstanflen, 
die  sich  für  solche  Untersuchungen  eignen,  ist  leider  gering*); 
^  denn  bei  der  KompUziertheit  der  Bechnungen  kommen  nur 
einfache  Strukturen  in  Betracht,  deren  die  röntgenometrisebe 
Forschung  bisher  nur  wenige  sichergestellt  hat.  Unter  diesen 
ist  die  Zinkblende  ZnS  aus  mehreren  Gründen  ausgezeichnet 
(Fig.l): 

1.  Die  Substanz  ist  ebenso,  wie  die  früher  untersuchten 
binären    Halogensalze    vom    Tyjms.  NaCl,    zweiatomig    und 

1)  Kiue  vorläufige  Mitteilung  ist   unter  demselben  Titel   in   den 
Verh.  d.  D.  Phys.  Ges.  21.  S.  733  1919  erächienen. 

2)  M.  Born    u.    A.  Land6,    Verh.  d.  D.  Phy«.  Gee.   fiO.    S.  210. 
1918;  M.  Born,  ebenda,  21.  S.  533.  1919;  Ann.  d.  Phys.  61.  S.  87.  1920. 

3)  M.  Born,  Vorh.d.D. Phy».  Ges.  21.  S.  13,  679.  1919;  K.  Fajans, 
ebenda  21.    8.  539,  714.  1919. 

4)  In  den  hier  zitierten  Arbeiten  werden  auch  CalciumBalse 
in  den  Kreis  der  Betrachtung  gezogen;  diese  Rechnungen  stütsen 
sich  auf  das  Selbstpotential  des  Flußspatgitters,  das  A.  Land 6  nach 
der  Methode  von  Madelung  berechnet  hat  (Verh.  d.  D.  Pfaya.  Ges. 
SQ.-  >S.  217.  1918).  Leider  ist  die  von  Land 6  angegebene  Zahl  wegen 
cine^  Rechenfehlers  falsch;  daher  sind  alle  darauf  gebauten  Scfalüaste 
unbegründet.  Eine  neue  Berechnung  des  Flußspatgitters  wird  dem- 
nächst mitgeteilt  werden. 
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regulär  ttristallmiscli,  aber  ihr  Ciilt«r  ist  von  deui  des  NaOl 
verechieden*);  daher  lauten  die  Formeln  für  die  physikaliBciieii 
Konstant«!!  ganz  anders  als  dort. 

2.  Nach  dem  elekti-oly tischen  Verhalten  sind  die  Ionen 
Zn  und  S  zweiwertig;  diese  Tatsache  muß  auf  Grund  der 
elektrischen  Kobfieionstbeorie  auch  aus  den  Werten  der 
Kristallkonsfanten  erschlossen  werden  können. 

3.  Der  Kristall  Ix'Bitzt  eine  polare  Achse  und  ist  pieeo- 
elektrisch;  er  ist  daher  besonders  geeignet,  um  darüber  Ans- 
kunft  EU  geben,  ob  bei  einer  Deformation  die  Atome  wesent- 
lich wie  punktförmige  Kraftzentra  fungieren,  oder  ob  sie  selbst 
Drehungen  und  Deformationen  erfahren. 

4.  S&mtlicbe,  aus  dem  elementaren  Fotentialansatze  be- 
rechenbaren Konstanten,  nAmlicb  die  der  EUstizitftt,  der 
Piezoelektrizit&t  und  die  lang- 
wellige, ultrarote  Bigenfrequenz 
(Reatstrahl)  sind  durch  gute 
Messungen  bekannt. 

6.  Wenn  die  elektrostati- 
sche Deutung  des  AbstoSungs- 
exponent«tt  n  richtig  ist*),  ao 
muß  man  bei  Zinkblende  nicht 
n  =  9,  wie  bei  den  Balzen  \om 
Typus  NaCl,  sondern  einen 
kleineren  Wert  erwarten;  denn  ■ 
während.  beim  NaCl-Gitt«r 
die  Symmetrie  auf  kubische 
Atome  deutet,  wiri)  beim  Zoß- 

(litter  jedes  Atom  \-on  seinen  Nachbarn  in  der  Weise  am- 
gebeu,  wie  das  Zentrum  eines  regul&ren  Tetraeders  von  den 
Ecken.  Die  Atome  besitzen  daher  gewiß  niedrigere  Symmetrie, 
folglich  wird  auch  der  Abstoßungsexponeut  kleiner  sein.  Die 
Feststellung  seines  Wertes  führt  also  zu  einer  Einsicht  in  die 
Symmetrie  Verhältnis^  der  Atome. 
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1)  OtiB  Gitter  entsMbt  «lu  dem  bekannten  de«  Diaa«iit«n 
dadurch,  d^B  mMi  die  C-Atome  «bwediMlnd  dnreh-  Zn-  rad  8-Atone 
erMtst.      Tgl.  etw»  A.  Johnsen,  Jahrb.  d.  RMÜMkt.  n.  Klektr.  14. 

S.fi2.  1917. 

2)  Vgl.   M.  Born,  Verh.  d.  D.  Phy«.  G««,  ».   S.  230.  1»I«. 

15* 
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Aus  diesen  Gründen  schien  uns  die  Theorie  der  Zink- 
blende von  Interesse  und  die  darauf  zu  wendende  Bechenarbeit 
gerechtfertigt.  Auch  darf  man  hoffen,  in  ähnlicher  Weise 
wie  bei  den  Alkali-Halogensalzen  thermochemigche  Daten  ans 
der  Gittertheorie  zu  gewinnen. 

Allerdings  hätte  es  keinen  Sinn,  die  mühsamen  Berech- 
nungen der  Gitterpotentiale  zu  beginnen,  bevor  nicht  die 
der  Theorie  zugrunde  liegende  Annahme  punktförmiger  Kraft- 
zentra  auf  Grund  allgemeiner  Sätze  der  Gittertheorie  an  dem 
Beobachtungsmaterial  geprüft  worden  ist.  Wir  schicken  die 
Diskussion  dieser  Frage  im  §  1  der  eigentlichen  elektrostatischen 
Gittertheorie  voraus. 

§  1.  AUgemelne  Prüf a&g  der  Annahme  panktfSrmicer  Krafteeatnu 

Nach    der    Gittertheorie  ^)    hat  für   einen   zweiatomigen, 

regulären    Kristall,    dessen    Atome  als    punktförmige    Kraft- 

zentra    fungieren,    die    Dichte    der  potentiellen    Energie    den 
Ausdruck: 

+  y.*  +  V  +  V  I  +  C{  (w,  -  «^  y,  +  K  -  »,)«. 
(1)   ^  +K-H;,)x»}+iDt(u, -u,)»+(r, -«^« 


1 


+  (u?i  -  w^)^]. 


Dabei  bedeuten  o*,,  y^,  -2,,  j/^,  z^^,  Xy  die  Yeraerrungs- 
komponenten,  Uy,  v^,  w^  und  Ug,^  Vg,  w^  die  Verruckungs- 
komponenten  der  beiden  einfachen,  von  je  einer  i^tomart 
gebildeten  Gitter  und  A,  B,  C,  D  Konstante,  die  von  den 
Atomkräften  abhängen.  Die  Berechnung  dieser  Konstanten 
auf  Grund  der  über  die  Atomkräfte  gemachten  Hypothesen 
wird  später  unsere  Aufgabe  sein;  hier  wollen  wir  zunächst 
nur  angeben,  wie  sie  mit  den  beobachtbaren  Größen  zusammen- 
hängen. 

Wir  bezeichnen  mit  e  die  Ladung  des  Elektrons  und  mit 
z  die  Anzahl  der  Ladungen  e  eines  Ions.     Nach  dem  elektro- 

1)  Vgl.  M.  Born,  Dynamik  der  Kristallgitter,  Leipsig,  B.  G. 
Teubner,  1915.  Wir  zitieren  dieses  Buch  im  folgenden  D.K.  — 
M.  Born,  Phys.  Ztsohr.  10.  8.  539.  1918.  Die  in  dieser  Abhaadlimg 
gebrauchte  Bezeichnung  behalten  wir  bei,  obwohl  die  Konstanten 
Äf  B,  C,  D  ihrer  Entstehung  nach  in  der  umgekehrten  Reihenfolge 
EU  schreiben  wären. 


Zur  Gitiertheorie  der  Zinkblende.  221 

lytischen  Verhalten  der  Zinkblende  ist  z  =  2  anzunehmen. 
Die  Massen  der  Ionen  seien  m^,  Wj.  Ein  elementares  Par- 
allelepiped,  das  ein  Ion  von  jeder  Art,  also  eine  chemische 
Molekel,  enthält,  habe  das  Volumen  A,  Ein  regulärer  Kristall 
hat  drei  Elastizitätskonstanten,  c^^,  c^,,  C44,  eine  piezoelek- 
trische Konstante  e^^  und  eine  ultrarote,  langwellige  Eigen- 
frequenz (Reststrahl)  o);  ferner  sei  e  die  Dielektrizitätskon- 
stante und  ^0  ^^  Wert,  soweit  er  von  den  EUektronenschwin- 
gungen,  aber  nicht  den  (ultraroten)  lonenschwingungen  be- 
einflußt wird. 

Dann  drücken  sich  diese    Größen  folgendermaßen  durch 
die  vier  Konstanten  A,  B,  C,  D  aus^): 


(2) 


D 


«  —  «0 


^1*  ""         AD   ' 


fiß 


f-fy 


Zwischen  den  sechs  Größen  c^,  c^,,  c^,  e^^,  e—e^,  lo*  be- 
stehen also  zwei  von  A,  B,  C,  D  onaUiängige  Relationen, 
allein  als  Folge  des  Ansatzes  (1)  für  einen  regnlftren,  zwei- 
atomigen Kristall  mit  punktförmigen  Atomen.  Die  eine  von 
diesen  Relationen  ist  auch  von  der  lonenladuDg  zt  und  dem 
Volumen  A  unabhängig  und  lautet : 

die  andere  läßt  sich  in  folgenden  Formen  schreiben: 


I     ---^(iO---'" 


(4) 

1)  me  in  der  zitierten  Arbeit  (Pbys.  Ztfchr.  lt.  8. 539.  1918) 
angegebenen  Formeln  (18),  (20),  (21),  (22)  unterMheideii  ndi  Tim 
diesen  dadurch,  daß  dort  die  loneniadnng  mit  e,  Uer  mit  zt  be- 
zeiehnet  ist.  Femer  sind  dort  im  Aiudmck  Iftr  c  -  ^  rationaüey 
hier  elektrostatisclie  Einheiten  benotet;  leider  ist  die  swcite  Formel  (26) 
der  zitierten  Arbeit  om  den  Faktor  Vüv  falsch,  der  riehüge  Aasdmefc 
ist  der  hier  angegebene  (5) 
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Führt,  man  liU'i'  die  Aloingfwicfate  iii  =  Nm^,  /k,  =  Nm,, 
die  Dichte  q  = '"'  j  "^  die  Faradayache  Konstante  F  =  JNe 
lind  die  WcHenlänge  *'■=-„  ^'i.  «*  erhftlt  man  folgende 
DurstpUnngcn  dei-  Rl«k(rov»louz  e  durch  mefibere  GrOCen: 


(B) 


Wir  werden  hier  nur  die  zweite  Formel  benutzen;  denn 
die  darin  vorkommenden  Größen  sind  simtlich  durch  genaue 
MesBiiiigeii  gut  bekannt,  w&brend  der  Wert  von  e — s«  uu- 
sicher  ist.') 

Wir  setzen  die  numeriHchen  Werte  ein.  Ü^  ist  in  C.G.S.- 
Kinheiteii : 

f  =  H  .  lO'«  ,      /-'  =  2,90  ■  10»  . 
I>ie  Atomgewichte  sind: 

für  Zn    fti  =  6fi,4  ,       für  ü    fit  =  32,1  .  . 
Nach  Landolt -liörnstein  ist  die  pichte: 

e  =  4.00  . 
Die    Klastizitätakouatanten    sind    von    W.  Voigt*}    nach 
einer   neuen,   sinnreichen    Methode   gemessen   worden.      Seine 
Ergebnisse,  in  C.G-S.-Fiinheilen  umgerechnet,  lauten: 

c„  =  9,43  ■  10"  ,     c„  =  5.68  ■  10»' ,     c„  =-  4,34  -  10"  • 

Die    piezoelektrische    Konstante    «„  l&ßt   sich   aus   dem 
direkt    beobachtbaren    piezoelektrischen    Modul   d^^  und    der 
Blaatiidt&tfikonstante  c^  berechnen  nach  der  Formel: 
c„  =--  c«  <iit  ■ 

I)  Die  eute  Formel,  in  der  e  -  c,  vorkommt,  ist  aoerat  von 
Dehlinger  (Phye.  Ztiohr.  Ifi,  8.  276.  18l4),8pftter  unter  Allgemeinersti 
VotaiMMtKungen  von  M.  Born  (Phys.  Ztsohr.  19.  S.  039.  1919)  ab- 
geleitet and  gefffüft  worden.  Bie  trifft  für  einfache  Salie  wie  NaCI, 
KCl,  KBr,  KJ  einigermaBen  su,  versagt  aber  liei  Tl-  und  Ag-8alseD. 
OrUnde  hierfür  lind  tod  M.  Born  (in  der  aoeben  sitierten  Arbeit 
und  in  den  Ann.  d.  Phyi.  U.  S.  87.  1920)  erörtert  worden. 

9)  W.  Voigt,  Naehr.  d.  K.  Oes.  d.  Wisa,  in  OOtÜngen,  Hath.- 
pfaya.  Kl.  1919. 


Zur  GiUertheorie  der  ZinlAlende.  223 

«1^4  ist  einmal  von  van  der  Veen^)  gemessen  worden ; 
außerdem  wurde  uns  durch  Vermittlung  von  Hrn.  P.  P.  Ewald 
eine  noch  unMeröffentlichte  Messung  des  Hrn.  du  Prel*)  zu- 
gänglich gemacht,  van  der  Veen  hat  4u  ^^^  Zinkbfende 
relativ  zu  der  piezoelektrischen  Konstante  d^  ^^n  Quarz 
gemessen,  die  er  selbst  in  absolutem  Maße  zu  6,80  •  10*^ 
bestimmt  hat;  dagegen  hat  Röntgen')  diese  Konstante  des 
Quarz  zu  6,94  •  10-*  angegeben.  Da  der  Böntgenscbe  Wert 
mit  großer  Wahrscheinlichkeit  besser  ist,  haben  wir  die  van 
der  Veen  sehe  Messung  damit  umgerechnet  und 

di4=-5,24- 10-« 

gefunden;  dann  wird 

fi4=-2,28  •  10*. 

Der  du  Pre Ische  Wert  stimmt  d^mit  genau  überein. 

Die  Wellenl&nge  der  Reststrahlen  von  2Unkblende  hat 
Hr.  Rubens  gemessen  und  uns  brieflich  mitgeteilt*);  sie 
beträgt : 

X  =  30,9  fi  =  8,09  •  10-»  cm  • 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  zweite  Formel  (5)  ein,  so 
findet  man: 

2  =  0,800 

statt  des  zu  erwartenden  Wertes  ;?  =2. 

Dieser  Widerspruch  sclieint  jeden  Versuch  einer  ein- 
gehenden Theorie  von  vornherein  überflüssig  zu  machen. 
Doch  haben  wir  uns  von  folgenden  Elrwägongen  dasa  be- 
stimmen lassen,  die  recht  mühsamen  Rechnungen  trotzdem 
durchzufuhren. 

Elrstens  nämlich  ergibt  sich  die  Eilektrovalenz  z  zwar 
etwa  s^benmal  zu  klein,  aber  sie  fällt  doch  in  die  richtige 

1)  A.  L.  W.  E.  ran  der  Veen,  Physisch'  en  kristallografisch 
Ondenoek  naar  de  Symmetrie  vmn  Diamant.    Dim.  Leiden  1911. 

2)  Die  Arbeit  ist  in  dem  unter  Röntgen«  Leitung  stehenden 
Physikalischen  Institute  der  Universit&t  Mfinchen  aosgeftUut  wotöttn. 
Wir  schulden  den  genannten  Herren  f  ör  die  lOtteihnig  gioßen  Dahk. 

3)  W.  C.  Röntgen,  Ann.  d.  Phys.  4L  8.  449.  1913. 

4)  Wir  sind  Hm.  Rubens  für  die  Überisssung  dieses  noch 
nicht  pnUiuerten  Wertes  zu  giofiem  Danke  Terpflichtet. 
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(Jrößenordnung,  und  das  lehrt,  daß  der  Grundgedanke  der 
Theorie  nicht  gänzlich  falsch  sein  "wird. 

Sodann  ist  der  Wert  von  z  wesentlich  bestimmt  durch 
die  Größe  c^j  —  c^y  die  als  Differenz  ähnlicher  Größen  nicht 
sehr  sicher  ist;  ^aelleicht  wird  die  Diskrepanz  hierdurch  zu- 
fällig vergrößert. 

Endlich  und  vor  allem  aber  gehen  in  die  Bestimmung 
von  z  nur  die  drei  Größen  X.  e^^,  qj  ""  ^44  ®^>  nicht  aber  c^ 
lind  Oj^;  es  ist  nun  von  vornherein  klar,  daß  gerade  diese  drei 
Größen  k,  6^4,  c^j  •— C44  von  Drehungen  und  Deformationen 
der  Atome  viel  stärker  beeinflußt  werden  als  c^  und  c,,- 
Daher  kann  man  erwarten,  daß  die  Durchführung  der  Theorie' 
zwar  Cii  und  c^^  einigermaßen  richtig  zu  berechnen  erlaubt, 
dagegen  X,  e^^,  ^12  —  ^44  nicht,  und  man  kann  hoffen,  Hin- 
weise zu  finden,  wo  die  Ursache  des  Fehlschlagens  steckt. 


§  2.    Formeln  für  die  KrlBtaUkonstunten. 

Die  vier  Konstanten  A,  B,  C,  D,  welche  die  beobachtbaren 
Eigenschaften  des  Kristalls  nach  (2)  bestimmen,  lassen  sich 
bei  bekannter  Gitterstruktur  aus  den  zwischen  den  Atomen 
wirkenden  Kräften  berechnen.  Wir  se,tzen  voraus,  daß  diese 
reine  Zentralkräfte  seien  und  nennen  tpitit'  (r)  die  potentielle 
Energie  der  Kräfte,  die  zwei  im  Abstände  r  voneinander  be- 
findliche Partikel  der  Arten  k  und  ä'  (k,  fc'  =  1,  2)  aufeinander 
ausüben.    Man  bilde  nun: 


(6) 


Jtk 


Q<1) 


wobei  der  Index  r^'>,  bedeutet,  daß  nach  Ausführung  der  in 
der  Klanmier  vorgeschriebenen  Operationen  für  r  der  Gleich- 
gewichtsabstand rfi,  der  Partikel  (klj^l^l^)  und  (Ä'OOO)  ein- 
zusetzen ist.i)     Sind  xt^r  ,  t/H, ,  4*1'    die  Projektionen   dieses 

1)  In  der  Bezeiohnung  weichen  wir  hier  ein  wenig  von  der  in 
D.K.  gebrauchten  ab,  indem  wir  die  drei  Indizes  l^,  l^,  l^,  die  die 
Punkte  eines  einfachen  Gitters  unterscheiden,  durch  den  einen,  oben 
angesetzten  Index  2  andeuten.  Die  Formeln  (6)  entsprechen  D.K. 
(14),   S.  21.     Die   Gröfie  Ä  heißt  in  D.K.  o^  (wegen  der  reguliren 


(7) 


Zur  GiMertheorie  der  Zinkblende.  225 

Abstandes  auf  die  Koordinatenachsen,  dann  'wird  für  den 
regulären,  zweiatomigen  Kristall: 

^  J    O  Via  ^12^12  *12' 

Anstatt  die  Konstante  jB  direkt  zu  berechnen,  ist  es  be- 
quemer, sie  aus  A  und  der  Kompressibilität  x  abzuleiten, 
wobei  H  sich  aus  der  Gitterenergie  bestimmt.  Die  Energie 
des  Gitters  pro  Zelle  id  ist : 

(8)  <P(^  =  Y§(<  +  ^  +  2v«), 

eine  Funktion  von  A  allein;  dann  ist: 

Bei  der  Zinkblende  bilden  nun  sowohl  die  Zn-,  als  auch 
die  S-Ionen  je  ein  flächenzentriertes  kubisehes  Gitter  mit 
der  Würfe  Ikänte  d;  diese  beiden  Gitter  sind  um  y^  der  Würfel- 
diagonale  gegeneinander  verschoben.  Der  Würfel  enthält 
vier  Ionen  von  jeder  Art,  also  vier  chemische  Molekeln  ZnS; 
daher  ist: 
(10)  <J»  =  4  J  . 

Wir  setzen  nun,  wie  bei  den  Alkalihalogeniden^),  voraus, 
daß  die  Kräfte  zwischen  den  Ionen  aus  1.  den  Goulombschen 
Anziehungen  ihrer  Ladungen,  2.  gewissen,  einer  höheren  Potenz 
der  Entfernung  umgekehrt  proportionalen  Wirkungen  bestehen, 
und  machen  demgemäß  den  Ansatz: 

(11)  Vici^=±{2e)^r-^  +  bui,r—     (*,*'- 1,2); 

Symmetirie   ist    «n  =  b„  =  c^),   definiert   dnroh   (42),    S.  28;    B  ist 

identisch  mit  a„  (=  «js  =  *u  ==  ^»s  =  <4i  =  «m  =  <w  =  /ti  =  J^it)» 
C  ißt  «i(»)  (=  /,(»)  =  y,(*))  D.K.  (36),  endlich  ist  />  o««»«  (=  6g»«  = 
c."»),  D.K.  (33). 

1)  M.  Born,  Verh.  d.  D.  Phys.  Ges.  21.  S.  683.  1919. 
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dabei  int  die  Elektrovalenz  z  =  2  angenommen  und  es  gilt 
das  positive  oder  negative  Vorzeichen  im  ersten'  Oliede«  je 
nachdem  k  =  V  oder  fc  4=  fc'  ist.  Wir  müssen  ferner  viMraas* 
setzen,  daB: 

ist,  w&hrend  die  Vorzeichen  von  h^  und  b^  offen  Ueiben. 

Man  kann  nun  die  relativen  Koordinaten  eines  Gitter- 
punktes (&  li  Ig  l^  g^^gen  eine  Partikel  der  Basisselle  (Ir'  0  0  0) 
so  darstellen: 


( 


(12) 


'22 


2  1 


12  =  4/. 


^22 


II 


2    « 

(')  _  A.  / 
22  "■    2     * 


V+^«  +  ^^0  >no^  2, 


^12  4   M 

•"  —  "^   *2 


yio 


(«)  _  A  ^ 


^12 


4  3 


^  +  /{  +  /j,  a  8  mod.  4 . 


Daher  ergibt  sich  nach  (8): 

I -p-'+  b  (4)"  "  (S,(«)  +  /SS,(«))  . 


(18) 


wenn: 

(14) 


26,, 


gesetzt  ist.  Dabei  ist^  in  Übereinstimmung  mit  froherem 
Gebrauche,  mit  a=^ae^  die  negative  elektrostatische  potentielle 
Energiß  des  Gitters  mit  der  Würfelkante  4=1^  pro  Würfel  be- 
zeichnet, und  es  ist  gesetzt: 


(15) 


m  -  2-  ft  (/,«+/,» + 1,*) 

I„     C;     4^1  mod.  3 
Ii  +  It  -1- 1«  =  8  mod.  4 

li  -1-  ^  -1-  ^  =  0  mod.  3 


ä 
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Wir  elimiiueren  nun  in  bekannter  Weir'e  die  GröBe  b  mit  Hilfe 
der  Oleichgewicbtsbedingiing: 

woraus  folgt: 

Dann  ergibt  sich  aus  (9),  (13)  der  bekannte  Anadrock: 

("1  T--Vi^- 

Jetzt  berechnen  wir  die  Konstanten  A,  C,  D  nach  (7); 
dabei  trennen  wir  immer  den  elektrostatischen  Anteii  ab 
und  schreiben  ihn  so,  daß  der  numerische  Faktor  sich  auf 
ein  Gitter  mit  der  Ladung  2  und  der  Würfelkante  1  beriebt. 
Dann  wird: 

-<  -  ji'  «1  +  ij  (i)"""(" + ''i»»"  + »»"'.("  +  *) 

(18)  +2«,.  C,  ("+■•)) 

-  i'"'  +    i-  (4)""»(»  +  2)»|C,(»+4)  +  /«C;.(»  +  4)|, 
wo: 

(,  +  (,  +  (.=■«  ■««!.  4 

gesetzt  ist.     Führt  man  hier  den  Wert  (16)  von  b  ein,  so  er- 
hftit  man: 

(21)  /•,  (n/S)  -  «(»  +  2) ^,„^^j^(,, +  «,• 

In  dereelben  Weise  folgt  aus  (7): 

(22)  J.C--  J«,  +  .(»  +  S)4(4)"""'«i(.  +  4). 
wo 

(38)  S,(»)=2r-''S(ii'+V+^')'t(.^ 

I,.     I.,    .1.-1  so«.  3 
'■  +  r.  t  fc  =  3  mat.  4 
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gesetzt  ist.    Nach  (16)  erhält  man: 

(24)  ^•^-^/iK/'), 

(25)  /;(«,  /5)-«    ^-  5,(n)  +  ^fiiW  "■^- 

Bei  der  Berechnung  von  D  ist  zu  beachten,  daß  dabei 
die  endliche  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  elejctrisoben 
Kräfte  berücksichtigt  werden  muß;  man  findet  für  den  elek- 
trischen  Anteil  von  HA  (vgl.  Anhang  2,  Formel  (k)): 

3        J      — 


8    '^       «• 


«+2 


2     *i    • 


Daher  wird  nach  (7): 

^•^-?-5;-"'(T)"r§*'ütiit" 

'i  4-  It  +  It  =  8  mod.  4 

+.(.+2,»(4)-'(i)-g,^.+^i.+j^ 

ij  +  I,  +  /,  ^  8  mod.  4 

Nun  ist  hier  offenbar  die  zweite  Summe  gleich  dem  dritten 
Teil  der  ersten  und  diese  nach  (16)  gleich  B^  ^  +  2) ;  daher  wird : 

J.2>  «-  ^^.  --  +3-     (y)         h8^{n  +  2), 

und  nach  (16): 

(20)  ^■i)-:Jfl«,  fl, 

OT  n.,«-i(«'|i.|^^^'-e4.). 

Wir    bilden  nun  nach    (2)   folgende    Kombinationen   der 
gemessenen  Konstanten: 


(28) 


^11 


c,,  +  a  e,,        e'     a  («  —  1) 


8 


«« 


9 


c„-c 


44 


'l4  -  -     - 
1- 


iL?  =  ^""i/  <*'>^ 
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Damit  sind  diese  auf  die  zwei  Parameter  n  und  ß  zurück- 
geführt. 


§  3.    Numerisohe  DiakoMion  der  Formeln. 

Die  Gitter  konstante  <J  kommt  nur  in  der  Verbindung: 

2  2 

<^^J  -¥  -  '  [—NT')      "  \mKTW)) 

vor,  die  mit  den  in  §  1  benutzten  Werten  und  e  ==  4,774  •  10'^ 
den  Zahlenwert: 

(290  -jr=  1,615  •10'* 

hat. 

Wir    bestimmen   nun   zunächst    den    Exponenten   n   aus 
der  Kompressibilität: 

(80)  «-1+.^- 

Die   elektrostatische    Konstante    a   hat    den    Wert    (vgl. 
Anhang  2a,  Formel  (g)): 

<81)  a  =  61,2. 

Ferner  wird  mit  den  in  §  1  angegebenen  Zahlen  für  Cn 
und  Ci^: 

Damit  ergibt  sich: 

sehr  nahe  dem  ganzzahligen  Werte  n  =  5, 

Demnach  besteht  ein  wesentlicher  Unterschied  in  dem 
AbstoBungsgesetz  der  Atome  bei  den  Alkalihalogeniden  und 
bei  Zinkblende ;  bei  ersteren  ist  n  =  9,  bei  der  letzteren  n  =  5. 
Dieses  Ergebnis  bietet  der  Deutung  einige  Schwierigkeit. 
Faßt  man  nämlich  die  abstoßende  Kraft  als  elektrostatische 
Wirkung  der  den  Kern  umgebenden  Elektronen  auf,  so  läßt 
dich  der  Exponent  n  =  9  deuten,  indem  man  die  beiden 
wirkenden  Atome  (Ionen)  als  nahezu  gleich  große  Elektronen« 
Würfel  annimmt.     Das  entspricht   der  kubische^  Natur  des 


V-^,-rf. 
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Gitters  der  Alkalihalogenide.  Bei  sehr  verBchiedeu  großen 
Klekti-onenwörfeln  würde  aUerdiiigs  in  der  potentiellen  Energie 
der  Abstoßung  neben  dem  Term  mit  n  =  9  ein  Term  mit 
n  =  5  auftreten.  Bei  Zinkblende  weist  die  Struktur  des 
Gitters  auf  tetraedrische  Atome  hin,  weil  jedes  Atom  von 
seinen  \ier  Nachbarn  der  anderen  Art  umgeben  wird  wie 
das  Zentrum  eines  regulären  Tetraeders  ^X)n  den  vier  £iokeu. 
Aber  zwei  nahezu  gleiche  Blektronentetraeder  geben  als  Haupt- 
glied der  Abstoßung  n  =  7,  imd,  wenn  sie  verschieden  groß 
sind,  daneben  einen  Term  mit  n  =  4.  Der  Elxponent  n=5 
tritt  im  Hauptgliede  der  Abstoßung  bei  rotationssymmetjiscben 
Elektronenanordnungen  (Elektronenringen  nach  Bohr)  auf; 
aber  solche  Bingsysteme  ei*scheinen  aus  manchen  Gri^nden 
unwahrscheinlich.  Die  Frage  nac^h  der  Deutung  des  Ab- 
stoßungsexponenten muß  vorläufig  wohl  noch  offen   bleiben. 

Im  folgenden  wollen  wu-  mit  dem  Werte 

n  =  5  • 

rechnen.  Wir  'haben  ihn  in  die  drei  Punktionen  /,  /j,  /,  ein- 
ssusetzen;  die  dazu  nötigen  Rechnungen  finden  sich  im  An- 
hang 1;  sie  ergeben  (Formeln  (a).bis  (f)): 


(32) 


S\  (5)  =  9,97  ,      S,  (5)  =  2,994  ,     Cj  (9)  =  1 ,288  , 


1  .S\  (7)  =  11,39,    >Ss(9)=l, 


=  1,787,      Ca  (9)  =0,646. 


Im  Anliang  2  finden  sich  auch  die  elektrostatischen  Kon- 
stanten Cj,  Oj  berechnet  und  zwar  mit  dem  Ergebnis  (For- 
meln (h),  (i)): 

(88)  aj  =  3,886  ,    a^  ==  70,0  . 

Setzt  man  das  in  (21),  (25),  (27)  ein,  so  kommt : 

-  22.9 


r 


(84) 


I^J~   1  +  0,8008  (t 


-  67,0 . 


Wir  schreiben  nun  die  noch  nicht  benutzten  der  For- 
meln (28)  mit  numerischen  Faktoren  an,  wobei  wir  die  Wellen- 
länge in  /i  =  10-*cm  ausdrücken: 
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c„  =2,61.10"/,(/J), 


c„  -  c^  =  10,44 .  10"» 


(35), 


^1,=- 12,92 

298 


10» 


m ' 
m 


x  = 


Vfiß) 


Während  der  Wert  von  ß  bei  den  Alkalibalogeniden 
ziemlich  gleichgültig  ist,  spielt  er  hier  eine  wesentlicbe  Bolle, 
was  mit  dem  kleineren  Werte  des  Exponenten  n  zusammen- 
hängt. 

Zur  ersten  Übersicht  geben  wir  eine  Tabelle  der  Funk- 
tionen /,,  /,,  /  von  ß,  nebet  den  zugehörigen  Werten  von  e^ 
und  X  nach  (35).     Die  gemessenen  Werte  sind  (vgl.  §  1): 

c„  .  10-"  =  9,48  ,      A  =  80,9; 

sie  deuten  darauf  hin,  daß  ß  in  der  Gegend  von  — 1,5  liegen 
wird.    Dieses  höchst  merkwürdige  Besnltat  eines  negativen  ß 

Tabelle  1. 


ß 


/. 


U 


I 


«u 


10  " 


2,0 
1.5 
1,0 
0,5 
0.0 
0,5 
1.0 
1,5 
2.0 


24,00 

25,98 

166,0 

40;25 

-0,24 

102,3 

49,18 

-16,21 

65,99 

54,97 

-24,89 

42,50 

59,00 

-31,66 

26,05 

61.99 

-36,66 

13,92 

64,28 

-40,51 

4,57 

66,11 

-43,58 

-2,88 

67,59 

,    -46,05 

-8,82 

6,42 
10,50 
1234 
14,85 
15,40* 
16,18 
16,78 
17,25 
17,63 


23,1 
29^ 
36,7 
45,7 
58,4 
79,8 
139,0 


wird  nun  aber  weiter  gestötzt  dorcb  den  Umstand,  daß  dicht 
bei  dem  Werte  ß  =-^\JS  die  Funktion  /,  durch  Null  geht 
und  für  größere  ß-^^tU^  negativ  wird;  negative  Werte  von  /^ 
sind  aber  unmöglich,  weil  sonst  e^^  positiv  wurde  im  Wider* 
Spruch  zu  den  Beobachtungen.  Wir  verfeinem  nun  unsere 
Tabelle  im  Intervalle  von  ^=—2,0  bis  /?=— 1,46  und  er- 
ganzen sie  durch  Hinzufügen  der  nach  (85)  berechneten  Werte 
von  c^  —  c^  und  e^^. 

Als  letzt«  Spalte  ist  das  Produkt  hCj^  eingetragen,  da« 
nach  (28)  und  (31)  den  Ausdruck: 
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tmt  und  v'OD  der  lonenladung  imd  der  Gitterkonstanten  vdII- 
kouimen  ttnabhängig  ist ;  aus  den  Messungen  erhftlt  man  datm 
den  Betrag: 

xcn  =  1,360. 
I-Heeei'  führt  auf  einen  Wtrt  TOn  ß  zwischen  —  1,60  und 
—  1,65.    Dafür  stinuut  dann  c^  gut,  w&brend  A  ein  wanig  in 
klein  ißt.   Vergleicht  man  nun  auch  «j,  —  c^,  und  «m  tär  dieseg 
ß  mit  den  beobachteten  Werten 

(c„  -  cj  ■  10-"  =  1 ,34  ,       -  c„  ■  10-*  =  2,28  , 

HO  üieht  man,  dali  Cn  —  c„  zu  klein,  e^  zu  groß  wird.  Bine 
etwas  andere  Wahl  von  ß  bat  auf  c^  und  X  nur  geringen  Gin- 
fluß, dageg-^n  einen  uehr  grofien  auf  Cn  —  c^  und  «„;  man 


' 

abol 

e  i. 

/f 

/. 

/. 

/ 

-l-ä'.. 

i.      ' 

fit  -   Em» 
'   10  '" 

-  'u-lO"' 

>.'. 

-3.00 

24,60 

25,96 

166,0 

6,42 

2^" 
23,8   1 

4.2Ü 

20.2 

o.m 

-l,Qß 

26.67 

22..50 

157.« 

6,96 

3,35 

18,4 

0,982 

-  I.W 

28,60 

19.27 

149,7 

7,42 

24,4 

2.59 

16.6 

1.053 

-1.85 

30,40 

16.26 

142.4 

7.93 

26,0 

1,94 

14,8 

1,120 

-1.80 

32.09 

13.43 

I35.Ö 

8.38 

25.6 

1,39 

12,8 

1.183 

-  1.75 

33.66  1   10.711 

129.1 

8.79 

26.2 

0.942 

10.8 

1.2*0 

-  1,70 

35,14  '     8.3  i 

123,1 

11,17 

26,9 

0.586 

8,72 

1.2« 

-1.65 

36,5.1       fi,9lt 

117,5 

0,53 

27  ,ö 

0,319 

6,59 

1.3*5 

-1.60 

37,84  ;     3.711 

112.1 

fl,88 

28,1 

0.131 

4.27 

1.39* 

-1.55  [39,08!     '-72 

107.1 

10,20 

2S,8 

0.028 

2.03 

1.440 

-1.50;  40.35  1-0.24 

102.3 

10.51 

29.5 

1.483 

-1.45 

41.36 

-2.10 

«7.8 

10,79 

:«>.! 

- 

— 

I..^23 

kann  z.<B.  «^^  zur  Übereimtinmiung  bringen,  indem  man  ß 
etwa  gleich  —  1,5&  wählt,  dann  bleibt  der  Fehler  von  <^  noch 
gering,  X  wird  sogar  ^-erbeseert,  aber  Cj,  —  c„  wird  viehnah 
KU  klein. 

Jetzt  wird  das  Ergebnis  des  §  1 ,  das  WTeagfii  df^r  Foruicl  (3), 
verst&ndlich.  Die  Werte  von  C|,  —  c^^  und  von  e^^  sind  ebeu 
äußent  empfindlich  gegen  kleine  Änderungen  de»  Mechanismus. 
Drehungen  und  Deformationen  der  Atome,  die  hier  vemach- 
Ifefligt  sind,  werden  in  Wirklichkeit  weHentlichen  'Einfluß  auf 
C]t  —  (^M  ^^^  besonders  auf  e^  haben.    Wenn  aicb  k.  B.  der 
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Kern  eines  Atoms  gegen  die  Mektronenhälle  verschiebt,  wird 
ein  intraatomarer  Beitrag  zum  pie2!oelektriflchen  Momente 
entstehen,  der  \T)rau8Bichtlieh  den  üetrag  von  e^^  zu  ver- 
kleinern strebt. 

Die  elastischen,  Eigenschaften  werden  jedenfalls  durch 
die  Theorie  gerade  so  gut  wiedergegeben  wie  bei  den  Salzen 
des  Typus  NaOl..  Dabei  ist  die  Annahme  doppelt  geladener 
Ionen  (z  =  2)  wesentlich;  würde  man  ^  =a  1  w&hlen,  müßte 
nach  (30)  n  —  1  viermal  so  groß,  also  n  etwa  gleich  17  ge- 
nommen werden,  was  ganz  unwahrscheinlich  ist.  Dann  würden 
aber  auch  alle  anderen  Übereinstimmungen  verschwinden. 

Endlich  müssen  einige  Worte  über  das  auffällige  BesuUat 
gesagt  werden,  daß  ß  negativ  herauskommt.  Es  bedeutet 
nach  (14),  daß  die  Ionen  gleicher  Art  sich  anziehen  mit  einem 
Potentiale  br"^,  während  die  Ionen  ungleicher  Art  sich  nach 
demselben  Entfernungsgesetze  abstoßen.  Man  könnte  hieran 
allerlei  Spekulationen  knüpfen,  etwa  daß  in  dieser  Anziehung 
die  rätselhafte  Kohäsions kraft  gefunden  sei,  die  homdopolare 
Verbindungen,  einatomige  Kristalle  zusammenhält.  Doch 
möchten  wir  eine  solche  Vermutung  nur  mit  dem  größten 
Vorbehalte  aussprechen.  Andererseits  möchten  wir  darauf 
hinweisen,  daß  diese  Erscheinung  des  negativen  ß  vom  Stand- 
punkte der  elektrostatischen  Atommodelle  keineswegs  so  un* 
erklärlich  ist,  wie  es  den  Anschein  hat.  Denn  die  Wirkung 
zweier  Elektronensysteme  aufeinander  ist  nicht  bloß  eine 
Funktion  der  Entfernung,  sondern  auch  von  der  wechsel- 
seitigen Orientierung  der  Systeme  abhängig,  und  zwar  iüt 
sie  für  gewisse  Stellungen  Anziehung,  für  andere  Abstoßung. 
Es  wäre  nun  möglich,  daß  infolge  der  Verteilung  und  Stellung 
der  Ionen  im  Gitter  bei  den  Ionen  der  gleichen  Art  die  An- 
ziehung, bei  denen  verschiedener  Art  die  Abstoßung  über- 
wiegt. Doch  ist  ein  ausführliches  Eingehen  auf  diese  Um- 
stände vorläufig  noch  nicht  geboten;  denn  diese  elektro- 
statischen Wirkungen  fallen  gar  nicht  unter  unser  Schema 
von  Zentralkräften  und  liefern  überdies  niemals  stabile  Gleich- 
gewichte. Ohne  quantentheoretische  Ergänzungen  haben  also 
solche  Betrachtungen  keine  Aussicht  auf  Erfolg. 

Wir  glauben  durch  unsere  Ausführungen  gezeigt  zu  haben, 
daß  die  Annahme  der  elektrostatischen  Kohäsion  zusammen 
mit   einer  2fentralkraft    vom   Exponenten  n  « 5  zwar  nicht 

▲dmIm  d«r  Pbyrtlr,    IV.  Füc«.    92,  1^ 
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alle  l^^igeriHcliaften  der  Zinkblende  erklärt,  aber  alB  eine  richtig 
gewäblle  vraie  Näherung  der  exakt^^n  Theorie  gelten  darf: 


Anhang. 
1.    Bereobnuug  der  Sammen  S  and  C. 
Ep  handelt  sich  um  Suniuien  der  Form: 

s  =  §^  (h^  +  h'  +  h'f  ^  h'  k'  V  - 

MO  a,  ß,  y  positive  ganze  Zahlen  oder  Null  sind  und  die  Sam- 
niation  über  alle  ganzen  Zahlen  lyyl^,  \,  die  gewissen  Kon- 
gruenzi»n  (Ä)  genügen,  zu  erstrecken  ist. 

Wir   ordnen    die    Summe    nach   wachsenden   Werten   der 
Entfernung: 

das  geschieht  in  jedenj  Falle  durch  Anlegiuig  einer  Tabelk 
der  zulässigen  Werte  von  \,  Z,,  Z3.  Dann  nimmt  die  Summe  jS 
die  Form  an: 


00 


wo  die  C,  ganzzahlige  Koeffizienten  sind,  die  man  mit  Hilfe 
der  Tabelle  leicht  berechnen  kann.  Für  die  numerische  Aus- 
rechnung muß  man  die  Reihe  bei  einem  bestimmten  Glied« 
abbrechen;  ^ir  setzen: 

wo 


—  u 


l)en  Rest  B^^  berechnen  wir  näherungsweise,  indem  wir  die 
Bumme  S  durch  das  entsprechende  Integral  ersetaen: 


r>r. 


dabei  ist  t/  ein  echter  Bruch,  der  angibt,  welcher  Bruchteil 
aller  Gitterpunkte  l^.  Ig,  l^  auf  Grund  der  Kongruenzen  {K) 
zugelassen  ist.  Um  die  (Genauigkeit  dieser  Rest berechnung 
aJtMBUschätzen,  vergleichen  wir  die  Differenz: 
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mit  dem  letzten  Reihengliede 

C  r  -": 

unterscheiden  sich  diese  Größen  nun  wesentlich  weniger  als 
die  angestrebte  Genauigkeit  der  Rechnung  (1%),  so  begnügen 
wir  uns  mit  dem  erreichten  Werte. 

Auf  diese  Weise  finden  wir: 


2-5.(«)=s(/,*+v+vr' 

(,.     ti.      C>  =  1  mod.  2 
t,  +  J,  +  (a  H.  3  mod.  4 

4       ,      12      ,      12      ,      16      ,      24      .      12      ,      24 


Vs*       Vii"     >/i9*     y2r     ^36-     1/43-      ySi* 

'  ,       36  12  28  36  JI4 36  36 

V5»*     V«^     V75-     ]/8r     Vor     ySSr     yiör 

oe 

1«J  -4(n-3)r/-^ 

Für  n  =  5  brechen  wir  die  Reihe  bei  dem  Gliede  mit : 

ab;  die  Summe  der  ersten  Glieder  ist: 

2-5  ^9)  ^  0,807461  , 
ferner : 

2-'  ^'  =  TTTW  =  0.008967 , 

2-5  Ä(,-i)  =  _JL__=  0,004816, 

also : 

2-6  (Bd^-i)  __  jEi(p))  =  0,000348  , 

während  das  letzte  Glied  junit  r^  =y99  den  Wert  0,000869 
hat;  der  Unterschied  ist  also  weniger  als  1®/oq  des  Betrages 
von  U~*  S^'\     Daher  haben  wir: 

2-Ö  S^  (5)  =  2-^  (S*^*  +  »^^)  =  0,807461  +  0,008967 

=  0,811428, 

(a)  gJ5)=  9,965. 
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Für  n  =  7  wird  mit  r^=}/99: 

2-'  S<»>      -  0.089002  , 

2-"    Ä(l"  =       -        "     -y    = 

4.4.»»» 

2-7  ÄC-i  = 


4  •  4  •  91* 


0,000020 
0,000024 


IXe  Differenz  ist  0,000004,  das  letzte  GHied  ebenso  groS 
Also  wird: 

2-'  .S\  (7)  =  0,089002  +  0.000020  =  0,089022  . 
(b)  .S\  (7)  -  11 ,892  . 


(U) 


S. 


*!  -Hi  +  I,  --T)  mod.  2. 


"2 


12  6  24  18 


84     .      8      ,      48 

+  T7==T 


|/2*      |/r"     v^e"      ]/8*      ]/i^     |/i8"     Vu« 

6  36  24  2^    ^-?^^ I?     -i-     *® 

l/iF    yiä^     /2(r     1/82*     i/m»     V«?     VÄ* 


7^ 


12  48^  SO  72  84 

^82^    ysi^   yw    ]/88"    yiö» 


OD 

*  «^  (n-  8)r/-* 


+  ... 


Pör  n  =5  wird  mit  r     =  y4Ö: 

S^''^  =2,9152, 
•    2n 


Äd») 


8*40 
8;f 


=  0,07866 , 


^'"'^=8:i8  =  0,08264. 

Die  Wffereiiz  ist  0,00408,  das  letzte  Glied  0,00240;  der 
Unterschied  dieser  Zahlen  ist  hinreichend  klein  gegen  S^'\ 
Daher  wird: 

S,(6)  =2,9152 +0,0786 

(c)  S,  (5)  =  2,994 
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'«;(«)=  g('^'J;V^+ '■")"=',','. 


(III) 


l)«r   Rest    fi^''   wird  hier,  als   Integral  berechnet,  gleich 
Null.     I>ie  absolut«   GröBe  des  letstes  Gliedes  liefert  daher  ' 
eioen  Anhalt  für   die  erreichte    Genauigkeit.     Mit  r   =  /69 
wird: 

2-«S,{9)  =0,027926 

und  das  letzte    Glied    —0,000004;   die    Genauigkeit  genügt 
also.     Daher  wird: 

(d)  Sj  (9)  =  1,787.   • 

2-**C,(n)=yft«  +  i,'  +  J,«)-?V 

=    *  _  +  ?!L  +  *-i?-  +  '^'  +  6»a 
yi^     "Kn-      vTF      V^      VäF 

(IVl  +  ?-'—  4-  '**"  j.  '"88      loasa     1671« 

^    '  ''"  Viv-  "*"  Vm=  '•"  Vor  "*"*>^  "*"  Vw 

511WI*        58m        ♦1«8         77088 

''"  VsF  ■•"  yäi=  "•"  Viffff  "^  Viör  "^  ■  ■  * ' 
Ä<f)=^"ffr— .r*C0B**r*8in*rfrd*= ^— ^ 

Pnr  «  =  9  nnd  r,  =  ysl  wird : 
2-6  (?<'>  (9)  =  0,08928  , 

Jp»)      =  _-^  =.  0,000663 , 
Ä(f-i)  _  _^  „  0,000946 . 

Die  Differenz  der  Beste  O.OOOONH  utiterijchvidei  sich  vom 
letzten  G^Av  0,000081  genügend  wi'ni«.     Also  wird: 
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•2-'  C,  (9)  =  0,03923  +0,00086  =0,04009 
C,  (9)  =  ls2S3  . 


C.fn) 

i;Sft,;+v+,«- 

1,' 

-v^- 

82 

+  ■"1- 

V«- 

-#- 

-;s^- 

1M8 

-vi 

+  ""  + 

1484 

,    10482 
+    VW' 

-';s- 

2048 

V'aa- 

-m^ 

.... 

ff' 

=Wr 

r*C08 

'*r'8ij 

»drd». 

in 

V^ 

-7)r,-' 

:v) 


Für  n  =  9  und  r,  =  ^36  =  6  wird : 
C""  (9)  =0,ö2872; 
»"        -0,01744, 
ff»-"    =0,01848. 
Die    Differenz   dei    Best«    ist   0,00104,   das    letzte    Glied 
0,00066,  der  Unt«r8chied  beider  genügend  klein.    Also  wird: 

f-,  (9)  =0.5287  +0,0174 
ff)  C,  {9}  =  0,5461  . 

I.    Bereobnung  der  elektroitatiicheo  OitterkonitKatea. 

I.  Die  Kotiatante  a  ist  die  negative  elektrostatisctK 
Energie  des  Gitters  pro  ElententHrwiirfel.  wpiui  dessen  Kant*' 
j  =1 1  und  die  lonenladung  2e  ^2  gesetzt  wird. 

Wir  bezeichnen  den  Abstand  zweier  auf  der  Würfel- 
diagonale  benachbartt*r  Ionen  Zn++  «nd  S —  mit  Ä;  dann  ist  r 

Vi 

Wir  betrachten  nun  ein  Gitter,  für  das  h  =  \  uDd  die 
lonenladui^  2e  =  l  ist,  und  bezeichnen  das  Potential  aller 
Gitterpunkte  auf-  einen  mit  <p;  dieses  hat  den  gleiobed  Wert 
für  alle    Oitterpnnkt« .    Dann  ist   das   Fotieiitial  aller    Gitter- 
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punkte  Äuf  die  4  Zn"*"^-  und  die  4  8 — -Ionen  eines   Elementar- 
würfe k: 

die  potentielle  Energie  pro  ElementarwiJrfel  erhält  man  durch 
DiM'sion  mit  2,  und  daraus  entsteht  dann  a  für  e  =  1,  d^  =  1 : 

Die  Größe  ip  berechnen  wir  nach  der  Methode  von  Made- 
lung^) in  folgender  Weise. 

Wir  zerlegen  q?  in  ein  Punkt-,  Linien-  und  Ebenenpotential: 


.*     *     *  . 


.Fig.  2. 

1.  PttnklfotenUal,  ifp  sei  das  Potential  aller  Punkte 
einer  Würfeldiagonalen  D  auf  ejnen  von  ihnen  (Fig.  2).  Offen- 
bar ist: 

1.1       1,1       1.1        , 
H>p^-  T+T~y+T""T+12  -  +  ••  • 

3^4        7^8       11^12       ^•" 

1^2        3^4        5^6        T^8        9^10      11^'" 

-14-^  _1         4.1         -1  4- 

2  ~   4  6^8  10  ' 

=  -log2-i-log2=-|log2 

=--1,0897. 

2.  Linienfotential,  Wir  legen  durch  die  Würfeldiagonale  D 
und  eine  Würfelkante  die  Ebene  E;  diese  enthält  eine  Schar 
zur  Würfeldiagonale  D  paralleler  Punktreihen.  Das  IBotential 
aller  dieser  auf  einen  Punkt  der  Diagonale  D  sei  ^x,  (Fig.  8). 
Nach  Madelung  ist  das  Potential  einer  periodischen  Ladnngs- 

« 

1)  £.  Madelung,  Pbys.  Zischr.  If.  $;:^24.  1918. 
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Acrtfoluug  auf  di^r  Achse  dor  Zylrndorlioordina<<*n  f.  £    durch 
die  Summe: 

i;2r.A-(i',r)c08(r,«) 

dargestellt^):  dabei  drücken  sieh  die  Koeffieienten  durch  die- 
Pt^riode  /  und  die  lineare  Dichti»  a  so  awF: 


=  lJ<Trf., 


r. 


x 


~J'<TC09(r.r)rff , 


lind 

en 

ipt : 

• 

*2nM 

• 

» 

]m 

Falle  unserer  Punktreihen  wird  Z 

—  4  nlid: 

0  ftkr. 

1 1  „ 

n 

-0, 

4, 

8, 

'.-4.- 

n 

=  1, 

8, 

5, 

/ 

n 

=  2, 

6, 

10. 

•-j: 


Um  das  Pote^niial  der  parallelen  Punktreihen  auf  einen 
l^lnkt  der  Diagonale  D  /u  finden,  hat  man  in  der  Summe 
als  Aufpunkt  der  Ileiho  nach  die  folgenden  Punkt«  »1  nehmen: 

1.  Parallele:    r  -  1  •  !J  |/2  .     z=l     ±, 


2. 

?• 

r  ^-  2  •  1  V'2  . 

.^2.1. 

8. 

>> 

r-»|y2, 

.-8.4- 

4. 

>• 

r^4.4y2. 

^    —    1     •    —, 

9 

-4  =  0, 


I  TT 


1)  Es  ifit   iC  (x)  ■•-.  ~  //,!  (t  x)  ,  wo  ^,1  die  bekanDt«  Hankel- 

z 

»ehe  Zylinderfuioktioif  darst'elH. 


Zw  &»««r(*eorM  der  ^»iäAmdt.  %4X 

I>abei  habeii  die  «-Werte  offenbar  die  }*eriode  8.  Setzt 
man  dieBC' Werte  ein  und  summiert,  bo  findet  man  nach  I&ngerer 
liechmiDfi : 


S.     EbtnmpotMUiol.     iJü    Samme    der    Botentiale    aller 
KQ  E   parallelen  Netzebenen   auf  einen  Pnnkt  von  S  sei  4>v 


(FSg.  4).  Nun  ist  nach  Madelung  das  Potential  einer  Be- 
legung c  der  X  jf-Ebeno,  die  nach,  tt  and  ;  periodisch  ist,  in 
einem  Aufpiinhte  xy  z: 


w(^_^Cos(«,y), 


wo  die  Koeffizient«n  durch  die  Perioden  X,  Y  und  die  La<hingi- 
dichte  0  sich  so  ausdrücken: 
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e 


00 


xr//'^''"'^' 


X    Y 


«o 


X?//'^  cos  (^^  x)  dx  dy, 


X  r 


,.  -  xV//^co8(^y)«''^yf 


.r  r 


"^•«^  ""  ^ff"^  ^^*  ^*  ')  ^^'  ^•'•y)  "^^  ^^ ' 


und  wo: 


X  r 
2jr  #7» 


i^«  = 


A' 


1/      =s 
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gesetzt  ist. 

Im  Falle  miserer  Netzebenen  ist  X  ^4  yj,  Y  =  4  Yi  wnd 


0  0 


0, 


c 


8 


an 


sVä 


2  —  2  cos 


0     für  n  =  4,  8,  12.  ... 
„    n  a>  2,  6,   10,  . . . 


2  yi 


3  Tim 


S      /.     ,                               nm  37im\ 

tf  ^  =  — -7^ (1  +  COS ;r  wt  —  cos-r cos  — „— 


e 


mn 


-    1 1  +  C08 nm  —  008 
4  1/2  V^ 


2|/2 


3 


f^2 


f    0    für  m  =  4,  8,  12,  ... 
0      ,1  m  =  1,  3,     5,  . . . 


~  cos-^ cos  — cos — 


m  ts  4,  8,  12,  ... 

.  7i  =  1,  3,  5,  . . . 

ffi^2,  6,  10,  ... 

W     5^      1,       U,  Ö,       .    .    . 

m  a  4i  8,  12,  . . . 

74  =  2,  6,  10,  ... 

m  =  2,  6,  10,^  ... 

«  «  4,  8,  12,  .>.. 


) 


für 


iiir 
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Um  das  Potential  der  parallelen  Netzebenen  auf  einen 
Punkt  der  Ebene  E  zu  finden,  hat  man  als  Auf  punkte  der 
Reihe  nach  folgende  Punkte  zu  wählen: 

1.  Nachbarebene:  x  =3i/A,      y  —  -r=,      r  « 

2.  „  .r  =  0,  y«0,         z=.2i/Z 

Die  X  y -Werte  haben  offenbar  die  Periode  2. 
Setzt  man  das  in  die  Reihe  ein  und  summiert  über  alle 
Parallelebenen,  so  findet  man  nach  längerer  Rechnung: 

(_  _«_  Sil 

V's  vT  ^ 

=  -  0/2960  . 

Aus  den  Werten  von  ipp,  ipi,  <pg  erhält  man  nun: 

ip  =  ifp-\-ipL  +  (pg=^~  1.0897  —  a,8208  -  0,2960  =  -  1,6565  , 

und  daraus: 

(g)  a  =- 86,95  y  =  61,21  . 

II.  Für  den  elektrischen  Anteil  der  Konstante  A  be- 
nützen wir  den  Ausdruck*): 


Jl)2 


wo  das  +- Zeichen  für  k  =  k\  das  — Zeichen  im  k  ^  k' 
gilt.  Wir  beziehen  jetzt  die  Summe  auf  ein  Hilfsgitter,  bei 
dem  die  Länge  0/4  als  Einheit  gewählt  ist;  dann  wird: 

weil  die  hier  auftretende  Sutnme  offenbar  vom  Index  fc  un- 
abhängig ist.    Wegen  (10)  folgt: 

1)  D.K.  (8),  (26),  (42).  .   ^ 
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.,— ^'^lÄivk 


•  z 


(i)2 


JÜeso  Summe  Hois&on  wir  aus  den  Beiträgen  ausammen, 
die  die  Net7iebenen  e^kouBt.  liefern;  ist  <p  das  Potential 
einer  Bolrhen  Netzebene,  so  wird: 


64-2. 


Nach  der  olxm  mitgeteilten  Madelnngseben  Formel  für 
das  Pot4^ntial  einer  Netzebene  wird: 


dabei  sind  hier  die  Perioden  X 

nm 


4,  Y=4,  also: 


A*« 


nn 

2 


und: 
c 


IM.  \       f  i  ^"^  gerade  «, 

•*       *  '       l  0   „    ungerade  n; 


c^^«  J(l  +  cosmw) 


{4  Ar  gerade  m, 
0   „ 


*^i»«.  ~  i  (^  +  COB  n  m  cos  n  n) 


ungerade  m; 

I  \ ,  wenn  in,  n  beide  gerade  oder 
beide  ungerade , , 

I  0  in  allen  anderen  Fällen . 

#   Für   die    aufeinander   folgenden    Nach  barebenen   sind   in 
der  Summe  folgende  Auf  punkte  einzusetzen: 

Ladung  —  1 , 

+  1, 
-1. 
+  1, 
-1  . 


1.  Nachbarebene:.  ir  =  l,  y— 1,  -r  =  l 

2,  „  x  =  2,  y-0,  -e--2 
8.              „  g=-^,  y=^\,  z-^% 

4.  ..  ar  =^  0  ,  y  ;^  0  ,  5r  =:  4 

5.  ,,  «  =  1  ,  y  --  1  .  r  =  5 


y> 


♦  > 


(Periode  4) 

Nach  längerer  Bechnung  findet  man  schließlich  folgende 
Ileihe : 

a,  «  1283r*(<?->-3y2  e--''Vr4.2tf-2«  +  2y5"4f-«Vr 

+  10y2  e-2-Vr+  I2e"»-  -  eylOe-^Ho  +2yi8e— K» 

+  4e"-**  +  2yr7tf-«VT7-  36y2«-'^^»^  +  (8y6^20)e-'^ 

-4^26^--*^  +  ...) 

(h)  ai=  8,885  . 
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III.    Für  des  elektrischen  Ant«U  der  Konstanten  C  gilt 
die  Rjrinel^): 

-  *  "^  -  V>[fÄ?(  *r"  )k  "«' 

Beziehen  wir  die   Summe  wieder  auf  ein  Hilfsgitt«t  mit 
6/ 4  als  Ginheit,  so  wird: 


Die  Summe  ttetzeu  wir  aus  den  Buiträgen  der  Netaebeneu 
e  =  konst.  zusammen;  dann  folgt: 

«o  9  dag  Potential  einet  Netzebene  ist.    Dabei  ist  y  dieselbe 
Tuter  11.  benutzt«  Reibe.     Man  findet  leicht: 


(i)  a,  =  70,0. 

IV.  Der  elektrische  Anteil  der  Konatanten  D  ist  die 
Kraft,  die  von  den  Ionen  der  einen  Art  auf  die  der  anderen 
'  ausgeübt  wird,  wenn  die  beiden  einfachen  Gitter  gageneinander 
schwingen.  Die  auf  ein  negatives  Ion  wirkende  Kraft  in  der 
x-Bichtuog  ist  gleii^h  dem  Wert«  vDn  —  2  e  -~  an  der  Stelle 
des  Ions,  vmbei  ip  die  von  den  positiven  loneu  hetröhrende 
Wirkung  darstellt ;  ^  genügt  der  Wellengleichong  und  wird 
an  allen  poeiti^'en   Gitterpunkten  unendlich  wie  3«r~*.    Wie 


l)  D.K.  <8),  (25),  (M). 


I 
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a.a.O.')  geüeigl  worden  ist,  muß  der  Greuzwrt  von  f>  für 
unendlich  langp  Wellen  so  berechnet  werden,  daß  der  Mittel- 
wert deB  Feldes  über  eine  Zelle  nicht  versobwiudet.  D»iui 
erb&lt  man  in  erster  Näherung  für  y  die  rUfferentialgleichuiig: 


i  + 


Da 
punhtf : 


aus  Hvmnietriegründen  in  jedem  negativen  üitter- 

d'q         S*if        fl'y 
dx*         Sy'        ö*' 

Bo  folgt  für  die  ]\raft  auf  ein  Ion: 


a*' 


8J      "     8*'    ' 


dsB  ist  der  Auteil  der  elektrischen  Krftft«  xa  der  quasielastiacbNi 
Kraft  DA.\ 


I)  D.K.  2.  Teil  (238),  8.  »1;  vgl.  Auch  {31,  S. 
H.  Born,  Ann.  d.  Phys.  61.  K.  87.  1880.  AnhMg.  * 
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3.  l>ie  Zungenpfeife  als  gekoppeltes  System; 

van  Hans  Vogel. 

(Auszog  aus  einer  Jenaer  Dissertation.) 


JMe  eigentümlichen  ErHcheinuiigen  beim  Abstimmen  der 
Ziiiigenpfeife,  das  l^mspringen  und  Aussetzen  des  Tones  bei 
gewissen  Langen  der  Ansatzröbre,  haben  schon  seit  langer  Zeit 
das  Interesse  der  Physiker  auf  sich  gezogen.  Vor  allem  hat 
sich  W.  Weber^)  in  seiner  Habilitationsschrift  und  einer  Reihe 
weiterer  Arbeiten  experimentell  und  theoretisch  sehr  eingehend 
mit  dem  Gegenstand  beschäftigt,  nach  ihm  vor  allem  Willis*) 
und  später  Helmholtz.')  Trotzdem  sich  so  hervorragende 
Physiker  mit  dem  Problem  befaßt  haben,  ist  noch  keine^Klar- 
lieit  hineingebracht,  so  daß  der  berühmte  Organist  I.  6.  Töpfer 
1888  in  seinem  Lehrbuch  über  den  Orgelbau  zusammenfassend 
zu  dem  Urteil  kommt:  Es  lassen  sich  für  Zungen  pfeifen  mit 
durchschlagenden  Zungen  allgemein  gültige  Maße  nicht  angeben. 
„Der  Orgelbauer  ist  bei  Zungenpfeifen  auf  Probieren  ange- 
wiesen. Die  Theorie  ist  ebenso  ratlos  wie  die  Ptaxis."  Li 
seiner  Arbeit  ,,Über  die  Bückwirkung  eines  resonierenden 
Systems"  hat  M.  Wien  darauf  hingewiesen,  daß  man  die 
Erscheinungen  bei  der  Zungenpfeife  als  gekoppelte  Schwin- 
gungen auffassen  uuiß,  jedoch  sind  es  keine  freien  Schwin- 
gungen, sondern  „ertswungene  Schwingungen  durch  eine 
Kraft,  deren  Periode  durch  die  Periode  der  Schwingung  ge- 
geben ist.  Letztere  wird  jedoch  wieder  durch  die  Kraft  be- 
einflußt und  verändert,  so  daß  hier  wesentlich  kompliziertere 
Verhältnisse  vorliegen".  Wien  ist  jedoch  nicht  näher  darauf 
«ingegangen.  Bis  sollen  nun  im  folgenden  die  älteren  Ver- 
suchsergebnisse, insbesondere  die  von  Weber  auf  Grund  der 
Theorie   der  gekoppelten   Schwingungen  gedeutet  und  ferner 


1)  W.  Webers  Werke,  1.    S.  207,  267,  266,  276,  292. 

2)  O.  Willis,  Pogg.  Ann.  24.  S.  397.  1882. 

3)  H.  V.  Helmholtz,  Tonempfindungen,  8.  159,619,622/1662. 
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die  phvHikaliMhflii  Vorgänge  in  der  Zungenpfeife  durch  weitere 
Versuche  erl&titert  Werden,  bei  denen  besonders  die  Koppelung 
zwischen  /'unge  und  Anstttsrohr  verftodert  Wurde. 

1.  Ilton  Temehr. 

Weber  heniit»t^  zu  Meinen  Versuchen  fast  stet»  den  tou 
ihm  frfimdenen  Pfeifenkopf.     Der  \-on  mir  benntste   Pfeifen- 
m-/,iimn.>i    ^"^P*  ^^^    **'""    seinigen  genau    nachgebildet 
I  I  und  int  in  Fig.  1  dargestelU,  die  wohl  ohne 

nähere]  Krlftnterurg  \%rfl(ftDdlicb  ist.  I^ 
vonWeher  benutiite  Zange  bestand  aus  Mes- 
King  und  war  28,4  mm  lang,  5,6  mm  hroit  und 
0,50  mm  dick.  Beim  Aniupfen  in  einem 
Schraubstock  machte  sie  386  Schwingongen. 
Die  Änderung  der  Anttatzröhren,  die  aus  Hobi 
oder  Olas  waren,  bewirkt«  Weber  dmeh  Ab- 
Hcbneiden.  Mit  dieser  Apparatur  stellte  er 
5  größere  Versuclisreihen  an.')  Die  Erregung 
der  Pfeife  erfolgte  bei  den  ersten  4  durch 
Anbla:^en.  bei  der  5.  durch  Ansaugen.  Die 
RöhrenWeit^  betrug  bei  den  ersten  13,4  mm. 
bei  den  übrigen  10.6  mm.  Außerdem  findet 
»ich  noch  eine  ti.  IVobachtungsreihe,  bei  der 
eine  Zunge  aim  Risen  von  ähnlichen  Dimen- 
HioDPn  und  570  Schwingungen  benutst-  wurde.*) 
Weber  teilt  die  Ergebnisse  dieser  Yeranehe  iu 
seinen  Arbeiten  mehrmalR  mit, sowohl  in  Noten 
aki  in  Zahlen.  Da  er  einfache  Schwingungen 
KJlhlt  und  als  Längeneinheit  1  linie  (Pariser 
Maß)  =  2,^7  mm  benutzt,  habe  ich  seine 
Beobachtungen  in  Doppelschwingungen  und 
Zentinteter  umgerechnet.  Von  diesen  ist  Iteihe4 
in  Fig.  2  (ausgezogene  Kur\'e)  wiedergegeben. 
Weber  beschreibt  seine  Versurhe  msau]- 
menfassend  etwa  in  folgender  Art :  Fügt  man 
an  eine  Zungenpfeife  ein  kurzes  Ansatnohr 
und  erregt  nie  durch   Anblasen,  so  wird  der 


<r>r**«< 


Flg.l 


l)  BeobMhtimgiireibe    I,   1.    8.  233,  2Sfi,  288;  2 
.  S.  S4lf.,  2M,  274;  4,  1.  8.  247,  287;  fi.  I.  S.  278. 
i)  BeobaohtuDgsrcihe  8,  1.  8.318. 
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Ton  fast  nicht  verändert.  Er  wird  kaum  merklich  tiefer.  Ver- 
längert n^an  das  Ansatzrobr,  so  tritt  eine  merkliche  Vertiefung 
ein,  die  mit  zunehmender  Röhrenlänge  immer  rascher  wächst, 
bis  sie  eine  Oktave  beträgt.  In  diesem  Augenblick  schlägt  der 
Ton  plötzlich  in  den  um,  den  die  Pfeife  ohne  Ansatzrohr  gab. 
Die  Länge  a,  bei  der  dieser  Tonsprung  erfolgt,  ist  die  Länge 
derjenigen  offenen  Pfeife,  die  den  Eügenton  der  Zunge  als 
Grundton  gibt  (a  =  A/2).  Bei  weiterer  Verlängerung  der 
Bohren  über  a  hinaus  wird  der  Ton  von  neuem  tiefer,  erst 
wenig,  dann  schneller.  Bei  der  Länge  2a  beträgt  die  Ver- 
tiefung eine  Quartij,  und  es  erfolgt  wieder  ein  Sprung  zum 
Anfangstone.  Dieser  Vorgang  wiederholt  sich  periodisch  bei 
Zunahme  der  Ansatzröhren  um  die  Länge  a.  Dabei  verhalten 
sich  die  Schwingungszahlen  der  tiefsten  Töne  vor  dem  Ton- 
sprung  zum  Eigenton  der  Zunge  wie  1:2,  8:4,  5:6  usw. 
Dieses  Gesetz  stellt  Webers  Experimt^nte  gut  dar.  Die  Ton- 
spränge erfolgen  etwa  bei  Vielfachen  von  a,  allerdings  sind  die 
tiefsten  Töne  etwas  tiefer  als  das  Gesetz  angibt.  Wird  die 
Zungenpfeife  durch  Ansaugen  erregt,  so  tritt  statt  der  Ver- 
tiefung des  ursprünghchen  Tones  eine  periodisch  wiederkehrende 
Erhöhung  ein.  Weber  drückt  das  Gresetz  durch  eine  Formel 
aus,  die  .gestattet,  bei  bekanntem  Eigenton  der  Zunge  für 
jede  Länge  des  Ansatzrohres  die  Schwingungszahl  der  Zungen- 
pfeife angenähert  zu  berechnen: 

,,"-[(f-)-(f-)i  ^' 

I\   ^ r •  C, 

Hierin  bedeuten: 

N  die  Schwingungszahl  der  Zungenpfeife, 
l  die  Länge  der  Luftsäule, 
0  a  die  halbe  Wellenlänge  des  Eigentmies, 

c  die  Sehallgeschwindigkeit, 
r  den  Rest,  der  sich  bei  Division  von  l  durch  a  ergibt« 

Für  r  >  a/2  ist  „+**,  für  r  <  a/2  ist  „— **  in  die  Formel  ein- 
zusetzen. Eine  nach  dieser  Formel  berechnete  Kurve  seigt  Fig. 2 
a.  f.  8.  (gestrichelte  Kurve).  Sie  stimmt  bei  hohen  tind  tiefen 
Tönen  gut  mit  dem  Experiment  tiberein,  dagegen  ergibt  sie 
für  die  mittleren  Töne,  wo  2  =  einem  ungeraden  YieUacben 
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von  a/2,  viel  zu  hohe  Weiio.  Dabei  ist  c  =  344  ni  pro  Se- 
kunde, der  Eigenton  der  Zunge  ==  B88,  wie  bei  Versuchs- 
reihe 4  von  Weber.  Wird  die  Zungenpfeife  durch  Ansangen 
erregt,  so  hiutet  die  Formel: 


2/- 


N 


{T-]^{i-Ä 


4ai 


Diese  Fornu»!  entspricht  jedodi  iKKth  weniger  den  Versuchs- 
ergebnissen  Webers  als  die  obige  Formel  für  die  angeUaaene 
Zungenpfeife. 
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Fig.  2. 

Auf  Grund  seiner  Versuche  stellte  Weber  folgende  S&tze 
auf:  Die  Trsache  des  Tönens  ist  der  periodisch  unter lnt)chene 
Luftstrom.  I)ie  Schi^ingirngszahl  des  Tones  ist  die  unmittel- 
bare Folge  der  Schwingungen  der  Zunge,  deren  Zahl  wieder 
bestimjnt  wird  «einerseits  durch  die  l^mensionen  und  di*^ 
Elastizität  der  Zunge,  andererseits  durch  die  Einwirkung  der 
im  Ansatzrohr  schwingenden  Luft.  I)ie  Zunge  und  das  An- 
satzrohr  beeinflussen  sich  in  ihren  Schwingungen  so,  daß  sie 
synchron  sch'wnngen,  wobei  bald  die  Zunge  bald  die  Luftsäule 
mehr  nachgibt.  I>ie  Schwingungszahl  der  Zimge  ist  insofern 
von  besonderem  Einflüsse,  als  sie  die  Zahl  der  Knot-en  be- 
stimmt, die  sich  in  der  schwingenden  Luft  des  Ansatzrohres 
ausbilden ;  denn  sie  begünstigt  die  Entstehung  des  Grund-  oder 
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eines  bestimmten  Obertones  von  denen,  die  im  Ansatzrohr 
möglich  sind.  An  den  Stellen,  wo  die  Zungenpfeife  zwei  Töne  gibt, 
verhält  sie  sich  bei  Entstehung  des  tiefen  tvie  eine  gedecktej  bei 
Entstehung  des  hohen  xoie  eine  offef^e  Pfeife,  Im  ersteren  Falle 
befindet  sich  an  der  Zmige  ein  Schwingungs knoten,  im  letzteren 
ein  Schwingungs bauch.  Hiernach  bestimmte  Weber  das 
Intervall,  um  das  sich  der  Ton  ändert. 

Über  die  Erscheinung,  daß  in  gewissen  Fällen  eine  Zungen- 
pfeife überhaupt  nicht  anspricht,  finden  sich  nur  zwei  Be- 
merkungen: Die  eine  bei  Beobachtmigsreihe  2,  die  andere  in 
Hand  5,  S.  891.  Dort  sagt  Weber,  daß  mit  sehr  engen  Röhren 
kein  Ton  erzeugt  werden  kann. 

Wenige  Jahre  nach  Weber  machte  der  Engländer  Willis 
bei  Versuchen  zur  künstlichen  Hervorbringung  von  Vokalen 
Beobachtungen  über  die  Tonhöhe  von  Zungenpfeifen  beim 
Ansetzen  zylindrischer  Eöhren.  Er  findet:  Wird  die  Ansatz- 
röhre einer  angeblasenen  Zungenpfeife  verlängert,  so  wii'd  der 
Ton  allmählich  tiefer,  bis  die  Luftsäule  die  Länge  A/4  erreicht 
hat,  wobei  X  die  Weilenlänge  des*  Eigentones  der  Zunge  ist. 
Dort  springt  der  Ton  plötzlich  in  einen  höheren  um,  der  noch 
höher  ist  als  der  Eigenton  der  Zunge.  Er  vertieft  sich  dann 
wieder,  wird  bei  A/2  dem  Eigentone  der  Zunge  gleich  und 
dann  tiefer,  bis  die  Luftsäule  gleich  ist  8A/4,  wo  er  wieder  um- 
springt. Das  Intervall  zwischen  dem  höchsten  und  tiefsten 
Tone  beträgt  dabei  nicht  mehr  als  1  Ton.  Die  Zungenpfeife 
spricht  am  besten  an  und  der  Ton  ist  am  lautesten  in  der 
Mitte  zwischen  den  Tonsprüngen;  an  diesen  ist  er  schwächer 
und  läßt  sich  dort  oft  überhaupt  nicht  hervorbringen. 

Die  benutzten  Bohren  waren  so  weit,  daß  sich  der  ganze 
Pfeifenkopf  wie  ein  Stempel  im  Ansatzrohr  verschieben  ließ 
(d=^88mm).  Daher  konnte  Willis  die  Böhrenlänge  stetig 
verändern.  Zur  Bestimmung  der  Tonhöhe  wurde  eine  gedeckte 
Pfeife  mit  verschiebbarem  Stempel  benutzt.  Aus  dem  Beob- 
achtungsmaterial sei  eine  für  seine  Experimente  charakte- 
ristische Figur  (8)  a.  f.  S.  mitgeteilt.  Die  Ordinate  darin  ist 
die  Länge  z  (in  Zoll)  des  verschiebbaren  Stempels  der  Ver- 
gleichspfeife. 

Die  Resultate  von  Willis  weichen  wesentlich  von  denen 

Webers  ab. 
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Fig.  3. 

a)  Weber  findet  die  Tonsprüiige  bei  Vielfachen  von 
A/2,  Willis  bei  ungeraden  Vielfachen  von  >l/4,  also 
um  eine  Viertelwellenlänge  verschoben. 

V))  I3ei  Willis  beträgt  das  Intervall  zwischen  den 
höchsten  und  tiefsten  Tönen  nicht  mehr  als  1  Ganz- 
ton, bei  Weber  bis  zu  einer  Oktave. 

c)  \^i  derselben  Erregung  durch  Anblasen  findet  Weber 
nur  gleiche  und  tiefere  Töne, 'Willis  jedoch  auch 
höhere  Töne  als  den,  den  die  Pfeife  ohne  Ansatx- 
röhr  gibt. 

Da  bei  sonst  gleicher  Versuchsanordnung  nur  die  Röhrenweite 
wesentlich  verschieden  war,  so  wird  es  Aufgabe  der  folgenden 
Experiment<>  sein,  aiich  den  Einfluß  von  Ansatzrohien  ver- 
schiedener Weite  zu  untersuchen. 

II.  Theoretlielie  BetraebtiiiifeB^ 
Oharakteriatik  der  KoppolongierBoheinunir* 

Die  Zungen  pfeife  besteht  im  wesentlichen  aus  3  Teilen: 
Dem  Windrohr,  der  Zunge  und  dem  Ansatzrohr.  Alle  8  sind 
schwingungsfähige  Systeme,  die  aber  nicht  unabhängig  von- 
einander sind,  sondern,  wie  die  früheren  Experimente  seigen, 
einander  in  Tonhöhe  und  Tonstärke,  d.  h.  Schwingungszahl 
und  Amplitude  beeinflussen  oder:  sie  sind  miteinander  ge- 
koppelt. Man  müßte  die  Zungenpfeife  als  ein  gekoppeltes 
System  von  8  Teilsystemen  behandeln.  Doch  genügt  es  für 
die  hier  gestellte  Aufgabe,  wenn  wir  den  einfachsten  Fall,  den 
zweier  Teilsysteme,  zugrunde  legen  und  an  ihm  das  Anttreten 
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der  Koppelungserscheinuiigen  nachweisen.  Wir  wollen  daher 
vom  Wiudrohr  absehen  und  nur  den  Einfluß  des  Ansatzrohres 
(Resonator)  auf  die  Zunge  untersuchen.  Das  bedingt  natür- 
lich, daß  wir  später  bei  den  Experimenten  stets  dasselbe  Wind- 
rohr benutzen.  Dabei  bleibt  die  Zunge  unverändert,  hat  also 
stets  dieselbe  Eigenperiode,  während  das  Ansatzrohr  §0  be- 
schaffen ist,  daß  man  seine  Eigenschwingungen  in  weiten 
Grenzen  ändern  kann. 

Für  die  freien  Schwingungen  zweier  gekoppelter  Systeme 
mit  den  Dämpfungen  h^  und  Äj,  wovon  das  System  2  —  in 
unserem  Falle  die  Luftsäule  —  stark  gedämpft  ist,  stellt 
M.  Wien^)  folgende  Gesetze  auf: 

I.  Ist  die  Dämpfung  vorherrschend,  so  tritt  eine  schwach 
gedämpft«  Schwingung  A  und  eine  stark  gedämpfte  B  in  beiden 
Systemen  auf.  Vorherrschend  und  charakteristisch  für  den 
ganzen  Vorgang  ist  daher  die  Schwingung  A,  Ihre  Schwin- 
gnngszahl  liegt  in  der  Nähe  der  Schwingungszahl  des  weniger 
gedämpften  Systems  1.  Wenn  der  Ton  von  System  2  höher 
ist  als  der  von  1,  so  ist  der  Ton  von  A  tiefer  als  der  von 
System  1  und  zwar  um  so  mehr,  je  geringer  die  Differenz  e 
der  Eigenperioden  der  beiden  Systeme  ist.  Für  6  =  ä,  —  fc^ 
besteht  ein  Minimum.  Dann  verschwindet  jedoch  diese  Ver- 
tiefung von  A  schnell  und  geht  durch  Null  hindurch.  Wenn,  dann 
System  2  etwas  tiefer  ist  alö  1,  tritt  eine  fast  gleich  große  Er- 
höhung von  A  auf,  die  mit  wachsender  Differenz  der  Eigentöne 
wieder  kleiner  wird.  Die  Schwingung  A  ist  stets  schwach 
gedämpft,  nur  in  der  Nähe  der  Besonanz  wächst' die  Dämpfung 
etwas.  Die  Schwingung  B  dagegen  ist  stets  stark  gedämpft, 
nur  in  der  Nähe  der  Besonanz  wird  die  Dämpfung  etwas  kleiner. 

II.  Ist  die  Koppelung  gleich  der  Dämpfung,  so  ist  der 
Verlauf  der  Erscheinung  ganz  ähnlich.  Doch  wejden  im  Be- 
sonanzfall  sowohl  die  Schwingungszahlen  als  auch  die  Dämp- 
fungen beider  Schwingungen  A  und  B  gleich. 

III.  Ist  die  Koppelung  vorherrschend,  so  haben  die  beiden 
Schwingungsarten  A  und  B  niemals  gleiche  Schwingimgszahlen. 
Ihre  Differenz  ist  im  Besonanzfall  ein  Minimum.  Dabei  wer- 
den die  Dämpfungen  gleich,  so  daß  Sehwebnngen  oder  zwei 


1)  Iff.  Wien,  Wied.  Ann.  «1.  S.  151.  1897. 
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m-treiiiile  Töne  ontslclifn.  Sind  die  iM'idfn  Svstdiie  ■verstimmt. 
HO  wird  dif  I>ifferprt7  di-r  SchwiiigungRzahlpn  von  A  «nd  B 
größer,  und  pit«'  dtT  Ix-idcn  Schwingungsarten  ist  stärker  ge- 
däntpfl  ttlfl  die  iindeiT.  Es  eiifstrhen  dahfir  nur  bei  Beginn 
der  licwegniig  stlmelle,  «her  bald  verschwindende  Sobwebangen. 
])io  weniger  gedämpfte  Schwingung  A  ist  wieder  maßgebend 
für  den  Cliarakler  der  ganzen  ErBcheiniing.  Ihre  AbwViiohuiig 
von  der  SiOiwiiigung  des  Systems  1  ist  größer  als  in  den  beides 
früheren  Källen.  in  der  Nähe  der  Resonanz  erfolgt  ein  Sprung 
der  SRhwingmigsTiahl.     Vgl.  Fig.  4. 
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r)ieae   tirniideätze  niiisaen  jetzt  auf  die  Ziuigenpfeife  an- 
gewandt  werden.     Wir   haben  es   dabei,   wie   oben   erw&bnt. 
eigentlich  nicht  mit  den  freien  Schwingungen  der  beiden  gp- 
koppelten  Systeme  zu  tini,  sondern  mit  erzwungenen  Schwin- 
gnngen,  woBei  die  Kraft  -     dor  Uittstrom  —  infolge  einer  Art 
,, Bückkoppelung"  durch  die  Schwingungen  der  Zunge  regulierV 
wird.      Die    Klangerzeugung   beginnt   jedoch   damit,   daß   zu-- 
nttchst  die  freien  Schwingungen  der  bc-iden  gekoppelten  Systen.^* 
durch  den  ersten  Luftstoß  angeregt  werden:  von  den  beidi-    ' 
gekoppelten   Schwingungen   bleibt  schließlich  die  weniger  ge^ 
dämpfte    übrig,   und    in   dieser   Periode   schwingend    regulier — 
dann  die  Zunge  den  Luftstrom,  wobei  die  Amplitude  zu  einei^* 
Maximum  ansteigt. 
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Im  allgemeinen  wiid  also  die  Zungenpfeife  denjenigen  Ton 
geben,  welcher  der  weniger  gedämpften  der  beiden  Koppe- 
lungsscbwingungen  von  Zunge  und  Ansatzrobr  entispricht.  In 
der  Umgebung  der  Resonanz  wird  die  Ej-scbeinung  der  Verlauf 
der  Fig.  4  zeigen.  Das  Ansät zrobr  sei  zunächst  höber  gestimmt 
als  die  Zunge  c  >  0,  also  zu  kurz,  dann  ist  der  Ton  etwas  tiefer 
als  der  Eigenton  der  Zunge,  bei  Verlängerung  des  Ansatz- 
rohres wird  diese  Vertiefung  immer  größer,  bis  beim  Über- 
schv^iten  der  Resonanzlage  des  Eagentones  der  Zunge  ein  mehr 
oder  weniger  schneller  Übergang  zu  einem  gegen  die  Eügen- 
sehwingung  der  Zunge  erhöhten  Ton  erfolgt.  Dief»e  Erhöboiig 
nimmt  bei  weiterer  Verlängerung  des  Rohres  dann  allm^lieh 
wieder  ab.  Je  enger  die  Koppelung,  um  so  größer  sind  die  Ton- 
differenzen  und  um  so  schneller  ist  der  Übergang,  so  daß 
schließlich  ein  Umspringen  des  Tones  in  der  Resonanzlage  er- 
folgen muß.  Bei  weiterem  Verlängern  des  Rohres  wiederholt 
sieh  diese  Erscheinung  jedesmal,  wenn  ein  Oberton  der  Röhre 
mit  dem  Ton  der  Zunge  in  Resonanz  ist. 

'Ei^^mmehwinipukgea  dar  baidm  'MinmmlBjwtmmm. 

Um  die  Erscheinung  nicht  nur  qualitativ,  sondern  aneb 
quantitativ  zu  verfolgen,  mössen  wir  die  Eigenschwingnngen 
der  beiden  Systeme  näher  betrachten.  Die  Zange  konnte  man 
als  einseitig  eingeklemmten  Stab  ansehen  und  die  EigeD'* 
Schwingungen  theoretisch  berechnen,  jedoeb  ist  der  Einfkiß 
der  Befestigungsart,  das  ^lit«chwingen  des  Rahmens  und  vor 
allem  der  Luft  so  groß,  daß  sieb  die  Sebwingnngszabl  nur 
höchst  angenau  berechnen  lassen  wörde.  Z.  B.  änderte  sich 
die.  Eigenschwingung  meiner  Zange  Nr.  10  beim  Anblasen  im 
Pfeifenkopf  ohne  Ansalzrriir  in  folgender  Weise  mit  dem 
Druck  der  zugeföhrten  Luft: 

Tabelle  1. 


90  mA  Wmmer  308  S^ahmgm^^a 

»    ..  .,  317 

100    ..  .,  335 

140    ,.  ,,  341 


Beim  Anrapfen  im  Sthraabstoekgabsie  40S  Srhwiiigni^yii^ 
Auch  der  Emflnß  (ks  iHuthtutmea  d  der  Kaoöle  (KK  m 
Kg.  1  a.  6)  w«r  iefar  merUith.  ¥mi^  llJimmerintH  ith  bei 
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140  mm  Druck  B41  Schwii)guiigen,  für  d  =  9  mm  886,  f ür  d  = 
7  mm  818,  für  d  —  6  mm  entstand  kein  Ton  mehr.  Die  Öffnung 
der  Kanüle  darf  ein  gewisses  Mindestmaß  nicht  nntersehreiten. 

Der  Fiigenton  der  Zunge  muß  daher  für  die  gerade  vor- 
handenen Verhältnisse  jedesmal  experimentell  bestimmt  norden. 
Wie  das  möglich  ist,  soll  unten  besprochen  werden. 

Die  Kigenschwing\ingen  von  Bohren  sind  bekannt.  Die 
absolute  Tonhöhe  einer  beiderseits  offenen  Bohre  ist 


m 


r      C, 


einer  auf  einer  Seite  gedeckten  Bohre 

2m-  l 

Hierin  bedeutet  c  die  Schallgeschwindigkeit  in  lAift,  m charakte- 
risiert den  OU-rton  und  L  ist  die  reduzierte  Pfeifenlfioge 
=  /  +  a  +  ^.  a  ist  die  Korrektion  für  das  von  der  Zunge 
abgewandte  offene»  Ende  der  Ansatzröhre,  nach  Helmholtz 

■»«•<?.    ß  ist  die  Korrektion  für  das  der  Zunge  zugewandte 

Ende  der  Ansatzröhre  und  läßt  sich  nicht  voraus  berechnen, 
da  sie  von  den  Dimensionen  des  Pfeifenkopfes  und  der  Ansatz- 
röhre  in  unbekannter  Weise  abhängig  ist.  Also  bleibt  zur 
genauen  l^estimmung  des  Eigentones  der  Ansatzröhre  auch 
wieder  nur  das  Exix^riment  übrig. 

Koppelung  der  beiden  Systeme. 

Ist  X  ^-  —  die  Wellenlänge  des  Eigentones  p  der  Zunge 

in  Luft,  80  muß  Ix'i  offejiem  Ansatzrohr  Besonanz  eintreten 
für  L  =  m  •  A/2,  wenn  also  die  reduzierte  Länge  des  Ansatz- 
rohres gleich  ist  einem  Vielfachen  der  I>aU)en  Wellenlänge  des 
Zungentones.  I^i  einem  gedeckten  Ansatzrohr  muß  Besonanz 
eintreten  für 

i- (2m -1)1, 

wenn  die  reduzierte  Länge  des  Ansatzrohres  gleich  ist  einem 
ungeraden  Vielfachen  der  Viertelwellenlänge  des  Zungentones. 
Die  Besonanzstellen  des  gedeckten  Ansatzrohres  sind  um  eine 
Viertelwellenlänge  gegen  die  des  offenen  Ansatzrobres  ver* 
schoben.     Man  erkennt  hieraus,  daß  sowohl  bei  offenen  als 
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auch  bei  gedeckten  Ansatzröbren  im  Abetande  von  genau 
einer  halben  Wellenlänge  eine  regelmäßige  Wiederkehr  der 
Besonanz  stattfinden  muß.  Ist  dabei  die  Koppelung  groß 
genug,  so  daß  eine  Rückwirkung  des  resonierenden  Systems 
stattfindet,  so  muß  die  entstehende  Tonkurve  der  Zungen- 
pfeife —  Verlauf  der  'Jlonhöhe  mit  Änderung  der  Böhrenlänge 
—  einen  Verlauf  zeigen,  der  sich  bei  Verlängerung  der  Anatz- 
röhren  um  eine  halbe  Wellenlänge  wiederholt. 

Dieses  Ergebnis  'läßt  sich  auch  in  umgekehrtem  Sinne 
verwerten.  Die  experimentell  gefundene  Tonkurve  sei  so  be- 
schaffen, daß  man  aus  ihr  die  genaue  Lage  der  Besonanz- 
stellen  entnehmen  kann.  Dann  kann  man  aus  den  Abständen 
derselben  die  halbe  Wellenlänge  des  Eigentones  der  Zunge  er- 
mitteln. Wir  wollen  also  den  Eigenton  der  Zungenpfeife  durch 
die  Formel  p  =  c/X  definieren,  wobei  A/2  der  wahrscheinlichste 
Wert  des  Abstandes  der  Besonanzstellen  ist.  Ebenso  kann  man, 
wenn  z.  B.  ein  offenes  Bohr  die  erste  Besonanzstelle  bei  I^ 
aufweist,  während  sie  doch  bei  L  =  A/2  liegen  soll,  daraus  die 
Korrektion  für  die  Pfeifenlänge  finden.  Da  L  —  Ij  +  a  +  ^»  so 
ergibt  sich  A/2  =  l^+a  +  ß  oder  a  +  /?  =  A/2  —  l^.  Man 
kann  somit  lediglich  aus  der  Lage  der  ResonanzsteUe^i  den  Eigen- 
ton  der  Zunge  und  die  Korrektionsglieder  a  +  /?,  mit  deren 
Hilfe  dann  auch  die  Eigentöne  des  Ansatzrohres  ermitteln.  Da- 
bei ist  auf  die  richtige  Wahl  der  Zahl  m,  die  den  resonieren- 
den Oberton  bzw.  die  Besonanzstelle  angibt,  zu  achten. 

Es  ist  so  gezeigt  worden,  daß  die  Eigenschwingungen  der 
beiden  Systeme,  die  in  der  Zungen  pfeife  gekoppelt  sind,  sich 
nicht  aus  den  Dimensionen  voraus  berechnen  lassen,  sondern 
nur  rückwärts  aus  dem  Experiment  ermittelt  werden  können. 
Dies  gilt  natürlich  erst  recht  von  den  Koppelungskoeffizienten 
der  beiden  Systeme.  Sie  hängen  von  der  Art  und  Weise  ab,  wie 
die  Zunge  und  das  Besonanzrohr  miteinander  verbunden  werden, 
weiter  auch  von  der  Form  und  den  Dimensionen  des  Besonators. 
Zur  Berechnung  aus  beobachteten  Werten  dient  die  Formel 

T  =  1  —  -?*,-     bzw.     r  =  *"*-  —  1 . 

Um  schließlieh  ein  Bild  der  zu  erwartenden  Koppelung»- 
Schwingung  zu  erhalten,  soll  ein  Beispiel  theoretisch  berechnet 
werden.  Eine  Zunge  mit  dem  Eigenton  p  =  312  (halbe  Wellen- 
länge in  Luft  =  55  cm)  werde  mit  einem  offenen  zylindrischen 
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Bohre  gekopi^elt,  dessen  Korrektionsglied  a  -\-  ß  =  Gem.  Die 
ersten  Resonfi^nzstellen  liegen  dann  bei  49  und  bei  104  cm. 
Der  Koppelungskoeffizient  sei  r  =  0,18;  die  Schallgeschwindig- 
keit c  =  842  m  pro  Sekunde.  Wir  berechnen  zunächst  für  das 
Ansatzrohr  die  korrigierte  Länge  L  ^=1  -{-a  +  ß,  dann  die 
Eigentöne  desselben  nach  der  Formel 


Vm  = 


m  •  e 
2L 


wobei  wir  m  =  1  setzen  für  die  Längen  bis  zu  75  cm,  tri  =  2 
für  grö&n-e  Längen.   Hierauf  werden  n^  und  Hj  nach  der  Formel 


71, 


bzw.  w,2  «  ^[{p^  +  gt)  q:  f(p«  -  7»)»  +  4T»p»y*] 


berechnet,  wobei  die   Dämpfungen  nicht   berücksichtigt  sind. 
In  Fig.  6  zeigt  die  stark  gestrichelte  Kurve  den  zu  erwartenden 
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Fig.  5. 

Verlauf  der  Tonhöhe.  Bei  größerer  Verstimmung  der  beiden 
Systeme  weicht  sie  nur  wenig  von  der  Tonhöhe  der  Zunge  ab, 
in  der  Nähe  der  Resonanzstelle  jedoch  stark  und  zwar  so,  daß 
bei  höher  gestimmtem  Eesonator  der  Ton  der  Zungenpfeife 
vertieft  'wird,  hei  tiefer  gestimmtem  Besonator  erhöht.  An 
der  Besonanzstelle  selbst  erfolgt  das  charakteristische  Um- 
schlagen des  Tones. 
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ITI.  Experimentelle  Untersaehan^eD. 
Die  Apparate. 

Für  die  \  ersuche  wurde  aus  Messing  ein  möglichst  genaues 
Modell  (Fig.  1)  des  schon  von  Weber  benutzten  und  in  seinen 
Werken  bt^schriebenen  Pfeifenkopfes  hergest<^llt.^)  Seine 
ganze  Länge  beträgt  9cm,  die  Weite  der  Kanüle  11,5mm. 
hl  den  Pfeifenkopf  könm^n  Zungen  aus  verschiedenem  Material 
eingeklemmt  werden,  die  0,5  mm  dick,  5,6  mm  breit  und  60  mm 
lang  sind.  Die  Länge  ihres  schwingenden  Teiles  beträgt 
28,5  mm.  Die  iür  die  folgenden  Versuche  benutzten  Zungen 
sind  aus  Stahlfeder  band.  Ihre  Herstellung  verursachte  Schwierig- 
keiten, da  sie  einerseits  die  Öffnung  im  Eahmen  des  Pfeifen- 
kopfes möglichst  genau  verschließen  sollen,  ohne  dabei  an  den 
Rändern  eine  merkliche  Reibung  oder  gar  Nebengeräusche  zu 
verursachen,  andererseits  auch  durch  die  Bearbeitung  keine 
Verbiegung  erleiden  dürfen.  Die  Zunge  10  erfüllte  diese  Be- 
dingungen am  besten.  Da  der  Pfeifenkopf  von  konischer  Form 
ist,  läßt  er  sich  mit  einem  darüber  geschobenen  Gummiring 
luftdicht  in  das  Windrohr  einsetzen,  das  aus  Glas  —  später 
aus  Messing  —  hergestellt  wurde.  Es  ist  12  cm  lang  und  44  mm 
weit.  Die  Zuführungsöffnung  für  den  Luftstrom  ist  klein 
(d  =  5  mm),  um  ein  Mitschwingen  der  Luft  in  den  Zuleitungs- 
röhren und  der  übrigen  Anblase  Vorrichtung  möglichst  zu  ver- 
meiden. Als  Resonanzröhren,  deren  Länge  veränderlich  sein 
soll,  werden  Messingpräzisionsröhren  benutzt,  die  so  abge- 
schliffen sind,  daß  sie  sich  ineinander  verschieben  lassen.  Bei 
einer  Wandstärke  von  0,75  mm  betragen  die.  inneren  Durch- 
messer 13,0  und  11,5  mm.  Das  ist  auch  der  Durchmesser  der 
Kanüle.  l>ie  Röhren  wurden  in  solchen  Längen  hergestellt, 
daß  man  daraus  jede  Länge  von  7 — 340  cm  zusammensetzen 
kann.  Außerdem  wurden  für  Längen  bis  120  cm  weite  Röhren 
vorbereitet.  Bei  einer  Wandstärke  von  0,5  mm  betragen  ihre 
inneren  Durchmesser  30  und  29  mm.  Zur  Verbindung  mit  dem 
Pfeifenkopf  —  bei  den  Vor  versuchen  wurden  nur  enge  Röhren 
benutzt  —  wurde  das  Ende  der  Kanüle  durch  Ausdrehen  um 
1,6  mm  erweitert,  so  daß  die  Resonanzröhren  dicht  schließend 
eingesetzt  werden  können.  Ihre  Längen  sind  vom  Ende  des 
Pfeifenkopfes  an  gemessen. 
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Heim  Anblasen  der  Zuiigcnpfeife  zeigte  sich  nun,  daß  ver- 
hältnismäßig großer  Luftdruck  nötig  war.  Vorversuche  darüber 
ergaben,  daß  Drucke  bis  300  mm  Wassersäule  in  Betracht 
kommen.  Ist  damit  kein  Ton  entstanden,  so  scheint  eine 
weitere  Stoigerung  des  Druckes  zwecklos  zu  sein.  Die  Zange 
wird  dann  in  den  Rahmen  hineingedrückt  und  kommt  nicht 
zum  Schwingen,  (ileichzeitig  wurde  beobachtet,  daß  der  Luft- 
druck möglichst  konstant  sein  muß,  da  die  Tonhöhe  stark  vom 
IMick  abhängig  ist.  Demgemäß  wurde  die  Anblasevorrichtung 
aus  den  folgenden  Teilen  zusanunengestellt. 

Ein  kräftiger  Blasebalg  mit  Fußbetrieb,  wie  ^r  für. Schmiede- 
feuer im  Gebrauch  ist ,  liefert  die  Druckluft,  die  in  einen  Wind- 
Tcessel  von  etwa  300  Liter  geleitet  wird,  wo  die  starken  Stöße, 
in  denen  die  Luft-  aus  dorn  Blasebalg  kommt,  geschwächt 
werden.  Von  da  gelangt  sie  in  (4nen  Glockengasameier.  Kr 
besteht  aus  2  Zylind(*rn  von  Zinkblech,  die  je  60  cm  hoch  und 
44  bzw.  40cm  weit  sind..  Die  l^lastung  des  eintauchenden 
Zylinders  erfolgt  durch  einen  IMeiring  und  beträgt  für  ge- 
wöhnlich 30  g  pro  qcm.  Durch  das  veränderliche  Volumen 
des  Gasometers  werden  die  Di'uckschwankungen  weiter  ver- 
ihindert.  Enge  Zuführungsröhren  und  ein  Hahn  mit  enger 
Hohning  tragen  außerdem  zum  Ausgleich  der  Dnickschwankun- 
gen  bei,  so  daß  beim  Eintritt  der  Luft  in  das  Windrohr  —  gleich- 
mäßiges Treten  des  Blasebalges  vorausgesetzt  —  die  Schwankun- 
gen nur  etwa  1  mm  tetragen.  Zur  Messung  des  Luftdruckes 
dient  ein  Wassermanometer  unmittelbar  vor  dem  Windrohr. 

Die  Bestiminung  der  Tonhöhen  der  Zungenpfeife  soUie  wie 
bei  Wel)er  mit  dem  Monochord  erfolgen.  Wegen  der  großen 
Unterschiede  von  Pfeife  und  Monochord  in  Tonstärke  und 
Klangfarbe^  erwies  sich  dies  nicht  günstig.  Deshalb  Wurden 
zu  offenen  Lippenpfeifen  Stt»mpc»l  angefertigt,  durch  deren 
Verschiebung  eine  stetige  Folge  von  Vergleichstönen  erhalten 
werden  kann.  Ein  Zeiger  an  dem  Stempel  gab  auf  einer  Skala 
die  Ijänge  der  gedeckten  Pfeife  an.  Diese  Pfeifen  Wurden  mit 
konstantem  Druck  von  10  mm  Wasser  betru»ben  und  mitt^^ls 
Stimmgabeln  geeicht. 

Die  Vorvertnohe. 

In  den  Pfeifenkopf  wurden  beiderseits  offene  Röhren  ver- 
schiedener Ijänge  eingesetzt  und  die  Pfeife  mit  dem  konstanten 
Druck  von  140  mm  angeblasen.     Es  zeigte  sich,  daß  sie  für 
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gcwisBe  Längen  des  Aiiflatzroliros  überhaupt  nicht  ansprach. 
Wenn  sie  aber  zum  Tönen  kam,  so  gab  sie  nur  «in«»  Ton. 
ti(thwebiingen  oder  zwei  Tone  konnten  nicht  einwandfrei  beob- 
achtet werden.  Zur  Messung  der  Tonhöhe  Wurde  der  Stempel 
der  Vergleichs  pfeife  so  gestellt,  daß  sie  einmal  einen  etwas 
höheren,  dann  einen  etwas  tieferen  Ton  als  die  Zangenpfeife 
gab.  Durch  Zählen  der  sehr  deutlichen  Schwebungen,  die  die 
Töne  der  beiden  Pfeifen  verursachten,  ließ  sich  die  Tonhöhe 
auf  eine  Schwingung  genau  bestimmen. 

Stellt  man  das  Ergebnis  graphisch  dar  (Fig.  14),  so  sieht 
mau  periodisch  wiederkehrende  Vertiefungen  des  Tones  bei 
zunehmender  Länge  des  Ansatztohres  ähnlich  wie  bei  Weber. 
Doch  erhält  man  keine  zusammenhängende  Kurve,  sondern 
mir  Tonbereiche,  zwischen  denen  kein  Ton  entstand.  Die 
höchsten  Töne  der  einzelnen  Kurven  sind  dabei  nicht  gleich, 
sondern  werden  mit  zunehmender  Länge  des  Änsatzrobres 
tiefer:  auf  der  anderen  Seit«  sind  die  tiefsten  Töne  ungefähr 
dieselben.  Infolgedessen  ist  die  Vertiefung  bei  der  ersten  Ton- 
'  kurve  geringer,  bei  den  folgenden  größer  als  sie  nach  dem 
Weberseben  (lesetz  zu  erwarten  ist.  Über  die  Lage  der  Be- 
sonanzstellen  läßt  sich  aus  dieser  Beobachtui^^eihe  eine  ge* 
naue  Angabe  nicht  machen,  da  der  Ton  aussetzt.  Um  den 
Einfluß  des  Anblasedruckes  zu  beobachten,  wurde  die  Pfeile 
dann  mit  P  =  100  nun  angeblasen.  Dabei  sprach  sie  bei  Längeur 
bei  denen  vorher  noch  ein  Ton  entstand,  nicht  mehr  an:  Die 
Tonbereiche  wurden  kleiner.  B^n  Vergleich  mit  den  früheren 
Messungen  zeigt,  daß  die  Töne  in  größeren  Abat&nden  von 
den  Resonauzstellen  am  leichtesten  entstehen  und  daß  ebenso  * 
wie  bei  der  Pfeife  ohne  Ansatzrohr  einem  geringeren  Anblase- 
druck tiefere  Töne  entsprechen. 

Derselbe  Versuch  wurde  mit  Zunge  8  angestellt.  Auch 
sie  gab  für  bestunoite  Längen,  z.  H.  von  54 — 57  cui,  keiwu  Ton. 
Doch  gelang  es,  durch  iSt*-igerung  des  Anblaaednickea,  sie  mit 
allen  Ansatzröhren  Zum  Anaprpi;hpn  ku  bringen.  Von  den 
größten  Längen  bei  300  cm  beginnend,  wurden  die  Töne  ni.it 
abnehmender  Röhrenlänge  höher,  bis  i>ei  l  ^238  cm  der  Ton 
plötzlich  in  einen  tieferen  umschlug.  Hierauf  trat  wieder  eine 
Erhöhung  ein.  Es  foiglen  noch  Ton-tprünge  liei  170  cm,  118  cm 
und  52  cm.  Für  den  Kopiiehnigskoeffizienten  ergibt  sich  der 
sehr  hohe  Wert  von  r  =  0,7. 
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Andvrimc  der  Koppftlunf. 
Um  die  vharukt^ristiscben  KrscbeiDungen  gekoppelter 
Syeteme  an  der  Zungenpfeife  beobachten  zu  können,  mußt« 
vemucbt  werden,  die  Koppelung  der  Zunge 
und  des  Besonators  zu  ändern  und  zwar  loser 
zu  miu-ben.  Es  galt  also,  die  Erregung  der 
LuftHuhwingung  im  Aiuatzrohr  abKuscbw&chen. 
Dazu  wurde  auf  den  Ansatz  des  Pfeifenkojrfea 
ein  8  cm  langes  Rohr  (Verteibingsrobr)  luft- 
dicht aufgesetzt.  An  der  gegenüberliegenden 
i^ite  war  es  durch  einen  Kork  mit  2  Offnun- 
-  gen  verscbloBseu,  von  denen  in  die  eine  das 
Anflatzrobr  eingefügt  werden  konnte.  Die 
andere  —  als  Seitenlocb  bezeichnet  ^  blieb 
frei  Dadurch  konnte  ein  Teil  der  Luft,  nach* 
dem  sie  die  Zungenpfeife  erregt  und  die  Ka- 
niile  passiert  hatte,  dax  Instrument  verlaaaen, 
ohne  durch  das  Ansatzrobr  Btrömen  tsu  mosHen, 
^gl  Fig  6  Durch  Korkrioge  mit  verscbiedeoen 
Itohrungen  ließ  sich  sowohl  die  Größe  des 
beitenlix  heb  als  auch  die  Öffnung  des  Ansats- 
rohreB  verkleinern.  Dadurch  wurde  es  mög- 
lith,  die  Verteilung  dee  LuftstroiueS  und  da- 
mit die  Koppelung  weitgebend  zu  Andern. 
liei  den  ExptTimenteu  wurde  Zunge  10  be- 
nutzt  und  stets  mit  dem  Druck  von  140  nun 
angeblasen. 

Te»aahe  mit  engen  Rdbren. 
a)  ÜffeDB  RSfaren. 
üei  der  eruteu  Versuchsreihe  war  das 
äeitenloch  vollkommen  geöffnet.  Sein  Durch- 
messer betrug  11,6  mm,  war  also  dem  des  An- 
satzrohres  gleich,  so  daß  der  Luftstrom  zu  un- 
gefähr glfiuheii  1'cileu  durch  das  Aiwatzrohr  und  das  Seiten* 
loch  ströuieii  kuuute.  In  der  Tubelle  2  bedeutet  I  die  Ij&nge 
des  Besunanzrubn-H  vom  Verteilungfirobr  an  gemessen,  #4  die 
Tonhöhe.  Ife  hinter  ,,Tonspruug"  angegebenen  Zahlen  sind 
die  uuiiiillelbar  nuch  dem  Umschlagen  des  Tones  gemesaenen 
Htihwinguiigszuhli'ii.      Zwei   Töne   oder   Schwebungen   wurden 
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auch  hier  nicht  beobachtet.  Die  Diskussion  der  Beobacbtungs- 
reihe  soll  an  die  graphische  Darstellung  durch  Fig.  10  ange- 
knüpft werden.  Sie  zeigt  eine  zusammenhängende  Kurve  mit 
unstetigen  Übergängen  von  den  höchsten  zu  den  tiefsten  Tönen. 
Da  diese  ganz  plötzlich  und  sehr  deutlich  erfolgen,  so  läßt  sich 
daraus  die  I^age  der  Hesonanzstellen  genau  entnehmen.  Ihre 
Abstände  betragen  55,  56,  54,  54  und  55  cm,  sind  also  ziemlich 
gleich.  Der  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  berech- 
nete wahrscheinlichste  Wert  ist  54,7  cm.  Es  ergibt  sich  daraus 
als  Eigenton  der  Zungenpfeife  p  =  312.  Aus  der  absoluten' 
Lage  der  ersten  Besonanzstelle  bei  49  cm  kann  man  einen 
Schluß  auf  den  Einfluß  der  Kanüle  und  des  Verteilungsrohres 
ziehen  und  das  Korrektionsglied  der  Böhrenlänge  berechnen. 
Es  ergibt  sich  zu  5,7  cm.  Die  Differenz  zwischen  den  höchsten 
und  tiefsten  Tönen  beträgt  etwa  einen  Ton,  ist  also  bedeutend 
kleiner  als  bei  den  Vor  versuchen,  wo  sie  eine  Quarte  bzw. 
eine  Oktave  betrug.  Sie  wird  außerdem  von  einer  Besonanz^ 
stelle  zur  andern  kleiner,  indem  die  höchsten  Töne  tiefer  werden 
und  die  tiefsten  höher.  Hierin  liegt  ein  wesentlicher  Unter- 
schied zu  den  Beobachtungen  Webers.  Dort  zeigten  die 
tiefsten    Töne    ein   anfangs    sogar   sehr   schnelles    An3teigen, 
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während  die  höchsten  Töne  dieselben  blieben.  Ein  weiterer 
l'nterschied  ist  im  Verlaufe  der  einzelnen  ^Tonkorven  zu  be- 
merken. Während  sie  bei  Weber  anfangs  nur  wenig,  dann 
aber  schnell  abnahmen,  zeigen  die  neuen  Kurven  die  stärkst« 
Abnahme  am  Anfang  und  am  Ende,  w&hrend  die  Mitte  die 
kleinste  Änderung  aufweist.  Man  kann  meist  einen  deutlichen 
Wendepunkt  der  Kurve  erkennen. 

Wir  wollen  imn  die  Abweichungen  der  höchsten  und 
tiefsten  Töne  von  dem  zu  312  berechneten  Eigentone  be- 
trachten. Sie  betragen  für  die  höchsten  Töne  11*,  10,  9,  7,  8; 
für  die  tiefsten  Töne  21,  17,  16,  15,  14  Schwingungen.  Sie 
sind  demnach  nach  unten  durchschnittlich  um  8  Schwingungen 
größer.  Es  scheint,  als  ob  die  obere  Hälfte  der  Koppelungs- 
schwingung nicht  vollkommen  ausgebildet  ist.  Deshalb  soll 
zur  Berechnung  des  Koppelungskoeffizienten  stets  die  Schwin>- 
gungszahl  des  tiefsten  Tones  benutzt  werden,  die  übrigens 
auch  genauer  bestimmt  werden  konnte.  Es  ergeben  sich  für 
die  Resonanzstellen  der  vorliegenden  Versuchsreihe  folgende 
Werte  von  r. 

Tabelle  8. 

Reaonangfltelle   ...      1  2  8  4 6  6 

koppelnngskoefficieDt  0,130    0,106    0,100    0,094    0,088    0,099 

Der  Koppelungskoeffizient  nimmt  also  mit  länger  toerdmäm 
Resonanzröhren  ab;  er  ist  für  die  Obertöne  der  Bohre  Ueiner 
als  für  den  Grundton. 

We  Versuchsreihe  war  bei  Verkürzung  der  Bohren  gemacbl 
worden.  Eine  Wiederholung  bei  Verlängemng  ergab  fast  das- 
selbe Besultat,  jedoch  erfolgten  die  Tonsprünge  bei  etwas 
größeren  Längen  der  Bohren  als  vorher.  Sie  lagen  bei  66, 
112,  170,  222,  278  und  886  cm,  also  durchschnittlieh  um 
10  cm  nach  außen  verschoben.  Diese  bei  enger  Koppelung 
auftretende  Verschiebung  der  Tonsprünge  soll  als  „Ziehen" 
des  Tones  tezeichnet  und  unten  näher  besprochen  werden. 

Zur  Durchführung  desselben  Versuches  bei  anderer  Ver- 
bindung der  Besonanziöhren  mit  dem  Pfeifenkopf,  also  an- 
derer Koppelung,  wurden  hierauf  am  Anfang  des  Ansatzrohres 
Korkringe  eingesetzt,  so  daß  nun  noch  weniger  Luft  hindurch- 
strömen konnte.  Es  wurden  unter  sonst  gleichen  Bedingungen 
bei  Verkürzung  der  Bohren  8  Versuchsreihen  ej,  e,  und  e^  an- 
gestellt, wobei  sich  bei  e,  der  Kork  mit  der  kleinsten  Bohrung 
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im  Aasatzrohr   befand,  die   Koppelung  also  am  losesten  war; 
vgl.  die  Pigg.  7—9. 
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l>ie  Eeobachtuiigsreihe  «j  zeigt  fast  dasselbe  Bild  wie  e^. 
Die  Abstände  der  Resonaiizst eilen  sind  im  Mittel  dieselben, 
nur  liegen  sie  alle  ein  wenig,  etwa  1  cm,  nach  dem  Anfang  der 
Köhre  verschobt^n.  Die  Differenzen  zwischen  den  höchsten 
und  tiefst(»n  Tönen  sind  etwas  kleiner  geworden.  Die  Beob- 
aelitungsreihen  Ci  und  e^  zeigen  anstatt  der  Tonsprtiuge  stetige 
Übergänge  von  den  höchsten  zu  den  tiefsten  Tönen.  Bei  «, 
erfolgen  sie  verhältnismäßig  schnell.  Ihre  Abstände  sind  etwa 
dieselU^n  wie  bin  e^,  doch  liegen  sie  noch  etwas  nach  dem  An- 
fang der  Köhre  zu  verschoben.  Eei  e^  erfolgen  sie  so  allmäh- 
lich, daß  ihre  Lage  nicht  genau  anzugeben  ist.  Die  Differeiis 
zwischen  den  höchsten  und  tiefsten  Tönen  nimmt  von  Beihe 
zu  Reihe  ab.  Sie  Ix^trägt  für  die  erste  Besonanzstelle  bei  e^ 
81,  bei  Cj  16  und  Ixn  e^  nur  7  Sc^hwingungeu.  Diese  4  Beob- 
achtungsreihen zeigen  eine  systematische  Abhängigkeit  der 
Tonhöhe  von  der  Eohrung  der  Korkringe  im  Ansatzrobr.  Von 
dem  Grenzfall  ausgehend,  wo  das  Rohr  ganz  verschlossen  ist, 
also  eine  Wirkung  nicht  stattfinden  kann,  erhält  man  mit 
größer  werdender  tohrung  der  Korke  emen  Wachsenden  Ein- 
fluß des  Eesonanzrohres  auf  die  Tonhöhe  der  Pfeife.  Aufier- 
deni  erfolgt  der  im  Anfang  ganz  allmähhche  Üljergang  von  den 
höi-hsten  zu  den  tiefsten  Tönen  immer  schneller,  schließlich 
als  Sprung  der  Tonhöhe.  Die  Kurven  zeigen  dasselbe  VerhaUen 
me  die  weniger  gedmiyfte  Koppelungsschtoingung  in  den  Zeidi* 
nungen  roji  Af.  Wien;  vgl.  Fig.  4.  Bei  den  mit  kleiner  Öffnung 
des  Korkringes  angestellten  Versuchsreihen,  wo  wenig  lioft 
durch  die  Besonanzr obren  fUeßen  kann,  die  Koppelung  also 
lose  ist,  herrscht  im  Augenblick  der  Entstehung  der  Schwin- 
gung die  Dämpfung  vor  (I).  Bei  den  anderen,  wo  mehr  Luft 
durch  die  Resonanzröhren  strömt,  die  Koppelung  also  enger 
ist,  überwiegt  die  Kopi)elung  (III). 

Bei  der  ersten  Versuchsreihe  dieser  Art  waren  Ansatzrohr 
mid  Seitenloch  vollkommen  geöffnet.  Hierauf  wurde  durch 
S(*hließen  des  Ansatzrohres  die  Koppelung  loser  gemacht.  Eis 
sollte  nun,  indem  bei  vollständig  geöffnetem  Ansatzrohr  das 
Seitenloch  nach  und  nach  geschlossen  wurde,  die  Koppelung 
enger  gemacht  werden,  um  so  den  Grenzfall  zu  erreichen,  der 
einer  gewöhnlichen  Zungenpfeife  entspricht,  wo  der  ganze 
Luftstrom  durch  das  Ansatzrohr  fheßen  muß.  Unter  sonst 
gleichen    Bedingungen    wurden    3   Versuchsreihen    angestellt. 
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wobei  das  Seitenloch]  \m  e^  am  kleinHlen,  ilie  Kop|M*luiig  uIko 
am  engsten  war.     Vgl.  Figg.  11 — 18. 

Bei  Verlängerung  der  Ansatzröhren  liefen  Hieb  die  Töne 
wieder  ziehen.  An  Stellen,  wo  keine  Tonsprünge  fitattfanden, 
sondern  der  Ton  aussetzte,  jrfolgte  entsprechend  das  Ver- 
löschen und  Wiedereinsetzen  des  Tones  erst  bei  größeren  Jjängen 
der  Ansatzröhren  als  vorher. 

Die  Darstellung  der  ßeobachtungsreilien  ergibt  für  e^  und 
6g  ähnliche  Kurven  wie  bei  e^.  Doch  ist  die  Kinwirkung  des 
Resonanzrohres  auf  die  Tonhöhe  der  Zungeiipfeife  Htärb.*r  ge- 
worden.  Bei  e^  U'trägt  die  Differenz  der  Bchwingungszahlen 
an  der  ersten  Besonanzstelle  88,  bei  e^  lx;trägt  HUi  46  und  bei 
e«  sogar  60.  Bei  e^  schließlich  treten  AbsoriitionM;rHcbeiutingen 
auf,  so  daß  an  den  beiden  ersten  Kesonanzsf eilen  überhaupt 
kein  Ton  entsteht.  Wird  die  seitliche  Öffnung  nun  völlig  ver- 
schlossen (€^),  so  erhält  man  den  Fall,  der  bereits  als  V^orvffrsnch 
ausgeführt  wurde. ^)  Hierbei  ist  die  Kückwirkung  der  Lafts&ule  so 
groß,  daß  an  allen  Besonanzstelleu  der  Ton  ausfietzt.  lAs  ersten 
Besonanzstellen  ^^isen  daljei  besonders  große  Liicken  auf. 

Gleichzeitig  sei  darauf  hingewiesen,  daß  in  allen  Versuebii* 
reiben  die  Rüekuvirkung  des  resonierenden  Systems  mit  l&tiger 
werdenden  Ansatzröhren  affbimmt,  Besiinders  zeigt  sieh  die» 
durch  die  kleiner  werdenden  Tonsprünge.  Hierin  liegt  atieb 
der  Grund,  weshalb  Ijei  e,  riie  beiden  ersten  ResofiaiuwteUen 
ein  Verlöschen  des  Tones  bewirken,  während  bei  den  folgenden 
noch  ein  Ton  entsteht,  und  w#^balb  bei  e^  die  ersten  KesonanZ' 
stellen  besonders  große  Lür-ken  aufweiten.  Bei  e^  i»t  die  A(>- 
nähme  der  Koppelung  mit  länger  wer#Cfnden  Itöbren  »iblen« 
mäßig  nachgewiesen  worden. 

Die  LtEge  der  B^tfmamMteUtn,  soweit  fAn  nwh  genan  an^ 
geben  läßt,  ]At  in  Tab.  4  znA»umthnfi^%t^\\i . 

Ta»>elle  4. 
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Daraus  ergibt  sich,  daß  alle  Resonanzstellen  von  e,  bei 
kleineren  Längen  liegen,  als  die  von  «,,  diese  wieder  alle  bei 
kleineren  als  die  von  e^.  Von  den  Besonanzstellen  der  Beob- 
achtungsreihen «5  und  «e  haben  die  ersten  keine,  die  folgenden 
eine  beträchtliche  Verschiebunfi  nach  außen,  ihre  Abet&nde 
werden  also  größer.  Tab.  5  enthält  die  Abstände  der  Re- 
sonanzstellen und  deren  wahrscheinlichsten  Wert  A/2. 

Tabelle  5. 


Abstand  1-2 

2-3 

3-4 

4-5 

5-6 

A/2 

P 

^t 

55 

55 

54 

55 



64,7 

312 

H 

55 

54 

54 

56 

55 

64,7 

312 

«4 

56 

54 

54 

56 

55 

64,7 

312 

«ft 

56 

54 

56 

57 

56 

55,8 

306 

«6 

56 

54 

56 

61 

— 

56,4 

303 

Der  Mittelwert  der  Abstände  ist  demnach  bei  den  Reihen  f  j 
bis  «4  derselbe,  während  er  bei  den  späteren  größer  wird.  Da- 
durch wird  der  daraus  ermittelte  Eigenton  p  der  Zungenpfeife 
bei  diesen  Versuchen  etwas  tiefer.  Es  sind  dies  die  Beob- 
achtungsreihen,  bei  denen*  wegen  des  teilweise  geschlossenen 
Seitenloches  weniger  Luft  durch  die  Pfeife  strömen  konnte. 
Bei  geringerer  Luftzufuhr  wird  aWr,  wie  oben  gezeigt  wurde, 
der  Ton  der  Zunge  tiefer. 

Auch  hier  zeigen  die  tiefsten  Töne  meist  eine  stärkere 
Abweichung  vom  Eigentone  als  die  höchsten.  Hierauf  ist 
später  noch  zurückzukommen.  Zur  Berechnung  der  Koppelungs- 
koeffizienten  sollen  daher  wieder  die  tiefsten  Töne  benutzt 
werden.   Wir  finden  für  die  ersten  Besonanzstellen  der  Reihen 

Für  e^  lassen  sich  wegen  des  allmählichen  Überganges  in  der 
Tonhöhe  die  Abstände  nur  ungefähr  angeben.  Bei  Beob- 
achtungen mit  sehr  enger  Koppelung,  wie  67  und  eg.  scheitert 
die  Bestimmung  von  t  daran,  daß  der  Ton  an  den  Resonanz- 
steilen  aussetzt.  Doch  erkennt  man  schon  aus  den  für  e^  ^  ^e 
berechneten  Werten,  daß  die  Rückwirkung  der  Resonanz- 
röhren auf  die  Zunge  abhängig  ist  von  der  Art  ihrer  Verbin- 
-  dang.  Es  ist  also  durch  die  beschriebene  Anordnung  der  Versuche 
gelungen,  die  Koppelung  von  Zunge  und  Resonator  lüiUhürlMi 
zu  ändern. 
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b)  Gedeckte  RöhreD. 

Wurden  für  die  bisherigen  Versuche  als  Besonatoren 
beiderseits  offene  Röhren  benutzt,  so  sollten  nun  Röhren,  die 
an  dem  der  Pfeife  abgekehrten  Ende  geschlossen  sind,  unter- 
sucht werden.  Da  hierbei  durch  die  Ansatzröhren  überhaupt 
keine  Luft  strömen  konnte,  so  mußte  das  Seitenloch  stets  ge- 
öffnet sein.  Bei  den  folgenden  3  Versuchsreihen  eg^^  bis  «j, 
war  es  ganz  offen,  während  am  Anfang  des  Ansatzrohres  Kork- 
ringe eingesetzt  wurden  und  zwar  bei  e  g^  der  mit  der  kleinsten 
Eohrung.  Ke  Versuchsanordnung  war  also,  abgesehen  von 
dem  einen  verschlossenen  Ende  der  Röhren  völlig  die  gleiche, 
wie  bei  den  Versuchen  e^  bis  6j.  Bei  der  nächsten  Versuchs- 
reihe «94  War  sowohl  das  Seitenloch  als  auch  die  Mündung  des 
Ansatzrohres  ganz  geöffnet.  Bei  eg^  wurde  dann  das  Seiten- 
loch ein  wenig,  bei  eg^  stark  verkleinert.  Bei  der  letzten  Ver- 
suchsreihe 6  ^7  war  das  Seitenlocb  noch  kleiner,  so  daß  die 
Pfeife  nur  für  bestimmte  Längen  des  Resonanzrohres  ansprach. 
Man  näherte  sich  dem  Grenzfall,  wo  bei  ganz  geschlossener 
seitlicher  Öffnung  kein  Ton  entstehen  kann. 

Stellt  man  die  Beobachtungsreihen  graphisch  dar  Figg.  15 
bis  21,  so  ergeben  sich  ähiHiche  Kurven,  wie  für  die  Versuche, 
die  mit  offenen  Ansät zröhreit  ausgeführt  wurden:  Zuerst  sind 
die  Änderungen  der  Tonhöhe  gering  und  erfolgen  in  allmäh- 
lichen Übergängen.  Dann  treten  Tonsprünge  auf,  die  von  Reihe 
zu  Reihe  größer  werden,  und  schließlich  setzt  der  Ton  an  den 
Besonanzstellen  aus.  Innerhalb  der  einzelnen  Reiben  nimmt 
dabei  die  Rückwirkung  des  Resonators  mit  länger  werdenden 
Röhren  ab.  Doch  zeigt  sich  bei  allen  Versuchen  ein  wesent- 
licher Unterschied  gegen  früher:  -die  Resonanzstellen  liegen 
anders.     Tab.  6  gibt  ihre  Lage  an. 

Tabelle  6. 


Resonanzstelle 


^9t 

^9% 
^9* 


1 

2 

3 

4 

5 

;  17 

72 

127 

182 

238 

'   18 

72 

127 

182 

238 

19 

74 

129 

184 

240 

19 

74 

131 

186 

242 

19 

76 

132 

.    188 

.246 

294 
296 
296 
298 
303 
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Fig.  16. 


Fig.ai. 
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l^i  den  Versuchen  eg^  und  eg^  liegen  sie  fast  gleich» 
während  bei  den  folgenden,  vor  allem  bei  größeren  Lfingen 
eine  Verschiebung  nach  außen  stattfindet.  Wir  wollen  deshalb 
für  die  Versuche,  bei  denen  sich  die  Resouanzstellen  genau  fest- 
stellen lassen  (eg^hiseg^)  wieder  eine  Tabelle  aufetellen,  die  die 
Abstände,  üiren  wahrscheinlichsten  V7ert  und  den  Eigenton  p 
enthält. 
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ra belle  7. 

Abstand 

1-2 

2-3 [ 3-4 

4-5 

»-» 

1/2 

P 

'»,      1 

55 

-tß 

5fi    , 

66 

56 

564 

30» 

54 

55 

55 

66 

57 

55,4 

309 

55 

5fi 

55 

56 

55 

5«,a 

310 

hb 

57 

56 

66 

56 

56  J* 

306 

'?« 

5t> 

66 

67 

68 

56,4 

303 

Upr  Mittelwelt  der  Abstände  ist  also  bei  den  letzten 
Keihen,  wo  die  seitliche  Öffnung  des  Verteilungsrohres  teil- 
weise geschlossen  war  und  weniger  Luft  die  Pfeife  erregen  konnte, 
größer  und  damit  der  Eigenton  etwas  tiefer. 

Die  Berechnung  der  Koppeliingskoeffisienten  ergibt  für  die 

erste  Resonanzstelle    der  Versuche  e^j— ejf,   folgende  Werte: 

0,08;    0,15;    0,20;    0,21;    0,25. 

Für  6^1  ergibt  sich  der  Näberuhgswert  0,08. 

Auch  hier  hat  der  Koppelungskoeffizient  infolge  der  Versuchs- 

Anordnung  von  Reihe  zu  Reihe  zugenommen. 

Wie  schon  oben  erwähnt,  liegen  die  Besonanzstellen  bei 

gefleckten  Röhren  anders,  sie  sind  gegen  die  bei  offenen  Röhren 

nach  dem  Ffeifenkopf  zu  verschoben.    Entnimmt  man  aus  den 

Tab.  4  und  6  die   Größe   dieser  Verschiebang  d,    so  ergeben 

sich   als    Mittelwerte    der  einzelnen    Versnohsreihen   folgende 

Zahlen;  m    u   n     o 

Tabelle  8. 


d 

y 

i/4 

'9% 

27,4 

28,9 

27,7 

'9* 

29,0 

nf 

27,7 

28,8 

28,3 

27  Jl 

20,3 

28,8 

27,» 

*9t 

28.8 

28,3 

28,2 

Von  dieser  Größe  i  Ist  die  Korrektion  für  das  eine  offene 
Ende  —  gleich  0,5  cm  —  in  Abstug  au  bringen,  da  hei  den 
letzten  Versuchen  die  Eohren  auf  einer  Seite  gedieckt  waren. 
Die  konigiert^n  Werte  d'  stehen  in  Spalte  8.  Vergleicht  man 
sie  mit  den  aus  Tab.  7  entnonunenen  Angaben  für  X/^,  so 
findet  man  eine  gute  Übereinstimmung.  IHr.  Resimanzsieüfm 
gedeckter  ßöhren  liegen  aiso  gegen  die  offener  Röhren  um  ew§ 
ViertelwelUnlänge  des  Eigentonea  der  Zvngenpf«ife  mrschoben, 
genau  so  wie  es  der   Theorie  «nlsprichl. 
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Alle  7  Versuclie  wurden  auch  bei  Verlängerung  der  An- 
sät zröhren  ausgeführt.  Bei  e  g^  und  e  g^  ergab  sjch  kein  Unter- 
schied, dagegen  trat  bei  den  übrigen  wieder  das  Ziehen  des 
Tones  auf.  Die  Erscheinung  war  vollkommen  dieselbe  wie  bei 
offenen  Resonanzröhron. 

c)  Vergleich  mit  der  Theorie. 

Wir  wollen  nun  noch  die  Tonhöhe  der  Koppelungsschwin- 
gung  betrachten.  Auf  S.  258  ist  ein  Beispiel  für  p  =  812, 
T  =  0,18  und  die  Korrektion  füi-die  offenen  Enden  a+ ß 
=  6  cm  berechnet  worden.  Dies  entspricht  den  Verbältnissen 
der  ersten  Versuchsreihe  64,  aber  nur  an  der  ersten  Besonanz- 
stelle,  da  der  Koppeiungskoeffizient  für  die  folgenden  ab- 
nimmt. Wir  wollen  den  ersten  Teil  der  berechneten  Kurve  mit 
dem  entsprechenden  Teil  der  Beihe  «4  vergleichen;  vgl.  Tab.  9. 

Tabelle  9. 


l 

20 
25 
30 
35 
40 
45 

49 


Dabei  ergibt  sich  eine  hinreichende  Übereinstimmung  der 
berechneten  und  der  beobachteten  Schivingungszdhlen  mit  Aus- 
nahme der  höchsten  Töne,  für  die  die  beobachteten  Werte 
merklich  kleiner  sind  als  die  berechneten.  Es  scheint,  wie 
schon  oben  erwähnt,  als  ob  der  obere  Teil  der  Koppelungs- 
kurve nicht  voll  ausgebildet  ist,  zumal  da  auch  eine  genauere 
Berechnung  mit  Benutzung  quadratischer  Glieder  nicht  genügt, 
die  Differenz  zu  erklären.  Eine  Untersuchung  aller  Beob- 
achtungen ergibt,  daß  im  allgemeinen  die  Vertiefung  an  der 
Besonänzstelle  größer  ist  als  die  Erhöhung.  Eine  Gesetz- 
mäßigkeit läßt  sich  aber  weder  zwischen  noch  in  den  Beiben 
erkennen.  Es  finden  sich  sogar  Stellen  mit  größerer  Erhöhung. 
Vermutlich  spielt  dabei  die  Phase  zwischen  der  Schwingung 
der  Zunge  und  der  Schwingung  der  Luft  eine  Bolle.    Doch  sind 
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312 
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55 
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319 

309 

310 

60 
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317 

.308 

308 

65 

316 

314 

306 

306 

70 

315 

312 
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303 

75 

314 
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291 

323 
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für  eine  solche  Untersuchung  die  Beobachtungen  nicht  genau 
genug,  zumal  an  der  Resonanzstelle  die  Schwingungszahl  sich 
leicht  ändert  und  schwer  zu  bestimmen  ist. 

Es  bleibt  nun  noch  eine  Betrachtung  der  Tonhöhe  für 
kleine  Längen  des  Ansatzrohres,  etwa  von  0  bis  X/4.  Nach 
der  Theorie  muß  sich  die  Koppelungsschwingung  bei  Ent- 
fernung von  der  Besonanzstelle  dem  Eigenton  des  Systems  1 
nähern.  In  Wirklichkeit  trifft  dies  nur  bei  gedecktem  Ansatz- 
röhr  zu.  Bei  offenem  dagegen  geht  der  Ton  bei  abnehmender 
Köhrenlänge  durch  den  Eigenton  der  Zunge  hindurch  und  gibt 
bei  kurzem  Ansatzrohr  höhere  Töne  und  zwar  um  so  höher 
je  größer  die  Bohrung  des  Korkes  im  Ansatzrohr  wird.  Ist 
kein  Korkring  mehr  darin  und  das  Seitenloch  ganz  offen,  so 
gibt  die  Pfeife  den  höchsten  Ton.  Dieser  wird  wieder  tiefer, 
wenn  die  seitliche  Öffnung  geschlossen  wird.  Hieraus  und  aus 
der  Tatsache,  daß  bei  gedecktem  Eohr  die  Erscheinung  über- 
haupt nicht  auftritt,  ersieht  man,  daß  sie  vermutlich  auf  die 
größere  durch  die  Pfeife  strömende  Luftmenge  zurückzu- 
führen ist. 

Schließlich  ist  noch  einiges  'über  das  At^setzen  des  Tones 
zu  sagen,  das  trotz  konstanten  Anblasedruckes  und  gleicher 
Öffnung  hinter  der  Kanüle  bei  bestimmten  Längen  des  An- 
satzrbhres  auftritt.  Überblicken  wir  nochmals  die  Versuchs- 
reihen. Bei  e^  entsteht  der  Ton  für  jedes  beliebige  Resonanz- 
roHr,  bei  e^  verlischt  er  an  den  beiden  ersten,  bei  6g  an  allen 
Resonanzstellen.  Da  sich  die  Versuche  nur  durch  den.  Grad 
der  Koppelung  unterscheiden,  so  ergibt  sich,  daß  eine  engere 
Koppelung  das  Verlöschen  des  Tones  begünstigt.  Der  An- 
blasedruck ist  dabei  insofern  von  Einfluß,  als  er,  worauf  schon 
bei  den  Vorversuchen  hingewiesen  Wurdet  die  Tonbereiche 
vergrößert.  Z.  B.  entstand  bei  dem  Versuch  mit  Zunge  8 
zwischen  54  und  67  cm  kein  Ton.  Steigerte  man  aber  den 
Druck,  so  tönte  die  Pfeife  und  es  fand  ein  Tonsprung  statt. 
Viel  mehr  als  durch  Drucksteigerung  kann  man  die  Ton- 
bereiche durch  Ziehen  des  Tones  vergrößern;  doch  hierüber 
erst  später. 

Die  Erklärung  ist  etwa  folgender  Bei  dieser  Art  der  Er- 
zeugung ungedämpfter  Schwingungen  mit  Rückkoppelung  ist 
es  notwendig,  daß  das  System  wenig  gedämpft  ist,  da  die 
Möglichkeit  des  Entstehens  einer  Schwingung  von  der  Dämpfung 


274 


H.  Vogel 


abhängig  ist.  Nun  wird  durch  die  Koppelung  der,  wenig  ge- 
dämpften Zunge  mit  der  stark  gedämpften  Luftsäule  die  freie 
Koppe hmgsBchwingung  so  stark  gedämpft,  daß  unter  UmstAndeu 
keine  Anregung,  der  Schwingung  erfolgt.  Dies  gilt  besonders  für 
die  Umgebung  der  Resonanzstelle.  Denn  während  die  Dftmpfung 
der  Zunge  durch  die  Koppelung  bei  stärkerer  Yerstimmuiig 
gering  ist,  ninmit  sie  im  Besonanzfalle  plötzlich  stark  au.  Die 
Zungenpfeife  spricht  daher  nicht  an.  Je  enger  die  Koppelung, 
desto  breiter  wird  die  Stelle,  wo  die  Pfeife  nicht  tönt.  Doreh 
Steigerung  des  Anblasedruckes  wird  das  Entstehen  der  Schwin- 
gimg l)egnnstigt. 

EinfloB  der  Röhrenweit». 

Um  den  Einfluß  der  Röhrenweite  zu  untersuchen,  wurden 
auch  Versuche  mit  sehr  engen  Röhren  (d  =  6  mm)  und  sehr 
weiten  {d  =  44  mm)  angestellt.  Bei  sehr  engen  Röhren  ergibt 
die  graphische  Darstellung  (Fig.  22)  dieselbe  Art  der  Buek- 
wirkung  des  Resonanzrohres  auf  die  7iunge.  wie  sie  die  früheren 


140  cm 


Fig.  22. 


Beobachtungsreihen  mit  loser  Koppelung  zeigten.  Die  stirksten 
Änderungen  der  Tonhöhe,  die  schnell,  aber  noch  stetig  erfolgen, 
liegen  Ix^i  182,  88  und  48  cm.  Daraus  folgt  als  Eigenton  der 
Pfeife  885,5.  Es  ergeben  sich  für  die  Koppelungskoeffiisienten  die 
Werte :  0,05 ;  0,08 ;  0,02.  Es  sei  noch  darauf  hingewiesen,  daß 
auch  hier  lx»i  sehr. kurzem  Ansatzrohr  der  Ton  sehr  hoch  ist. 

Versuche  mit  weitest  Bohren  ergaben  ebenfalls  genau  die 
gleichen  Erscheinungen  wie  die  mit  engen  Röhren.  Nur  in  einer 
Beziehung  weichen  sie  von  den  iieobachtungen  mit  offenen 
engen  Röhren  ab:  das  ist  die  absolute  Lage  der  Besonan^seieUm, 
Früher  lagen  die  Resonanzstellen  aller  Beobachtüngsreihen  etwa 
bei  geraden  Vielfachen  der  Viert^lwellenlänge.  Bei  weiten 
Röhren  liegen  sie  ganz  anders.  Wir  wollen  ihre  Lagen  für  die 
erste  Stelle  jeder  Versuchsreihe  vergleichen ;  Tab.  10. 
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Tabelle  10. 

Reihe  tri  tu«,  t«,  fr«  ufg 

l  26  37  44  89  32~ 

Die  Kesonanzs teilen  verschieben  sich  mit  loser  werdender 
Koppelung  erst  nach  außen,  dann  nach  innen.  Da  sich  die 
Koppelung  stets  in  demselben  Siime  ändert,  so  muß  ein  anderer 
Grund  für  die  Verschiebung  der  Eesonanzstellen  \orhand6n  sein. 
Vergleicht  man  ihre  Lage  mit  den  Wellenlängen  des  zuge- 
hörigen Eigentones,  so  liegt  der  Tonsprung  in  Wi  etwa  bei  ein 
Viertel  der  Wellenlänge  {X/2  =  54  cm),  nähert  sich  aber  bei  w, 
schon  der  halben  Wellenlänge.  Tonsprünge,  die  bei  ungeraden 
Vielfachen  der  Viertelwellenlänge  erfolgen,  fanden  wir  schon 
bei  gedeckten  Ansatzröhren.  Daß  hier  dieselbe  Ursache  vor- 
liegt, 2seigt  folgende  Überlegung.  Der  Querschnitt  des  Ansatz- 
rohres beträgt  660  qmm,  der  der  Kanüle  104  qmm.  Nur  an 
dieser  kleinen  Fläche  hat  also  die  Luft  des  Ansatzrohres  Kom- 
munikation mit  der  äußeren  Luft.  Wir  müssen  das  Besonanz- 
rohr  bzw.  Verteilungsrohr  an  der  Stelle,  wo  es  an  die  Kanüle 
angesetzt  ist,  als  teilweise  gedeckt  ansehen.  Wird  aber  das 
Seitenloch  geöffnet,  so  findet  auch  durch  dieses  eine  Kom- 
munikation der  Luft  des  Ansatzrohres  mit  der  äußeren  statt. 
Das  Rohr  nähert  sich  einem  an  beiden  Enden  offenen  Bohr 
um  so  mehr,  je  größer  die  seitliche  Öffnung  wird.  Dadurch 
verschiebt  sich  die  Besonanzstelle  nach  außen  in  die  Nähe  der 
halben  Wellenlänge.  Sie  wandert  von  26  nach  87  und  44cm. 
Warum  rückt  sie  aber  bei  w^  und  w^  wieder  nach  innen?  Er- 
innern wir  uns,  daß  bei  diesen  Versuchen,  um  eine  losere  Kop- 
pelung herzustellen,  Korkringe  am  Anfang  des  Bohres  einge-' 
setzt  waren,  wodurch  sich  dieses  wieder  einem  gedeckten  Bohre 
näherte.  Die  Besonanzstelle  muß  also  nach  innen  wandern, 
um  so  mehr,  je  kleiner  die  Bohrung  im  Korkring  wird.  Durch 
weitere  Versuche  wurde  diese  Erklärung  bestätigt. 

Durch  diese  Experimente  klärt  sich  der  auffaUende  Wider- 
spruch in  den  Beobachtungen  von  Weber  und  Willis:  Weber 
fhidet  die  Tonsprünge  bei  Vielfachen  der  halben,  Willis  bei 
ungeraden  Vielfachen  der  Viertelwellenlänge.  Ein  eingehender 
Vergleich  der  Versuchsanordnung  ergibt,  daß  bei  beiden  die 
Windzuführung,  Befestigung  und  Lage  der  Zunge  einander 
▼ollkommen  entsprachen  und  nur  die  Böhrenweite  verschie^n 
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war.  Sie  beitrug  bei  Weber  9,8 — 12,4mm,  bei  Willis  S3mm. 
Die  von  mir  U^nutzten  engen  Eöhren  waren  11,5  mm  weit 
und  zeigten  Tonsprünge  bei  Vielfachen  der  halben  Wellenlänge 
wie  bei  Wober.  Die  weiten  Bohren  waren  29mm  weit  und 
zeigten  im  Falle  der  engsten  Koppelung  Tonsprünge  bei  un- 
geraden Vielfachen  der  Viertelwellenlange  wie  bei  Willis.  ISe 
engste  Koppelung  kommt  allein  zum  Vergleich  mit  Versacben 
früherer  Autoren  in  Betracht,  da  diese  seitliehe  Öffnungen 
hinter  der   Kanüle  nicht  lyenutzten. 


Versuche  mit  Bosonatoren. 
a)  Resonator  mit  veränderlicher  Öffnang. 

8tatt  der  bisher  benutzten  zyUndrischen  Röhren  soUt-en 
imn  kubische  Resonatoren  mit  der  Zungenpfeife  gekoppelt 
werden.  Dazu  wurde  eine  Kugel  aus  Zinkblech  (B  =  40^6  mm) 
benutzt  mit  einer  Öffnung,  die  durch  eine  Irisblende  beliebig 
verändert  werden  konnte,  so  daß  der  Eigenton  des  Resonators 
in  ziemlich  weiten  Grenzen  variabel  war.  Dieser  Resonator 
wurde  mit  seiner  Öffnung  der  Kanüle  des  Pfeifenkopfes  in 
1  mm  Abstand  gegenüber  gestellt.  Die  Zungenpfeife  wurde 
wieder  mit  dem  konstanten  Druck  von  140  mm  angeblasen 
und  ihre  Tonhöhe  für  verschiedene  Öffnungen  der  Irisblende 
(Durchmesser  d  in  mm)  bestimmt. 

ßei  der  graphischen  Darstellung  hatten  wir  bisher  auf  der 
Abszissenachse  die  zunehmenden  Längen  der  Ansatzröhien 
aufgetragen,  was  einer  Vertiefung  des  Tones  entspricht.  Analog 
müssen  wir  nun  die  abnehmenden  Durchmesser  der  Irisblende 

auftragen.  Wir  erhalten 
(f,  in  Fig.  28)  bei  tiefer 
werdendem  Resonator  ein 
Sinken  der  Tonhöbe  bis 
zu  einem  Minimum,  dann 
einen  raschen  Ansti^  bis 
über  den  Anfangswert  hin- 
aus und  schließlich  wieder  eine  langsame  Abnahme  der  Tobb^. 
Die  Kurve  ist  etwa  dieselbe  wie  bei  zylindrischen  Röhren  im  BUb 
loser  Koppelung.  Bei  Vergrößerung  des  Abstandes  swiseben 
Resonator  und  Pfeifenkopf  wurde  die  Änderung  der  Tbnhöhe 
noch  geringer.  Wurden  dagegen  Resonator  und  Pfeifenkepf 
einander  mehr  gen&hert,  so  wurde  der  Austritt  der  Luft  ans 
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der   lüinüle  gebindert.     Daher  war  es  mit  dieser  ADordnung 
Eiicbt  möglich,  den  Fall  enger  Koppelung  zu  unteraucben. 

b)  Resoaator  mit  v  er  Baderlichem  Volumen. 
Deshalb  wurden  für  die  weiteren  Versuche  Besonatoren 
mit  konstanter  Öffnung  benutzt,  wobei  die  Tonhöhe  durch 
Änderung  des  Volumens  geändert  wurde.  Dabei  mußte  natür- 
lich auf  die  KugeUotm  des  Besonators  verzichtet  werden. 
Die  Form  des  Hohlraumes  ist  aber,  wie  Sondhauss  nachge- 
wiesen hat,  nicht  wesentlich  für  die  Tonhöhe. 

Eine  ChemikaUenf lasche,  die  etwa  90  mm  iuDere  Weite 
hatte,  wurde  durch  eine  dicke  Metallplatte  luftdicht  ver- 
schlossen. Im  Deckel  befanden  sich  2  runde  Öffnungen:  die 
eine  war  160  qmm,  die  andere  118  qmm  groß.  Auf  den  Rand 
der  letzten  wurde  ein  kurzes  Messingrohr 
gelötet,  um  damit  den  Resobator  an  den 
Pfeifenkopf  fügen  zu  können.     Zur  Äu- 
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detung  des  Volumens  wurde  durch  den  Deckel  Inftdicbt  ein 
Ifeherrohr  mit  Hahn  geführt,  durch  das  Wasser  ein-  and  aua- 
fließen  konnte ;  Fig.  24. 

Zur  Darstellung  des  Ergebnisses  (Fig.  26)  müssen  auf  der 
Absziasenachse  zunehhiende  Volumina  des  BeBonators  auf- 
getragen werden.  Der  Verlauf  der  Birscheinung  ist  wieder  det 
gleiche:  Mit  tiefer  werdendem  Eigenton  des  Resonators  wird 
der  Ton  rasch  tiefer,  um  an  der  Besonanzstelle  plötzlich  in  einen 
hohen  Ton  umzuschlagen,  der  daim  seinerseits  allm&hlich  tiefer 
wird.  Eine  genaue  Durchrechnung  ist  hier  nicht  möglich, 
«eil  man  die  Eigentöne  der  Einzelsysteme  nicht  bestimmen 
kann.  Eine  angenäherte  Berechnung  ergibt,  ala  I^ppelaogs- 
fcoeffizienten  0,13. 
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Die  Versuche  r^  (mit  loser  Koppelung)  Fig.  28  und  r,  (uiit 
fester  Koppelung)  Fig.  25  zeigen,  daß  bei  Verwendung  hubiBAer 
Resonatoren  dieselben  Erscheinungen  auftreten,  ujie  He  hei  zylin- 
drischen Röhren  beobachtet  wurden. 

T)a  bei  den  kubischen  Resonatoren  die  von  Weber  ver- 
mutete Ursache  des  Tonumschlagens  —  hober  Ton:  offene 
Pfeife,  tiefer  Ton:  gedeckte  Pfeife  —  fortf&Ut,  so  be^weist  dies 
am  besten  die  Unrichtigkeit  der  Weberschen  Theorie  und  die 
Richtigkeit  der  Koppehingst heorie. 

Das  Ziehen  des  Tone«. 

Schon  mehrfach  wurde  in  den  vorhergehenden  Kapiteln 
darauf  hingewiesen,  daß  bei  Verlängerung  der  Ansatsrohren 
das  Umschlagen  des  Tones  nicht  an  derselben  Stelle  wie  bei 
Verkürzung  erfolgt,  sondern  später.  Auf  diese  merkwäidige 
Erscheinung,  die  als  „Ziehen  des  Tones"  bezeichnet  worden 
war,  soll  wegen  ihrer  Analogie^  zu  elektrischen  Erscheinxmgen 
kurz  eingegangen  werden. 

Es  sei  bei  Verkürzung  der  Ansatzröhren  ein  Sprung  vom 
hohen  zum  tiefen  Tone  bei  der  Länge  l  beobachtet  worden. 
Verlängerte  man  nun  die  Röhre  allmählich  und  hielt  dabei 
den  Druck  des  erregenden  Luftstromes  mögUchst  konstant,  so 
schlug  der  tiefe  Ton  nicht  bei  der  Länge  l  in  den  vorher  beob- 
achteten Ton  um,  sondern  er  blieb  über  l  hinaus  bestehen 
und  wurde  dabei  noch  tiefer.  Erst  dann  erfolgte  das  Um- 
schlagen nach  oben  auf  die  Tonhöhe,  die  vorher  bei  dieser 
Röhrenlänge  beobachtet  worden  war.  Die  so  erzeugten  Töne 
waren  leise  und  schwankten  in  der  Tonstärke.  Sie  schienen 
sogar  auszusetzen.  Auch  erfolgte  der  Tonsprung  nicht  inuner 
an  genau  derselben  Stelle.  Seine  Lage  war  stark»  abhängig 
vom  Luftdruck  und  von  der  Schnelligkeit,  mit  der  man  die 
Röhren  verlängerte.  Bei  den  Versuchsreihen  mit  loser  Kop- 
pelung, wo  der  Übergang  zwischen  den  höchsten  und  tiefsten 
Tönen  allmählich  erfolgte,  war  ein  Ziehen  des  Tones  nicht 
zu  beobachten.  An  Resonanzstellen,  wo  der  Ton  aussetste, 
äußerte  sich  die  Erscheinung  darin,  daß  der  Ton,  der  bei  Ver- 
kürzung der  Röhren  bei  der  Länge  l  eingesetzt  hatte,  bei 
Verlängerung  erst  bei  einer  größeren  Länge  verstummte. 

Wir  wollen  in  Tab.  11  die  Beträge  zusammenstellen,  um 
die  sich  der  Ton  in  den  Versuchsreihen  «j  bis  e«  ziehen  ließ. 
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Tabelle  11 


1.  Hesonanzst^lle 

2. 

3. 


4. 
6. 
6. 


Mittelwert  z 


«8 

3 

4 
3 
4 
6 
6 

4,3 


'L  ± 


7 
8 
12 
10 
10 
13 

10 


12,8 


r?5C 


12 

8 

12 

18 

11 

29 

15 

29 

15 

23 

13 

— — 

21,4cm 


Da  der  Touspruiig  nicht  immer  an  derselben  Stelle  erfolgte, 
so  zeigen  die  Beträge  des  Ziehens  ein  unregelmäßiges  Bild. 
An  den  Mittelwerten  der  einzelnen  Versuchsreihen  erkennt 
man  aber  deutlich,  daß  das  Ziehen  von  e^  bis  e«,  d.  h.  mit  enger 
werdender  Koppelung  zunimmt,  vgl.  die  Figg.  26 — 29. 
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Fig.  26. 
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Fig.  29. 
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Dieselbe    Berechnung  ergibt   für  die   Beobachtungen  luil 
engen  gedeckten  Röhren: 

Tabelle  12. 

Reihe        ejj        eg^        eg^        tg^  * . 
~     V  5,8  "     9,8  9,2         19,8     ' 

luil  weiten  Röhren: 

Tabelle  18. 

Reibe  m^^  tr«  tr,  tCt 

*  6^5  13         Jfi  i4~ 

Auch  hier  nvmmi  das  Ziehen  mü  enger  werdender  Koppe- 
lung zu.  Die  Erklärung  des  Vorganges  ist  etwa  folgende:  Die 
wirklich  vorhandene  Schwingung  unterdrückt  völlig  die  andere. 
Sie  ist  stabil  und  dauert  auch  noch  an,  wenn  eigentlich  die 
andere  —  beim  Einsetzen  als  freie  Schwingung  —  vorherrscbend 
wäre.  Dieser  Zustand  ist  natürlich  labil.  Wenn  die  Änderong 
der  Röhrenlänge  nicht  sehr  langsam  erfolgt  oder  wenn  Schwan- 
kungen des  Luftdruckes  auftreten,  schlägt  der  Ton  sofort  um. 
Es  ist  auch  leicht  einzusehen,  daß  das  Ziehen  mit  engßr  werden- 
der Koppelung  zunimmt.  Bei  enger  Koppelung  sind  die  Ton- 
sprünge sehr  groß,  die  Dämpfimgen  in  der  Nähe  der  Beeonani 
annähernd  gleich.  Es  bedarf  starker  Verstimmung,  bis  ein  hin- 
reichender Unterschied  der  Dämpfungen  der  beiden  JCoppelungs- 
schwingungen  vorhanden  ist,  so  daß  ein  Tonsprung  erfolgen 
kann. 

Zo—mmanfMiiung.   • 

W.  Weber  erklärt  das  Verhalten  einer  Zungenpfeife  beim 
Ansetzen  zylindrischer  Bohren,  insbesondere  das  ümspringeu 
de^  Tones  bei  bestimmten  Böhrenlängen  durch  die  Annahme, 
daß  die  Zungenpfeife  sich  bei  dem  hohen  Ton  wie  eine  offene, 
bei  dem  tiefen  Ton  wie  eine  gedeckte  Pfeife  verhalten  soll. 
Diese  Theorie  genügt  nicht  zur  Erklärung  aller  von  Weber 
selbst  beobachteten  Erscheinungen  und  steht  in  Widersprach 
zu  den  eingehenden  Untersuchungen  von  Willis. 

In  der  vorstehenden  Arbeit  ist  der  Versuch  gemacht  worden, 
die  Zungenpfeife  als  gekoppeltes  System  von  Zunge  einerseits 
und  Bohre  andererseits  aufzufassen  und  die  Gesetze  der  Koppe- 
lungsschwingungen darauf  anzuwenden  unter  der  Annahme, 
daß   von  den   beiden  freien   Koppelungsschwingungen  in  der 
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Eegel  die  weniger  gedämpfte  die  „tonangebende**  ist.  Indem 
der  die  Schwingungen  unterhaltende  Luftstrom  durch  die 
Zunge  reguliert  wird,  entsteht  so  eine  erzwungene  Schwingung 
in  der  Periode  der  weniger  gedämpften  der  beiden  Koppelungs- 
schwingungen. In  der  Umgebung  der  Resonanz  von  Zunge 
und  Röhre,  wo  die  Dämpfungen  der  beiden  Koppelungsschwin- 
gungen merklich  gleicli  sind,  müssen  bei  enger  Koppelung 
labile  Zustände  bezüglich  der  Tonhöhe  auftreten.  Die  Theorie 
forderjb  daher  folgenden  Verlauf  der  Erscheinung:  Ist  die  Röhie 
etwas  zu  hoch  gestimmt,  so  wird  der  Ton  der  Zunge  und  damit 
der  der  Pfeife  vertieft.  Beim  Überschreiten  der  Resonanz  erfolgt 
eine  mehr  oder  weniger  plötzliche  Erhöhung  des  Tones,  der 
sich  bei  weiterer  Verlängerung  des  Rohres  dann  wieder  ver- 
tieft. Die  Größe  der  Tonänderung  und  die  Plötzlichkeit  des 
Tonsprunges  hängen  von  der  mehr  oder  weniger  engen  Koppe- 
lung zwischen  Zunge  und  Rohr  ab.  Bei  noch  weiterer  Ver- 
längerung der  Jlöhren  muß  eine  entsprechende  Änderung  der 
Tonhöhe  an  der  Resonanzstelle  -zwischen  Zunge  und  erstem 
Oberton  der  Röhre  auftreten,  und  die  Erscheinung  sich  dann 
für  jeden  weiteren  Oberton  im  Abstände  von  A/2  wiederholen. 

Eiingehende  Versuche  ergaben,  daß  die  Tonhöhenänderung 
•der  Znngßnpfeife  genau  der  Theorie  entspricht.  Es  gelang, 
durch  einen  Kunstgriff  die  Koppelung  zwischen  Rohr  und  Zunge 
willkürlich  zu  ändern,  indem  an  dem  Pfeifenkopf  neben  der  Öff- 
nung zu  der  Röhre  noch  eine  zweite  frei  in  die  Luft  mündende 
Öffnung  angebracht  wurde.  Je  größer  diese  Öffnung  im  Ver- 
hältnis zu  der  Röhrenöffnung  gemacht  wurde,  um  so  loser  war 
die  Koppelung  und  um  so  kleiner  und  weniger  steil  der  Tonsprang. 

Außer  mit  offenen  Röhren  wurden  auch  Versuche  mit 
gedeckten  Röhren  angestellt:  Die  Erscheinungen  waren  die 
gleichen,  nur  waren,  wie  zu  erwarten,  die  Jlesonanzstellen  um 
Jl/4  verschoben.  Durch  Versuche  mit  sehr  weiten  und  sehr 
engen  Röhren  wurden  auch  die  scheinbaren  Widersprüche 
zwischen  den  Elrgebnissen  von  Weber  und  Willis  aufgeklärt. 
Schließlich  wurden  auch  an  Kugelresonatoren  die  gleichen  Ton« 
höhenänderungen  beobachtet. 

Das  häufig  auftretende  völlige  Aussetzen  des  Tones  an 
der  Resonanzstelle  erklärt  sich  daraus,  daß  bei  Resonanz  die 
Dämpfung  der  Koppelungsschwingong  so  hoch  wird,  daß  die 
Entstehun^^  des  Tones  an  der  Resonanzstelle  verhindert  wird. 

AanaleB  4w  PIqrilk.    IT.  fM#«.    «.  19 
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l>ei  loserer  Koppelung  spricht  die  Pfeife  unter  sonst  gleichen 
Umständen  wieder  an.  Die  einmal  vorhandene  Schwingung 
hat  eine  gewisse  StabiUtät;  dadurch  gelingt  es  bei  langsamer 
A'erlängerung  des  Bohres,  den  vorhandenen  tiefen  Ton  ein  ge- 
wisses Stück  über  die  Besonanzstelle  hinaus  zu  ,,8ieben*S  tia 
dann  plötzlich  der  Ton  in  den  höheren  umspringt.  Bbenso 
umgekehrt  bei  Verkürzung  des  Bohres:  Der  hohe  Ton  läßt 
sich  über  die  Besonanzstelle  hin  wegziehen.  Dieses  Ziehen  ist 
um  so  mehr  ausgebildet,  je  enger  die  Koppelung  ist.    . 

Die  vorliegenden  Untersuchungen  wurden  im  Physikalischen 
Institut  der  Univeristät  Jena  ausgeführt.  Es*  ist  mir  eine  an- 
genehme Pflicht,  meinem  hochgeschätzten  Lehrer  Hrn.  Prof. 
I>r.  M.  Wien  für  die  Anregung  zu  dieser  Arbeit  und  das 
dauernde  fördernde  Interesse  daran  meinen  herzlichen  Dank 
auszusprechen. 

Jena ,  Physikalisches  Institut  der  Universität,  Oktober  1919, 


(Eingegangen  28.  Oktober  1919.) 
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4.  Beiträge  zur  Ken/Mnis  von  Farbe  und 

Polari8aU&n  des  Himmelslichiesf 

van  A.  Oockel, 

1.  Die  Polarisation  in  Farben« 

Messungen  der  atmosphärischen  Polarisation  für  einzekie 
Farben  und  besonders  für  eng  begrenzte  Spektralbezirke 
liegen  bis  jetzt  nur  in  sehr  beschränktem  Maße  vor.  Die  meisten 
sind  mit  dem  Cornuschen  Polarimeter  unter  Yorschaltung 
von  farbigen  Gläeern  ausgeführt  worden.  Auch  meine  eigenen 
hier  zu  besprechenden  Messungen  sind  in  dieser  Weise  vor« 
genommen  worden,  jedoch  unter  Benutzung  des  dem  Cornu- 
schen ähnlichen  Martenschen  Polarimeters  und  Ersatz  der 
farbigen  Gläser  durch  Wrat  ton -Gelatinfilter,  die  nur  eng 
begrenzte  Spektralbezirke  durchlassen,  nämlich 

a  ^  dunkelrot,  durc^hlassend  X  695—682 

ß  =-rot  „  668-648 

y  -orange,  „  688-610 

d-gelb,  '„  607—582 

e  =■-  grün,  K.  561—520 

Tj  =-  blau,  „  516—467 

e  =  violett,  '„  470—482 

a  und  S  sind  recht  dunkel  und  die  unter  VorseluiHuiig 
dieser  Filter  ausgeführten  Messungen  erreichen  nicht  die  Ge* 
nauigkeit  der  anderen.  Die  Filter  wurden  zwigchen  Okular 
und  Auge  angebracht.  Es  wäre  vielleicht  bequemer  gewesen, 
die  Filter*  vor  die  dem  Himmel  zugewandte  Öffnung  des  In- 
strumentes zu  setzen,  es  zeigte  sich  aber,  daß  einige  der  Filter 
trotz  ihrer  geringen  Schicht  dicke  das  HimmekUcht  nicht  un- 
beträchtlich de  polarisierten. 

Nach  einem  von  dieser  Messungsart  abweichenden  Ver- 
fahren arbeitet4-n  Nichols*)  und  Domo.*)     tSe  setzten  vor 

1)  L.  NichoU,  Phyt.  IWv.  U    8.497.  19M. 

2)  C.  Domo,  Verdff.  de«  FrenB.  Meteor.  Intiit.  Nr.  303. 
AoBzag  Meteor.  Zt.  U.  8.  109.  I9I9. 
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PoIoriBationBel'Ciie  denselben  alihi 

der  1  l'is  2  Stiuiili'ii  in  Anspruch  i 
gps;inili>ii  Si>fklrnnis  Uilräclillich 
es  iiiiiideHteiiH  /imi  IVil  diT  Nicii 
siiißchrciljcii  zu  dürfen,   diiH  die 
denen  anderer  Forst-her  mo  wpKenl 

Das  von  Nicholsiind  Domo 
trennten  Messung  der  lieideii  senl 
8ehwingung8koniponent«n  bietet  ge 
CornuBchen  bzw.  Murtenscben  I 
durch  die  Kenntitie  der  HeUigkeit 
die  Erklärung  der  Elrncbeinung  erle 
die  schwache   Polarisation  in  der 
werden   kann.     AndererBeits  aber 
Btellen  lassen,  daß  eine  Größe  im  all) 
werden  kann,  wenn  sie  direkt  gei 
Quotient    zweier   anderer   notwendi 
trftchtlichen  Meseungsfehlern  liehaft*" 

Diese  ErwÄgung  schien  mir  auf 
sung  der  farbigen  Polarisation,  weil 
in  den  einzelnen  Farben  ankommt, 
weil  diese  Unterschiede  relativ  klein 
messen  werden  müBsen.  Ich  sucht« 
fahren  der  beiden  genannten  Forsc 
reichen,  daß  ich  im   a— -''^'   " 
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Möglichkeit  übrigens  srhoii  Denibor^)  aufiuorkHUin  Koinm^lH 
hat  — ,  an  der  Sc'hwierigkeit,  dag  vorgew»tj5ti»  Ni( ol  ho  kii  wui- 
trieren,  daß  seine  Drehachse  streng  mit  der  Aehw*  den  ßpali* 
rohres  zusammenfiel.  Die  beiden  Bc^hwingungHkiiniiJorufnien 
erschienen  infolgedessen  auch  dann  nicht  gleu^h  hell,  wenn 
man  unpolarisiertes  Licht  auf  das  Nicol  falk*n  lii'li.  Ann  den 
oben  dargelegten  Erwägungen  versdcbteti«  ir;h  darauf,  eine 
{)räzi8ere  Vorrichtung  anfertigen  zu  lasm-n'.  Da  die  Polari* 
sation  stets  kleinen  Schwankungen  unterworfen  ifii,  mf  wurile 
die  Messung  in  der  Weise  ausgeführt,  daä  zwimdien  jif  zwei 
Messungen  in  Weiß  2  bis  8  Messungen  in  Fart/en  Aunff/tdühti 
wurden.  Diese  letzteren  wurden  dann  mit  dem  arilbtfMfti«etiefi 
Mittel  der  beiden  Messungen  in  Weiß  verglii^fM^n,  wol^ei  dum^n 
=  100  gegeizt  wurde.  Natürlich  wurde  dafür  gesorgt,  daß 
während  der  ganzen  Messunjpnreihe,  die  etwa  eiiM*  balt^  Hiiiiidi.' 
in  Anaproeh  nahm,  der  anvisierte  Punkt  stet«  il<fn  gewüturbUfri 
Atstand  von  der  Sonne  in  Azauui  und  Hdtie  \jhi\4fbusli.  Am 
l^equematen  war  die  Messung  am  Himmelapol,  da  d#»r  A\miMui 
der  Sonne  von  diesem  Punkte  ak  im  linufe  eines  Ta|(es  uu* 
verindertttb  angesehen  werden  kirtaä4r,  es  \frBtii'AtUf  darin 
währeod  der  MeMangjm-ihe  imr  die  Khmi^tbiUti  auf  dMf  $ttii 
dem  Laufe  der  Sonne  %u:h  iridemde  PoUnaiitir/Miet>ri^  wi^b 
korrigiert  zu  werden.  Außer  an  dem  if^fMatuU$i  fut$h$i'  ^ufi^ 
beobaebtet  im  iffmW'%%^>Tii)ud  ond  zwar  h%  d#-f  Ke|^l  IN(K  %#/f» 
der  Sonne,  in  dem  ztitu  SonneDvettikal  Wffükrefrbt^i  Veftikal 
in  TerK-bie^k-u^  H6hen  und  auf  Paraflelkneis^ri»  tmt  YiffUM^^ 
abo  in  ^rvrWß^  Hohe  um  dMer,  al>r  m  w^hmlnd^fUfAtMimmd 
von  ihr.  Xalv-r  ab  4S^  hfmrtU:  nieht  »n  die  ifa«Rie  t0frM9i||^i|ß^»|f^ 
wt  nk«.  wi^il  izi  gr^Ser^-r  5ifae  die  VffUrmdim^fWtftU  ^Um  m 
klfBi  md.  d^C  die  f  ist^nehieife  in  4^«  ^^mMrl»^  Kart>«ty  MwrfcA 
mehr  mit  <^r  ivrTji^fi^«#i(ii*  $M^berheil  Im^hü^fll  wetd^«  h/ttm^tf», 

ein    ljliiiy.tw.4  ab  4^  »wuKlib««   Fwt>«  M  <fcflMr»M»  w»f. 
aarioB  ist   1^   vw^   Asvf  tmumibi  tA^^^tfUt^  i^m^i  mk 

I    V,  fem  V    t^  ^^  «M««,.  ^#  4#r  Wnia^a^»  M^  t.  MV 
1^17. 
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auch  l)ei  teilweiso  l^owölkteni  Himmel  maß.    Die  Anwesenheit 
von  Teilchen,  die  zwar  n(K»h  klein  gegenüber  dem  langwelligen 
Ijicht.  aber  schon  groß  gegonül^er  der  Wellenlänge  der  blaaen 
Strahlen  sind,  scheint  mir  daher  nicht   die   Ursache   des   von 
anderen   l)eobachteten   tjberwiegens  der  Polarisation  im  Blau 
zu  sein.    Daß  in  der  Nähe  der  Sonne,  wie  Domo  beobachtete, 
die   Polarisation  iin  Rot  überwiegt,  erklärt  sich  nach  meiner 
Ansicht  leicht  (buch  den  Umstand,  daß  die  sonnennahen  Teile 
des  Himmels    nach    der  Rayleighschen    Theorie    direkt   nur 
wenig   blaues   Licht   zurücksenden   können,  daß  das  aus  der 
Sonnemiähe   kommende   blaue   Licht  also   vorwiegend  sjlches 
ist,  das  von  einer  anderen  Himmelstelle  dahin  reflektiert  wurde 
und  daher  infolge  der  erfahrenen  zweimaligen  Reflexion  negativ 
polarisiert  ist,  also  die  positive  Polarisation  des  aus  def  Nähe 
der  Sonne  stammenden  Lichtes  herabsetsst. 

Wenn  in  der  Nähe  der  Sonne  Mie  positive 'Polarisation  im 
Rot  überwiegt,  so  müssen  auch  die  neutralen  Pimkte  im  Rot 
der  Somie  näher  liegen  alsjm  i^au.  Für  den  Aragoschen  Punkt 
hat  dieses  Jensen  sowohl  als  Dember  auch  gefunden;  für  den 
schwerer  zu  l)eobachtenden  Babinet sehen  Punkt  scheinen 
keine  Reobacditungen  vorzuliegen;  für  den  unterhalb  der  Sonne 
liegenden  Brewsterschen  kam  dagegen  Dember  auf  Tene- 
riffa zu  dem  entgegengesetzten  Resultat. 

Zur    Erklärung    dieser    Erscheinung    weist    der   genannte 
Forscher  darauf  hin,  daß  das  sekundär  zerstreute,  also  negativ 
polarisierte   Licht   in   den  unteren   Atmosphärenschichten  im 
Blau  stärker  ausgelöscht   wird  als  im   Rot.      Die  sekundäre 
Polarisation  ist  unterhalb  der  Sonne  also  in  dem  Grebiet  der 
langwelligen  Strahlen  größer  als  in  dem  der  kurzwelligen,  und 
der  neutrale  Punkt  wird  damit  im  Rot  weiter  von  der  Somie 
weggeschoben  als  im  Blau.     Es  scheint  mir  noch  ein  anderer 
Umstand  mitzuwirken.     Weiter  unterhalb  der  Sonne,  im  Ge- 
biet der  positiven  Polarisation,  enthielt,  worauf  schon  der  merk- 
würdige Umstand  des  Vorhandenseins  zweier  neutraler  Punkte 
hinweist,  das  Himmelslicht  offenbar  sehr  \Tel  neutrales,  vom 
Meer  her  reflektiertes  Ijicht.     In  diesem  vom  Horizont  her- 
stammendem Lichte  muß  natürlich  wegen  der  stärkeren  Aus- 
löschung  der  kurzwelligen  Strahlen  das  Rot  erst  recht  über- 
wiegen.   Es  ist  also  im  Gebiet  der  positiven  Polarisation  dem 
Rot   mehr  neutrales  Licht  beigemengt   als   dem    kurzwelligen 
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Licht,  und  auch  aus  diesem  Grunde  muß  der  neutrale  Punkt 
im  Hau  der  Sonne  näher  liegen  als  im  Bot. 

Mit  dem  verschiedenen  Verhalten  der  neutralen  Punkte 
olier-  und  unterhalb  der  Sonne  bzw.  ihres  Gegenpunktes  stehen 
auch  die  Resultate  meiner  spektralphotometrischen  Messungen 
in  guter  X)bereinstimmung.  Geht  man  von  der  Sonne  bzw. 
ihrem  Gregenpunkt  nach  dem  Zenit  zu,  so  nimmt  die  Hellig- 
keit ständig  ab  und  der  relative  Gehalt  an  blauem  Licht  zu. 
Geht  man  dagegen  von  der  Sonne  nach  dem  Horizont  zu,  so 
nimmt  auch  zunächst  die  Helligkeit  ab  und  die  Blaufärbung 
zu,  aber  nur  bis  zu  einer  von  der  Sonnenhöhe  abhängigen  Ent- 
fernung, dann  nimmt,  wenn  man  sich  weiter  dem  Horizonte 
nähert,  die  HeUigkeit  Mvieder  zu  und  die    Blaufärbung  ab. 

Die  von  Dem  her  gegebene  Erklärung  des  Heranröckens 
der  neutralen  Punkte  im  Blau  an  die  Sonne  läßt  sich  daher 
auf  die  oberhalb  der  Sonne  bzw.  ihres  (iegenpunktes  liegenden 
neutralen  Punkte  nicht  anwenden. 

In  einer  Atmosphäre,  in  der  alle  Teilchen  klein  sind  gegen- 
über der  Wellenlänge  des  lichtes,  müßte  die  Polarisation  auch 
in  größerer  Entfernung  von  der  Soime  für  alle  Wellenlängen 
die  gleiche  sein.  Tatsächlich  habe  ich  dieses  Verhalten  auch 
z.  B.  in  der  reinen  Atmosphäre  der  nur  mit  wenigen  mensch- 
lichen Wohnungen  bevölkerten  Göscheneralp  (1760  m)  an  dem 
dunkelblauen  wolkenlosen  Himmel  in  84®  Abstand  von  der 
Sonne  an  einem  Septemliertage  beobachtet.  Aber  auch  in 
Preiburg  waren  öfters  die  Unterschiede  der  Polarisationen  in 
den  einzelnen  Farben  geringer  als  die  unvermeidlichen  Beob- 
achtungsfehler, die  bei  hohen  Polarisationswerten  auf  etwa 
2  Proz.  der  beobachteten  Größen,  bei  niederen  aber  relativ 
höher  veranschlagt  werden  müssen.  Auch  Jensen  fand  bei 
den  wenigen  Messungen,  die  er  unter  Vorschaltung  farbiger 
Gläser  anstellte,  keinen  Unterschied  zwischen  der  Einstellung 
im  Bot  und  im  Grün,  und  auch  Hurion  konnte  nur  geringe 
Differenzen  feststellen,  die  in  der  Mehrzahl  der  Fälle,  wie  es 
auch  bei  meinen  Beobachtungen  der  Fall  war,  dahin  gingen, 
daß  die  Polarisation  im  Blau  etwas  größer  war  als  die  im  Bot. 
Nun  ist  allerdings  zu  beachten,  daß  die  von  den  beiden  For- 
sefaem  angewandten  Gläser  viel  weniger  monochromatisch 
waren  als  die   von  mir  angewandten  Wratton-Pilter.     Gornu 
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fand  bei  Vorschaliung  eines  kobaltblauen  Glases  höhere  Wert« 
der  Polarisation  als  bei  Vorschaltung  eines  roten  Glases. 

Bei  Ausschaltung  der  Tage  mit  dunstigem  Wetter  oder 
Ijeginnender  Bewölkung  fand  ich  in  Freiburg  folgende  Mittel- 
werte: 

Filter   0  (weiß)      a(roi)       ß      y      b      e       ti     6  (violett) 
100  96         %    97    98    98    101  102 

Auf  der  Göscheneralp  erhielt  ich  im  Mittel  der  über  drei 
vollkommen  klare  Tage  sich  erstreckenden  Beobachtungen: 

Kiter   0  (weiß)      a  (rot)       ß      y      d      s      t^     S  (\4olett) 
100  97        100  100    98  100   100  102 

Abgesehen  von  einigen  noch  besonders  zu  besprechenden 
Fällen  sank  auch  in  I*Veiburg  der  Anteil  der  Polarisation  im 
Hot  nicht  unter  95  Proz.  und  stieg  der  im  Violett  nicht 
über  106. 

Pernter  fand  in  Wien  an  dem  von  ihm  als  erträglich  blau 
l)ezeiGhneten  Himmel  im  Mittel,  wobei  ich  eine  Messung  an  einem 
49®  von  der  Sonne  ehtfemten  Pimkt  unberücksichtigt  ließ, 

Weiß  Rot  Grün  Blau     * 

100  90  106  100 

und  bei  stark  weißlichem  Himmel: 

Weiß  Rot  Grün  Blau 

100  111  99  90 

Die  Unterschiede  in  den  einzelnen  Farben  sind  also  an 
dem  offenbar  immer  stark  schmutzigen  Himmel  der  Großstadt 
im  Mittel  beträchtlich  größer  als  in  Freiburg. 

Domo  in  Daves,  der  unter  Vorschaltung  farbiger  Gläser 
die  Polarisation  in  Rot  und  Grün,  und  zeitweise  auch  in  Blau 
maß,  hat  in  größerer  Entfernung  von  der  Sonne  ähnliche 
Werte  erhalten  wie  ich. 

Einen  Einfluß  der  Himmelsstelle,  abgesehen  von  dem  be- 
reits erwähnten  der  Sonnenentfemung  oder  der  Jahres-  und 
Tageszeiten  auf  die  Unterschiede  der  Polarisation  in  den  ein- 
zelnen Farben  festzustellen,  war  mir  bei  der  Kleinheit  dieser 
Unterschiede  nicht  möglich,  währendes  nach  den  von  Dorno^) 
mitgeteilten  Zahlen  scheint,  als  ob  diese  Unterschiede  in  Fori- 

I)  C.  Domo,  Ä.  a.  O.,  Tab.  35. 
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zontnähe  iu  der  Begel  gröiJer  seien  als  in  größeren  Proben. 
Deutlich  ergibt  sich  dagegen,  wie  schon  aus  dem  bis  jetzt  Ge- 
sagten her\orgeht,  aus  meinen  Beobachtungen  der  Einfluß  der 
Lufttrtibung.  ]>er  größte  Unterschied  zwischen  Polarisation 
in  Violett  und  Bot  wurde  erhalten,  wenn  dichter  Dunst  die 
Gegend  bedeckt«,  oder  in  der  kalten  Jahreszeit  unmittelbar 
nach  dem  Auflösen  des  Yormittagsnebels. 

So  wurde  z.  B.  am  22.  XI.  1918  Nachmittags  8»«  bei 
dichter  Dunstschicht  am  Horizont  beobachtet 

Füter     a        ß        y        6        e        fi        9 
87      91       89      97     115    116    184, 

in  einer  leichten  Dunstschicht  und  wie  eben  in  einer  Höhe  von 
10«  und  90«  vom  Sonnenvertikal  am  6.  VIII.  1919 

Filter     a        y        c        ö 

90      92      94     118. 

Daß  eine  Trübung  in  der  Atmosphäre  die  Unterschiede  in 
der  farbigen  Polarisation  erhöht,  steht  in  gutem  Einklang  mit 
den  Ergebnissen  der  LaLoratoriumsversuche. 

V.  Hauer^)  fand,  daß  Zusatz  von  Stärkekömehen  (Korn- 
durchmesser  8 — 40 /i)  zu  seiner  Mastixlösung  erstens  die 
Polarisation  herabsetzte  und  zweitens  ihr  Maximum  in  das 
Blau  verschob.  Ähnlich  wirkten  Kreidezusatz  und  ebenso 
durch  einen  kräftigen  Luftstrom  erzeugte  Luftbläseben.*) 

In  einer  schwach  getrübten  Atmosphäre  muß  das  Über- 
wiegen der  Polarisation  in  Blau  gegenüber  der  in  Bot  noch 
schärfer  ausgeprägt  sein,  als  in  einer  mit  einfarbigem  Licht 
beleuchteten  trüben  Lösung;  denn  es  kommt  hinzu,  daß  das 
blaue  Licht  erst  durch  die  notwendig  mit  Polarisation  ver- 
bundene Zerstreuung  an  kleinsten  Teilchen  entsteht,  während 
in  dem  an  gröberen  Teilchen  diffus  reflektierten  und  daher 
nicht  polarisierten  licht  Rot  überwiegt.  In  diesem  Punkte 
stimme  ich  mit  Nichols  tiberein,  der  auch  darauf  hinweist, 
daß  die  größten  Teilchen  unpolarisiertes  (vielleicht  besser  ge- 
sagt schwach  polarisiertes)  Licht  reflektieren,  dessen  Intensität 
gegenüber  dem  an  sehr  kleinen  Teilchen  reflektierten  im  Bot 

1)  F.  T.  Hauer,  Ann.  d.  Phys.  67.  8.  146.  1918. 

2)  Die  das  Maximum  in  das  Blau  und  nicht,  wie  et  ». ».  O., 
S.  155,  unterste  Zeile  infolge  eines  Dmokfehlers  heißt,  in' das  Rot 
verschieben» 
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größer  ist  als  im  Blau.  Pas  an  weißlichem  Himmel  beobachtete 
Maximum  der  Polarisation  im  Rot  erklärt  Pernter  —  und 
Nichols  schließt  sich  ihm  an  —  durch  die  Anwesenheit  von' 
IVilchen,  deren  Durchmesser  groß  gegenüber  der  Wellenlänge 
des  kurzwelligen  aber  nicht  mehr  gegenüber  der  des  roten 
Jjichtes  ist.  Diese  Auffassung  scheint  mir  aus  verschiedenen 
(irimden  unhaltbar.  Erstens  sind  die  Durchmesser  der  in  der 
Atmo8i)häre  in  Betracht  konnnenden  Teilchen,  nämlich  der 
ersten  Kondensationsprodukte,  groß  auch  gegenüber  der  Wellen- 
länge des  roten  Lichtes  (vgl.  die  Zusammenstellung  in  dem 
Ijehrbuch  von  v.  Hann,  wo  als  kleinste  Durchmesser  6/i, 
von  den  meisten  j^eobaclitern  weit  größere  angegeben  sind), 
zweitens  gilt  das  Ba>  leighsche  -Gesetz  doch  nur  für  Teilchen, 
die  klein  gegenül)er  der  Wellenlänge  des  Lichtes  und  nicht 
für  solche,  deren  Durchmesser  schon  von  der  Größenordnung 
dieser  Wellenlänge  sind;  an  solchen  findet,  wie  Untersuchungen 
von  H.  Wyrsch  in  meinem  Lalx)ratorium  beweisen,  die  Re- 
flexion  nach  den  gewöhnlichen  Gesetzen  statt.  Nichols  will 
die  Pernt ersehe  Erklärung  auch  auf  das  von  ihm  gefundene 
Maximum  der  Polarisation  im  Grün  anwenden,  dagegen  hat 
schon  v.  Hauer  (a.a.  0.)  eingewendet,  daß  die  Wellenlängen  des 
grünen  und  blauen  Lichtes  gar  nicht  so  sehr  verschieden  sind. 
Ich  vermute,  daß  das  von  Nichols  gefundene  Maximum  im  Grün, 
von  anderen  möglichen  F(»hler quellen  abgesehen,  ihm  nur  da- 
durch vorgetäuscht  wurde,  daß  sich  die  Polarisation  während 
der  langen  Dauer  seiner  Messung  erheblich  änderte.  Pernter 
hat  auch  in  90®  Entfernung  ^on  der  Somie  im  Sonnenvertikal 
wiederholt  das  Maximum  der  Polarisation  im  Eot  beobachtet. 
Die  Reihe,  welche  die  extremsten  Werte  lieferte,  ist  folgende: 

weiß  rot  grün  blau 

[100  132  108  75 

Ich  selbst  habe  ein  Maximum  der  Polarisation  im  Rot  nur 
dreimal  und  zwar  jedesmal  bei  stark  dunstigem  Wetter  an 
einem  schmutzig  blauen,  sich  1 — 2  Stunden  nach  der  Beob- 
achtung teilweise  mit  Cu  oder  Ci  Ijedeckendem  Himmel  beob- 
achtet. An  einem  solchen  Himmel  findet  aber  überhaupt  keine 
Diffraktion  nach  Eayleigh  statt.  Was  von  blauem  Licht 
hier  reflektiert  wird,  stammt  vorwiegend  von  anderen  Himmels- 
stellen  und  ist  daher  durch  sekundäre  Zerstreuung  de  polarisiert. 
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Auch  wird  von  diesem  Licht,  dag  auch  von  einer  weit  über 
der  Dunstsehicht  liegenden  Eimmekstelle  herrühren  kann,  auf 
seinem  Weg  durch  die  Atmosphäre  mehr  blaues  als  rotes  Ijicht 
al)8orbiert,  so  daß  sieh  dem  in  der  Dunstschicht  reflektierten, 
schwach  {X)lariRiert>en  Licht  mehr  polarisiertes  rotes  als  blaues 
hinzuaddiert. 

Ähnliche  Verhältnisse  wie  hier  in  der  Atmosphäre  müssen 
auch  bei  den  Versuchen  jBocks^)  im  Dampfstrahl  vorgelegen 
haben,  weil  das  rote  licht  polarisiert,  das  blaue  aber  un- 
polarisiert  gefunden  wurde.  Teilchen  von  0,9 fi  Durchmesser 
müssen,  wie  Pernter  schon  hervorgehoben  hat,  nach  den 
gewöhnlichen  (besetzen  reflektieren.  Die  starke  Polarisation 
hat  offenbar  nicht  an  den  Wassertröpfchen,  sondern  an  den 
Dampfmolekülen  stattgefunden.  Das  polarisierte  blaue  Licht, 
das  am  stärksten  zerstreut  wird,  wird  offenV>ar,  wie  es  auch  in 
den  von  v.  Hauer  untersuchten  stark  konzentrierten  Mastix- 
lÖBungen  der  Fall  war,  durch  die  sekundäre  Zerstreuung  stärker 
de  polarisiert  als  das  rote.  Immerhin  scheinen  mir  einige  der 
Bockseben  Resultate  noch  einer  Aufklärung  durch  weitere 
Versuche  bediJirftig,  die  eine  reinlichere  Scheidung  der  einzelnen 
hier  im  Spiele  befindlichen  Faktoren  ermöglichen. 

Hecht  gut  mit  meinen  Resultaten  stimmen  die  Pilt- 
schikoffs')  überein.  Auch  er  fand  bei  Vorsehaltung  von 
Rubin-  und  i\oV>altgläsern  vor  das  Cornuscbe  Polarimeter, 
an  dem  90®  von  der  Sonne  im  Sonnen  vertikal  gelegenen  Punkte^ 
den  größeren  Wert  der  Polarisation  im  Blau  und  zwar  ist  die 
gefundene  Differenz  um  so  größer,  je  kleiner  die  PolariBation, 
d.h.  je  trülier  die  Atmosphäre  ist. 

Ob  tiei  der  Mannigfaltigkeit  der  \m  der  Erklärung  der 
Erscheinung  in  Betracht  zu  ziehenden  Faktoren  Unter- 
suchungen üljer  die  Tnterschiede  der  Polarisation  in  den  ein- 
aselnen  Werten  zurzeit  der  hohe  Wert  zukommt,  den  Jensen 
ihnen  beilegen  will,  scheint  mir  zweifelhaft.  Auf  jeden  Fall 
sollten  solclie  l'ntersuehnngen  mit  Messungen  der  Helligkeit 
der  einzelnen  Farlien '  verbunden  sein.  Über  die  Resultate 
meiner  eigenen  einschlägigen  spektralfdiotometriscben  Mes 
siingen  gedenke  ich  in  einem  folgenden  Aufsatz  zu  berichten. 


1)   A.  Bock,  Wied.  Ann.  M.  8.974.  1890. 

2)  X.  Piltischikoff,  Cfimp«.  mid.  11«.  S.  IMUK.  4892. 
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Z  UBammenÜMSunff . 

1.  In  einer  reinen  Atmosphäre  sind  die  Ijiterschiede  der 
Polarisation  in  den  einzebien  Farben  kleiner  als  die  Beob- 
acbtiingsfehler. 

2.  Mit  zunehmender  Trü[)ung  wächst^ die  Polarisation  in 
kurzwelligem  Licht  gegenülier  der  in  langwelligem.  Das 
Maximum  liegt  im  Violett,  das  Minimum  im  Bot. 

8.  An  Himmelsst>ellen,  an  denen  durch  Diffraktion  kein 
oder  wenig  Blau  entstehen  kami,  also  in  der  Nähe  der  Sonne 
und  in  einer  Dunstsc hiüht,  überwiegt  die  Polarisation  im  laug- 
welligen Teil  des  Si)ektrunrs. 

Frei  bürg,  Schweiz.     November  1919, 

(EiDge^ngen  18.  November  1919.) 


V      l>ruok  Toa  Metamer  A  Wit%  io  Leifwif. 
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1.  EirAe^iung,  l^ie  vorliegeiidou  Untersuchungen  wurden 
noch  vor  dem  Kriege  durchgeführt,  Ende  1914  aber  infolge 
Eintritts  ins  Heer  abgebrochen.  Sie  wurden  begonnen  in  der 
Al>8icht,  elektrische  Schwingungen  von  sehr  kleiner  Wellen- 
länge, zwischen  4  mm  und  0,8  mm,  zu  erzeugen  und  die 
Dispersion  des  Wassers  und  Äthylalkohols  in  diesem  Gebiete 
zu  untersuchen.  0,3  mm  war  die  obere  Grenze  des  von 
Eubens^)  erforschten  ultraroten  Spektrums,  4  mm  die  untere 
Grenze  der  Lampaschen  Messungen*),  der  kürzesten  damals 
l)ekannt<?n  elektrischen  Wellen.  Auch  Lebe  de  w*)  berichtet 
über  Erzeugung  kleiner  Wellen  von  6  mm  Länge,  hat  al)er 
Wasser  und  Alkohol  nicht  untersucht.  Nach  Angabe  Lieb- 
reichs*)  hat  0.  von  Baeyer  Wellen  von  2  mm  Länge  her- 
gestellt. Außer  dieser  Ik^merkung  war  aber  in  der  Literatur 
nichts  hierüber  zu  finden. 

Das  Brechungs Verhältnis  des  Wassers  war  im  Rubens- 
selien  Gebiet-e  noch  nicht  viel  größer  als  im  sichtbaren  Spek- 

1)  H.  Rubens   und    O.  von  Baeyer,    Sitzungsber.   d.   preuß. 
Akademie.  1911.  S.  339  u.  666. 

2)  Anton  Lampa,  Wiener  Ber.  105.  S.  587  u.  1040.  1896. 

3)  Peter  Lebedew,  Wied.  Ann.  66.  S.  1.  1896. 

4)  Erik  Liebreich.  Jahrb.  d.  Rad.  u.  Elektr.  12.  S.  206.  1915. 

Annalon  dar  Phjilk.    IV.  Fol««.    62.  80 
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tniiii.  Laiupa  fand  Wort^  in  der  Nähe  der  Wurzel  aus  der 
Ui<*U«ktiizitatskonstttnle.  JVr  goBuchte  Absorptionsstreifen  des 
Wjissors  ini  (ie biete  kurzer  t»lektri«elier  Wellen  war  also  zu- 
iiät;list  /wischen  ;.  ~  4  mm  und  l  -—  0,3  mm  zu  ervmrten. 
Si»ättr  ist  noch  eine  ArU^t  von  Eckert^)  erKchienen,  der  die 
|)isi>*rsioii  v(»n  Wass(»r  und  Alkoholen  für  die  Wellenlängen 
BS.  57.  H7  und  17,5  nim  luiterHUehte.  Kr  fand  in  der  Rich- 
tung von  großen  m\v\\  kleinen  Welhn  für  Wasser  zunehmende 
AI  Sorption  und  ahnehnu^ndes  l^rt^lumgäverhältnijis  und  nimmt 
an 2),  daß  sieh  in  d«'r  Nähe  seiner  kleinsten  Welle  ein  Absorp- 
tidUHst reifen  l»efindel  nnd  jenseits  davon  das  Brec hu nga Ver- 
hältnis wieder  ansteigt    zu   den  holien  Lam paschen   Werten. 

Sehon  die  ersten  Versuche,  unter  Anlehnung  an  Lebedew*) 
und  Jjani]>a  mit  so  kleinen  Wellen  zu  nrlx^iten,  zeigten,  daß 
dits  erhebliehe  tSchwierigKeiten  bietet.  Mit  al)nehmender  (iröße 
der  ÜMuler  nimmt  (he  Stärke  der  erzeugten  äehwiugungeii 
rasch  ab.  Ferner  sind  sehr  kleine  Sender  schwer  herzustellen 
und  nutzen  sicli  rasch  ab.  Auch  die  Notwendigkeit,  sie  sni 
ehiem  gn»LH»ii  Teile  ihrer  J^änge  in  ein  l)ielektrikuni  als  Träger 
i»inzulM.'tten,  ist  der  Rrreiohung  kh^iner  Wellenlängen  hinder- 
lich. Wird  dieses  zu  dünn  gewählt,  so  wird  es  oft  glatt 
(hirchschlagen.  Dazu  kam.  daß  die  ersten,  nach  Lehedevs 
AngalK'u  berge 'Stellten  Si'iider  nicht  die  von  diesem  gefundenf 
kleine  Welleii länge  ergaln*!!.  soliden i  eine  erheblich  größere. 
dir  IxMtKbneten  (vgl.  S.  301)   Grundsdnvinguug  entsprechende. 

Ks  wurde  daher  allnu'ihlich  zu  innner  größeren  Wellenlängen 
ül Hergegangen,  um  so  mehr,  als  das  Ri'scheinen  der  erwähnten 
l'iC  kertsch(»n  Arl^üt  auf  die  Wahrschenilichkeit  eines  Ab- 
s(uptioJisstreifens  zwischen  4  und  37  nun  Wellenlänge  hin- 
deut<*te.  So  ist  das  bisher  ^orliegt»Jlde  Ergebnis  im  wesent- 
lichen eine  InttTsuchung  der  Dispersion  von  Wasser  und 
Äthylalkohol  für  Wellen  von  7  bis  35  nun  Ijänge  geworden. 
Zwischen  diesen  (h'enzen  wurden  so  viele  Wcdlenlängeii  unter- 
sucht, daß  ein  vorhandener  Absorptionsstreifen  nicht  mehr 
entgehen  konnte,    j^'i  dem  alhnäbliche]!  Ülx*rgang  zu  größeren 

1)  Ki-itz  FJckert.  Über  anomale  Dinpersion  im  Gebiete  kurzer 
eJektriHolior  Wellen.  Berliner  Dinsortation  1913.  Die  Arbeit  enthält 
auch  einNL'hlügi^e  Litrrat urangaben. 

2)  F'ritz  Kikert,  a.a.O.  S.  27. 
:i)   Prter  Lebedew,  a.a.O. 
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Wellen  wurde  die  optische  Einrichtung,  die  für  sehr  kleine 
Wellenlängen  gebaut  war  und  daher  auch  nur  kleine  Spiegel 
und  Gefäße  für  Absorption  und  Reflexion  und  klt-ine  Ent- 
fernungC'n  zwischen  den  einzelnen  Apparaten  vorgetiehen  hatte, 
beibehalten.  Es  ist  daher  beabsichtigt;  die  Versuche  noch 
eiiunal  mit  einer,  den  größeren  Wellen  mehr  angemessenen 
Anordnung  zu  wiederholen. 

Da  OS  Wenig  aiibsicht.svoll  erschien,  die  Erzejigung  noch 
kleinerer  Wellen  auf  die  Verwendung  der  Grundschwinginig 
kleiner  S(.^nder  aufzubaut-n,  uuißten  andere  Wege  dafür  ge- 
sucht Werden.  Eine  Anzahl  von  Interferenzkurven,  die  zur 
Bestinunung  der  Wellenlänge  dienten,  zeigten  übergelagerte 
Schwingungen  bis  herab  zu  einigen  Zehntel  Millimetern.  In 
einigen  Fällen  konnten  die  größeren  von  ihnen  auch  schon 
isoliert  werden.  Aber  die  Energie  war  so  gering,  daß  mit 
den  vorhandenen  Mitteln  an  zuverlässige  Difljx^rsionsmessungen 
nicht  gedacht  werden  konnte. 

Daher  wurde  zwecks  Herstellung  eines  empfindlicheren 
Meßgeräts  ein  Galvanonn^ter  Paschenscher  Konstruktion  von 
höchster  Empfindlichkeit  in  Auftrag  gegelen.  Dieses  ist  in- 
folge Ausbruchs  des  Krieges  nicht  fertig  geworden  und  harrt 
auch  heute  noch  der  Vollendung.  Deshalb  sollen  die  bisher 
vorliegenden  Ergebnisse  trotz  der  ihnen  noch  anhaftenden 
l  'nvoUkonmienheiten  veröffentlicht  werden,  unter  Vorl)ehalt 
späterer  Naehpriifung  und  weiterer  Ausarlx*itung. 

2.  Verstichsatiordnung.  Es  wurde  mit  Luftwellen  die 
Dispersion  von  destilliertem  Wasser  und  wasserfreiem  Äthyl- 
alkohol untersucht,  und  zwar  einerseits  aus  der  an  den 
FlüssigkeitsoU-rflächen  reflektierten  Menge,  andererseits  aus 
der  Ablenkung  durch  Piisnien,  unter  Herücksichtigung  der 
Absorption.  Din  Sender  waren  horizontal  gelagert,  die  Sender- 
einrichtung wurde  fest  aufgestellt.  Die  übrigen  Apparate 
(außer  den  Flüssigk^itsträgern)  >mrden  auf  »»iner  aus  einem 
hochkant  gestellten  (ilasstreifen  liestehenden  optischen  Hank 
angebracht,  die  an  einem  Teilkreis  mit  horizontaler  Achse 
befestigt  war.  Daher  war  die  Hchwingungsrichtung  der  Wellen 
stets  senkiecht  zur  Einfallsebene. 

3.  Sendereinrichtung.  Die  Sender  l)estanden  aus  je  zwei 
PlatinstälK-hen,  die,  wi(^  l^i  Lebedew^).  in  Glasröhrchen  ein- 

I)   Peter  Lebedew,  a.  a.  O.  S.  2. 

20* 


Vf.  Möbius. 
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gcschmolzoii  waren.  Dag  eine  der  beiden  Böhrcbon  war  sweeks 
gtaiaueror  Justierung  mit  Siegella<^k  in  zwei  Hartgunimibacken 
U'festigt.  Beide  Stä^when  waren  in  einem  Vulkanfiberbloek 
festgeschraubt  (Fig.  1,  vgl.  »nch  Fig.  6,  S.  308).    Dieser  war  in 

der  Ijängsric-htung  geschlitzt,  und 
die  beiden  Hälften  konnten  zwecks 
Regulierung  des  wirksamen  Fun- 
kens niikronietrisch  gegeneinander 
verstellt  werden.  In  einem  DurcL- 
bruch  des  HlcK^kes  saß  hinter  den 
freien  Enden  der  Glasröhrchen  ein 
Puraljelspiegel.    T>er  Block  wurde 
in  (»inen  Trog  getaucht,   der  auf 
der  Vorderseite  durch  eine   ülim- 
mernienibran  verschlossen  und  niil 
Petroleum  gefüllt  war.    Außer  der 
Ijängr  und  Dicke  der  Platinst&b- 
chen  wurde  zwecks  Bc^rechnung  der 
Wellenlänge  auch    die   Dicke  der 
Einschmelzstelle    iTestinnnt .      I  He 
Stromzuführiing    geschah    lieider- 
seits  dun-h  Luftfunken  von  1  Ihs 
2  irnn  liänge.     Als  Stromerzeuger  diente  ein  mit  6  Volt    lie- 
triebenes  Induktorium  fitr  4  cni  l^\inkenlänge  unt^r  Vorschal- 
tnng  einer   kleinen  Ijeidener  Flusche  und  eines  Wasserwider- 
standes. 

Zur  FernhahiUig  der  Indukioriunisschwingungen  vom 
Empfänger  wurde  die  ganze»  Sendereinrichtung  samt  den 
Akkumulatoren  in  einen  Mc^lallkasten  eingeschlossen,  dessen 
Deckel  mit  QuecksillK^r  al)gedicbt^t  war.  Es  war  nämlich 
festgestellt  worden,  daß  die»  störenden  Wellen  selbst  durch 
ebie  schmale  Spalte  am  Dec^kel  oder  sogar  entlang  der  Zu- 
leitung des  61eichstrom(>s  l)ei  IVnutziing  einer  Institutsbatterie 
lie rausgelangen  konnten.  Eine  Öffnung  von  8x3  cm  gestattete 
dr^n  Austritt  der  zu  untersuclu^ndcni  Wellen.  Von  den  störenden 
großen  Wellen  ließ  sie  nur  wenig  durch  und  dieser  Rest 
konnt'C  noch  durch  ein  Gitter  aus  Kupferdrähten  von  4  mm 
Maschenweite  abgeschirmt  werden.  Wellen  \'on  etwa  12  mm 
Wellenlänge  wurden  von  dem  Gitter  nur  wenig  geschwächt. 
Ein  Gitter  von  2  mm  Maschenweite  hingc*gen  ließ  auch   von 


Sendertrflger  Vi  natürl.  Gr. 
Fig.  l. 
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diesen  nicht  mehr  nel  durch.    Es  wurde  daher  bei  den  nieisten 
Messungen  das  4  mm-Gitt^r  vorgeschaltet. 

Die  Platinstäbc^hen  der  Sender  nutzten  sich  stark  ah, 
bis  zu  einigen  Zehntel  Millimetern  bei  einer  vollständigen 
Messungsreiho  (Absorption,  Beflexion,  Brechung,  Wellenlänge). 
Dadurch  vergrößerte  sich  die  Lauge  des  Hauptfunkens  von 
einer  Messung  zur  anderen.  Die  gelieferte  Energie  nahm  aber 
mit  von  Null  an  zunehmender  iHinkenlänge  rasch  zu  bis  auf 
einen  Höchstwert,  dann  wieder  ab,  erst  stärker,  dann  schwächer. 
Daher  wurde  j(>de  Messungsreihe  (z.  B.  eine  Reflexion)  mit 
einer  Funkenlänge  begonnen,  die  nach  Ül)erschreitung  des 
Höchstwertes  nur  etwa  drei  Viertel  der  uiaximalen  Energie 
lieferte.  Sie  betrug  schätzungsweise  0,02  mm.  Außc»rdem 
wurde  inuner  nach  einigen  Messungen  die  Ansgangslage,  z.  B. 
Abstand  Null  der  Boltzmannschen  Spiegel  bei  der  Wellen- 
längenmessung, wiederhergestellt,  aus  diesen  Bezugspunkten 
eine  Kurve  gezeichnet  und  jede  Messung  auf  diese  Kurve 
bezogen.  We  Anwendung  der  ßezugskurven  ist  aus  S.  809ff . 
zu  ersehen.  Wenn  gelegentlich  die  Platinstäbchen  der  Sender 
so  weit  abgenutzt  waren,  daß  die  Planflächen  an  den  Enden 
ansgefressen  waren  und  kein  kleiner  Funke  mehr  zustande 
kam,  wurden  die  Fläc^hen  wieder  plan  geschliffen.  Dadurch 
wurde  natürlich  die  Wellenlänge  im  Verlaufe  einer  voll- 
ständigen MessungHreib(^  um  einige  Prozente  kleiner. 

4.  Empfängereinrichtung,  Um  nicht  fi\r  Jede  gewünschte 
WeUenlänge  einen  neuen  Empfänger  bauen  zu  müssen  -  -  was 
erheblich  schwieriger  war  als  der  Bau  neuer  Sender  —  und 
dot^h  die  Wellenlänge  wenigstens  annäherungsweise  voraus- 
Ix^stimmen  zu  können,  wurde  mit  sehr  langem  und  stark  ge- 
dämpftem Empfänger  gearleitet,  wie  dies  schon  von  anderer 
S^^ite  nu^hrfach  geschehen  ist.^)  '  Dadurch  verringert  sich 
allerdings  die  im  Empfänger  auftretende  Energie.  Aber  für 
großen»  Wellen,  wie  sie  hier  verwendet  wurden,  reicht  sie 
auch  so  noch  aus  und  für  kleinere  würde  der  Bau  resonierender 
Empfänger   immer  schwieriger   Werden.    Außerdem   hat   man 

l)    Karl  F.  Lindraan,  Ann.  d.  Phys.  88.  S.  523.  1912,  -  W.  L. 
Severinghaus  und  W.  S.  NeJms,  Phye.  Rev.  (11)  1.  S.411  u.  429. 
1913.    -^    James  E.  IveA,    Phys.    Rev.   80.    S.  199.    1910  und   81. 
8.  185.  1910  arbeiteten  ebenfalls  mit  nicht  reflooierendem  Empfänger. 
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noch  (l(^n  Vorteil,  loichl  OU-rschwingiuigoii  des  ScMiders  zu  be- 
kommoii,  wap  im  Woilcrc  Ycrkloinoning  der  Wellenlänge  von 
großer   [^>doutung  wr-rdcii  dürfte»  (vgl.  S.  805). 

Hei  den  in  Tab.  4  (S.  316)  eingetragenen  Messungen 
Wurden  zMv't'i  Knipninger  Nvrwt^ndet,  ein  linearer  von  14  nun 
Ijängj»    und    0.^^  mm    Dicki-    (Fig.  2)    und    ein    kreisförmiger, 


3 


Linoar^^r  Einpfftnger,  Bfadie  natürl.  Gr. 

Fig.  2. 

hinten  oft'uiu»r.  von  170  nun  Länge  (Kreisdnrohuiesser  54  mm) 
und  0,5  mm  Dic^ke.  zu  den  \\)r versuchen  auch  Empfänger 
von  4,6  und  9  mm  Längt».  In  dvr  augegelx^nen  Ijäuge  ist  der 
Baum  für  chis  Thfrmoolemcnt ,  flwa  0,3  mm,  mit  einlx^griffen. 
üei  dt-m  Iin(;arfji  Ständer  U^sliind  die  eine  Hälfte  aus  Platin 
mit  T«dlurku|)|X',  die  aiidcn»  aus  cint^m  elK*nso  dieken  Wollaston- 
dralil.  drr  vorn  das  Plathidriihtchen  von  0,0075  mm  Dicke 
und  otwa  0,5  nun  Länge  ir(»ilicl5.^)  Dieses  war  mittt>ls  Funkens 
ani  Tellur  fcstj^^escliweißl.  liei  dem  kreisförmigen  Euipf&nger 
waren  Platin-  und  Wollastoiulralitslück  an  Kupferdrfthtx^n 
festgelötet.  Der  lineare  Km])fänger  U^fand  sich  in  der  Brenn- 
linie t^ines  PamU'lspiegels  von  1,4  mm  BremiWeite.  22  mm 
Länge  und  14  mm  Öffnung,  der  zum  Schutze  gegen  Luft- 
strömungen (hirc.li  eine  (Hinjmermemliran  verschlossen  war. 
Ein  el)ensül(!her  Spiegel  In-fand  sich  an  dem  kreisförmigen 
Empfänger  in  der  ><ähe  des  Thermoelemont^'S.  Im  Vakuum 
zeigten  die  Mm]>fänger  keine  erhöhte  Empfindliclikeit.  Ihre 
Widerstände  lagen  zwischen  250  und  400  D.  I>a  die  Platin- 
drähtchen  sich  Ix'i  der  geringsten  Erschütterung  lösten,  mußten 
sie  oft  n(>u  geschweißt  Werden. 

An  Galvanom(»tern  wurden  Ix^nutzt  ein  Drehspulinstrument 
von    Siemens  &  Ihilske   mit    40  Q  Spulenwiderstand   von  der 

1)  Ähnlich  L.  W.  Austin,   Physik.  Zeitschr.  12.  S.  1226.    1911. 
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Emirfindlichkeit  lxlO-*Amp/mm  bei  6  in  Skalenalatand,  fin 
Galvanometer  nach  Ptischotii)  ^^f)  ]20  ß  Spulen  widerstand 
(hintereinander)  von  der  Kmpfindlichkeit  axlO"'"  Amp/mm 
bei  2  m  Skalenalistand  und  8  Sek.  ganzer  Sc-hwingringsdani^r 
und  ein  Panzergalvunonietor  nach  du  Roin  und  Kuhena  mit 
1100  fl  Spulenwiderstand  (parallel)  von  der  Knipfindlichkt-it 
0,2  xIO-"  Amp/mni  bei  3  m  Skaienabetand  und  10  Sek. 
ganzer  SohwingungHdaiier.  Die  in  Tab.  4  (S.  316)  enthaltenen 
Meaaungen  sind  fast  sämtlich  mit  dem  Pnschengalvanoirieter 
anagefiihrt.  Ik'i  dem  I>relispulinstriiment  kount^-n  bei  sehr 
kleinen  Auhmli lügen  noeh  halbe  Zt-hnt^l  Millinieler  aligelesen 
■werden. 

Anlier  dem  Thiriitoelement  wurde  auch  der  Koliärer  ein- 
gebend geprüft.     Kt  zeigte  sich  aber  nicht  ünverlässig  genug. 

6.  Wellenlät^«.  Die  Messung  der  Wellenlänge  geschah 
teils  mit  Holtzmannachen  Spiegeln"),  zwei  gegeneinander 
mikrometrisch  verstellbaren 
polierten  Mesaingphilteii  von 
je  48  x55  nun  Fläclie,  an  denen 
dio  Wellen  rollckti^Tl  wurden, 
teils  mit  einem  Inlerfero- 
nic^ter  aus  zwei  gcgeiieiuiinder 
niikrometriüch  verschiebbaren 
QiiarzplattenvonSTmmDuroh- 
niesser  und  3,äinm Dicke,  ähn- 
lich dem  von  Rubenn  und 
HollnageP)lienutzten.l)iefleH 
war  besonder«  für  die  kleineren 
Wellen  gedacht. 

Die  mit  den  Interferenz-  __  _ 
appavaUn  aufgenonmienen  "  *  s  rz  k  io  iit  23  st  3i 
Kurven  zeigten  zum  Teil  den  Wellenlftugenkorveii  a,  b  und  o  m 
glatten  X'erlanf  einer  gedänipf-  Sender  Hr.  l  (7gl.  8  30i  u.  308),  d  m 
f      £,  ,     ■  /iv     oi     !?■       Sender  Nr.  2   vg .  S.  808),  Tab«  e  4 

tenSchwmgung  (Fig.  3).   hin-  i.BU. 

Keine    Kurven  halten  /lacken,    aredniierteaalTkoometeruiMchllgs. 
die      auf      das      Vorhanden-  Pig,  s. 

1)  DieseH    wurde   mir   vom   Theoret  lach -Physikalischen   Institut 
der  Universität  Leipzig  gütigst  zur  Hitbeoutsung  UberlanRen, 

2)  L.  BoItEmann.  Wied.  Ann.  40.  S.  399.  1890. 

3)  H.  Kubeni  und  H.  Hollnagel.  Berl.  Ber.  19)0.  S.  S6. 
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6k\n  zweier  Schwingungen  von  verschiedener  Wellenlfisge 
d<'ntoten.  Andere  zeigten  übergelagerte  Wellenziige  von  viel 
kleinerer  Wellenlänge,  als  eft  der  Grandschwingung  des  Senden 
entBpreehen  würde  (Figg.  4  u.  5),  und  endlich  gab  es  einige 
Kurven,  bei  denen  ein«  sokhe  kleine  Welle  nahem  rein  ent- 
wickelt war  (Fig.  5.  Kurven  d 
und  /).    IJei  de»  längeren   Sen- 


Spiegftrers^ietiung Kurve  a,. 


ipitgtitenthitt 


ObergelacertkteineWcllen(Tgl.S.S03,    ÜbergelagerlB  kleine  Wellen,  nen- 

m  a  uDdb  anch  3.  :j03,    in  c,  d,  e   lieh  rein  (vgl.  S.  SOS,   zn  Knrre  i 

Mch  S.  SOS,  lu  e  Kuch  S.  803).        und/  knch  S.  310,  au  a  Bneh  8.30», 

n  GalTanoDieteTROBBcfalag  in  mm,      la  b  kaoh  S.  805..  in  d  Aneh  S.  30T, 

o'  reduzierte  OklTanometet-  n  f  auch  S.  307,  in  e  Bncfa  S.  3DT, 

anBBchligo.  zn  g  ancb  S.  319). 

a  OalvuiometersuaKhlag  in  mm, 
''B-  *■  a'rediuierteOalTknometenitUBChlig«. 

Fig.  5. 
dern  traten  diu  kleiuon  Wellen 

weniger  hervor,  da  ihr  Energiuauleil  prozentii;ch  sehr  klein 
■war.  Daher  wurden  diese  Wellenlängenkurven  auch  nicht  mit 
BO  kleinen  Intervallen  aufgenoumien  wie  bei  den  Sendern, 
hei  welchen  ausdrücklich  auf  die  Feststellung  der  kleinen 
Wellen  hingearbeitet  wurde. 

Aus  allen  Kurven,  außer  denen  der  letzten  Art,  könnt« 
ntan  die  Länge  derjenigen  Welle  wenigstens  annäherungsweisa 
tNigtimmen,  welche  der  (iiundschwingung  des  Senders  ent- 
f![H^ht,  vorausgesetzt,  daß  sie  klein  gegen  diejenige  des 
Empfängers  war.     Zur   Bestimmung  der   Wellenlänge   Wurde. 
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am  alle  Maxima  und  Minima  auszunutzen,  so  verfahren,  daß 
aus  den  beiden  ersten  Maxima,  den  beiden  ersten  Minima 
und  dem  ersten  und  dritten  Maximum  je  ein  Wert  bestimmt 
und  daraus  das  Mittel  genommen  wurde.  Dieses  Verfahren 
setzte  voraus,  daß  nur  vier  Extremwerte  gemessen  waren, 
es  Wurde  al)er  sinngemäß  auf  alle  Wellenlängenbestimniungen 
angewendet.  Aus  der  Kurve  a  (Fig.  3)  z.  U.  ergab  sieh  so 
i=34.0,  84,8,  36,6.  im  Mittel  35,2  umi,  aus  Kur^^  b  31/2, 
36,0,  34.6,  im  Mittel  33,9  mm,  aus  Kurve»  c  32,0,  34,0,  35,2, 
im  Mittel  33,7  mm.  Daß  l  nach  Kurve  a  etwas  größer  ist 
als  nach  Kurve  b  und  c,  dürfte  darauf  zurückzuführen  sein, 
daß  zwisc-hen  Kurvt*  o  und  b  eine  Anzahl  anderer  Messungen 
liegt,  die  PlaiinstäUlien  sich  also  abgenutzt  hatten.  Die 
Kurven  b  und  c  dagegen  sind  unmittelbar  nacheinander  auf- 
genonmieii.  Die  Absorption  ist  erst  nach  Aufnahme  d(?r 
Kurve  c  bestimmt,  daher  ist  der  kleinste  Wert,  A  =  33,7  mm, 
zur  I3erechnung  d»*s  Absorptiouskoeffizienten  h  verwendet 
worden.  In  Tab.  4.  S.  316  (Sender  Nr.  1)  dagegen  ist  der 
mittlere  Wert  aus  Kurve  a  und  b,  k  ==  34,6  mm,  eingetragen. 
Zur  I3€*stimmung  von  n  und  x  wurde  das  gefundene  fc  in 
Anlx?tracht  des  nur  klein<.'n  Unterschieds  der  Wellenlängen 
ohne  Weiteres  verwendet. 

Die  Wellenlängen  konnten  nicht  alle  mit  gleicher  Ge- 
nauigkeit Ijestinnnt  werden,  da  die  Messungen  meist  nur  ein- 
mal und  meist  nur  bis  zum  zweiten  Maximum  oder  Minimum 
durchgeführt  wurden,  um  zu  starke  Abnutzung  der  Platin- 
stälx-hen  der  Sender  zu  vermeiden.  Daher  ist  auch  bei  den 
In^sten  Messungen  ein  Fehler  von  einigen  Prozenten  möglich. 
Wo  die  Messung  den  Rindruck  geringerer  Genauigkeit  machte, 
wurde  /  in  Tab.  4  nur  auf  ganze  MiUimeter  angegeben. 

Um  die  (rrundschwingung  des  Senders  aus  seinen  Aus- 
maß<»n  zu  l)ereclmen.  werde  angenommen,  er  sei  s  mm  lang. 
Davon  seien  gi  mm  in  Glas  eingeschmolzen  und  s—g  mm 
in  Petroleum  gelagert.  Die  Dielektrizitätskonstante  des  Petro- 
leums werde  zu  2,06  angenonmien.  Dies  ist  das  Mittel  aus 
den  in  den  Tafeln  von  Landolt-Börnstein  angegebenen 
Werten.  Für  Glas  wurde  der  Wert  6.73  eingesetzt,  das  Mittel 
üus  den  von  Rubens^)  für  ein  Glas  photographischer  Platten 


I)  H.  Rubens»,  Berl.  Ber.  1917.  S.  6Ö6. 
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mit  elektrischen  Wellen  von  X  -  -  57,2  mm  und  für  die  laug- 
wellige Quockfiilterdampfötrahlung  von  X  =  0,8  mm  gefundenen 
Werten  6,86  und  6.60.    Es  wurde  dann 

(1)  /=  2[f2,06  (.s- 3) +y 6,78(7] 

gesetzt .    Der  Wert  6,7jJ  ist  also  ziemlich  willkürlich  gewählt. 

Alx?r  seine  Änderung  um  (»ine  ganze  Einheit  macht  für  1/6,78 
noch  keine  10  Proz.  aus  und  für  i  noch  viel  weniger. 

Die  nach  Formel  (1)  erhaltenen  Werte  sind  in  Zeile  3  der 
Tab.  4  (S.  816)  eingetragen,  die  gemessenen  Werte  in  Zeile  2, 
die  (jesamtlänge  und  Dicke  heider  Platinstäbchen  in  Zeile  5 
und  6,  die  Dicke  d(T  Einschmolzst  eile  in  Zeile  7,  Länge  und 
Dicke  des  zur  Messung  verwendeten  Empfängers  in  Zeile  8 
und  9.  Wie  man  sieht,  stimmen  die  meisten  berechneten  imd 
gemessenen  Werte  l)efriedigend  ülx^rein.  Wo  größere  Ali- 
Weichungen  bestehen,  läßt  sich  dafür  als  Grund  die  ungenügende 
Größe  des  Empfäng(»rs  angehen.  Der  Sender  Nr.  2  zeigt  die 
Einwirkimg  des  Em})fängers  l>esonders  deutlich  (Kurve  d, 
Kg.  3).  Die  vorherrschende  Schwingung  hat  eine  Wellen- 
länge von  14,7  mm.  Die  Grundschwingung  des  Senders,  be- 
rechnet zu  84,3  mm,  ist  schwach  übergelagert.  Der  Sender 
Nr.  3  zeigt  dieselU^  Erscheinung  wie  Nr.  2,  al)er  ohne  über- 
gelagerte (hundschwingung  des  Senders,  ftei  Nr.  4  hingegen, 
dessen  l)er('chnete  Grundschwingung  nahezu  gleich  derjenigen 
von  Nr.  2  und  3  ist,  wurde  der  kreisförmige  Empfänger  ver- 
wendet, und  die  Wellenlängenmessung  zeigt  rein  die  berechnete 
Grundschwingung  des  Senders.^)  TSei  sehr  kleinen  Sendern 
können  die  lierechneten  Werte  \on  X  infolge  Einflusses  der 
Dicke  etwas  zu  klein  sein. 

Die  Dämpfung  der  W^ellen  änderte  sich  mit  der  Länge 
des  H-^uptfunkens.  In  Fig.  3,  S.  299  sind  drei  Kiir\en  ge- 
zeichnet, die  mit  Sender  Nr.  1  (Tab.  4)  und  dem  kreisförmigen 
Empfänger  aufgenommen  wurden.  Kurve  a  entspricht  sehr 
kleinem  Funken  und  größter  Energie.  Bei  Kurve  6  ist  der 
IHmke  innner  noch  klein,  aber  soweit  vergrößert,  daß  die 
Anfangsenergie  die  Hälfte  derjenigen  der  Kurve  a  ist.  Bei 
Kurve  c  endlich  ist  der  Funke  grjß,  die  Energie  ein  Viertel 
derjenigen  der    Kurve   a.    An  Jeder   Kurve  ist   der  Wert  für 

1)  Über  diese  Erscheinungen  vgl.  Karl  F.  Lindman  ,  a.  a.  0. 
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das  logarithniische  Dekrenumt  y  angeschrieben,  berechnet  nach 
der  Formel^) 

(2)  y  -  2  lüg  nai  [(f^i-cc^) :  K-  a^)]  , 

wo  cc^j  «3  und  cc^  die  Ausschläge  des  Galvanonieters  beim 
ersten  und  zweiten  Maximum  und  ersten  Minimum  l)edeuten. 
Kurve  b  zeigt  erheblich  geringere  Dämpfung  als  a  und  c. 
Bei  Berechnung  von  y  nach  Formel  (2)  ist  noch  zn  berück- 
sichtigen, daß  in  dem  so  erhaltenen  Worte  noch  ein  Betrag 
steckt,  der  durch  die  Verschiebung  der  einen  der  beiden  Spiegel- 
hälften vorgetäuscht  wird. 

6.  Die  übergelagerten  kleinen  Wellen.  Kino  gioije  Zahl  der 
Ü-Kurven  zeigte  iießer  der  ürundschwingung  des  Senders  oder 
der  durch  zu  kleinen  FjUipfänger  liedingten  ebenfalls  großen 
Welle  noch  ülx^rgehigerte  kleine  Wellen  von  A  =  5  mm  bis 
herab  zu  0,10  nun.  Es  kamen  vor  die  (irößen  /  =0.10.  0,11, 
0,17,  0,25,  0,80.  0,50,  0,70,  1,0.  l.L  1,2,  1,7,  1,8,  2,0,  2,5,  3.0, 
8.8,  4,0»  5,0  mm,  am  häufigsten  2,0,  2,5  und  3,0  mm.  Ihr 
Anteil  an  der  (lesamtenergie  wechselte  zwischen  einigen  und 
100  Proz.  Sie  traten  liesonders  Viei  großen  Himptfunken  auf. 
Die  Zuleitungsi'unken  waren  ohne  merklichen  Einfluß.  Be- 
sonders gern  (erschienen  sie  Ixii  Sendern,  die  schon  länger  im 
üebrauch,  also  abgenutzt  waren.  Hei  dies^^n  waren  die  Platin- 
flächen, zwischen  denen  der  PSjnke  übersprang,  unregelmäßig 
geformt.  In  Fig.  4  ist  Kurve  a  mit  kurzem,  b  mit  langem 
Funken  unmittelbar  nacheinander  aufgenommen.  In  Tab.  1 
sind  verschiedene  Unterlagen  für  die  Kurven  der  Fig.  4 
zusammengestellt . 

Charakteristisch  war,  daß  die  kleinen  Wellen  oft  nur  in 
einzelnen  Abschnitten  der  A-Kurven  auftraten,  und  zwar 
kamen  oft  mehrere  verschiedene  Wellenlängen  auf  derselben 
Kurve  unmittelbar  hintereinander  vor  (Kurven  c,  d,  e  in  Fig.  4), 
ohne  daß  die  erste  Schwingung  abgedämpft  war  oder  eine 
S<-hwebung  auftrat.  Fig.  5  zeigt  Kurven,  die  ganz  oder  zum 
größten  Teil  aus  kleinen  Wellen  bestehen.  Tab.  2  gibt  die 
nötigen  IJntei lagen  dafür.  Kurve  e  (Fig.  4)  zerfällt  dadurch 
in  mehrere  Teil<s  daß  im  ersten  Abschnitt  die  Interferometer- 
verschiebung  von  P\mkt  zu  Punkt  V4  mm  beträgt,  im  zweiten 

1)    Nach    J.  Klemenöii    und    P.   Oxermak,    Wied.    Ann.    50. 
S.  176.  1803. 
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Tabelle  1  (zu  Fig.  4). 


Kurve 

Senderlänge  mm 

EinschmelzHtellen  zusammen  mm 

Empfängerlänge  mm 

Orund Schwingung  X  --■  mm 

gemessen      

berechnet 

Spiegel  oder  Interferometer    .    . 
Kleine  Wellen  X  =  mm    .... 


Funken  kurz  oder  lang 

Paschen-  oder  Drehspulgalvanom, 
GröBter    Ausschlag   (les    Galvano- 
meters  in  mm 


gemessen 
reduziert 


a 

2,92 
1.47 
14 

16.8 

11,8 

Sp. 


kz. 


392 
100 


h 

2,92 
1,47 
14 

16,8 
11,8 

Sp. 

2,0 


P. 


25    I 
100 


c 

6,3 
1,32 
14 

17 

21,1 
Sp. 
1.7 
2.5 


98 


d 

3,6 
1,02 
14 


12,7 
Int. 
0,10 
0.17 


kr.    I     lg. 
D.     !     ü. 


I 


4,4 


e 

3,6 
1,02 
14 


12,7 
Int. 

1,1 
0,7 
0,5 
0.3 

Ig. 
D. 


2,7 


Tabelle  2  (zu  Fig.  5). 


Kurve ;|    a 

Sender  länge  mm .H,44 

Einschmclzstellen  zusammen  mm  i   1,93 

Empfängerlänge  mm 14 

Grundschwingung  X  —  mm  ,| 

gemessen :j14 

berechnet 1114,4 

Spiegel  oder  Interferometer  .  .  ;i  Sp. 
Kleine  Wellen  X  =■•  mm  .  .  .  .  '  3.8 
Funken  lang  oder  kurz  ....  1  lg. 
Paschen-  oder  Drehspulgalv.  .  .  !  I). 
GröBt-er  Ausschlag  des  Galvano- 
meters in  mm  '! 

gemessen      2.7 

reduziert       


6 

3.68 
1.93 
9 


15.0 
Sp. 
2,6 

lg. 
I). 


2.3 


c 

d 

3,6 

5,5 

1,02 

1,.32 

14 

14 

12 

,^_ 

12.7 

18.8 

Int. 

Sp. 

2.5 

3,0 

lg. 

lg. 

D. 

D. 

1,3 

1,1 

- 

100 

e 

3,3 
1.93 
14 


13.9 
Sp. 
2,5 

Ig. 
D. 


2,6 


/ 
3.3 

1,93 

14 


13,9 
Sp. 

lg. 

n. 


0,5 


9 
5.5 

1,32 

14 


18,8 
Int. 

lg. 
P. 
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Vs  inrn  und  im  dritten  Vie  "^i"-  K»  iß<  daher  nicht  aiis- 
geRchloHsen,  daß  im  ersten  und  zweiten  Abschnitt  die  WeUe 
trotz  der  vorhandenen  Regelmäßigkeit  der  Kurve  noch  nicht 
vöHig  aufgelöst  ist. 

Er  erheben  sich  nun  die  folgenden  Fragen:  Wie  kommen 
die  kleinen  Wellen  zustande?  Sind  .sie  reproduzierbar? 
Lassen  sie  sich  im  voraus  berechnen?  Lasisen  sie  sich 
isolieren?  Sind  sie  überhaupt  real?  Zur  l^antwortung  dieser 
l^Vagen  ist  folgendes  zu  sagen.  FiJr  die  Erzeugung  der  kleinen 
Wellen  könnten  entweder  Obersehwingungen  des  Senders  oder 
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des  Empfängers  in  Frage  kommen  oder  der  Hauptfunke. 
Daß  Oberschwingungen  des  Senders  einwandfrei  gemessen 
"Werden  können,  hat  Lindman*)  gezeigt,  indem  er  ebenfalls 
fiü*  Luftwellen  mit  einem  stark  gedämpften  (etwa  80  Q) 
Empfänger  von  88,5  cm  Ijänge  die  Schwingung  eines  Sendrrs 
von  A=  48,4  cm  Grundschwingung  untersuchte.  Die  Intf^r- 
ferenzkurve  zeigte  die  schwach  ausgeprägte  Grundschwingung 
des  Senders  und  darüber  gelagert  seine  stark  hervortretende 
zweite  Oberschwingung  A  =  16,0  cm  von  geringer  Dämpfung. 
Ein  ähnliches  Bild  gibt  Kurve  o  (Fig.  5).  Die  berechnete 
Grundschwingung  des  Senders  ist  X  =  14,4  mm,  durch  die 
Linie  ohne  eingetragene  Punkte  angedeutet.  Die  ülx^rgelagerte 
Welle  hat  X  =  8,8  mm,  der  Empfänger  ist  14  mm  lang.  Auch 
\\x\r\h  h  (Fig.  5)  gibt  ähnliche  kurze  Wellen  von  X  =  2,68  mm 
W\  einer  Grundschwingung  von  X  =  15,0  mm  und  einer 
Empfänger  länge  von  9  mm. 

Wemi  man  so  auch  in  der  Lage  wäre,  einfach  alle  ül)er- 
gelagerten  kleinen  Wellen  als  01x>rschwingungen  des  Senders 
anzusprechen,  so  ist  doch  noch  die  große  Inkonstanz,  das 
häufige  Überspringen  von  einer  zur  anderen  WeHenlänge  auf 
dersellx^n  Interferenzkurve  und  die  Wiederkehr  bestimmter 
Wellenlängen  Ui  den  verschiedensten  Kombinationen  von 
8t>ndurn  und  Empfängern  aufzuklären.  Da  ein  Einfluß  der 
Länge  des  Hauptfunkeus  auf  die  Erzeugung  der  kleinen 
Wellen,  wie  erwähnt,  festgestellt  wurde,  so  erhebt  sich  die 
Frage,  ob  dieser  Einfluß  nur  ein  sekundärer  ist  oder  ob  viel- 
leicht auch  im  Funken  Erzeuger  kleiner  Wellen  anzutreffen 
sind.  Da  während  des  Funkenüberganges  Platinteilchen  von 
den  Sr.»nderhälften  losgerissen  Werden,  so  könnte  man  sich 
denken,  daß  diese  Teilchen  auch  Schwingungen  ausführen 
und  daß  wenigstens  die  kleinsten  der  gemessenen  Wellen  mit 
ihn*r  Hilfe  zustande  kommen. 

Bubens  und  von  Baeyer*)  haben  für  die  von  ihnen 
isolierte  langwellige  Quecksilberdampf  Strahlung  von  etwa 
0,3  mm  Wellenlänge  einen  Weg  angegeben,  auf  dem  die  sm- 
gehörigen  Wellenlängen  vielleicht  armäherunggweise  berechnet 
Werden    können.     Sie    nehmen   an,    daß   „diö    positiven   und 


1)  Karl  F.  Lindman,  a.  a.  O. 

2)  H.  RubeDH  und  O.  Ton  Baeyer,  a.  a.  O. 


306  *♦'.   MÖbfiUi. 

ru'gatiMii  Atoiiiioii(*n,  soweit  sio  si<:h  nach  erfolgter  Aimäbe- 
rniig  nicht  wieder  auf  liyperljolischer  liahn  entfernen  oder 
U»ini  ZuaannnenHtoß  sofort  neutralisieren,  wie  Doppelsterne 
einaiul(»r  umkreison  in  (»inem  Abstände  von  annähernd  der- 
selU»n  üröli'  wie  die  Moleküle  des  fe»t(*n  und  flüssigen  Queok- 
sillx^rs"  und  Hetzen  für  einfach  geladene  Atomionen 

(8)  mv-:r  ^e^:  (4  r*), 

wo  m  die  Masst»  (h^s  Ions,  r  seuie  Geschwindigkeit.,  r  der 
Halbuieaser  der  Hahn  und  e  das  Elenientarquantum  in  elektro- 
statischen Einheiti^i  ist.  Wird  hier  r  =  27irv,  vi  =  8 xlO*® eni, 
6  =  4,8  X 10-^®  ^)  und  die  Anzahl  d  :  m  tl(T  Teilchen  im  Knbik- 
zentinjeler,  wo  d  die  Dichte  der  festen  oder  flüssigen  Substanz 
ist,    unter    Annahme    tetraedrischeii    Aufbaues    der    Substanz 

gleich  y2 :  (2r)'  gesetzt  und  endlich  m  aus  dem  Atomgewicht  a 
und  der  Anzahl  der  Teilchen  im  Kubikzentimeter  eines  Gases 
unter  NornialU*dingungen,  2.70xl0^'*),  }»erechnet,  so  ergibt 
sicli 

(4)  ;.  =  0,005472  a  :  Vd  Millimeter. 

Hat  ein  Teil  des  Doppelsternes  mehrere  Ladungen,  so  muß 
die  Formel  (4)  denientöprechend  abgeändert  werden. 

Für  Platin  wiude  sich  aus  Formel  (4)  ergel)en  X  =  0,282nmi. 
Kleinere  Wi'llen  ergeben  sich,  wie  \n}i  Rubens  und  v.Baeyer, 
weim  njehrfache  Ladungen  zugelassen  werden.  Zur  Erkl&rung 
der  größi^n»n  Wellen  müßte  man  dann  annehmen,  daß  größere 
Platinteilchen  losgerissen  werden  und  Schwingungen  nach 
einem  ähnlichen  Gesetz  ausführen. 

Wenn  ül)erhaupt  der  Funke  für  die  Erzeugung  der  kleinen 
Wellen  mit  in  Frage  kommt,  so  wäre  zu  (erwarten,  daß  die- 
selben Wellen  auch  durch  den  Funken  eines  sehr  \iel  größeren 
Senders  erzeugt  würden.  Auch  müßten  Ständer  aus  ver- 
schiedenem Material  verschiedene  kleine  Wellenlängen  ergeben. 
Dies  wurde  bisher  noch  nicht  untersucht. 

Die  genauere  Untersuchung  der  Reproduzierbarkeit  und 
Isolierujig  der  kleinen  WelleJi  wurde  bis  zur  Fertigstellung 
einer  emj)find lieberen  Meßanordnung  zurückgestellt .  Von 
Vor  Versuchen    ülx'r    Isolierung   mögen    zwei   er^^älmt    werden. 

1)  Ericb  RegeiuM-,  Berl.  B«r.  J909.   S.  948. 

2)  Erich  Rrgmer,  a.a.O. 
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Bei  einem  Sender  von  der  berechneten  Grundschwmgung 
A  =  18,8  mm;  der  srhon  längere  Zeit  benutzt  ^var  und  Neiguiig 
zur  Ausbildung  kleiner  Wellen  zeigte,  \vurde  der  Parabel- 
spiegol  ersetzt  durch  ein  ebenfalls  parabolisch  g<*kriinimtes 
(iitter  aus  0,8  mm  langen.  0,2  mm  l)reiten  Stanniolstreifchen^), 
die  in  Al:)ständen  von  0,2  miu  in  der  Längs-  und  0,8  rnm  in 
der  Qiierrichtung  auf  Karton  geklebt  waren.  Das  Ergebnis 
der  Wellenlängenmessung  mit  Holt zmannschejj  Spiegeln  war 
Kurve  d  (Fig.  5)  mit  /  =  3,0  mm,  welche  eine  ziemlich  reine 
Welle  darstellt.  Auch  Kurv(»  /  (Fig.  5)  zeigt  eine  kleine  Welle 
eines  Senders  von  der  Umrechneten  Grundschwingung  l 
^=13,9  mm.  Dicfso  Schwingung  dürfte  allerdings  aus  zwei 
'serschiedeiien  Wellenlängen  zusannntnigesetzt.  sein.  Für  die 
n*ine  Erzeugung  dieser  l,«eiden  Kurvc^n  d  und  /  (Fig.  5)  scheint 
das  Gitter  vor  der  Austrittsöffnung  (h»s  Senderkastens  (vgl. 
S.  296)  von  Wichtigkeit  zu  sidn,  denn  ohm?  Gitter  ergab  sich 
z.  1).  statt  Ivurve  /  die  Kurve  e,  übrigens  scheint  es,  daß 
die  kleinen  Wellen  eine  viel  geringere  Dämpfung  haben  als 
die  Grundschwingangen  der  Sender,  Was  Ixu  Oljerschwingungen 
stdbstv(*rständlich  wäre.  Durch  Wiedergal«^  dieser  Vorunter- 
suchungen sollte  nur  gezeigt  wenh^n,  dal.^  die  Möglichkeit 
l>esteht,  die    kleinen  Wellen  zu  is^dieren. 

Für  Abschnitt  10  ist  no<?h  zu  l)erücksiehtigen,  daß  Ab- 
sorption, Reflexion  und  Brechung  durch  die  iilx^rge lagerten 
kleinen  Wellen  ungtifiau  werden  können. 

7.  Abisorpti(yn.  Die  Absorption  wurde  untersucht  teils  in 
deni  auf  S.  299  erwähnt(»n  Quarzint erferonieter,  teils  (u.  a. 
alle  in  Tab.  4.  S.  316  enthaUenen  Werte)  in  einem  horizontalen 
Trog  mit  1,5  nun  dicker  Glasplatte  als  Unterseite  und  auf- 
gekittetem Metallring  von  77  nun  Durchmesser  und  28  nun 
Höhe.  Der  Empfänger  iK^fand  sich  dicht  unter  der  Glasplatte. 
Die  Schichtdicke  wurde  so  lange  vergröLlert,  bis  die  durch- 
gehende Intensität  der  Welken  sehr  kk'in  gcAVorden  war.  Da 
dies  möglich  war,  konnte  man  annehmen,  daß  keine  merkliche 
Enej'gie  um  den  Trog  herum  zum  Empfänger  gelaugte.  Fig.  6 
zeigt  s<-hematisch  die  Anordnung  bei  einer  Alisorptionsmessung 

1)  Auch  A.  Garbasäo  und  £.  Aschkinaß,  Wicd.  Ann.  6& 
S.  534.  1894  und  A.  ü.  Cole,  Wied.  Ann.  67.  S.  290.  189«  benutzte« 
diese   Kinrichtung. 


3U8 


W.  MÜbiva. 


mit  Trdg.  I>ir  Schichtdickcn  wurden  aus  den  eingeföUteu 
FUissigkcilsinongfn  tx^atimnit.  Bei  Wasser  wurde  zu  Beginn 
t'iii  Blatt  Flielipapier  eingelegt,  um  eine  gleichmäßige  Be- 
uetzung  zii  erzielen.  Pie  erhaltene  Knrve  durchgehender 
Intensität  als  Funktion  der  Schichtdickp  zeigte  raeiot  über- 
gi>lagiTte  Wellen.  J)ie  „mittlere  Kurve",  zwischen  den  Maxima 
und  Minima  der  Wellen  liegend,  wurde 
iilB„Al)Horpti(in8kurve"iinge8ehen.l)ie 
Schicht   riiuLl  mindeKtciiH  eine  halbe 


Sehema  der  AbiorptionHneunng  mit  Trog 
(Tgl.  S.  896  u.  MT).  V  ist  der  Volkan- 
Gberblook,  in  Patroleninbad,  welcher  den 
Sender  S  txi^  mit  Indnktorinm  J,  WasMt- 
iTideratand  W,  Kapuitit  0  und  Akkamu- 
latOTBDbKtterie  A  im  Kuten  K  einge- 
■cbloweD,  E  der  Empfänger,  T  der  Ab- 
•orptionitrog,  Sp  der  Met^lapiegel,  0  du 
Qalvanometet. 
Plg.6. 


Abeorptioiii^iirTendaaSw- 

den  Nr.  8  fTab.  4,  8-  81«), 
a  fBr  WaMer,  b  Or  Alkohol, 
e  nnd  d  auKobSriM  Bansa- 
kiirTeo(vgIS.80i).  «Oaln- 
DOmeteraaMcUlge  in  mm, 
a'  Tedu>ie^t•GalTanodlete^ 
aoasebUge.  1  oem  FlOadg- 
keit  entröriobt  0,I1U  mia 
Befaiehtdlcke. 
Jig-T. 


Wellenl&ng«  (in  Flüssigkeit  gemesaen)  dick  sein,  sonst  könnte 
unter  Umständen  die  Absorption  etwas  zu  groB  beBtimml 
werden,  da  die  „mittlere  Ku^^•e"  nicht  sicher  geEeichnet 
werden  kami. 

Au^  den  Absorpiionskurven  wurde 
(5)  fc  =  „K  =  (A  :  4nd)  log  uat  (t :  i') 

hcstimmt,  wo  h  der  Absorptiomgkoeffizient,  n  das  Brecbungi- 
verhältnis,  x  der  Absorptionsindex,  X  die  Wellenl&nge  in  Lult, 
»:»'  daB  Verhältni«  der  l»i  verschiedenen  Scbichtdioken  durch- 
gelassenen  Intensitäten  und  d  der  Unterschied  der  zngehöfigeu 
Schichtdicken  igt.  In  Fig.  7,  Kurven  ä  und  h,  sind  AbaorptioDS- 
kurven  für  Wasser  und  Alkohol  des   Sonders  Nr.  8  (Tab.  4, 
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S.  817)  als  lieispiele  v^'iedergegeben.  Die  Kiirvrii  c  mal  d  sind 
die  zugehörigen  Hezngskurven  (vgl.  S.  297).  Für  die  Alsorp- 
tionäkurven  sind  die  Abszissen  Kul>ikzeutiinet«'r  Wasser,  wo- 
\m  1  eeni  einer  Sehichtdicke  von  0,2155  mm  entspricht,  f«ir 
die  l^ziigskurven  sind  es  Nummern  der  Messung.  Die  Onli- 
nüten  sind  l)ei  den  i^ezugskurven  (ialvanometerausscdiläg**  « 
in  Millimetern,  Jx»i  den  Ahsorptions kurven  reduzierte  Galvano- 
lueterausschläge  «'.  Tab.  3  zeigt  das  Schema  einer  Alisorptions- 
niessung  für  Wasser.  Die  3.  Zt»ile  gibt  die  aligelesenen  Gal- 
vano meteraussch  läge  wieder,  in  Abhängigkeit  von  der  Schicht  - 
dicke.   Wo  in  der  2.  Zeile  keine  Schichtdicke  angegefen  ist  ( — ), 

Tabelle  8. 
Schema  einer  AbsorptionsmesfiaDg  für  Sender  Nr.  8,  Tab.  4  und  Wasaer. 

1  com  entspricht  0,2155  mm  Schichtdieke. 


Nummer  der  MoHi^un^  .  . 
Waftserschioht  cvm  .  .  .  . 
GftlvaiiometerauHschlav:  mm 
Bc^zugsauHHchlag  mn)  .  .  . 
Reduz.  AusKchlu/z     .    .    .    . 


I 


171 


2 


3 


0 
160  I  280 
152 
100 


4 

2 

136 

144 

52,7 


5         6 
4     '     6 

58   '■   26 


Nummer  der  MeHsnn^  .  . 
Wasscrschioht  rem  .  .  .  . 
Gal  va  no  met«rau  h  ac  h  1  a  ^  mm 
EiezugsauHHchlag  mm  .  .  . 
H^^duz.  Ausflehla^     .    .    .    . 


9 

8 
17,5 
113 
6.4 


10 

11 

12 

10     12.2 

14 

6,2 

2,0 

0 

108     103 

98 

3.8 

2.8 

2.4 

137 
25,3 

13 
16   I 

-1,8 
94  I 
1,9  i 


130 
13,8 

14 
18 


124 


8 

6 

50 
'  118 
I  1.3.8 


!.-> 


wurde  ohne  Trog  gemessen.  8o  t*rgal>en  sich  di«'  vier  Punkte, 
aus  denen  die  Ik-zugskinve  c  (Fig.  7)  gezeichnet  ist.  Kür  die 
zwischenliegenden  Messungen  mit  Trog  wurd(»n  die  ihrer 
Ordnungszahl  entsprechenden  VWrte  aus  der  Iji'zugskurve  ent- 
uftinnien  und  in  Zeile  4  eingetragen.  Da  das  Tiithiktoriuni 
allein  liei  geöffnetem  (lalvanometerkivise  <*inen  Aussclihig  von 
S,5  mm  nach  d(;r  anderen  Seite  verursachte,  waren  all<-  Aus- 
schläge in  Zeile  i}  und  4  um  8,5  mm  zu  vergröU^rn.  Nunmehr 
wurde  der  Ausschlag  für  Messung  Nr.  8  (0  ccm  \Vass<T)  gleich 
1(X)  ges(^tzt  und  alle  i'ihrigen  darauf  lezogen  (Zeili*  ">).  l)ies 
ergah  z.  I>.  für  Messung  Nr.  4  die   rmrechniing: 

[(im)  +  8;-))  (1515  -f  85)]:  [f280()  +  85)  (1440  +  85j]  =  52,7. 

IV'i  d^n  meisten  Sendern  wurde  nur  eire  AI  sorptions- 
kurw  aufgenommen.  I'eim  Sender  Nr.  2  (Tah.  4)  wurde  mit 
kurzem    Haiij^tfunken    fc  =  t.21    erhalt<ai.    njjt    sehr    langem 

Aiinalen  d.T  Phytik.     IV.  Folg«.    02.  21 


310 


IV.  \1obius. 


m 

fc=1.47.  I*a  allr  M<'ssnrigen  der  T«l).  5  mit  kurzem  Funken 
getiiaclit  sind  (vgl.  8.297),  wurde  fe=l,21  in  Tab.  4  ein-, 
getnigon.  obwohl  der  Wort  1,47  U^sser  ziir  Kurve  k  (Fig.  10) 
g(!])aBt  iiättc.  Uv'un  Ä^ndcr  Nr.  4  wurden  vier  Ahsorptions- 
kurvoii  aiifgiMiomuMMi.  auch  mit  gerhiger  Änderung  der  Funken- 
läiif^'e,  rille  sogar  mit  einem  anderen  S(*nder  von  gleicher 
iM'reclnu'ter  (lrun<lschwingung,  und  diese  zeigten  Abweichungen 
von  mir  wenigen  Prozenten  voneinander.  Dies  dürfte  daher 
die  (leiiauigkeit  dt»r  einzelnen  Absorptionsmessung  an  sich 
sein  und  grölAere  Abweichungen  könnten  durch  wec^hsehide 
Zusammensetzung  der  Scliwingung,  z.  H.  ÜU^rlagerung  kleiner 
Wellen,  zustainlc»   kommen. 

Pill-  d  -.().2155  mm.  (»ntsprechend  1  ccm,  f(»lgi»ii  aus 
Kurve  (I  (Fig.  7)  der  Keilie  nach,  wenn  Anfang  und  Ende 
d«'r  Kurvf  ii]>  unsiciier  weggelassen  werden,  bei  4  und  5, 
5  und  r,  usw.  ccm  die  Werte  i.:i'=].38,  1,42.  1,42,  1,88. 
l.JU,  1.H4.  1.:M.  im  Mitte]  1,:^7.  Nach  Tab.  4  (S.  817),  Si>alte  8 
ist  /  -  17.;")  mm.  Diese  Werte  ergelien  nach  Formel  (5)- 
fe  -=  2,()4. 

Tah.  4  (S.  8H>)  enthält  in  den  Zeilen  11,  12,  14,  1«,  17.  19 
für  Ä*.  //  und  x  eingeklammerte  und  nicht  eingeklanmierte 
Werte.  Die  eilige l\JamnH»rt(Mi  Werte  entstammen  Vorwrsuchen, 
für  Welche  X  ni<*ht  einwandfrei  hestimmt  wurde  und  welolie 
dji}i<r  erst  in  zweiter  Jiinie  zur  I^MU'teilung  der  l-Hspersiuns- 
verhältnisse  herangezogen  werden  sollen.  Aus  den  nichi  ein- 
geklammerleii  Worten  von  k  wurd(»n  die  Kurven  k  in  Fig.  10 
uimI  11  gezeiclinet.  Aus  ilu*  wurden  die  eingeklammerten  k 
(»ntncnmnen  un<l  zur  I Berechnung  der  (»inge klammerten  n  xiiul  9C 
Verwendet . 

S.  lieflexion.  Zur  Ik^stimmung  des  Verhältnisses  R  der 
an  Flüssigk^'it  und  Metall  reflektierten  Int(»nsitäten  wurde 
eine  Kristalhsationsscluile  von  1H8  mm  Ihu-clunesKer  im  Lieliten 
und  eine  l^t>  >  (>7  nnii  groÜe  Vlatte  aus  Spiegelnietall  ver- 
wendet. In  der  Scluije  stand  die  Flüssigkeit  mehrere  Zt»nti- 
metei'  luM'li.  so  dal.)  iiacli  den  Ergebnissen  der  Ahsorptions- 
messung  keine  stiirende  Reflexion  am  J^oden  mehr  stattfinden 
konnte.  ])ies  wurde  auch  durcli  eingelegte  Metallplatten  lie- 
stätigl.    Fig.  S  Z(Mgt   die  Anordnung  der  Apparate. 

Kür  kleine  Wellen  War  die  (Jröft»  der  Spiegelmetallplatte 
ausreichend,    da    sie    gegenübr    auf    Wasser    schwinnnendeni 
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Schema    einer   Reflexions- 
messung. 

Fig.  b. 


Staimiol  keine .  merklichen  Al)weichungeu  außerhalb  der  Ver- 
öuchsfehler  ergab.  Für  größere  Wellen  mußte  man  auf  Ab- 
weichungen gefaßt  sein,  da  die  Platte  nicht  die  Form  der 
reflektierenden  llüsHigkeitöoberf lachen  hatte.  Am  korrektesten 
wäre  es  gewissen,  das  Flilssigkeits- 
j^rfäß  mindestens  so  groß  zu  machen, 
(hiß  auf  dem  Wasser  (in  seiner  ganzen 
Ausdehnung)  schwinun(»nd(^s  Stanniol 
oder  (Quecksilber  die  gleiche  Eeflexion 
ergab  wie  eine  genau  gleichgroße  und 
gl.eichg(»formte  Metallplat  i  e .  Deim 
dann  ist  eine  Randwirknng  ausge- 
schlossen. Dann  kann  njan  bei  den 
Heflexionsmessnngen  entwtMler  das 
Stanniol  oder  die  Metallplatte  ver- 
wenden. Hei  den  nachträglich  an- 
gestellten Messungen  Nr.  3  und  4 
(Tab.  4)  war  diese  Ub<neinstimmung 
bei     einem     Flüssigkeitsgefäß     von 

283  nun  Durchmesser  festgestellt  worden.  Hei  diesen  Sendern 
wurde  das  große  Flüssigkeitsgefäß  und  Stanniol  sowie  gleich- 
große Metallplatte  benutzt,  und  daher  sind  auch  bei  ihnen 
die  für  das  Refl^xions vermögen  gefundenen  Werte  am  zu- 
verlässigsten. 

l^*i  dem  für  die  übrigen  Messungen  verwendeten  kleineren 
(lefäß  voji  133  nun  Durchmesser  war  eim»  Randwiikung  vor- 
handen. Denn  wenn  das  Reflexions vermögen  der  Spiegel- 
metallplatte gleich  100  gesetzt  wird,  so  gab  Stanniol*  im 
kleinen  (refäß  auf  Wasser  schwimmend,  b(u  Ständer  Nr.  4 
(A=  33,0  mm)  statt  100  den  Wert  107,1,  Quecksilber  im 
kleinen  (iefäß  95,5,  und  l)eim  Ständer  Nr.  3  (A  =  14,0  mm) 
gab  Stanniol  103,0.  Selbstverständlich  waren  alle  reflek- 
tierenden Flä<.hen  gleich  hoch  und  horizontal. 

Es  ist  nun  die  fVage,  ob  durch  diesen  Fehler  (4wa 
sänitliche  Messungen  unbrauchbar  werden,  <lenn  eine  Ände- 
rung des  Reflexionsvermögens  um  3  Proz.  macht  bei  Sender 
Nr.  3  das  Hrechungsverhältnis  um  10  Proz.  kl(Mner,  eine 
Änderung  um  7,1  Proz.  l)eim  Sender  Nr.  4  um  17  Proz. 
Wenn  nun  die  Abweicdumgen  sich  unregelmäßig  mit  der 
Well(Milänge  änderten,  so  wäre  zu  erwarten,  daß  sich  in  den 

21* 


»12 


H'.  Möhifiii. 


Kij^'^'-  ^^'  "*'^^  ^^  kriin-  SU  !'( '«,'(' liuätu^«^!!  Kurven  rlurfli  die 
Punkte  Ij'gcn  liilVii.  wir  is  tatsäclilioh  der  Fall  ist.  Aurli 
wiirc  CS  <ljnin  o'\u  sondc^rhiirt'V  /iii'all.  daß  die  Si»iidf>r  2  und  8. 
dir  iiiiiu'yu  <fl(i(dn'  Wtllcnläii^r  halu-ii.  sc»  nahe  jj»l*'iehes  n 
für  \Vass(M'  i'rj:][('lH'ii  lialnii  und  sogar  fih-  Wasser  wie  Alkohol 
Ahwciciniii^eii  im  riciili^'cn  Sinne  z(^i<»en.  Ähnliches  gilt  von 
drii  Si'iidrrn  Nr.  1  und  4.  Tnd  das  \viclitigste  Erg«-l»ms.  das 
(►Ifenkundi«^«*  V(>rlian<lenstMn  eines  AI»s(»rptionsstreifens  und 
scinr  Laj^'e  heim  Wassrr  und  keines  SfreifeiLs  heim  Alkohol 
in  dem  untersuchten  (iehittc.  ist  ja  auch  durdi  die  von 
l^'fll'xionsmessun^l•n  ;^'anz  unahhängigen  AI  sorplionsniessuiigen 
Udingl.  Man  kann  also  annehmen,  daß  in  Wirklichkeit  dii- 
durch  Verwendung  der  S])i4»gelmetallplatt.e  l:ewirktt»ii  Fehler 
niciil  sn  groß  sind,  wir  «s  Uü  der  er\vähnt.eu  nairhträglich 
ausgetiduten  Prüfung  scheinen  müßte,  und  daß  sie  zum 
mindesten  sich  nur  langsam  mit  der  Wellenlänge  verändern. 
Man  kann  daher  das  l'irgel)nis  der  vorliegenden  Messungen 
als   vorläufigt^s    l'jgelniis  niit   gutem   (Gewissen  vertreten. 

Knie  Weitere  wichtige  Frage  ist  die.  ol)  das  ReflexioiL^- 
Nermögi'ii  und  dann  auch  Ahsor]»tion  und  Hrechung  von  der 
i>ämpfung  der  Wellen  ahhängig  sind.  Di«'  Auffassung  einer 
gedämpften  Schwingung  als  S|H'ktriim  würd(^  eine  solche 
A]»hängigkeii  in  »Iit  Nälie  eines  AI  »Sorptionsstreifens  zulassen. 
dii  ein  sch?nales  Spektrum  dort  ])rozentiseh  stärker  al)sorbiert 
Werden  müßte  als  ein  l»reites.  Ks  wurden  einige  Versuche 
zur  Klärung  dieser  Frage  ang<'st(dlt  -  -  die  auf  S.  S02  er- 
wähnten Versuche  iÜM'r  Ahliängigkeit  iler  Dämpfung  von  der 
Läntjje  «les  Hau])t funkens  sind  ein  Teil  davon  — ,  aller  die 
M<^ßgenauigkeit  wai"  no<*h  niclit  groß  genug,  um  von  einem 
hestinnjiten    Krgeiaiis  s]Hecheii  zu   können. 

Auch  ohne  die  erwähnten  Kehler<piellen  und  di»'  etwaige 
L'lK*rlagerung  kleiner  Wellen  war  die  Genauigkeit  einer 
einzelnen  Heflexionsniessung  gering.  Nur  dm-ch  Häufung  der 
lieohnchtungen  k(umt<^ii  zuverlässigere  Werte  erhalten  werden. 
Px'i  Sende!  Nr.  1  i'Tah.  4.  S.  816)  z.  B.  ist  der  endgültige 
Werl  tJl.4  Proz..  für  (Wo  reflektierte  Menge  das  Mittel  aus 
58.0.  58.7.  r>S.!),  t>4,7.  tiO.o.  &2ß.  r>0,0.  (V2.2.  Daß  die  Mittel- 
werte erliehlich  genauer  sind,  zeigt  die  Möglichkeit,  die  für  n 
g<'fundenen  Weite  zwanglos  in  Kurven  zusannnenzufassen  in 
den  Figg.  10  und    11. 
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Zur   Mfn'cliimiiK  ' 
Fariiieln') 

(7)  b 

(«) 

vnnw-iHlff .  wi)  7:  den 

lit'gciulcii  McKKiiiit;)'!! 

9.    Hrechuny.     Hk    \ 
2  iiiiii    dicken    Hiirtgiuitiiiidfckiii    verwonilol.     IVr    Prisiticii- 
wiuki'l  wfti'  für  Wiissf-r  2"  83'.  für  Älliyialkohol  7"  03'.    Kiiie 
PrisuK-iiflät'hi-  wiir  inif'di-r  Aiisintlsöffinmg  dos  tieiHl('rkii^lt>ii» 
Ijcfpstigt,  dii'  ciiifallciidcn  WVIli'n  warf  11  itlso  iiiihem  sc» k recht 
XII  dieser  Flftidi.',     Kig.  «  j-ilit  ein  Hei- 
s))iol  fiir  VrisiiM'iiiiiesMiJiineii.      Die  Ali- 
sziijäeii  sind    AI>U'Siiiit;eii    iiiii    Teilkreit>, 
die  Ordiimteii  redujsicrle  Änssclilftge  des 
pHMcheiinalvHiimiiflerp;    in    MillinK^teru. 
Knrvf  a  ist   idiue  Prisma,   Kiirv.'  b  mit 
Prisma  uiif(!etit)innien  fiir  Wiisser.  Knrvec; 
für  Atlivlalkoliol.     Kurve  h  gehörl  Kiiiii 
Seiidn-  Nr.  1'2  fTiil>.  4.  S.  817).  b  und  c 
zu    Nr,   ^.      Die    "..(jerade    Diiridiöidit" 
wurde  nämlich  niclit  niii  jeilem  Seiiflfr 
Ifsoiiders  aiifgcnommt-n.  da  sie  naheitii 
koijstanle  Lage  liulie.  und  um  die  Ali- 
iiiilmiiij;  di'S  H.>iidcrs  zu   vcrndndfrn. 

AU  ma%d.end  für  den  AliK-n- 
kiinf,'swiiik(d  wurde  niclit  die  l^i^e  der 
Sjijlze  der  Kiir\e  ungeselien.  da  liei 
einigen  Knrven  kleine  NcU-nniaxima  «der 
fuil  auflrat^-n,  sondern  die  Luge  des  Schwt^rpunkles  di-r  diireli 
die  gi'!«'icbm-te  Kurve  nnd  die  geHlricludte  Linie  iimfalileii 
Häiilie,  der  jh  aueli  für  Almiirptivn  nud  Reflexion  malJgi>Lend 
isl.  Sil  erfial.  sieli  fiir  liie  Knrven  o.  b  und  c  mfm'.  64"  00' 
iiiiii    .'17000'.     Ks    v.Mv,hu    nur    halle     (irade    noidi    al}.'elesen. 


w  wt»* 


Prismeukurven,  b  und« 
deBäendenNr.8(Tkb.4, 
S.  317]  fUr  Waae«r  und 
Alkohol,  a  Kurve  ohne 
Priima  („gerade  Durch- 
sicht") dea  SendereNr.  1 8. 


Fig.  8. 


i\ninietriseliiTAb- 


h    AbgeU'ilet   ^Mi*^  0er   b'oriiiel    für   Jt   in  Wilik.:|iti 
i.ii.h  der  Physik.  2.  Auft.  Bd.VI.  S.  1300.  Forim^l  (iß),  wem 
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W.  Mobitz. 


Der  Prisnipiiwiiikol  w  war  für  Wasser  '2®  88',  für  Alkohol  7®  08'. 
Die  Norinalc  zur  Austritt sfläclu»  cl(\««  Prismas  lag  für  Wasser 
bei  460  28',  für  Alkohol  bei  420  38'.  Aus  diesen  Werten  ergibt 
sich  für  Wasser  (Alkohol)  ein  Einfallswinkel  <p  von  —0^59' 
(-00  19')  und  ein  Austrittswinkel  tp  von  -170  32'  (140  22') 
mul  n  nach  di^r  Fornud^) 


(9) 


n  = 


(sin  gn  cos  ir 


w  —  Bin  tfß)  C08  <f  1 1    i_       MO*  ^     \ 
sin  fr  V     "^  2(*«"+  n^j  ' 


die  sieh  für  kleine  q>,  wii*  sie  hier  vorliegen,  auf 
(10)  71  —  sin  q)  cotg  m:  —  sin  y> :  sin  w 

reduziert,  zu  n    -  6,4  für  Wasser,  n  =  2,0  für  Alkohol. 

Jode  Prisnienkurvc  wurde  nur  einmal  aufgenonmien.  Die 
ßestiunnung  der  Winkel  daraus  läßt  sich  durchschnittlich  bis 
auf  etwa  YgO  ausführen.  Dies  gibt  für  n  eine  Genauigkeit 
von  etwa  8  Proz.  Daher  hatte  es  keinen  Zweck,  in  Tab.  4 
noch  eiui*  zw(»iti»  St  (die  nach  dem   Komma  anzugeben. 

10.  Ergebnisse  der  Dispersionsunlersiichung.  Sie  sind  in 
Tali.  4  (hingetragen,  zusamm«»n  mit  dc^njenigen  einiger  anderen 
Beobiwdit-i^r.  Oole^),  Rckert'),  Lampa*)  und  Merczyng') 
arbeitet(»n  mit  Luflwrllen,  Marx*)  mit  Drahtwellen.  Marx 
bestimmt  demgemäß  n  aus  dem  Verhältnis  der  Wellenlängen 
in  Luft  und  in  Flüssigkeit.  Lampa  mit  Prisma,  Cole, 
Eckert  und  Merezyng  nach  der  ßeflexionsmethode,  Cole 
und  M(»rcz\ng  ohm»  H(>rücksichtigung  der  Al)sorption.  Ferner 
sind  diese»  P>g(^bniss(*  dargestellt  in  Fig.  10  für  Wasser,  in 
Fig.  11  für  Äthylalkohol,  und  zwar  mit  gleiehaliständigen 
Oktaven,  so  (hiß  die  Werte  A'  (Tab.  4.  Zeile  4)  die  Abszissen 
sind. 

Zu  di(\s(Mu  Zweck  wurden  zunächst  aus  den  nicht  ein- 
geklamnjerten  Werten.  di(»  eine  zusammenhängende  Beob- 
acjhtungsreilie    darstellen,    unter    Weglassung   der   mit    Prisma 


1)  H.  A.  Lorontz,  Wied.  Ann.  46.  S.  253.    18Ö2. 

2)  A.  D.  Colt-,  a.  a.  O. 
:\)  Fr.  Eckert,  a.  a.  O. 

4)  Anton  Lampa,  a.  a.  O. 

5)  H.  Morczyng,  Ann.  d.  Pliys.  34.   S.  1015.  1911. 

6)  Erich  Marx,  Wied.  Ann.  66.   S.  411.   1898. 
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bestinuiiteii  und  unter  Hinzunahnie  der  Eckertschen  Ktroh- 
achtungen  Kurven  für  fe,  n  und  x  gezeichnet.  Einige  weiter 
abliegende    Punkte    Anirden    dabei    mit    geringerem    Gewicht 

belastet.  Nach  Fertigstellung 
der  Kurven  wurden  aueli  die 
mit  Piisma  bestimmten  Werte 
und  die  der  übrijj;en  l^oluichter 
eingetragen. 


Ergebnisse  derDisperflionsmessuDgen 
f&r  Wasser  (vgl.  S.  314ff.)  nach  Tab.  4 
(8.81 6),  k  Absorptionskoeffiiien  t,  x  Ab- 
Borptionsindex,  n  Brechungsverhilt- 
nis,  /  Wellenlinge ,  if  auf  gleichab- 
standige  Oktaven  gebrachte  Wellen- 
länge, C  =  Cole ,  /;  =  Eckert,  L  ^ 
Lampa,  Ma  =■  Marx,  Me  ~  Merczjng. 
Die  gestrichelten  Linien  grenzen  die 
mr  darunter  liegenden  Kurve  ge- 
hörigen Punkte  ab. 

-f-   Punkte,  aus  denen  die  Kurven 

gezeichnet  wurden, 
A   Priemen  werte, 
v  alle  übrigen  Punkte. 

Fig.  10. 


OiNB^f 


Ergebnisse  der  Dispersionsmessungen 
für  Alkohol  (vgl.  S.  314  ff.)  nach  Tab.  4 
(S.  316).  k  Absorptionskoeffisient, 
X  Absorptionsindex,  n  Brechungsver- 
h&ltnis,  l  Wellenlänge,  l'  auf  gleich- 
abst&ndige  Oktaven  gebrachte  Wel- 
lenUnge,  0  ^  Cole,  !>]  =  Eckert, 
L  =  Ijampa,  Ma  -  Marx. 

+  Punkte,  ans  denen  die  Kurven 

?;zeichnet  worden, 
_      rismenwerte, 
0  alle  Qbrigen  Punkte. 

Fig.  11. 


Die  Sl>alten  mit  eingeklam- 
merten Werten  in  Tab.  4 
stanmjrn  \on  Vor  versuchen.  Jif'i  diesen  war  fe'liicht  mit  dviu 
Trog,  sondern  nach  anderen  Methoden  Ijestimmt  worden, 
welche  keine  zuverlässigen  Werte  ergeben  liatten.  l>aher 
wurd^Mi  fiu  diese  Spalten  Werte  von  k  aus  den  hereit.s  ge- 
/♦'iehiieteii  Kurven  entnommen  und  damit  n  und  x  Ivrechnel . 
J)iese  wurden  riann  el^-nfalls  in  die  Zeichnungen  eingetragen, 
l^ini  Alkohol  sind  dit*  Eckert  sehen  Werte  von  n  und  >c  für 
).  —  17.5  uiirl  87  mm  weggelas.^^en,  da  für  «sie  n  ohre  Mc-ssurg 
<£lei<h    d»iij    für    /.  —  57  mm    gefundenen    Werlr    gesetzt     ist. 
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lieuii  Sender  Nr.  13  wai'  keine  Wellenlänge  gemessen  worden, 
da  er  vorher  inilgehraucht  war.  Ks  wurde  daher  die  berechnete 
Grundscliwingung  verwendet.  Die  Temperaturen  der  Flüssig- 
keiten ix'i  Reflexion  und  Absorption  betrugen  bei  Nr.  3  und  4 
17^,  Wi  den  übrigen  Sendern  etwa  21<>.  Die  Abhängigkeit 
der  W(*rte  von  der  Teniix^ratur  wurde  bisher  nicht  unt<er- 
suclit.i)  }^4  ^1j.,j  yy^Y  Zeichnung  der  Kurven  verwendeten 
Sendern  zeigten  die  Wellenlängenkurven  keine  übergelagerten 
kleinen  Wollen,  l>ei  den  Sendern  mit  eingeklammerten  Werten 
hingegen  war  meist  (ün  kleiner  Prozentsatz  davon  vorhanden, 
V)is  etwa  10  Proz.  des  größten  Ausschlages.  Durch  Nicht - 
l)erücksichtignng  dieser  kleinen  Wellen,  für  welche  anscheinend 
ein  kleineres  n  und  k  in  Frage  kommt,  könnte  n  etwas  zu 
klein  ausgefallen  sein.  Hei  d(»n  Sendern  Nr.  3  und  4  waren 
die  lieflexionsmessungen,  bei  Nr.  4  auch  die  Absorptions- 
messungen besonders  oft  und  sorgfältig  wiederholt  worden 
(vgl.  S.  310  und  311),  so  daß  diese  Werte  als  l)esonders  zu- 
verlässig gelten  könnten.  Über  die  Genauigkeit  der  einzelnen 
Messungen  vgl.  S.  301,  310,  312.  314. 

Wie  man  sieht,  war  die  Zeichnung  der  Kurven  ohne 
S(diwierigkeit  möglich.  Die  Eckert  sehen  Messungen  passen 
gut  zu  den  iU>rigen  l)is  auf  n  und  k  für  l  =  17,5  mm,  wo  eine 
zurzeit  noch  nicht  erklärijare  Abweichung  vorliegt.  Auch  die 
von  Marx  für  Alkohol  und  die  von  Cole  für  Wasser  und 
Alkolml  gefundenen  Werte  fügen  sich  den  Kurven  ein.  Die 
übrigen  Werte  anderer  Ik^obachter  liegen  allerdings  weiter  ah, 
l)esonders  diejenigen  Lampas  für  Wasser  wie  für  Alkohol. 
Für  Sender  Nr.  H,  X'  =4,13,  ist  n  zu  klein  und  «zu  groß 
ausgefallen.  Auch  die  entsprechenden  Punkte  für  Wasser 
würden  eine  Verschiebung  im  gleichen  Sirme  vertragen.  Es 
scheint  also  l)ei  diesem  Sender  aus  einem  jetzt  nicht  mehr 
sicher  feststell ban^n  Grunde,  vielleicht  durch  übergelagerte 
kleine  Wellen,  das  Reflexions  vermögen  etwas  zu  klein  bestimmt 
zu  sein.  In  der  Tat  ergibt  das  l3eol>achtungstagebiich,  daß 
X  zuerst  und  B  ganz  am  Schluss(^  bestimmt  war,  wo  die 
Sender  ai>g(^nutzt  waren  und  erfahrungsgemäß  Neigung  zur 
Ausbildung  kleiner  Wellen  zeigten.  Von  den  Prismenwerten 
liegen   beim   Alkohol  die   meisten  etwas  tiefer  als  die   Kurve, 

1)   VkI.  hierüber   Fr.  Eckort,  a.a.O.    S.  22. 
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beim  Wasser  passen  sie  U^sser.  Die  eingeklammerteii  Worte 
der  Tab.  4  liegen  meist  auch  nicht  in  allzu  gioßer  Entfernung 
von  dVn  Kurven.  Nur  die  Werte  für  Wasser  heim  Sender 
Nr.  9  fallen  ganz  heraus.  Die  Kurve  n  (Fig.  10)  hätte  man 
auch  dnrcli  Lampas  Punkte  legen  können,  aber  es  ist  doch 
fraglich,  ol)  n  jenseits  des  Absorptionsstreifens  noch  einmal 
so  hohe  Werte  annimmt.  Daher  ist  es  vorläufig  unterlassen 
worden . 

Auch  ans  diMi  Al)sorptionskiirven  kann,  wenn  die  Dämp- 
fung nicht  gar  zu  groß  ist,  n  l)estimmt  werden.  Die  Genauig- 
keit ist  alk^'dings  keine  große,  da  wegen  des  starken  Abfalls 
die  Lage  (.U^r  Maxima  und  iMinima  mir  aimäherungs weise 
liestimmt  Werden  kaim.  Mitunter  traten  ül)ergelagerte  kleine 
Wellen  auf.  die  U»i  der  Aufnahme  der  Wellenlängenkurve  in 
Luft  nicht  In^uK^rkt  woiden  waren  und  daher  auch  eine  15e- 
stimumng  von  n  nicht  zuließen.  Jiei  systematischer  Unter- 
suchung müßte  sich  al)er  auch  aus  den  Absorptionskurven 
mehr  herausholen  lassen,  insbesondere  für  die  übergelagerten 
kleinen  Wellen,  wenn  die  ürnndschwingung  des  Send(»rs  in 
das  (T<.'bi(?t  stärkster  Alsorption  verlegt  wird  und  damit  eine 
gute  Isolierung  der  weniger  stark  absorbierten  kleinen  Wellen 
erzi<dt  wird.  Kur  einige  grofe»  Wellen  Wurden  amiehmbare 
Werte  erzielt,  z.  }>.  bei  Sender  Nr.  4  n  =  7,5  für  Wasser  und 
n  =  2,6  für  Alkohol,  lK*i  eim»m  andenMi  Sender  von  derselben 
Ix'rechneten  (rrundschwingung  n  =  7,0  für  Wasser.  Weniger 
gut  stimmen  die  Werte*  b(»ini  Ständer  Nr.  B,  n  =7,4  für  Wasser 
und  1.7  für  Alkoliol. 

N<)<'b  (äne  andere  Messung  möge  hier  Platz  finden.  IVr 
auf  S.  307  erwähnte,  mit  Paral)elgitter  versehene  Sender,  der 
eine  einigermalfcn  reine  Welle  von  X  =  8,0  mm  geliefert  hatte, 
wurde  mit  einem  der  empfindlichen  (jalvanometer  hinsichtlich 
der  Brechung,  Reflexion  und  Absorption  untersucht.  Die 
Absor])tions kurve  (g  in  Fig.  5),  in  dem  mit  Wasser  Ix^schickten 
Quarzinterferonieter,  ohne  H(»zngskurve,  aber  von  rechts  nach 
links  aufg(Mi()uunen,  ergab  A  =  0,7  mm  in  Wasser,  also  zu- 
sammen mit  ?,  —8,0  nun  in  Luft,  n  =4,8,  ein  durchaus  mög- 
licher Wert . 

F^'i  dieser  Kurve  g  (Fig.  5)  war  vergessen  worden, 
Bezugspunkte  zu  messen,  so  daß  zwar  A,  aber  nicht  fc  Ije- 
stimmt    Werden    konnte.     Die    Wiederholung   der   Absorptions- 
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incssiii»^  liiti  li  /w«'i  Tagten  »*rgal>  /  —  O.IH  rniu  in  Wasser,  fnr 
dir  Absorption  al)rr  einen  solchen  Wert,  daß  die  Rinsetzuiig 
(Irr  Crrundseliwin^ini^'  dfs  Senders.  A  =  18.8  nnu,  in  Formel  (5) 
(S.  BOH)  rin  koniplcxts  n  i^rgelu^n  liüttc.  Mit  A  =  H.O  nnn  alvr 
crgal)  si(di  fc  =  J  ,1>H  un(i  i'in  reelles  tt  =  6,0.  I>eii  gleichen 
Wert  rrj^'ah  das  Vrisnia.  Daß  dieser  Wert  größer  ist  als  d«-r 
aus  der  ersten  Ahsorptionskurve  unniitt(dl)ar  lu'stininite  n  =  4.3, 
kann  nicht  iiherrasehen.  da  die  kleine  Welle  nicht  ganz  rein  war. 
Per  Wert  a— O.lOinni  im  Wasser,  der  aus  der  Ahsorptions- 
kurve  (f  folgt,  würde  wiedtM*  mit  / --- 8.0  mm  in  Luft  ein  viel 
zu  großi  s  II  ergehen.  I'jS  waren  aler  mit  demsell'.eii  Sender 
auch  A-Kuiveii  aufgria^mnien  worden,  die  /  =^  l.'i  und 
A— l.Onim  in  Luft  ergahen.  denn  die  kleinen  Wellen  lieKen 
sich  l)isher  nicht  l)elirlüg  re]>roduzieren.  l)ies  würde  n  =  7.5 
und  ti  —  t),H  ergtd)rn.  Wenn  nian  ührigens  /  =  1.*2  oder 
1.0  lum  als  die  zui"  zweiten  Al'sorj)tionskurve  g  gehörige  l^iift- 
W(dle  ansiidit  (statf  8.0  uiiu.  wtdche  fc  ~  1 .98  ergah),  so  folgt 
auch  fin-  fr  ein  Wert,  der  einigernuißen  zu  der  Kurve  k  in 
Fig.  10  pafc^t.  w»^nn  man  sie  weiter  nach  kleinen  Wellen  ver- 
längert denkt.  Dazu  konnnt  noch,  da(.^  auch  das  Reflexions- 
vermögen des  Atljylalkohols  kleiner  gefuiulen  wurde  als  1  ei 
allen  anderen  Sendern,  nändich  9.2  Proz.  1^'rechnet  n)an 
daraus  n  ohne  Pk  riM-ksichtigung  der  Alsorption.  die  ja  in 
diesem  (rehii'te  s<di(ni  fast  ohne  l'iinfluß  ist,  so  ergiht  sich 
n  -l.H.  ein  Welt,  (jj^r  ganz  gut  zur  \erlängerten  n-Kurve 
in    Fig.  10   j>aüt . 

Durch  W^iedergalc  dieser  Xorv^rsuche,  die  als  solche  vor- 
läufig noch  uicht  in  die  Kurven  \(ni  Figg.  W  und  11  ein- 
getragen werden  mögen,  sollte  mir  gezeigt  werd<'n.  daß  die 
Möglichkeit  zu  lH'st<dien  scheint,  auch  mit  den  gefundeneu 
kleinen  Wellen  Dis]M'?-sionsuntersu(*hungen  anzustellen.  Aller- 
<lings  erfordert  <hes  ein  em])findliclieres  (jalvanonieter,  als  es 
hisher  zur  Verfügung  stand.  W(»nn  zuverlässige  Ergehnisse 
erzielt    werden  sollen. 

Lindmnn^)  legt  l:ei  seinen  auf  S.  B05  erwähnten  Ver- 
su(dien  Wert  darauf,  ohjektiv  im  Luftranm  vorkonunende 
st(diende  elektris<die  Wellen  na<'ligewiesen  zu  hahen.  Man 
kann  hier  eine  ähnliche  Frage  sttdlen.  Wenn  ein  Sender  tdne 
hestinnnte     (irundschwingung    hat     und    die     InterfereTizkurve, 

1)    Kiirl   F.  Tji  n  (I  in  a  n  .  j».a.(>.    S.  ;">.'>  I. 
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mit  eiiM-iij  Kmpfänger  von  iMiier  <^l«*icheii  o^ler  anderen  (iruncl- 
schwingniig  iHifgf'iionimeii.  oiii*-  von  rlt*r  (injndsehwiugUDg  <les 
S^'ii<lr'rs«'rh«*l)lif!hahweic'lieii»leW«'llt*iilängtM*rgil>t,wplclif\V(flleii- 
läiigi*  ist  flauii  für  die  mit  dciiist'Ilien  Sendt-r  und  Empfäng*»r 
Jiestinniiti-  AI  "Sorption.    Reflexion  und  Jirechnng    mußgelend? 

l>ie  Messungen  Nr.  8  uiul  4  ^Tal».  4;  gel:i-n  hic-rauf  ein«- 
Antwort.  Sie  sind  mit  Send«*rn  von  nahezu  derselben  (rrund- 
schwingung.  aU^r  verschiedenen  Empfängern  aufgt'iiommen 
und  zeigi-n  ganz  vt-r^idiiedene  Wellenlänge.  Alsorption  und 
Rf'flexion.  ilir-  aht'r  alle  gut  zu  den  Kurven  in  Figg.  It)  und  11 
passen.  w»iin  man  die  »,'«'me<sene  Welleidänge  aueh  füi"  Al»- 
.^iorption  uinl  Hi'flexion  i\U  mal^geW-nd  ansieht.  Wollte  man 
hingegen  /..  \>.  \'a*\  Xr.  8  die  Wellenlänge  dt-r  (Truinlsohwingung 
d«*s  S'udrrs  zui  iM-rerlmung  von  k  verwenden,  so  würden 
iliiM'  Werte,  sowii"  di»'i»Miig«'n  fiu"  «  und  x,  nicht  mehr  zh 
den    Kurven  stimm»-n. 

W«-nn  au(di  di«\<r  Am*-  |{«'oliaclilung  noch  nicht  «piantitativ 
volhg  Hntschfidrnd  ist.  so  kann  man  doch  schon  daraus 
schlietJen.  dal.'i  U-i  Ah^nrption.  Kefjexic^n  und  hr«'chung  im 
Wi'si'iit liehen  ili«'s»dle  Sdiwingung  mal»g«'i;fnd  ist.  di»-  hei  der 
Widlenlängenlestimmung  in  drr  fnterferenzkurv**  auftritt, 
gleich vi«d  Welche  ( irundsch wingung  Sender  und  Empfänger 
halH'n.  Nhin  kann  daher  dir  gedämpfte  (rrundschwingung 
(h'>  S*^nder>  Ufl^st  OU-r^chwingungen  auch  ol»jektiv  als  Spek- 
trum anstdi»Mi.  diese>  S|H*ktrum  in  schmale  Streifen  zerlegt 
denkfii  und  aiiiuhmrn.  rlaß  der  Empfänger  auf  jed«'n  dii-ser 
sdimalen  Streifen  in  »-inem  seinem  eigenen  S]iektrum  ent- 
sj«>rhenden  Matn-  aiisjiriclit.  und  daß  feriH'r  jeder  solcher 
schmale  Siriit»!i  di«-  -«-im-r  Weljenlängi-  zukommt^nde  Ah- 
.sorption  und  lNtl»-xioii  U-^itzt.  I)as  gl»*iche  Erg»-hnis  würdi- 
dann  wrdil  aii<li  lAiwi-  U-iond«'re  Mes>Mngen  fiU'  dii*  IJrt'chung 
au.-^/usiinidK-n  -ii'in.  I»i»-  v<ir<t»'hendeji  Ausführungen  .-^ind  im 
Einklang'  init  der  zuer-r  son  Sara  sin  und  rl»-  Ja  Hivi-i) 
ausg»-sproclii  ijtn  Erklärunj/  der  ..multi]»|pn  {»psonanz"  und 
d»*n  riit»r-urliungeii  voii  (iarhasso  und  Asr-hkinaß^i  ühi*r 
lJr»'chun^' ••l»-ktri-ch<i  W<-II'n  in  i-inem  pri^inati^eii  angeordneten 
Re>onator«  li-'.  -t»iii. 


li    K'ln^ir'l    '*'!!*••  III    iiri<I    Lu'j'ii    H»-   la    Rivo.    ^'ompt.  rend. 
110.   S.  72.    ]>it<o 
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11.  Zusamvienfassung.  Es  wurde  die  Dispersion  \X)ii 
WasstT  und  Äthvialkuhol  zwischen  7  und  85  mm  Wellen- 
länße  untersucht  mit  einer  Versuchsanordnung,  die  für  die 
grö&tn^n  \V(*llen  zw^ar  optisch  nicht  mehr  ganz  einwandfrei 
war,  aU^r  nocli  In^frii^digende  Ergebnisse  gezeitigt  hat.  Die 
hauptsächlichste  i^^oiiachtungsreihe,  zusammen  mit  den  von 
Fr.  Eckert  angestelllen  Versuchen,  ergab  für  Absorptiong- 
koeffizient  fc,  Ahsorptionsindex  x  und  Brechung« Verhältnis  n 
ziemlich  glatte  Kurv(»n,  und  zwar  für  Wasser  (Pig,  10,  S.  815) 
einen  Alisorptionsstnafen  bei  A  =  22  mm,  für  Alkohol  (Pig.  11, 
S.  815)  allmählichen  Abfall  der  Kurven  nach  kleineren  Wellen 
hin.  Die  mit  Prisma  bestinnnt(»n  sowne  Weniger  zuverlässige, 
von  Vorversuchon  stannnende  W(*rt(^  lagen  meist  auch  noch 
in  der  Nähe  der  Kurven.  Von  den  von  anderen  ßeobacht-em 
stammenden  Werten  stimmen  einige  sehr  gut  zu  den  Kurven, 
andere  liegen  weit  ab. 

Fern(»r  wurden  auf  vielen  zur  liestinjmung  dt»r  Wellen- 
länge aufgenomment^n  Interferenzkurven  kleine  Wellen  von 
A  =  5  mm  bis  hinab  zu  0,1  mm  üln^rgelagert  gefunden,  die, 
wenigstens  teilweise,  als  Oberschwingungen  des  Senders  an- 
zuspr<»chen  sind.  Pls  wurd<Mi  einige  Yorversuche  angesteUt, 
um  solclu^  kleine  Wellen  zu  isolieren  und  zu  Dispersions- 
untersuchunjjjen  zu  V(M-wenden.  Für  die  Isolierung  erscheint 
nel)en  den  auf  S.  305  iH^sprochentMi  Versuchen  aussichtsvoll  die 
Verwendung'  von  Ol^erschwingungen,  deren  Grundschwingung 
im  Gebiete  stärkster  Absorption  des  Walisers  liegt  und  durch 
eine  dünne  Wasserseliicht  völlig  absorbiert  werden  kanh.  so- 
wie die  Verwendung  von  Kosonatorengitt<»rn,  ähnlich  wie  l)ei 
den  Ru  l>ensschen  ReststraUlenversuclK^n.  Die*  Fortsetzung 
dieser   Versuche  erfordert   eine  empfindlichere   Meßanordnung. 

Zum  Schlüsse  möchte  ich  mir  erlauben,  meint^m  hoch- 
verehrten Chef,  H(»rrn  Geh.  Hofrat  Piof.  Dr.  0.  Wiener, 
auch  an  dieser  Stelle  meinen  herzlichsten  Dank  auszusprechen 
für  das  d(^r  Arl)eit  entgegengebrachte  r«'ge  Interesse  und  die 
Bi'W^illigung  aller  erfordtTÜchen   Hilfsmittel. 

Leipzig,  Pliys.  Tust.  d.  Tniversität,  im  Juni  1919. 

(Eingc^'angcn  4.  JVwml.«*!'   1919.) 
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2.  IHe  Trägheit  der  ElektrUUüth  {ehie  Kritik); 

van  Richard  Gans. 


De  Ht'oii^)  gil)t  ein  Experiment  au,  luittels  dessen  er 
die  Trägheit  der  Elektrizität,  welche  in  einem  metallischen 
Drahte  fließt,  erwiesen  zu  haben  glauht. 

Wegen  der  Wichtigkeit  des  Problems  wollen  wir  die  frag- 
liche Erscheinung  theoretisch  etwas  eingehender  erörtern. 
Wir  halten  uns  dalx^i  an  de  Heens  eigene  Darstellung. 

Nelunen  wir  an,  daß  in  einem  spiralförmigen  Rohre 
(Fig.  1),  welches  in  seiner  eigenen  Ebene  um  die  Achse  g 
drehbar   ist,  (*ine    Flüssigkeit   sieh    lit^wege.     Dann  wird   eine 


r^^' 


akAt 


kiÄd 


'mmm(mK'^:^/^i<^^^^^m^^. 


Fig.  1.  Fig.  2. 

Z(»ntrifugal kraft  F  entstehen,  welche  in  zwei  zueinander  senk- 
r(»chte  Komponenten  /  und  /'  zerlegt  werden  kann,  von  denen 
letztere  die  Richtung  cm  hat,  während  erstere  das  als  starr 
giulachte  System  zu  drehen  sucht.  Diese  J\raft  ist  von  der 
Strönmngsrichtung  ujial)hängig. 

Diese  tM)erlegungen  wendet  de  Heen  auf  die  Elektrizität 
an,  welche  durch  eine  aus  Kupferdraht  gel)ildete  Spirale  D 
fließt    (Fig.  2).     l)iese  ist   an  einem  Faden  /  aufgehängt  und 

1)  Vgl.  R.  Gans,  Contribucion  al  estudio  de  las  ciencias.  Serie 
matem&tico.fisica  2.   S.  223.  1918. 

2)  P.  de  H^eu,  La  mati^e,  sa  naissance,  sa  vie,  sa  fin.  Bru- 
xelles  1905,  S.  24;  vgl.  auch  M^moires  de  la  Soc.  royale  des  Sciences 
de   Li6ge  (3)  6.   1905. 
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hat  ihrr  StroJitzuleituiigiMi  diircli  (irts  zylindrisclie,  mit  Queck- 
silU»r  gefüllte  (lofäß  (t  und  die  ringförmige,  elK^^nfaÜM  Qiieck* 
hÜIht  enthaltende  Kinne,  welche  G  umgibt. 

Kr  Ix'ohjichtet  nun  tatsächlich  eine  Ablenkung,  und  zwar 
mit  einer  ganz  rohen  und  unemjifindlichen  Anordnung,  diu 
er  in  einer  Photographie  wiedergibt ;  doch  muß  es  befremden, 
t-daß  er  dieseli;e  ohne  Weiteres  als  di'U  erwarteten  Effekt  deutet, 
der  doch  viidfach  vergeblich  gesucht  Worden  ist  und  doch 
höchstens  mit  sehr  empfindlichen  Apparaten  entdeckt  Werden 
könnte. 

Kr  hat  den  Versuch  ganz  ol)erflächlich  und  ohne  irgend- 
welche Kritik  angestellt:  er  hat  sich  nicht  überlegt,  welche 
Folgerungi'U  man  aus  der  «piantitativ  gemessenen  Ablenkung 
ziehen  könnte.  Welches  dii*  günstigst^:?  Form  der  Stromkurve 
wäre,  und  welche  Fehlerquellen  ihm  die  Rrscheinung  etwa 
vorgetäuscht   haben  könnten. 

Alle  diese  Punkte  s(dk*n  im  folgenden  diskutiert  werden. 

Ein  Elektron  der  Masse  m  iwW(*ge  sich  mit  der  Geschv^iudig- 
keit  V  auf  einer  Kurve  ä,  der  wir  aus  (Iründen  der  Allgemeinheit 
doppelte  Krinunmng  zuschreilx*n  wollen.    Dadurch  entsteht  die 

Zentrifugalkraft  /  = hi  Richtung  des  Krümmungsradius  q. 

Entliält  die  \olumeueinheit  N  Elektronen,  habe  der  Draht 
<len  Querschnitt  5,  so  dali  auf  der  Länge  ds  des  Drahtes  sich 
Nqds   Kiekt ronen  hefinden.  so  ergibt  sich  als   Kraft  auf  das 

JiäJigenidement    ds   der  Wert   dF  =  Nmv^q —    in   Richtung 
des  Krünnnungsradius.so  daß  die  Kom]>onent.en  die  Werte  haben: 

.  ? 

uikI  zwei  ('iitspieclu'iide   (Ueicluingeii. 

OftK   Divhiiioiiieiit  nni  ilie  ^-Aclwt*  ist  also: 

l'm  die  Abhängigkeit  dieses  Ausdrucks  von  der  Strom- 
stärke %  zu  iiluTsehen.  führen  v,[r  die  Ladung  «  des  Elektrons 
ein  und  halen: 

(«) 

so  daß 


i    rzr   X  ß   r  5    , 


(4. 
wird . 
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Definieren  wir  die   Hew'eglichkeit    u  des   Elektrons  durch 
die  Beziehung: 
(5)  V  =  ueE  y 

wenn  E  Aw  Feldstärke   ist   (vielfach  wird  auch   v/E  ftls   Be- 
weglichkeit hezeichnet),  so  folgt: 

(G)  i=Ne^uqE , 

d.h. 

(7)  ;.  =  N  e^  u 

ist  die  elektrische  Leitfähigkeit.    Mit  dieser  Beziehung  nimmt 
(4)  die  P^orm  an: 

Mißt  man  also  das  Drehmoment,  W(dches  eine  Folge  des 
Strömens  der  Elektrizität  <larch  (»ine  Drahtkurve  bekannter 
Form  ist,  so  kann  man  nach  (2)  und  (4)  m/N e^  oder  nach  (8) 
mn  berechnen. 

Da  man  den  Wert  von  e/m^)  sowie  den  der  Elementar- 
laduiig  e  kennt,  könnte  man  also  durch  eine  d<»rartige  Messung 
die  Anzahl  Elektronen  in  der  Volumeneinheit  A^  und  ihre  J:^»- 
Aveglichkeit  w,  zWi4  für  unsere  Kenntnis  der  Konstitution 
der  ^h»talle  wichtige   Konstanten,  ermitteln. 

Alles  das  scheint  de  Tfeen  völlig  entgangen  zu  sein. 
S(3nst  müßte  er  zweifellos  versucht  haben,  das  von  ihm  Ix^ob- 
achtete  Drehmoment   (luantitativ  zu  messen. 

Auch  hat  er  sich  nicht  l)estrel)t,  seinem  Draht  die  günstigste 
Form  zu  geben,  was  durch  folgt  nde  t'icM'legung  leicht  möglicli  ist. 

Nach  (2)  und  (H)  gilt : 

e 

WO  /  die  ganze  Drabtlänge,  J  —-i^l/Aq  die  .loulesche  Wärme, 
ir  das  mir  von  drr   Knrvenform  al?bängige   Integral: 

1  edcMitet. 

1)  K.  V.  Tolniaii  und  F.  Da  Ic  Stowart,  Phy».  Ilc'V.  (2)  8. 
S.  97.  lOlC)  haben  das  uin^ckfhrtc  Experiment  des  hiiT  boBchriobenen 
ausgeführt,  indem  sie  iV^w  Stnkm  beobachtet  haben,  der  durch  Bo- 
schleimi^un^  des  Leiters  hervor^'enifen  wird,  und  haben  auf  diese 
Weise  t\vi  bestimmt.  Es  er^ab  sieh,  daß  die  spezifißche  Ladung 
ungefähr  gleich  ist  dem  für  langsam  bewegte  freie  Elektronen  gelten- 
den Wert. 

Annaion  der  Physih.     IV.  Folge,    02.  22 


Wir  crhaheii  also   (Ins   iilo 

Imupt-  iiic'Iit  von  der  Kurve 
JjiiKC  "IhI  Hi(  lilimi,'  st'im-v 
(ifiiiiiaoli  iiuifiiiflisl  i^roil,  w 
1111(1  zwei  kleine,  /.n  seiner 
liorizoiitale  Spitzen  liat  {vgl. 
man  in  seini^iu  Mittelpimkle 
bätte  W  den  Wert  l. 

Wir    brauchen  wohl  u 
.  itraktiüch   kaum  n^öj;;lie)i  ««- 
l>rahte  der  Form,  wie  sie  V 
T>en    weifcn'n    seben    v 
*-^"  Haupt  keim'  Ahlenkurg  bätli 
winer    VerMucbsaiiordnniig    (Fig.  '2 


visrtika] 


,^.y. 


]  )er  ganze  von  ihm  festgestellle  E 
Es  fragt  ,sicb  sebließlith.  Welch 
die  de  Heen  die  Trägheit  der  VAi 
Sicherlich  wohl  die  elektronuiffiuti 
fegten  und  dem  ht-weglichen  Teil 
Tendenz  haben,  die  Sellslindiiktio 
und  die  auch  von  der  Stronirit  htu 
Er  hätte  nachweisen  müssen, 
nicht  irs   S]iiel  kamen.     Toi  h  m> 
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3.  Jßin  Vitrafiltrierapparat; 
von  Richard  Gans. 


Hechhold^)  hat  ein  Vorfahren  der  Ultrafiltration  mittelü 
Kollodium-  und  Gelatinefilt^r  boschrieKen  und  vor  allem  den 
Einfluß  der  (lallertekün/A^ntration  auf  die  Durchlässigkeit  der 
Filter  entdeckt.  Nach  seinem  Verfahren  ist  es  möglich,  ultra- 
mikroskopische Teilchen  auf  dem  Filter  zurückzuhalten,  während 
fvristalloide  ohn(^  weiteres  durchs  Filter  laufen,  so  daß  man 
eine  ]Methode  hat,  die  unvergleichlich  viel  schneller  arbeitet 
als  die  der  Dialyse.  Man  kann  aber  auch,  je  nach  der  Gelatine- 
konzentration, kleine  Ultrateilchen  durchs  Filter  gehen  lassen 
und  größere  zurückhalten,  auf  diese  Weise  also  eine  Trennung 
nach  der  Teilchengröße  vollziehen. 

IXn*  ZwecJv  der  folgi'uden  Zeilen  ist  die  Beschreibung 
einer  Anordnung  und  der  Herstellungsart  von  Ultrafiltern, 
die  im  Prhizi])  dem  Bechholdschen  Verfahren  ähnlich,  aber 
AVesentlich  einfacher  sind,  um  die  Methode  dem  allgemeinen 
Lai^oratoriumsgpbrauch  zugänglicher  zu  machen. 

Dieses  Verfahren  hat  sich  im  hiesigen  Institut  erprolit 
W\  der  Ultra filtration  von  kolloidalen  Metallösungen  zwecks 
Hestinnnung  ihn^r  geometrischen  Form^)  und  Trennung  der- 
selben nach  ihr(*r  (iröße.  Es  wurden  auch  von  Frl.  Ville- 
gas')  Hämoglobinlösungen,  Suspc^nsionen  von  Eiweiß,  Seren, 
Milch  usw.  filtri(M-t  und  auf  diese  Weise  Flüssigkeiten  ohne 
Teilchen  erhalten.  Ferner  konnte  sie  in  einigen  Minuten 
([uantitativ  Kristalloide,  wie  Arsenverbindungen,  Alkaloide  usw. 
von  Olganischen  Sul  stanzten,  wie  S(»rum,  Milch,  Eiweiß  usw., 
trennen. 

1)  H.  Bechhold,  Zcitschr.  f.  Eloktrochcmio  12.  S.  777.  1906; 
Kolloid-Zritsrhr.  1.  S.  107.  1906;  2.  S.  3.  1907;  Zeitechr.  f.  phy«. 
Ohcm.  60.   S.  257.   1907;  64.   S.  328.   1908.. 

2)  R.  GauH,  Ann.  d.  Phys.  47.  S.  270.  191Ö;  R.  Gans  und 
R.  Calatroni.  Ann.  d.  Plys.  61.   S.  465.   1920. 

3)  L.    Sarlo    Vilhgas,  Doktordiss.  d.   Univ.   La   Plata   1919. 

22* 


Figur  niiul  nur  xwvi  Ji,  iitiii  li.^  siili 
kunhiuittfr,  nlni  (■iiii'  Kliii^iilimitlr 
l>i.'  S;-licil:f  7>  liiit  in  (Ut  Mil 
da«  «lurcli  die  Sdi.-il.-  7^;  luitlrls 
.niifr.-ls.-hnnil(.|i  nvschlossci.  ist.  Di 
ztti-cks  ViTliiiidiiiij' itii(  iKt  l.iiftiniii 


Ein  Ulirafiltrierapparat. 


329 


^r 


Bz 


das  auf  ein  Dlatt  Filtrierpapier  gelegte  l.'ltrafilter  zu  tragen. 
Am  besten  ist  dii^ses  Eh^ch  ai:s  Platin,  doch  kann,  je  nacli 
den  Zwecken,  auch  Nickel,  Aliuniniuni  oder  vergoldetes  Messirg 
in  l^etracht  kommen.  Es  hat  siebartig  1  nnu  große  Löcher, 
um  die  ultrafiltrierte  Flüssigkeit  hhidurchzulasscn. 

Ein  äuiVrst  einfaches  Verfahren,  um  die  Kollodiumfilter 
herzustelh^n,  ist  d«as  folgende,  l'-^j^  g  Schießbaumwolle  werden 
mit  einer  Menge  absoluten  Alkohol  versetzt,  die  genügt,  jene 
zu  durchtränken  und  dann  Äther  hinzugegossen,  bis  das  Ganze 
ilOO  ccm  ausmacht. 1)  Von  di(  s(»r  Lösung  git'ßt  nuiii  ein  wenig 
auf  eine  (Has platte,  läßt  den 
Überschuß  ablaufen,  und  taucht 
sie,  Wemi  der  Äther  verdampft 
ist,  zum  Gelatinieren  mitsamt 
der  Glas])latte  in  ein  Gefäß  mit 
Wasser,  in  dem  sich  das  Filter 
«lurch  Hin-  und  Herbewegen 
der   (ilasplatte   \on  ihr  aldöst. 

Solche  Filter  sind  undurch- 
lässig für  Kolloide.  Sollen 
kleine  Teilchen  hnuhn-cbgt'hen. 
so  setzt  man  d(»r  Lösung  Eis- 
essig (z.  15.  Yg  Fi'oz.)  hinzu. 
Die  Durchlässigkeit  hängt  von 
iler  EssigsäuremeL'ge  ab. 

Die  Filter  milssen  in  fließen- 
dem    Wasser     gut      gewasch(»n 

werden,  und  dann  kann  man  sie  in  Wasser  aufbewahren,  dem 
man  ein  wenig  Cliloroform  oder  Forn:ol  zisetzt,  um  Pilz- 
1  ildurg  zu  vern]eid(»n. 

Anstatt  der  oben  ang(gel:enen  Verbältnisse  von  Alkohol 
und  Äther  lassen  sich  auch  nach  Frl.  Vilh  gas  gleiche  Teih' 
derselben  benutzen,  wodurch  man  erreicht,  daß  die  Filtration 
rascher  \or  sich  geht. 

Es  ist  wichtig,  daßdie  Schieß!  aumwolle  rein  und  trockenist. 

Ich  fiig(>  noch  folgende  Erfahnn:g(*n  hinzu,  die  Herr 
Dr.  Teofilo  Isnardi  am  hiesigen  Institut  gemacht  hat. 

Die  Durchlässigkeit  der  Kollodium-Essigsäurefilter  häi.'gt 
nicht  nur  \on  der  Menge  Eisessig  ab,  sondern  auch  vom  Alter 

1)  O.E.    MalfitaiK»,  Compt.  rcnd.  18».   S    ]22].   1004. 
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Fig.  2. 


.«MUl.  \ja  ist  es  mogiicn,  en 
latsäclilich  zu  hrauclieii.  indeii 
hhnliirchtn'ilit  und  das  erste  F 
(lif  ilurcli  JjC):;lii'r  licrvcirfforuferic 
(*lnTciiian<l('i'lefr<'ii  /Wfioi"  Filter. 

Auf  diese  Weise  lüBt  m-h  U-ah 
der  m:in  soeben  Eisessig  zugeHeti 
gibt,  die  durch  ihre  voUkoinnienf 
kenntlich  sind. 

Erst  nach  zwei  Wochen  ist 
daß  die  Filt«rhäute  leicht  opaleszit 
und  mehr  oder  weniger  durchlässi 
Kisessig,  welclie  man  zugesetzt  ha 

La  Platii,  Instituto  de  Fisica 
(Eingegangen  22.  Nov 
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4.  Vltratnihro8kopi8che  Studien. 

(Methoden  tur  Formhestitnniung  subultramikro- 

skopischer  Teilchen); 

von  Richard  Gans. 


§  1.    Die  elektromagnetiBohen  Hauptachsen. 

Wir  nennen  ein  Teilchen  ^ubultrainikioskopisch,  wenn 
>eine  Dimensionen  klein  gegen  die  Wellenlänge  des  Lichts 
.sind,  und  zwar  g(»naiier  gesagt,  klein  gegen  dje  Wellenlänge 
in  dem  Medium,  welches  das  Teilchen  umgibt. 

Nehmen  wir  an,  daß  auf  ein  solches  Teilchen  eine  ebene, 
linear  )X)larisi(»rte  Ijcht welle  fällt,  so'  wird  dasselbe  das  op- 
tische Feld  stören.  Im  limern  der  Partikel  kann  man  das 
elektrische  Feld  als  quasistatisch  auffassen,  und  kennt  man 
die  Dielektrizitätskonstante»  dej^  Teilchens  und  seines  um- 
gebenden Mediums,  so  läßt  sich  prinzipiell  das  neue  Feld  be- 
rechnen. Praktisch  wird  eiiM»  solche  I3erechnung  nur  in  ganz 
speziellen  Fällen  einfacher  Teilchenform  (z.  B.  EUipsoide) 
möglich  sein. 

Bei  ganz  l)(diebigt»r  Form  der  Partikel  können  wir  jedoch 
auch  einige  wichtige  Schlüsse  ziehen. 

Das  freie  elektrische  Moment  p  des  Tt^ilchens,  welches 
definiert  ist  durch  die  Formel: 

unter  r  den  liadiusvektor  von  einem  festen  Punkt  an,  luiter 
dS  ein  VohmKdement  d(\s  Teilchens,  imter  q  die  Dichte  seiner 
freien  I^adungen  verstanden,  ist  wegen  der  Linearität  der 
eU^ktromagnetischen  (n'undgkdchungen  eine  lineare  Vektor- 
funktion der  ursprünglichen  Feldstärke  6,  so  daß 

(2)       j  \\  --  (hl  ^x  -^  .722  ßv  +  9'23  G. 
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ist,  Avo  die  g  von  dt^r  l^rni  doa  Teilchens  und  der  Kichlting 
diT  Kooidinati'nacliscn  tiMiürj^ige  Konstanten  sind. 

Iiu  allgenii^inen  fallen  also  die  liichtiingen  dfs  Monienrs 
und  (ItT  Feldstärke  nicht   ziisanmien. 

Ihirch  Auflösung  dieser  (ileiehuiigennach  den  Gergilit  sich: 

^x  --  Ifn  Pr  -H  ''12  Py  -^  '«13  P,    • 
(:i)  iSv  -   ''21  Pr    ■   /'22  P.  -r  ''23  Pr 

^    IS,   -  //31  p,.    f  //32  p,    -t-  Ä33  Pc  • 

Die  rlektrisehe  Kiiergit-,  welche  dem  Vorhandensein  dieses 
Moments  ents])richt.  st-i  IT.     ])ann  gilt: 

(4)  dW  =i^,d\),~r{i,dp,+i&,d\),. 

Da  W  nur  vom  augenUicklichen  Zustand  al.häi?gt,  muU 
(4)  i'in  vollständiges  ])iffen'ntial  sein,  d.h.  es  lestehen  dii* 
l -eziflnirgt  n : 

(5) 


»         dp,' 


e.  = 


dp,  ' 


woraus 

oder : 

(5') 


usw. 


lind  nach  einem  hekaimten  Satze  der  Algehra: 
folgt,  so  (hiß  sich  durch   Integration  von  (4)  (»rgilt: 

(7)         W  =  i  (//^i  p,-^  +  /^,2  Pv'  -^-  //33  P.'   +  '^  ''23  P.  P«  +  .  .  .)  . 

Nach  dem  J'aii])tacliseni)ro]:lem  der  01:erilächen  zweit«  r 
Or(lnui:g  muß  es  also  drei  aufeinander  senkri^hte  Richtungen 
Sy  »/.  C  g<d  en.  für  die 

(8)  ir --.  .j  (/,,  p/  .  /,,p,;  i-/,3i,.*) 

ist,  d.  h.  für  die  natli  (;>): 

(9)  l£^-/'iP.;     If,    -Aap,:     l?.  =''3pz 
oder,  wenn  wir  //,  ^    1    7^:  //g  =  1/ </2-  ''3  —  Vfl's  «tizen: 

(10)  t),  -._-  ,/j  C5. :     p^  ^  ,,.^  iv^ :     p^,  =.  jTg  g^. 
ist. 

Diese  drei  Richlungt^n.  die  gekennzeichnet  sind  durch 
das    Zusammenfallen    df^r    elektrischen    Feldstärke    mit    dem 
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von    ihr   erregteu    Moment,    mögen    die    elektromagnetisclieii 
Hauptachsen  des  Teilchens  heißen. 

Das  ganze  optische  Verhalten (Mnes  siibultraniikroskopischtn 
Teilchens  ist  durch  die  drei  Ko(:*ffizienten  (j^,  g^^  %  bestimmt. 
Diese  sind  durch  die  Teilchenform  vollständig  gegeben,  aler 
umgekehrt,  kann  man  ai.s  ihnen  nicht  eindeutig  auf  die  Form 
schließen.  Deshalb  kann  man  (hirch  optische  rntersuchuiigen 
zunächst  nur  diese  Koeffizienten,  und  nicht  die  geometrische 
Form  des  Teilchens  eindeutig  ermitteln. 

Der  sj)ezielle  Fall  (jy  =  <J2  —  Os  ^-  ^^-  ^^'^  td.enso  für  die 
Kugel  wie  für  den  Würfel.  Hs  ist  deshalb  unmöglich,  in  der 
suUiltramiki'oskoiuschen  Optik  /wischen  diesen  leiden  Formen 
zu  entschriden. 

Es  gibt  (inen  ähnlichen  Fall  in  der  Mechanik  d(  s  starren 
l\örix*rs.  Alle  liotalionslewi^gungen  um  den  Schwerpunkt 
hängen  einzig  und  allein  von  dem  Trägheit stdlipsoid  ab,  welches 
auch  nicht  (indeutig  die  Form  l:f stimmt. 

Es  ist  alx'r  zu  Ix^rücksichtigeJi,  daß  die  drri  Koeffizii^nten 
flu  ffa^  ?3  «^i»(*h  di(^  einzigen  Größen  sind,  welche  für  uns  be- 
züglich d(s  optischen  Verhaltens  ^<^n  Interesse  sind. 

Im  allgemeinsten  Falle  sind  cii(^  drei  Koeffizienten  komplex 
und  haben  für  jede   Wellenlängi»  einen  bestimmten  Wert. 

Sind  die  Teikhen  so  groß,  daß  man  überhaupt  von  der 
geometrischen  Form  sprechen  kann  (bei  der  Vereinigung  einiger 
weniger  Atome  kann  man  das  nicht),  und  kann  man  diesen 
Teilchen  l^rechungskoeffizient  und  AI  sorptionsindex  d(s  makro- 
skopischen Materials  zuschreiben,  so  käme  die  Frage,  ob  di(^ 
Teilchen  etwa  die  Form  von  liotatiorsellipsoiden  habc^i,  darauf 
hinaus^),  ob  dit»  Koeffizienten  sich  für  alk»  Wellenlängen  mittels 
desselben  P  in  d(  r   Form  darsttdkn  lassen. 

wo  m^  den  Ihechungsexponenten  der  Unigelmng,  m'  den 
(eventuell  kompk'X<Mi)  l^rechungsexponenten  des  Teilchens, 
V  sein  Volumen  und  V  und  P'  zwei  nur  von  den  Achsen- 
verhältnissen  abliäiigige   Orößen  bedeuten,  dit»  der  Peziehung: 

1)  Vgl.  R.  (Jans,   Ann.  (1.  Phys.  37.   S.  884.   1912. 


ujo    uuuwriBcoe    Jüzzemruitftt  '  ( 
Halbachsen  A  und  B  vcrstandci 

Es  ist    Jiiüylicli,  ilalJ  Lord 

iiligelcilftcii    Siitü   (liT  flfktroiiin 

■  scHscn  liiit.     lA'idi-r  ist  ch  mir  nie 

du  mir  dii-  ^\■.vi^\  tiöti^'c  Ijtcrutiii 

§  2.  Depolariaatlon  das  dnroh 
arzeugtec  T;n 
Diis  von  t^incr  trügen  Löüiiiij 
ist  linear  polarisiert,  wenn  die  'J 
ist  zum  Teil  de  polarisiert,  wenn 
und  zwiir  ist  der  l>eix>Iarisations 
die  Form  von  der  Kugel  abweicl 
des  Polarisationsgrades  ein  Mitf« 
bestimmen.  Auf  diese  Methode 
und  entwickelte  die  entsprechen 
dem  komplizierteren  Falle,  daß  < 
Lord  Kayleigh')  hat  in  eii 
Arbeit  die  Formeln  für  den  De 
4lie  nichtmetallisclien  Teilchen  ent 
frühere  Veröffenlliclmng  nicht  ge 
nicht  zitiert.  Übrigens  lesclirank 
dünnte  Lösungen,  denn  nur  für  ; 
»iI>rochene  Satz,  daß  kugelförmige 
Iiicht  abbeiigen.     I<Ii  werde  Ix-Wei 
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keiDeswt'gs  «in  sicheres  Kriterium  für  Alweichung  von  der 
Kugelgestalt  ist,  und  in  der  Tat  stützen  dementsprechende 
Beobachtungen,  die  Hr.  Dr.  Teofilo  Isnardi  auf  meine 
Anregimg  hin  an  Gununiguttlösungen  angestellt  hat,  meine 
Formeln. 

Ich  will  deshalb  im  folgenden  die  Theorie  der  Depolari- 
><ation  niclitmetallischer  trüb(T  Lösungen  unter  Berücksichtigung 
der  gegenseitigen  Beeinflussung  der  Teilchen  ableiten. 

Um  diese  gegenseitige^  Beeinflussung  bestimmen  zu  können, 
haben  wir  das  sogenannte  molekulare  Feld  zu  berechnen, 
Avelches  ein  System  von  Dipolen  am  Orte  eines  derselben 
fr-rzeugt.  Mit  diesem  Problem  haben  wir  uns  tereits  in  miserer 
Theorie  des  Paramagnetismus^)  beschäftigt;  wir  brauchen  also 
lue  entsprechenden  Formeln  mutatis  mutandis  nur  anzuwenden. 

Nach  jener  Arb;(4t  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß 
das  molekulare  Feld  A  Komponenten  hat,  die  zwischen  Ag^ 
und  Aj.  -\-dA^,  Ay  und  Ay  +rf^^,  A^  und  A^  -\-äA,^  liegen: 


(16) 


MO 


jrdA^dA'dA. 


V'S: 


1  .iM_-'  +  -*._V^^ 


n-  «„  a„  (i„ 


(H) 


ist.     Tn  diesen  Formeln  ];ed(»utet: 
(18i  C^-*1^\, 

unter  N  die  Anzahl  Teilchen  in  der  Volumeneinheit,  unt<^r 
vIq  den  Brechungsindex  des  sie  umgebenden  Mediums,  unter  s 
den  kleinsten  Abstand  verstanden,  bis  auf  den  die  Mittel- 
])unkt<?  zweii^r  Teilchen  sich  nähern  können. 

Ferner  ist  q  der  absolute  Wert  des  Moments  eines  Dipols, 
F  (e.tp)  die  Verteilungsfunktion  der  Achsemichtungen  in  Kugel- 
koordinaten e.  \p. 


1)  R.  Gans,  Ann.  d,  Phys.  i%  S.  149.   1916;  50.  S.  163.  1916. 
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Dio  in  uiiscivr  inngiictisclu'n  Ar!  eit  aiigfgofenen  Werte 
für  (lio  KooffizieiiU  11  lauteten  etwas  anders,  weil  wir  damals 
den  als(duten  Wert  d(  s  Moments  q  =/a  als  koiif;tant  anzusehen 
hatten,  und  weil  daninls  die  Verteilnrg  um  die  r-Acbse  herum 
symnietriseh  war,  also  die  Verteilungsfunktion  \ou  vornherein 
unalliängig  von  y;  war.  Schließlich  lag  damals  die  Moment an- 
aclise  fest  im  T(  liehen,  während  das  jetzt  nicht  de^r  Fall  ist: 
wir  niil^sen  jetzt  also  zwischen  <ler  Verteilungsfunktion  der 
Aclisen  dir  Dijole  F{£.if)  und  der  der  Figurenachsen  der 
Teilclun  F'  {e\  \p')  unterscheiden.  (Von  Figurenax^hse  des 
Teilchens  werden  wir  reden,  weil  wir  es  der  Kinfachheit  hall  er 
als  Kotatioiisköri'er  auffassi'U  wollen.) 

Für  di(^  Orient icrurg  der  Teil'jhen  sei  keine  Bichtui'^ 
ausgezeichn(  t,  diesell  e  sei  ^leichn:äßig  nach  allen  Seiten,  so  daß: 


a9) 


8in  a 


F[e;  w')  d  6'  d  xf)'  =  -^  dt'dxff' 


'in 


gilt,  <'hie  (ileichi)!-g,  in  ih'r  e   zwischen  0  und  n/"!,  \p'  zwischeii 
0  und  2  71  liegen  muß. 

l'a  jeder  ßichtuig  der  Figin'(^nachse  eire  Richtung  dei 
Moment aclis<'  entspricht ,  gilt  : 

(20)  F'  (e\  1/0  (/  e'  d  y'  -  F  (e,  ip)  d  e  d  ip 

für  einander  entsprechende  Werte  d(»r  Argumenlenpaare. 

Führen  wir  diese  üeziehung  in  (17)  ein  und  bezeichnen 
Mittelwerte  üher  alle  Teilchen  in  eineT  kleinen  Kugel,  welche 
den  ])ipol  zum  Mittelpunkt  hat.  durch  eciige  Klammern. 
so  folgt : 


(2\) 


«n=^'{l^'l  +  ^V^}' 


"«  =  c  I  [9']  +  '/- 1 ; 


Andererseits  ergil.t   sich  ai;s  (16): 

-f  eo  4-00  +0O 

\A,]  --  f  f  Ja,  W  d  ./,  dA^dA,=0  usw. 


oo  — oo  — oo 
+  eo  +00  +30 


[Ay  A,'\  =- J  J  Ja^  A,  W  d  A,  d  A^  dA^-^0  usw., 
während : 


—  OO  ^oo  — oo 
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(22) 
ist. 


\A/\  -  r/ii :    [Ay^]  =  «22 ;    \Az^]  =  a 
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Wir  behandeln  nach  dieser  Vorl^creitung  zwei  Fälle. 


1.    Das  ew fallende  Licht  ist  linear  polarisiert. 

])i(*  ein  Teilclu'n  erregende   Kraft  }ia];e  die  Komponenten 

Wir  führen  ein  Koordinalensystiin  ^,  rj.  C  ein,  dessen 
if-Achse  rnit  der  Fignrenaehse  des  Tc^ilchens  zusammenfällt. 
Dann  gelten  für  die  Richtungskosinus  der  beiden  Jk»zugs- 
svstenie  die  dun  h  das   Sfthenia : 


(23) 


1/ 


«1       «2       «3 


V      ß\     ßz    ß^ 

.  C  '  71   rz   }'3 

gegt'benen  l'eziehnngen.  und  es  gilt,  wemi  wir  dit*  drei  Kon- 
stanti^n  (/j.  (/g.  f/g  der  (lleiehiingen  (10)  jetzt  mit  g  und  g'  be- 
zeichnen fr/j  =■  g ;  g.,  r^  g^  =  g') : 

(24)  A',  --  A  (^3  :     A^^  -  A  ß^  :     K^  -  A'  y^  , 

st»  daß  das  von/i  hervorgerufene  Moment  /die  Komponenten  bat 

/c  ^  i1  J<.  -  (I  i<  a«  "     ' 


«1 


a 


2 


a. 


(25) 


/,     f/'  a;  .- .,'  K  ß. 


ßi    ßi    ß 


72 


'3 


7z 


f:  -"  if'  ^K^  ""  .'/'  A'  ^^3  7i 

jMnltii)lizieren  wir  (li(  se  (ileichungen  nacheinander  mit  den 
rudienstehenden  Kcx^ffizienten,  ad<lieren  sie  dann,  mid  be- 
rücksichtigen wir  die  zwischen  den  Hiebt  nngskosinr.s  be- 
stehenden reziehnrgen.  so  folgt  : 

f  fs  ^  A'  iy  -  y')  "i  <h 

(26)  I  /,  --  A'  {g  -   g')  a^  a^ 

I  /,  ■--■  Kig      g')arr  i   K  \l'  . 
so  daß  sich 

(27)  r^-K-^W'~(<f      »'*)«»*] 

ergibt. 

Außer  diesem  Moment  /.  welches  von  der  erregenden 
Kraft  K  b<Mvorgerufen  wird,  existiert  aber  noch  ein  Moment  p 
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welches  von  dem  molekularen  Felde  A  erzeugt  wird,  und  das 

sich  folgendern) aCen  herechnot : 


I 


Vt  =9    ^t   ^  9    («1  --^Jr   +  «2  -^If   +  «3  ^z) 


a, 


«2 

ß2 


ß3 


(29) 


(28)    p,^  =  .7'  A^^  =  (/'  (/?,  .4,  -^ß^A,+  ß^  A,)        ß, 

y  Vc  =9'  ^c=  9'  (Ji  -'^x  +  72  ^y  +  }'3  ^»)  •      71     7i 

Multipliziert  man  diese  Gleichungen  nacheinander  mit 
den  nebenstehenden  Koeffizienten  der  einzelnen  Kolonnen 
und  addiert  sie  dann,  so  folgt : 

(  Px  =  ^L  [(9  -  9)  «i'  +  .7']  +  ^iy  (9  -  9l  öti  oj : 

+  ^z(jSI-'9l^i^. 

Vy  ^  --^x  (9     -  9')  «2  «1  +  --i y  [(9    -  9')  V  +  ff'] 

+  ^z(ff-ff')«aa3- 

Vz   =  ^-^x  (9  9)  «3  «1    +  ^^  C</  -  9')  «8  «2 

Das  Gesamtn:oment  ist  demnadi: 

(80)  q=i+P^ 

Bei  der   Rerechnurg  der  Mittelwerte  ars   (26)  und    (29). 
lerücksichtigen  wir  die  Formeln: 

[«.^]  -  [«2^]  =  [«3*1  -  4 ;  [«,*]  =  [<]  =  [V]  =  T  V 


K'' V]  =  [«3*  VI  =  [ W]  =  A 


15 


und  erhalten  aus  ('2fi): 


(31) 

l 

also: 

(32) 


I     [fj] 


K' Ig  -  !/■  )\      r,.„_  KHg  -  g')'  . 
.      L/^j,  J  -  15 


15 


[a  =  A-»{i?^  +  j}, 


wo  -Ö  eine  Abkürzung  für: 


(33) 

ist. 


1^  -  <r  +  i  </  (<l  -  <.l)  -tTsi9-  9') 


'\1 


15 


Aus  (29)  ergibt  sich  mit  Berücksichtigung  von  (22): 


(37) 


^22 
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( 34 1  {        [/>/]  =  (a, ,  +  a„  +  a„)  -<?-  -Jl+a,,B, 

[p.*]  =  («11  +  "»j  +  «3»'  '■''  Tö*-'  +  "3:.  ^ . 

KO  daß 

(H5)  [p*]  =  (flj,  +  «,,  +  «3,)  j-^^-  -/'^.■+  B  j 

folgt.     J)a  ferner  UxVx]—^  usw.,  erlialten  wir  aus  (S9).  (32) 
lind  (35): 

Aus  doli  Gleichungen  (21)  ergibt  sich  sonnt: 
«H  =t|(^'  +  «n  +«»  +  «33)(/  + V'+^^')  +  «n^| 

^3.,  =  j{(^'  +  "u  +  «,3  +  ''33)(i7^  +  V  +^^") 

Da  wir  die  Werte  a^^  +«22+  ^33  sowie  033  —  a^y^  brauchen 
Werden,  addieren  wir  die  Gleichungen  (37)  und  subtrahieren 
ferner  die  erste  von  der  dritten. 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir: 

(38)  a^^  4-  «22  +  «33  = iTj -  -  - 

und 

Uevor  wir  weittTgehen,  müssen  wir  die  Depolarisatiou 
definieren,  lieolachlen  wir  einen  Lichtstrahl,  der  aus  linear 
polarisiertem  und  natürlichc^m  Licht  gemischt  ist  und  sich  in 
Richtung  der  t/-Acl:se  fortpflanzt,  niittels  eines  Nikob,  dessen 
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iS'jh\vinguiigsel:i'iH'  den  Winkel  d  (vgl.  Fig.  1)  mit  der  z-Aclise 
l)ildet,  so  wird  die   Intensität  sieh  in  der  Form: 

(40)  J  =Ci  +(\coH^'d 

darst(?l}en  lassen.  (\  v'vhri  dabei  von  dorn  natürlichen  Lieht 
her,  während  f'g  die  lutensität  des  parallel  z  schwingendeu 
polarisierten  Lichtes  ist. 

Der  Messung  direkt  zrgänglich  ist»  wie  wir  sehen  >verdeii, 

das  Verhältnis  der  Int^^nsitäten 
des  horizontal  und  vertikal 
schwingenden  lichtes.  Dem- 
entsprechend könnte  man  dies 
Verhältnis: 

als  Deiolarisation  Ijezeichnt^n. 
Wir  ziehen  es  aber  vor,  die 
De  Polarisation  durch  die  Größe: 

Fig.  1.  (-»2)  0  - 1 


m 


'/AI  defniiereiu     Ks  leste])t  dnun  di(^  einfache  Beziehung: 

J 


(43) 

oder 

(43') 


0  = 


J=-    T 


1    -    J 

(•i 


1  -  & 


Da  C\  die  Intensität  d«  s  horizontal  sclnvingenden  Lichtes. 
Tg  die  ])ifferenz  zwischen  di^r  Intensität  des  vertikal  und  des 
horizontal  schwingt^iden  liichtt  s  ist,  und  da  diese  Intensitäten 
direkt  proportional  den  (^iiadrat(»n  der  in  die  entsprechenden 
Dichtungen  fallenden  Monu  nt konijonenten  sind,  so  folgt: 

[7/] 

Simnnieren  wii-.  um  0  zu  1  (»rechnen,  die  üleichmigen 
('21).  so  ergibt   sich: 


(44) 


(')  = 


(45) 


'^  ■•  ""  10  C 


Fuhren  wir  diesen  Wert  'u\  die  erste  und  dritte  Gleichung  (21) 


<  in,  so  folgt : 
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(46) 


SO  daß 


[y.']  =  -|  {  «38   -  ^(«11   +  «28   +  «33))  y 


3  , 

(47)  0  =   -         ^^  -       ■  . 

^      '  Obs  -  <^ii 

Mittels   der    Gleichungen   (87),   (38)   und   (39)  ergibt  sich 
somit 

(48)  0=      "  " 


B{l-yO(?'  + V)) 


Führt   mau  diese    Formel  i»   die    Itepolarisation   0^   fiic 
unendlich  kleine  Konzentration  (C  =  0)  ein,  d.h.: 

SO  folgt : 

(50)  J^^^iL^C. 

1  +  ^e 

Dieser  Ausdruck  ist   also   der   Konzentration  direkt   pro- 
lX)rtional. 

Sind  die  Teilchen  kugelförmig  (g  =  3'),  so  e]gibt  sich  aus  (48) 

(51)  f)  =  __^_. 

d.  h.  es  existiert  auch  eine  J)e Polarisation,  die  aber  mit  ab- 
nehmender J^onzentration  verschwindet.  Deumach  ist  eine 
beobachtete  Depolarisation  noch  kein  i^-weis  fiir  nichtkugel- 
förmige  Gestalt,  sondern  man  nniß  die  Beobachtungen  auf 
unendliche  Verdünnung  extraiX)lieren. 

Andererseits   ergibt   sich  aus   der   I)eiX)larisation  für   un- 
endlich kleine   lNOiiz(»ntration  [nach  (49)  und  (33)]: 

das  Verhältnis  g/g'  und  somit  nach  (11),  (12),  (13)  und  (14) 
die  Form  des  z.  B.  als  Rotationstdlipsoid  aufgefaßten  Teilchens. 

AnnAlen  der  PhfHik.     IV;  Folg«.    »>2.  -  28 
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2.    Das  einfaUende  lAcht  ist  natürliche  Licht. 

In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  die  J^ormeln  für  natürlicbes 
einfallendes  Licht  enl^ickeln.  Wir  hiegnügen  uns  damit,  die 
Resultate  anzugolien. 

Es  ist : 
und  fulglidi: 


m  -  ^*  { 


+  s} 


(55) 


I)ie  Beziehungen  für  die  KcH»ffizient^n  o^i.  o^,  a^  werden: 

««  -  0  { [l  's  -  ff?  +  ^)(a'*  +  «»  +  ««  +  «..) 

^     3     ^  6  f  • 
8      "^   6   I' 


+ 


!;(i  <lii  ü  folgt  : 


(56) 


(57). 


10 


«n  +  «»n  +  «33  =  T  ^(y' +  V)^*. 


OB,., 


"st  -  "n  = 


1  - 


OB 


^m\i\   wird  in  dit'.sein  Falle  die  IVpolarisatioit: 


(58) 


& 


«it  -  10^*"  +«11  +  «»•) 


''ss  -  «u 


S»tzt  man  in  di^se  (rleichiing  die  soeben  gefundenen 
WVrte  ein  und  vergleicht  0'  mit  dem  für  linear  polarisiertes 
einfallendes  Licht  geltenden  Kesultat  [Formel  (48)].  so  ergibt  sieh : 

(59)  H'  «  2  W 

oder : 


(60) 

WO 

(61) 


Ulfrnmikroskopisch^  Stiulien. 
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die  DeiX)larisatioii  für  unendlirli  verdünnte  LöHung(»n  Ijedeut^it. 

Bie^  DepohrisaHo-n  bei  natürlichiim  einfallenden  Lichte  iM 
also  doppelt  so  groß,  i(ie  die  hei  linear  polarisiertem  einfallenden 
Lichte. 

I>ie  Ibnneln  (50)  un<l  (00)  gelten  für  jede  lieliehige  Kon- 
Z(»ntration,  so  lange  der  mittlere  gegenseitige  Abstand  der 
Teilchen  gi'oß  gegen  ihre  Lin(*ardimensionen  ist. 

Kine  kleim^  nmnerischo  Rechmnig  niögi?  uns  ül)(»r  die 
Zahlenwerte  aufklären,  welche  hei  der  l>ep<jlarisation  des 
Jiichtes  durch  nichtiuetallische  Teilchen  in  unendlich  ver- 
dünnten ]jösnngen  zu  erwarten  sind. 

Es  sei  z.  B,  m  =^  1,62  der  Krechnngsexix)nent  der  Teilchen 

1  62 

(Ginnmigutt).  nu-  1.B3  d«'r  des  Wassers,  so  daß  m' =  i~^  = 

1.218  wird.  Dann  gilt  für  einige  spc^zielle  Formen  der  Teilchen 
nach  den  (lleichnngen  (11)  his  (15).  (43'),  (49)  und  (33)  die 
folgende  .Ta])elle. 


Tal)ell 

e   1. 

Form 

P 

0 
4.T/3 

4.T 

P' 

gig' 

A 

0,00333 

0,00000 

1       0,00880 

Q 

Stäbchen  .    . 
Kugeln  .    .    . 
Srheib«*n    .    . 

2n      \     1,242 
4jr/3     1     1,000 
(i        j     0,6742 

3»  18' 
0   00 
5    22 

l)i*r  gemäß  der   (ilfichung: 
(62)  tg^e^.l 

berechnc^te  Winkel  q  der  letzten  Kolonne  wird  uns  erst  später 
interessieren.  W(*nn  wir  üIht  einen  Ap]>arat  zur  Messung  der 
I)ei:x)larisation  sprecluMi. 

Wir  sehen,  daß  UA  niclii  metallischen  Teilchen  die  I)e- 
l)olarisation  stets  sehr  klein  Ideiht,  seihst  im  Falle  extremer 
Formen,  wie  Stälichen  und  Scheiben.  Ist  w' =  00,  d.h. 
b'estehen  die  Teilcluai  aus  unendlich  gut  leitendem  Material, 
so  gilt   dir  folgende   Tabelle. 

23» 
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TabolU^  2. 


Form 

Stäbchen  .  . 

Kugeln  •    •  •   j 

Scheiben    .  .   i 


0 

4  .1/  :\ 

4.-T 


P 

2.T 

4  7r/:i 
0 


9l9' 


00 

1 


0,3333 
0,0000 
0,1260 


30«  00' 
O   00 
19    28 


Hr.  Dr.  Teöfilo  Isnardi  hat  bei  den  experimenlGll*Mi 
Unlersiichungen  üter  nicht  nietirflische  Kolloide,  die  er  auf 
meine  Veranlassung  hin  angestellt  hat,  ^^el  größere  Depolari- 
sationen  l)eohachtet,  als  die  Tal)elle  1,  ja  sogar  als  die  Tab.  2 
angil)t,  nnd  zwar  De  Polarisationen,  die  von  der  Konzentration 
abhängen.  I)aranfhin  habe  ic^h  die  vorstehende  Theorie  ent- 
wickelt, die,  wie  wir  sehen  werden,  die  exi^erimentf^Uen  I^- 
fnnde  ohne  Schwierigkeit  erklärt. 

§  3.    Sin  Apparat  aur  Messang  der  Dipolarisation.^ 

Uin   die    De])olarisation   zu   messen,  habe   ich  mir  einen 
einfachen  Ax)parat   konstruiert.     Er  ist  die  Vereinigung  einer 

Haidingerscheu  Lupt^  mit  einem  Nikol  als  Ana- 
lysator, d(»r  mit  einer  Kreisteilung  verseilen  ist. 

Die  Haidinge rsche  Lupe  l)est^ht  aus  einer 
Bodenplatte  mit  quadratischer  Öffnung  D  (Fig.  2), 
einem  Kalkspatrhomlioeder  E  und  einer  Lupe  Af. 
die  auf  D  eingestellt  ist. 

Durch  die  Doppelbrechung  des  Kalkspates  sieht 
man  }x>im  l3eobachten  durch  die  LujDe  zwei  qua- 
dratische Öffnungen  D^  und  D^  in  linear  polarisier- 
tem Liclit  leuchten,  und  zwar  sendet  etwa  D^  Licht 
aus,  das  horizontal  schwingt.  Während  D^  vertikal 
schwing(»ndes  lacht  emittiert. 

Gibt  man  dem  Nikol  N  eine  geeignet-e  Stel- 
lung, so  sind  die  Intensitäten  von  D^  und  Dg,  die 
Jj  bzw.  Jg  heilSen  mögen,  einander  gleich  (Halb- 
schatten), und  bildet  dann  die  Schwingungsel)ene  des  Nikols  mit 
der  horizontalen  den  Winkel  q,  so  gilt : 

(63)  tgV=     •^' 


M 


Fig.  2. 


Nun  iR<  iiacli  (40): 


J. 


(64) 


e/j  —  C'j :     Jg  —  ^1  ^"  ^2  > 
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so  daß  gemäß.  (41): 

folgt.     Aus  dein  Winkel  q  ergibt  sich  also  ohne  weiteres  der 
Wert  von  A  oder  nach  (43): 

(66)  0  =  r^^  • 

l)ies(^r  Winkcd  ist  es,  den  wir  in  der  letzten  Kolonne  der 
Tabh.  1  mul  2  angegeben  haben. 


g  4.    Depolarisation  des  durch  metalliBohe  Teilchen  eraeugten 

Tyndalliohtes. 

In  früheren  Ar):ei1en^)  hatte  ich  über  eine  Methode  be- 
richtet, mittels  der  Absorptionskurve  die  Teilehenform  von 
Amikronen  zu  bestimmen  und  diese  Methode  auf  Gold-,  Silber- 
und Platin  kolloide  angewandt. 

Schon  damals  Jiatte  ich  darauf  hingewiesen^),  daß  die 
Depolarisation  auch  ein  gutes  Kriterium  für  die  Teilehenform 
abgibt,  und  die  entsprechenden  Formeln  für  fast  kugelförmige 
Körper  entwickelt. 

Jefzt  möchte  ich  dieses  Pi'oblem  noch  einmal  eingehender 
für  beliebige  AlAveichinig  von  der  Kugelform  behandeln  und 
die  Ergebnisse  für  die  Oestalt  von  Silberamikronen,  die  nach 
der  Al;sorptionsmethode  sowie  nach  der  Depolarisationsmethode 
ermittelt  Worden  ist,  mit  einander  vergleichen. 

Hei  Lösungen,  die  aus  metallischen  Teilchen  bestehen, 
beobachtet  man  weder  eine  Farben-  noch  eine  Depolarisations- 
änderung  bei  ]'>höhung  der  Konzentration.  Deshalb  können 
^vir  uns  auf  das  tlu^oretische  Studium  unendlich  v(>rdünnter 
Lösungen  1  eschrän  ken . 

In  eine  kolloidale  Lösung  falle  eine  ebene,  lim^ar  polari- 
sierte W\^lle  der  Amplitude  1  ein,  die  in  der  rc-Richtung  fort- 
sithreite,  und  deren  elektrischer  Vektor  mit  der  j/-Achse  den 
Winkel  d  bilde. 

Diese '  Welle   induziert   in  ein(*r   Partikel  ein  elektrisches 


1)  R.  Gans,   Ann.  d.  Phys.  87.    S.  881.  1912;  47.    S.  270.  1916; 
R.  Gans  und  R.  Calatroni,  Ann.  d.  Phys.  61.  S.  465.  1920. 

2)  R.  Gans,  Ann.  d.  Pliys.  37.   S.  896.  1912. 
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U.  Gmis, 


Wonieiil    /,   wolchos   ssiili   ähnlich   vd(^   m   §  1    berechnet.      Es 

ergibt  nich : 

(67)  /,      f?"'"  *"*  ((/  -  - .(/')  «2  (ttgcos  <J  -f  a,  sin  «5)  +  e**  *"*  </'  cos  i, 
I  /,     -  p;-^-^  •"*  ((/      y)  a^  («j  cos  (5  +  a,  sin  ö)  +  e^*  *"*  g'  sin  d  . 

IVr    lV)]K)l«niria<ioiisgriul    iK^stinnni    sich    durch    die     Ut*- 

ziehung: 

(68)  4  =  tg«(.  =  [^^^ 

In  di(-8en  Gleichungen  bedeutet  [vgl.  Gleichung  (11)]: 

8P  ' 


(69) 


3  +  (m'*-  1) 


4;t 
«7'  =  '«0    4„ 


2     8      ^ 


f»'«-l 


8  +  (m'«-l)V^ 

An 


Da  alx«!'  f«'  für  Metalle  komplexe  Wert«  hat,  sind  die 
nunierisch(*n  lUchnungen  verwicjkcltor  als  im  Falle  nicht- 
metallischer Kolloide. 

Wir  wollen  setzen: 

(70.    -   ""~\p  =/«'-;         *----'-,pr-r«'v 

3  +(„,'«-  1)  V  8  +  (m'»  -  1)  ° 

und : 

So  erhalten  wir: 


(72) 


Q 

f^  s  »Wj,*T~  '^Ä flfi  (öfg  COS  J  +  ofj  sin ^C08(29rn <  +  x) , 


8 


/^  »=  m^*        /'{ *  nr,  (a,  cos  fV  +  «,  sin  ^  cos (2  ji  n ^  +  x) 

+  rsindco8(2;rn^  +  \p')\t 


so   daß   fin-    natürliches  einfallendes   Licht   durch   Mittelwert- 
bildung ül:er  alle  Werte  von  6  zwischen  0  und  Stt  folgt: 


(73) 
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Mittels  dieser  Werte  nimmt  Gleichung  (68)  die  Form  an: 

(74)  J=  -*-    

2k*  +  -■  i"  +  5*  f  cos  (x  -  v') 

Setzen  wir: 

(76)  Ze'>--j>+tg;    V  e'"^'  =p'  +iq' , 

so  daß 

(76)  fce-^p^p'+i(5_5'), 

so  transformiert  sich  A  in: 

l-m  p  nnd  q  zu  Ijerechnen.  müssen  wir: 
(78)  ,nt'^  -1  =-a  -hi 

als  Punktion  der  Wellenlänge  kennen.  Nach  den  Messungen 
von  Hagen  und  Kubens^)  ergibt  sich  die  folgende  Talielle, 
in  der  X  die   Well(*nläng(»  in  Luft,  A'  die  in  Wasser  liedeutet. 


Tabell 

e  8. 

V, 

A 

/.' 

« 

h 

420 

313,2 

3,863 

0,632 

4Ö0 

336,0 

4,888 

0,663 

500 

i  374,3 

6,801 

0,018 

525 

393,2 

7,821 

1,087 

650 

488,3 

14,34 

2,162 

750 

564.3 

20,45 

2,927 

Führen  wir  als  Al)kürzungen: 

(79)  r  =  :r  ;  /  =  c 

ein,  so  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  (70)  und  (75): 

(80)  ^  +  ^'=9-6a7+(a-«4-6«)r«    ' 

Milt;els  dieser   Beziehung  und  der  Zahlenwerte  der  Tab.  3 
folgen  die  Tabb.  4,  5  und  6. 


1)  E.  Hagen  und  H.  Rubt-ns,  Ann.  d.  Phys.  8,  S.  1  u.  432.  1902, 


ii.->(i  1      :i.:Mt) 
750  ;       2.79« 

-  y.ieu 

iJ^ 

1.0 

/' 

9 

V 

420 

3,539 

-    1,565 

2.71 

450 

2.421 

0.4910 

1,96 

6041 

1.746 

-   0,1801 

1.481 

525 

1,592 

0,1336 

1,371 

«50 

1.265 

0.048Ö 

l,llf 

750 

l.lflS 

-  0,0280 

i.04( 

X 

y  ^ 

1.25 

l> 

3 

!■ 

420 

l.fl65 

-   0,4234 

1 .792 

450 

1,523 

-    0.1895 

1.416 

500 

1.218 

-    0,08720 

I.Ufl 

nss 

1,140 

--  0,06826 

0.944 

650 

0,9ü6I 

-  0,02820 

0.912 

750 

0,9036 

-  0.0168i 

0,864 

/ 

y  = 

.1,6 

V 

9        _, 

V 

420 

1,32« 

-   0.|893_ 

[  0,954 

460 

1  im 
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Tabelle  4  (Korisotzung). 


420 
460 
500 
525 
650 
750 


i 


-    2,2 


V 


0,6921 

0,6244 

0,5657 

0,5476 

0,5008 

0,4862 


0,05656 
0,03150 
0,01872 
0,01570 
0,00860 
0,00486 


"i     TT. 


0,5425 

o.5oor 

0,4613 
0,4492 
0,4174 
0,4070 


">  6 


-  0,03100 

-  0,02018 
0,01245 
0,01057 

-  0,00637 

-  0,00341 


y  =  3.0 


0,4458 
0,4168 
0,3894 
0,3811 
0,3576 
0.3501 


-  0,02092 

-  0,01401 

-  0,00887 

-  0,00759 

-  0,00395 

-  0,00262 


Tal)ellr 


i). 


;. 


;' 


0,0;      y'  =.  1,5 


P' 


r2    I 


P 


PP     '   <iU 


7  ^- 


-   0,2:     y'  =--.  1.4 


P'^   \  q'^\  PV'   \   qq' 


420 

1,691 

1,803 

-  1,678 

3,061 

2,400 

-   2,540 

450 

2,702 

1,236 

.     -1,781 

5,917 

1,561 

-   2,904 

500 

5,234 

0,8756 

,        2,102 

17,29 

1,064 

-   4,091 

650 

23,36 

0,5957 

3,675 

1033,0 

0,6997 

-    3,260 

750 

47,46 

0,5431 

1     -5,014 

279,4 

0,6338 

.  12.56 

;i 

-    0.4:      >''  = 

1,3 

1 

/ 

0,6;     /  -  1,2 

p'  ♦  q' 

//••i    i    </'^ 

■PP'  *  qq' 

.     ?>'^  -f  q'^ 

P"^  -r-  q'^ 

PP'  \  qq' 

420  ' 

7,053 

3,335 

-4,313 

2,719 

4,962 

-   8,014 

450  ' 

20,95 

2,031 

-5.746 

155,9        i 

2,758 

!    2,038 

500  ' 

223,0 

1,326    : 

--  7,448 

32,10      1 

1 ,693 

7,121 

650  ! 

25,54 

0,8325  : 

f-4,573 

6,360    i 

1,007 

2,628 

750  ' 

1 

15,14 

0,7480 

3,360 

4,794 

j 

0,8957 

2,072 

;. 


420 
460 
600 
660 
750 


-  0.8;      y'  r...  1,1 

1 

i 

1 

/'' 

T  q' 

/>'2     1     ,^2       pp^ 

1 

y    -  1,4;     y'  —  0,8 
j,2   1   q2    I  p'2  +  ^'«  Ipp'-T  (7  q' 


84,86 
22,13 
7,262 
2,813 
2,320 


8,078 
3,943 
2.232 
1,244 
1 ,095 


15,74 
9,102 
4,016 
1,870 
1,593 


2,400 
1,561 
1,064 
0,700 
0,6338 


84,81 
22,13 
7,262 
2,813 
2,320 


6,922 
5,636 
2,767 
1 ,403 
1,213 


K8; 

'2 


"'  =  0,6 


I    p-  4  72   I    p"^    i    q-^  \pp'  -r  q  q'       P^    \   q^    '  p'*  +  g'*  j  p  p'  +  ^  ?' 


._  2  o.     •»'  =  0  4 


420 
450 

500- 

650 

750 


0,9192 

27,19 

-  3.904 

0,4816 

7,053 

-    1,729 

0,6949 

155,9 

'-  0,3277 

0,3909 

20,96 

-   2,603 

-...0,5348 

32,10 

3,965 

0,3203 

223,0 

-    3,919 

0,3925 

6,360 

1,577 

0,2609 

26,64 

2,607 

0,3645 

4,794 

1,321 

i 

0,2363 

15,14 

1,888 

\ 


«".  -.  '«-v 


^^«  ••••>--». 
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/^  (ianii. 


Tahclh*  ö  (Fortset zui-K). 


*? 


2.6;     ;.    - 

0.2 

y    ■■  3,0;     /  :-. 

0,0 

/. 

r   ■  7' 

P''       U'    . 

pp    •  UU 

pi  .\.q*    1   p*«  J^q-t 

pp'  ■'■  gq' 

420 

(»,295»  1 

3.061 

0,9231 

0,1992 

1,691 

-    0,5707 

450 

0,2505  ' 

5,917 

-1,183 

0.1739 

2,702 

-    0,6758 

500  . 

0.2130  . 

17.29 

-1.84« 

0.1518 

5.234 

-    0.8558 

660 

0.1742 

1033,0 

1 .793 

0,1278 

23,36 

-    1,706 

7r»o 

0.1657 

279,4 

6.410 

0.1226 

47,46 

-    2,38« 

Tai.ellp  r». 

\)v  pc 

»larisatioiiHwinkcl  ^. 

Vi'rliiii^r«'rt«'  Klli  psoid«- 


Kii^cl 


Abgeplattete  Ellipboide 


y  =  (),0|y=.0,2,/-0,4|y  =  0,0y-0,8.;'- 1,0.  7=1,4 
r' « 1,017' =  1,41;' --1,31/  =  1,2/ =l,iy  =  1,0:/ =  0,8 


r 


1,8 
0,6 


r«2,a 
r-0,4 


420 
450 
500 
650 
750 


89»52' 

40"  3«' 

4lM2i 

42     6  ;  42  23  |  41     7  | 

42  28 

40  55 

36  16 

39  36 

35  21 

28  18 

88  24 

33  40 

26  28 

39"  56':  27*46' 
34  33  I  18  24 
26  27  !  12  46 
18  52   8  51 
17  26   8  9 


0*0' 

23*21' 

28*39' 

30*47' 

3l*58' 

0  0 

18  48 

%b  13 

88  11 

29  50 

0  0 

15  15 

22     7 

25  41 

27  47 

0  0 

12     4 

18  49 

22  47 

25  17 

0  0 

11  26 

18     5 

22     5 

24  41 

i 

r  =  2,6|  7=3.0 
/  «0,217' =  0,0 


82*33' 
80  51 
29     3 
26  59 
26  27 


))i(>st>  licsultato  siiul  in  den  Kigg.  H  iiiid  4  al»  Funktion 
von  B/ A  für  vcisohiedone  Wellenlängen  und  in  den  Figg.  5 
und  t»  als  Funktion  dt-r  Wellenlänge  für  verschiedene  Werte 
^<»n   V  dartjj'steljl . 

;;i  5.    Die  Optik  der  Silberamikronen. 

Wir  hallen  die  Zjihlenwerte  im  vorigen  Paragraphen  in 
aller  Ausführlicdikeit  mitgeteilt,  weil  die  Tahh.  4,  5  und  6 
die  ganze  0])tik  der  SilKeramikronen  enthalten. 

Nach  einer  fndieren  Arbeit^)  ist  nämlich  die  Absorption 
{iro   Längenein fieit   der  kolloidalen   LösTing: 


(81» 


2;r 


/'=-  ;  (y  +  -^7''A^''. 


I>ie  tnis  dieser  Kormel  sich  ergei;enden  Alsorptions kurven 
nnt^'r  der  Annahme  verschiedener  Teilch(*nformen  haL'en  wir 
hereits  nn  anderer  Stelle  len^chnet   und  gezeichnet.*) 


1)  K.  (Jans.   Ann.d.  l'hy^.  »7.   S.  886.   1912. 

2)  R.   (iiins.   Ann.  rl.  Phvs.  47.   S.  270.   Iftl5. 
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^ 

■■■■"^ 

r;-^- 

^."v 

-^. 

£0- 
IQ" 

-K^^fi^e^ 

^ 

>^ 

^v 

.\ 

'^ 

<12       o^if       ae       0,8  _^Br,o 


Verlängerte  BoUtioDsellipMide. 
Fig.  S. 


^"~ 

^ 

^>N 

^= 

^ 

^ 

•^ 

^ 

0,S         a«_^  Bt,0 


Abgeplattete  BotatioDMlIipsoidu. 
Flg.  4. 


«^ 

.^ 

■ 

— 

\ 



z 

2,2 

tu 


Terlingette  BoUtioDsellipsoide. 
Fig.  S. 


SOO         €00        ^0~*j^ 
AbgepUttete  Rotationeellipsoidu. 
Fig.  6. 


]>er  Brediungsexfonent  ; 
(ir'r  Fnnnol'); 

(82)  '"/''  = 


iler  Ijötiiing  berechnet  eich  am 

'■*y  NF, 


in  der  vdeii  lirfübiingsrxponfiitfii  des  LfösiingsmitteU  ('«deutet. 
hl  der  folgenden  Talielle  halieu  wir  die  Dispersion  der 
Silliertcilchen,  d.  h.  ^^VT  '*''*  Funktion   der  WellenlÄoge    föi 
verpehiedene  Teilcliciifoniieii  ziisHniniengestellf. 


e 


1 

u 

w» 

/ 

^^( 

,^ 

^ 

4- 

- 

'\ 

600 

W-A 

soo 

12 

> 

Verlfingerte  fiotationsellipsoide. 
Fig.  1. 


T^l.elle  7. 
Verlängerte  Eilipsoide. 

3        J.=.0 

,.  ■^-  0,2 

;■'  -  1.4 

r  =  0,4 

/  =  1,3 

;.  =  0.5 
y-  =--  1,25 

0,316 
-1.489 
5.474 
4,576 
2,631 
2.302 

7-0,6 
,.■  ==  1,2 

-  0.023 
1,423 
3,970 
3.331 
2.260 
2,040 

>■  =  0.8     ,.  =  1 

420      0,686 
4S0      0.202 
ßOO   -  0.1991 
525    -0,4167 
650   -1,62 
7S0   -2.67 

0,660 

o,oei 

-  0.986 
^  1,632 
-1,617 

-i-7.054 

0,617 
-0.710 
-  2,530 

4,572 
3,408 

2,80r. 

4Ji63 
4,137 
2.818 
2,637 
1,952 
1307 

5,308 
3,631 
2.618 
2,388 
1383 
1,762 

Ions  und  H.  Happrl,  Ann.  i).  Pliys.  20.   S.  264.    1S09. 
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T«bfllt'7  (FortfietzuiiR). 
Ab|{(!plntt<-te  Kllipaujd«'. 


X 

/  =  0.8 

Y  -  1,8 

y-  ^  0,6 

j'  -  2,2      !       j-  -  2,e 
Y  =  0,4      '<      Y  ^  0,2 

y  -  3,0 
y-  --=.  0.0 

420 
450 
500 
525 
650 
750 

3,863 
4,977 
3,176 
2,8!  1 
2,093 
1,921 

-  3.902 

-  0,030 
5.712 
4,594    . 

2,827 
2,489 

-  2.205 

-  3,941 
-7,076 

7,530 
5,242 
4.122 

-  1,449 

-  2,135 

-  3,802 

-  4,888 

-  4.498 

-  Ifi,90 

-  1,065 

-  1.421 
-2,072 
-2,416 
-4,60 
-6.64 

Y.2 

6 

\ 

w 

\ 

^ 

* 

2 

h  \ 

\ 

v 

■^_^ 

4 

V 

^^ 

0 
-2 

F^ 

500 

^00 

w-x 

w 

N 

-* 

\ 

\ 

-6 

\ 

\ 

\ 

\ 

'\ 

Abgeplattete  BotatioDBelUpsoide. 
Fig.  8. 

Aus  den  Figg.  7  und  8  t.'rsieht  man,  daÜ  die  UigiieraiOQ 
kugelförmiger  Siliert  milchen  normal  ist,  während  bei  Vet- 
Ittngervmg  sowe  bei  Ahplattxmg  der  Teilchen  ))ald  eine  aus- 
gesprochene anomale  Dispersion  auftritt,  deren  quantitative 
Bestimmung  erltniljeii  würde,  die   Teilchenforni  zu  ermitteln. 
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B.  (ians. 


])('n  Depolar isatioftfUgrad  hal>f*ii  wir  Ix»reil8  im  A'origen 
Paragraplif^n  [Foriiul  (77)]  l)f»rK*lmet.  Es  aoII  deshalb  mir 
noch  die  seitliche  Atisstrahlufig  ermittelt  werden,  weil  sie  für 
die  Far]>e  des  Tyjidallieljtes  bestimmend  ist. 

Im  l;rs}>rungo  des  Koordinatensystems  l;efinde  sich  ein 
IHpol  vom  MonK^nt  /:  dersell)e  sei  angeregt  durch  eine  ebene 
Welle  der  Amplitude  1  [vgl.  die  Gleichnngen  (67)].  Dann 
isl  das  el(^ktromagiietiselie  Peld  im  Punkte  j*  =  0;  y  =  r :  «  =  0: 

r 


(83) 


Ä  =- 


N. 


ß.  =0 


Ä  -- 


H,=0, 


f. 


U. 


vr     * 


Aus  diesen  Werlen  ergibt  sich  die  Strahlung  ui  der  y- 
Rieht  unc:  -  ^««^4 

'84) 

In  diesen  Formeln  bedeu<t-t  Si  die  Intensität  des  seitlich 
ausgestrahlten  Lichts,  welches  horizontal  (d.  h.  ||  x)  schwingt, 
während  S,  die  des  vertikal  (||  z)  schwingenden  Lichts  be- 
zeichnet. Da  wir  al)er  die  seitliche  Ausstrahlung  ^rechnen 
wollen  unter  der  Amiahme,  daß  die  Litensität  des  einfallenden 
Lichts  1  ist,  während  die  Formeln  (84)  die  Amplitude  1  des 
einfallenden  Strahls  vorausseht zen.  haben  vnr  die  rechten  Seiten 

der  Gleiehungeii  (84)  dureh  ^        zu  dividieren.  So  ergibt  sich: 


(85) 


Ä 


32.^*  w* 


r* 


[/;'];   s. 


''Ti/^ 


nnd  mittels  der  (ilt'iclnni|{i'n  (78),  (76)  und  (76): 

1  s,  =  -f  ^{2ip'  +  i'^  +  W  +  '/")  +  iPP'  +  qq')]. 

Die  (ie^amtstrahhmg  des  Tyndallichts  in  der  i/-Bichtung 
ist   demnach: 

(87^      5=  ^  +  S,  -  't^'  {3(y  +  g^+^(p"  +  g") 

-(PP'  +  9  9')]    • 
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Man  erkonnt  kiis  (80),  daß  iih  allgemeinen  die  Strahlungen 
»S\  und  Sj  verschiedene  Intensitäten  haben.  So  erklärt  es 
sich,  daß  wenn  man  mit  w^»ißem  IJcht  he  leuchtet  und  das 
Tyndallicht  durch  einen  Nikol  ])(»obacht(*t ,  dit^ses  seine 
l^arhe  je  nach  der  Nikolstellung  ändert. 

Schließlich  wird  es  noch  erwünscht  sein,  für  die  in  deJi 
Talxdlen  teiuitzten  Wert<'  y  die  Achsen  Verhältnisse  der  ent- 
sprechenden Ellii:)soide  anzugehen.  Da  y—^P/An  ist,  so 
folgt  aus  (18),  (14)  und  05): 


\ 

Tah^ 

lle   8. 

y 

\i^erlä 

Qgerte 

Abgeplattete 

Rotationsei]  ipsoide 

Rotationsellipsoide 

y 

BiA 

4                   1 

HjA 

0,0 

0.000 

1,0 

1,000 

0,2 

0,228 

1,4 

0,620 

0,4 

0,399 

1,8 

0,383 

0,5 

0,482 

2,0 

0,294 

0,6 

0,573 

2,2 

0,219 

0,8 

0,769 

2,6 

0,095 

1,0 

1,000 

3,0 

0,000 

g  6.   Bxperimentelle  Bestimmung  der  Form  von  Bilberamikronen. 

Wir  "haljen  den  J)ep<>IarisatioiLSgrad  einer  kolloidalen 
8ill)erlösung  (KoUargol)  mittels  des  in  §  3  U^schrieljenen  Ap- 
parats gemessen,  um  die  Teilehenform  zu  hestimmen. 

Arlx^itet  man  mit  dem  weißen  Licht  einer  Hogenlainpe, 
so  ist  die  verschiedeiu^  Fäihung  d(»r  K^den  quadratischen 
Felder,  auf  deren  gleiche  Intensität  man  einstellen  soll,  recht 
störend.     Sie  erklärt  sich  durch  die  Verschiedenheit  der  Werte 

Si  und  ^2»  ^^'^  '^'^''  '"^  §  ^  l>erechnet  ha])en. 

Um  diesen  ('beistand  zu  vermeiden,  schaltet(^n  wir  zwischen 
dem  Ifegen  und  dem  Trog,  der  die  Lösung  entlii(»lt.  Strahlen- 
filter ein  und  erhielten  so: 

für  grünes  Licht   der  ungefähren  Welh^nlänge  r)(K) /i/i    ^  =  25® 
,,    rotes  ,,       ..  ,.  ,,  fiiK)   ,,     ^  =  19®. 

l.'nt-er  der  Voraussetzung,  daß  die  Teilclien  verlängerte 
Ellipsoide  sind,  ergiht  sich  aus  Fig.  8  B/ A  zwischen  0.57 
und  0,60,  und  unter  der  Voraussetzung,  daß  sie  abgeplattete 
Ellipsoide  sind,  B/ A  zwischen  0.25  und  0,87. 
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B.  (raif^. 


VtTgli'iclit  mau  diese  Kesultatr  mit  den  durch  Ahisorptions- 
messungeu*)  erhalteiwai,  so  folgt  aus  den  Tabb.  3  und  .4  der 
zitierten  Al)handlmig,  daß  die  Teilch(»n  keine  a  Ige  platteten 
Kllii>soide  sein  können,  denn  eine  Lösung  mit  algeplatt-eten 
Partikeln  «ler  dur<^li  TX^ix)larisation  bestimmten  Form  hätte 
ihr  Absorptionsmaximum  hn  Grünen,  wäre  also  rot  in  der 
Durcljsicbt,  wUhrend  unsere  Lösungen  rein  gelb  waren. 

Dagegen  ist  di(?  Annahme  verlängerter  EotationsellipBoide 
in  tJlx'reinstimmung  mit  den  früheren  Alsorptionsmessungen, 
denn    Lösungen    mit    Teilchen    der    durch   De  Polarisation    l,e- 

stimmten  Form  müßten  ihr  Al> 
sorptioiwmaximum  ungefähr  !ei 
400  /jfjL  hal)en,  während  wir  mittels 
unsi^n^r  photographischen  Methode 
seine  Lage  ungefähr  liei  A12/j^i 
ermittelt  hatten. 

Diese  Differenz  erklärt  sirh 
leicht  aus  der  Tatsache,  daß  wir 
\mm  Studium  der  Depolarisation 
die  Lösungen  nicht  ultrafiltriert 
hal)t*n.  Ül)erhaupt  bitten  wir,  die 
soeU'U  lK^schriel)enen  Mesanngt^n 
der  ^orliegenden  Arlieit  nur  als 
vorläufige  Resultate  zwecks  einer 
ersten  Orientierung  anzusehen. 
Inzwischen  bat  l-r.  l)r.  Teöfilo  Isnardi  auf  meine  An- 
regung hin  sich  mit  dem  Problem  (angehender  Ix^schäftigt 
und  an  densell)en  Lösungen  nach  den  lieiden  Methoden  der 
Absorption  und  De]X)larisation  exaktere  Formbestinnmmgeu 
ausgeführt.  1)ie  Ergebniss(>  seiner  rntersuchimg  werde  ich 
baldigst  mitteilen. 

Damit  man  sidi  aber  ein  llild  der  schon  jetzt  erreichten 
Cienauigkeit  der  FormlK'stimmung  ultramikroskopisch  kleüier 
Teilchen  machen  kann,  halie  ich  in  Fig.  9  die  Ix^iden  Meridian- 
ellii)sen  in  natürlichen  Läiigev(»rbältnissen  gezeichnet,  welche 
meinen  Ergebnissen  nach  den  beiden  Methoden  entsprochen. 
Das  äußere    Fjlli})S()id   gilt   geniäß  den   Absorptionsmessungc^n, 


Fig.  9. 


1)   R.  Gaiifl,  Ann.  d.  Phyp.  47.    S.  270.   1915. 
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das  innere  nach  den  Depolarisationsbeobacbtiimgen.  Bedenkt 
man,  daß  die  Teilchen  sicher  nicht  mehr  als  10/^  Durch« 
messer  haben,  daß  ihr  Vohimen  also  nur  5  •  10"^  cmm  betrrg, 
oder  mit  anderen  Worten,  daß  das  Gesamtvolumen  von  2000 
Billionen  Teilchen  nur  ein  Kubikmillimeter  ausmacht,  ao  i?)t 
unser  Ergebnis  wohl  als  befriedigend  zu  betrachten. 

La  Plata,  Jnstituto  de  Fisica,  24.  Auguel  1918. 
(Eingegangen  22.  November  1919.) 


▲iiiua«!  der  Phjdk.    IV.  Folg«.    62.  2i 
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5.   Kritik  zur  WanderungsgeschuHndigkeitsfarniel 

Herrn  Langevins^); 

vofi  Hans  Ferd.  Mayer.        ^ 

(AuB  dem  Radiologiso hen  Institut  der  Univereität  Heidelberg.) 

1.  Über  die  Waaderungsgesch windigkeit  kraftgetriebener 
Partikel  in  Gasen  liegen  mehrere  theoretische  üntersuchuiigen 
vor.  ]Jie  erste  Untersuchung,  die  sich  auf  Partikel  beliebiger 
Kleinheit  bezieht^),  iudem  sie  die  Prinzipien  der  kinetischen 
Oastheorie  zu  Hilfe  nimmt,  findet  sich  in  einer  Arbeit  Herrn 
Lenards  aus  dem  Jahre  1900^),  in  der  auf  einfachem  Wege 
eine  allgemein  brauchbare  Wanderangsgeschwindigkeitsformel 
für  Elektrizitätsträger  in  Gasen  hergeleitet  wurde. 

Mit  demselben  Gegenstand  beschäftigen  sich  —  bei  ver- 
feinerter Berücksichtigung  der  Molekularbewegung  —  zwei 
weitere  Arbeiten  Herrn  Lenards^)  und  zu  einem  gewissen 
Abschluß  wird  das  Problem  durch  eine  neuerdings  erschienene 
Arbeit  desselben  Verfassers  gebracht.^) 

Diesen  Untersuchungen  Herrn  Lenards  stehen  Arbeiten 
Herrn  Langevins  aus  den  Jahren  1908  und  1905*)  gegen- 
über, von  denen  die  letztere  besonders  eingehend  mit  dem 
Gegenstand  sich  beschäftigt,  und  wohl  deshalb,  anscheinend 
mit  Recht,   viel  Beachtung   gefunden  haf)     Die  Formel,  die 

1)  Die  vorliegende  Arbeit  wurde  auf  Anregung  von  Herrn  Geh. 
Rat  Leuard  untei*uommen. 

2)  Für  genügend  große  Partikel  lag  schon  die  Stokes-Kirch- 
hoff8che  hydrodynamische  Lösung  vor. 

8)  P.  Lenard,  Ann.  d.  Phys.  3.  S.  313.  1900. 

4)  P.  Lenard,  Ann.  d.  Phys.  40.  S.  393  u.  41.  S.53.  1913  (Teil  I  u.  II). 

5)  P.  Lenard,  Ann.  d.  Phys.  60.  S.  329.  1919  und  61.  S.  665.  1920 
(Teil  iri). 

6)  P.  Langevin,  Ann.  d.  Ch.  et  d.  Phys.  28.  S.  317.  1908  und 
5.  S.  245  u.  f.  1905. 

7)  über  die  sonstige  hierher  gehörige  Literatur  siehe  P.  Lenard 
a.  a.  O.  Teil  III,  Abschnitt  7. 
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Herr  Langevin  dort  ableitet^  stimmt  jedoch  nicht  mit  der- 
jenigen Herrn  Lenards  aus  dem  Jahre  1900;  and  noch  viel 
weniger  mit  der  endgültigen  Formel  von  1919  überein.  Man 
hat  nun  —  sehr  zu  Unrecht  —  versucht,  die  Formel  Herrn 
Langevin s  als  die  allein  richtige  hinzustellen,  ohne  daß  es 
bis  heute  jemand  unternommen  hätte,  die  Theorien  Herrn 
Lenards  und  Herrn  Langevins  auf  den  Grad  ihrer  Qe- 
nauigkeit  zu  vergleichen. 

Zweck  der  vorliegenden  Arbeit  soll  nun  sein,  die  Quelle 
des  Unterschiedes  beider  Theorien  aufzudecken. 

2.  Das  Problem  der  Wanderung  'kraftbewegter  Partikel  in 
Gasen  ist  bekanntlich  folgendes:  Ein  Partikel  der  Masse  m 
bewege  sich  in  einem  anderen  Gase.  Die  Masse  eines  Ghts- 
moleküls  sei  M,  es  mögen  N  Gasmoleküle  in  der  Baumeinheit 
vorhanden  sein.  Wir  denken  uns  das  Partikel  und  die  Qas- 
moleküle  als  glatte  Kugeln  von  den  Radien  R  bzw.  r,  die  in- 
folge der  Wärmebewegung  mit  großer  Geschwindigkeit  hin 
und  her  fahren,  und  bei  den  gegenseitigen  Zusammenst5ßen 
nach  den  Gesetzen  des  elastischen  Stoßes  reflektiert  werden.^) 

Auf  das  Partikel  wirke  nun  eine  äußere  Kraft  K.  Hier- 
durch wird  die  unregelmäßige  Wärmebewegung  des  Partikels 
ein  wenig  abgeändert  werden,  derart,  daß  im  Mittel  Ge- 
schwindigkeiten in  Richtung  der  äußeren  Kraft  überwiegen. 
Das  Partikel  erlangt  also  eine  mittlere  Geschwindigkeit  oa  in 
Kraftrichtung;  es  entsteht  die  Aufgabe,  die  Größe  dieser  Ge- 
schwindigkeit zu  berechnen. 

Die  Überlegung,  die  sowohl  der  Rechnung  Herrn  Lenards 
als  auch  derjenigen  Herrn  Langevins  zugrunde  liegt,  ist 
folgende:  Bewegt  sich  das  Partikel  mit  seiner  Geschwindigkeit 
durch  die  Gasmoleküle  hindurch,  so  verliert  es  bei  jedem  Zu- 
sammenstoß mit  einem  Gasmolekül   einen  bestimmten  Betrag 


1)  Herr  Langevin  nimmt  im  Falle  elektrisch  geladener  Partikel 
neben  elastischen  StoBen  auch  noch  Femkräfte  an,  mit  denen  das  Par- 
tikel auf  die  ungeladenen  Gasmoleküle  einwirken  soll,  da  jedoch  die 
experimentelle  Untersuchung  (siehe  P.  Lenard,  Ann.  d.  Phys.  12.  S.  714. 
1903)  gezeigt  hat,  daB  solche  Kräfte  äußerst  klein  oder  überhaupt  nicht 
vorhanden  sind,  wird  von  ihnen  hier  abgesehen.  Vgl.  auch  die  ein- 
gehendere Erörterung  hierüber  P.  Lenard  a.  a.  O.  Teil  IIL  Abschnitt  5, 
Fall  E. 

24* 
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seiner  Geschwindigkeit.  Im  stationären  Zustand  wird  dann 
dieser  Qeschwindigkeitsverlust  gerade  ausgeglichen  darch  den 
Geschwindigkeitszuwachs,  den  das  Partikel  w&hrend  der  Zeit 
zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  ZusammenstöBen  infolge 
der  äußeren  Kraft  erhält  Diese  äußere  Kraft  hat  zar  Folge, 
daß  die  Geschwindigkeit  des  Partikels  auf  der  freien  Weglftnge 
keine  gleichförmige  ist;  seine  Bewegung  ist  vielmehr  eine.be» 
Bchleunigte,  ein  Umstand^  der  fllr  die  mathematische  Darch- 
ftthrung  des  Problems  von  großer  Wichtigkeit  sein  wird. 

Trotz  der  Gleichheit  des  Grundgedankens  besteht  ein 
Unterschied  in  den  beiderseitigen  Theorien  insofern,  als  Herr 
Lenard  das  Problem  der  Wanderungsgeschwindigkeit  direkt 
in  Angriff  nimmt,  während  Herr  Langevin  den  Umweg  über 
die  Diffusion  einschlägt. 

3.  Eng  verwandt  mit  dem  vorliegenden  Problem  ist  dad 
Problem  der  Diffusion,  an  das  Herr  Langevin  (a.a.O.  1905) 
anknüpft.  Es  besteht  nun  aber  doch  ein  wesentlicher  Unter- 
schied zwischen  Diffusions-  und  Wanderungsgeschwindigkeit, 
und  zwar  der,  daß  im  Falle  der  Diffusion  die  Bewegung 
des  Partikels  auf  der  freien  Weglänge  eine  gleiehfürmige^  im 
Falle  der  Wanderung  aber  eine  beschleunigte  ist  Dieser  Um- 
stand, den  Herr  Langevin  nicht  in  Rechnung  zieht»  bildet, 
wie  sich  zeigen  wird,  eine  der  Quellen  des  Unterschiedes  seiner 

.  Theorie  der  Wanderungsgeschwindigkeit  und  derjenigen  Herrn 
Lenards. 

4.  Es  handelt  sich  nun  in  erster  Linie  darum,  den  mitüeien 
Geschwindigkeitsverlust  des  Partikels  beim  Zusammenstoß  mit 

einem  Gasmolekül  zu  finden.^)  Wir 
nehmen  der  Einfachheit  halber  an, 
das  Gasmolekül  sei  in  Buhe  und 
das  Partikel  bewege  sich  mit  der 
Geschwindigkeit  ti  gegen  das  Gas- 
molekül. Der  Ort|  an  dem  das 
Partikel  das  Gasmolekül  trifft» 
sei  A.  Wir  zerlegen  nun  die  Ge- 
schwindigkeit u  des  Partikels  in  eine 

1)  Der  besseren  Obersicht  halber  seien  in  diesem  Absatx  4  schon 
bekannte  Resultate  aus  Herrn  Lenards  Arbeiten  eingeschaltet. 


Fig.  1. 
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oormaJe  und  in  eine  tangentiale  Komponente.  Die  tangentiale 
Komponente  u  sin  tp  bleibt  beim  Stoße  ungeändert  Ihr  Bei- 
trag zur  Q^sch windigkeit  u'  nach  dem  Stoß  ist  daher  u  sin^  <f. 
Die  Normalkomponente  von  u  ändert  dagegen  beim  Stoß  ihre 
Größe,  man  findet  ihren  Wert  nach  dem  Stoß  unter  Anwen- 
dung der  Sätze  von  der  Erhaltung  der  Bewegungsgröße  und 
der  lebendigen  Kraft  zu 

.  ,#  ^  cos  er  . 
m-^  M  ^ 

Ihr  Beitrag  zur  Geschwindigkeit  u'  nach  dem  Stoß  ist 

tn  —  M  9 

-       ,    ,.  U  COS^  <3p  . 

m-\-  M  ^ 

Die  Geschwindigkeit  nach  dem  Stoß  ist  daher  in  Stoßrichtung 

u  ^u  (sm^  ip-^-  ^j^-^  cos*  (p\. 

Nun  beträgt  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  die  Normalkompo- 
nente von  u  gerade  einen  Winkel  zwischen  tp  und  (p  +  d(p 
mit  der  Stoßrichtung  bildet, 

2?i  sin  if)  C08  if  dq> 

n 

Die  mittlere  Geschwindigkeit  nach  dem  Stoß  ist  daher 
u  ^  u  I  (sin^  (p  +  "--j^if  cos*  (p]  2sin  (p  cos  (pd(p. 

0 

Die  Integration  ergibt 

während  die  Komponenten  senkrecht  zur  Stoßrichtung  ver^ 
schwinden.^)     Das  Massenverhältnis 

m 

welches  in  unserem  Problem  fortdauernd  eine  Rolle  spielt, 
wollen  wir  als  Lenardsche  Konstante  bezeichnen. 

Ist   das  Gasmolekül    nicht   in  RuhCi  sondern  besitzt  die 
Geschwindigkeitskomponenten   i/,  T,  fF,  während  die  des  Par- 


1)  £8   ifit   dies   die    von  Herrn   Lenard  (a.  a.  0.  1900)   gegebene 
Formel,  deren  Ableitung  dort  nur  kurs  in  Worten  angegeben  ist. 
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tikels  Uf  V,  w  sein  mögen,  so  hat  man  'o£fenbar  in  Gleichung  (1) 
u  und  u  durch  u  —  U  und  u  -^  U  zw.  ersetzen ;  man  findet  so 
die  mittlere  7/- Komponente  nach  dem  Stoß  zu 

,        mu  -\-  Mü 

und  ebenso  gelten  zwei  analoge  Formen  für  v'  und  %o\  Der 
mittlere  Geschwindigkeitsverlust,  den  das  Partikel  bei  einem 
Zusammenstoß  mit  einem  Gasmolekül  erleidet,  ist  daher  f&r 
die  «-Richtung 

(2)      ^  u  —  u  =        ,  -.  \u  —  U). 

5.  Herr  Langevin  schließt  nun  so:  Man  denke  sich  f&r 
einen  Augenblick,  daß  alle  A- Gasmoleküle  der  Ranmeinheit 
dieselben  Geschwindigkeitskomponenten  ü,  F,  W  besitzen,  ynÜ^ 
rend  sich  das  Partikel  mit  den  Geschwindigkeitskomponenten  «, 
V,  w  gleichförmig  durch  das  Gas  hindurch  bewegt.  Das  Par- 
tikel erfährt  dann  nach  einem  bekannten  Satz  der  kinetischen 
Theorie  der  Gase  in  der  Zeiteinheit  die  Anzahl  Ns^nc  Zu- 
sammenstöße,  worin  s  ^  r  +  E  die  Radiensumme  Yon  Partikel 
und  Gasmolekül  und  c  ihre  Relativgeschwindigkeit 


c  =  ]/(«  -U)^  +  [V  -  D«  +  {w  -  /f  )* 
bedeutet 

Nun  würde  das  Partikel  beijedem  Zusammenstoß  in  ti-Rich« 
tung  den  Betrag  u  —  u  an  Geschwindigkeit  verlieren,  in  der 
Zeiteinheit  dalier  den  Betrag  \u  —  u')Ns^nc. 

Nun  sind  aber  die  Geschwindigkeitskomponenten  der  Gas- 
moleküle nicht  alle  gleich  und  auch  die  des  Partikels  ändern 
sich  von  Stoß  zu  Stoß.  Bezeichnet  man  daher  mit  df  die 
Wahrscheinlichkeit,  daß  die  Geschwindigkeitskomponenten  des 
Partikels  zwischen  den  Grenzen  «,  v,  w  und  u  +  du,  v  +  dv, 
w  +  dw  liegen  und  ebenso  mit  d F die  Wahrscheinlichkeit,  daß 
die  Geschwindigkeitskomponenten  eines  Gasmoleküls  zwischen 
den  Grenzen  U,  F,  W  und  U  +  d  U,  F+dF,  fF+dW  liegen, 
so  ist  der  mittlere  Verlust  an  Geschwindigkeit,  den  das  Par- 
tikel auf  seinem  Wege  durch  das  Gas  in  der  Zeiteinheit  er- 
leidet)  gegeben  durch 


ff(u--u')Ns*ncdf'dF. 
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Andererseits  erhält  das  Partikel  in  der  Zeiteinheit  infolge 
der  änßeren  Kraft  K,  die  wir  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
der  Betrachtung  in  die  RichtuDg  der  u- Achse  legen  können, 
den  Geschwindigkeitszuwachs  b  ^  Kj  m,  man  hat  daher  als 
Bedingung  des  stationären  Zustandes 


K  =  rnjf(u  -  u) Ns^ncdfdF 


') 


oder  nach  Gleichung  (2): 

(8)  K  =  ^^j^  JJ{7i  -  (DI^s''  n  c  df  dF. 

Ist   das   Gas  als  Ganzes   in  Ruhe,    so  ist  bei   Annahme 
Max  well  scher  Geschwindigkeitsverteilung 

worin  h  die  Boltzmannsche  Eonstante  bezeichnet 

Ist   (o   die   mittlere   fortschreitende   Geschwindigkeit   des 
Partikels  in  Eraftrichtung,  so  ist 

df^  jA^y/«^-Ä-[(u--)'+.«+-i^„  ^^  ^^. 

Da  (o  sehr  klein  ist,  wird  bei  Vernachlässigung  höherer  Po- 
tenzen von  0) 

af^l^^^J'\-'-^-'^^'  +  -\i+2hmu€j)dudvdw. 
Setzt  man  diese  Werte  in  (8)  ein,  so  ergibt  die  Integration  ^ 


'^'WL 


3  V   h7t   m  +  M 


1)  Dieae    Gleichung   Btammt   im  Grunde    von  Boltzmann;  siehe 
L.  Boltzmann,  Vorlesungen  über  Gastheorie  I.  S.  196.  1895. 

2)  Die   Integrationen   lassen   sich    auf  einfacherem  Wege  als  bei 
Herrn  Langevin  durch  Einführung  neuer  Veränderlicher 

,,  M  y^      .»  m 

m-\-M  in-\-M    ' 

r  =  ^  +  — ^^  ü,  K  =  ö 2t#  ö> 

m-\  M  m  +  M 

vi^M  m  +  JH 

^/m  df7  eifi'  ^  17  (i  F  e^  fr  =  (/U  (^t)  dto  dVi  d^  d^ 

and  nachheriger  Einführung  von  Polarkoordinaten  lösen. 
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und  hieraus  folgt  für  die  Wanderungsgeschwindigkeit 

oder  bei  Einführung  der  L e na r dachen  Konstanten 


m 


der  Gasdichte  7J  ^  N-  M  und  der  mittleren  molekularen  Ge- 
schwindigkeit ß 

^-y  nkii 

der  Gasmoleküle  wird 

(4  w  =  —  -   •     -_• 

Dies  wäre  nach  Herrn  Langeyin  die  gesuchte  Wandemngs* 
geschwindigkeit  des  Partikels. 

6.  Herr    Lenard    kommt    in    seiner   erw&hnten    Arbeit 
(a.  a.  0.  1900)  aiuf  viel  einfacherem  Wege  zu  dem  Resultat 

A'         1  +^ 


und    die    vervollständigte    Wanderungsgeschwindigkeitsformel 
Herrn  Lenards  ist  schließlich^) 

K i-h/i 

worin  der  Faktor  ß    durch 

o    ==   ^   ^  "  A^    .  _?j!L 

gegeben  ist.*) 

Man  sieht,  die  Formeln  Herrn  Lenards  und  Herrn 
Langevins  sind  verschieden,  und  sie  unterscheiden  sich  nicht 
nur  etwa  durch  den  konstanten  Faktor  '/^,  sondern  sie  hängen 
auch  in  verschiedener  Weise  vom  Massenverhältnis  (a  ab.  Dies 
zeigt  an,  daß  mindestens  eine  der  beiderseitigen  Formeln  unter 
einem  prinzipiellen  Mangel  leidet,  und  zwar  ist  es  die  Formel 
Herrn  Langevins,  wie  im  folgenden  gezeigt  werden  soll. 

7.  Man  hat  dazu  folgendes  zu  bedenken:  Bewegt  sich  das 
Partikel  mit  der  mittleren  Geschwindigkeit  a)  durch  das  Gas, 

1)  P.  Lenard,  Teil  111,  Gleichung  (21). 

2)  P.  Lenard,  Teil  III,  Gleichungen  (S)  und  (51). 
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80  ändert  es  von  Weglänge  zu  Wegläuge  seinen  Geschwindig- 
keitskomponenten  u^  v,  w,  und  zwar  sollen  diese  in  ihrer  Wahr- 
scheinlichkeit wie  früher  durch  die  Maxwellsche  Funktion 

df^l         je  [l  +  2nmuo))  au  dv  dw 

gegeben  sein.  Einer  bestimmten  Stoßzeit^)  t  sind  dadurch  ganz 
bestimmte  Werte  von  u,  v,  w  zugeordnet.  Nun  ist  aber  die 
M-Komponente  des  Partikels  während  der  Stoßzeit  /  infolge  der 
äußeren  Kraft  K  nicht  konstant,  sondern  wächst  von  einem 
Werte  u  am  Anfang  der  freien  Weglänge  bis  zu  einem  Werte 
u"  ^  u'  +  bt  am  Ebde  der  freien  Weglänge.  Die  Geschwindig- 
keit 21,  die  der  Maxwellschen  Geschwindigkeitsverteilung  ent- 
spricht, wird  daher  zwischen  u'  und  u"  liegen. 

In  der  im  vorigen  gegebenen  Ableitung  Herrn  Langevins 
sind  nun  u,  v,  w  die  Geschwindigkeitskomponenten,  die  das 
Partikel  jeweils  kurz  vor  dem  Zusammenstoße,  also  am  Ende 
der  freien  Weglänge  besitzt  Denn  diese  Geschwindigkeits- 
komponenten sind  maßgebend  für  die  Größe  des  Geschwindig- 
keitsverlustes  beim  Zusammenstoß,  wie  man  aus  Gleichung  (2^ 
erkennt  Herr  Langevin  setzt  —  anscheinend  unbewußt  — 
voraus,  daß  die  Maxwellschen  Geschwindigkeitskomponenten  u, 
/;,  w  des  Partikels  stets  mit  den  Endgeschwindigkeiten  auf  der 
freien  Weglänge  zusammenfallen. 

Diese  Voraussetzung  ist  aber  ziemlich  unwahrscheinlich. 
Das  Maxwellsche  Verteilungsgesetz  sagt  nur  aus,  daß  in  einem 
bestimmten  Augenblick  der  Stoßzeit  t  Geschwindigkeitskompo- 
nenten von  der  Größe  u,  t?,  w  vorhanden  sind;  in  welchem 
Augenblick  aber  dieses  Ereignis  stattfindet,  darüber  macht  das 
Gesetz  keine  Aussage.  Es  wäre  nun  doch  offenbar  eine  ganz 
einseitige  Bevorzugung  eines  bestimmten  Augenblicks,  wenn 
man  —  wie  es  Herr  Langevin  tut  —  annehmen  wollte,  daß 
dieses  Ereignis  jeweils  genau  am  Ende  der  Stoßzeit  stattfinden 
würde.  Vielmehr  wird  dieses  Ereignis  bei  vielen  aufeinander- 
folgenden Stoßzeiten  einmal  mehr  zu  Anfang,  das  andere  Mal 
mehr  zu  Ende  der  Stoßzeit  eintreten. 


1)  Mit  Stoßzeit  wird  hier  Dach  dem  Vorgänge  Herrn  Lenards  die 
Zeit  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Zusammenstößen  des  Partikels 
bezeichnet. 
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Wir  wollen   daher  Gleichung  (8)  in  der  Form   schreiben 

(7)  A'  =  rnJJ(u"  -  u)  iV  x^ncdf  dF, 

wobei  u"f  die  Endgeschwindigkeit  auf  der  freien  Weglänge,  nnd 
u,  die  Anfangsgeschwindigkeit  auf  der  freien  Weglänge,  im 
allgemeinen  von  der  Max  well  sehen  Geschwindigkeit  «  ver- 
schieden sind. 

Man  hat  nun  noch  u  und  u"  durch  u  aaezudrQcken. 
Hierzu  kann  folgende  Überlegung  dienen:  Jedenfalls  muß  tf  so 
gewählt  werden,  daß  die  Qleichung 


(8) 


2'. 


erfüllt  ist,  indem  ^u^t^  den  während  einer  —  theoretisch  un- 
endlich langen  ~  Zeit  zurückgelegten  Weg  des  Partikels  in 
Kraftrichtung,  2  K  ^^^  ^*^^  nötige  Zeit  bezeichnet^  und  worin 
die  Summen  von  ?;  =s  1  bis  t?  *«  oo  sich  erstrecken.  Anderer- 
seits ist  aber  die  Wanderungsgeschwindigkeit  als  Quotient  als 
Gesamtweg  durch  Gesamtzeit^) 


(9) 


und  da  in  jedem  Falle 

(10)  u;  =  y--bt^, 

so  ist  auch 


(11) 


0) 


Aas  (9)  und  (11)  folgt 


fO   = 


f      I  // 

^  2  ' 

2^. 


und  daher  ist,  wie  der  Vergleich  mit  (8)  zeigte  mit  Weglassung 
der  Indizes 


7/ 


u'  i  ?*" 


Wie  man  sieht,  liegt  die  Max  well  sehe  Geschwindigkeit  u 
in  der  Mitte  zwischen  Anfangs-  und  Endgeschwindigkeit  des 
Partikels  auf  der  freien  Weglänge. 


1)  Siehe  P.  Lenard.  a  a.  0.  Teil!.  S.  415. 
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Die  letzte  Gleichung  ergibt  in  Verbindung  mit  Gleichung  (10) 

u  =^  u  ^  \bt 
und 

n"  ^  u  +  ^bt. 

Mit  der  letzteren  Geschwindigkeit  erfolgt  der  Zusammen- 
stoß ;  der  dabei  stattfindende  Geschwindigkeitsyerlust  ist  daher 
nach  Gleichung  (2) 

(12)  u''-u-  =  Jl^i^u-U+^h{). 

Man  sieht;  der  Geschwindigkeitsverlust  bei  einem  Zu- 
sammenstoß —  in  Maxwellschen  Geschwindigkeiten  '  aus- 
gedrückt —  ist  jetzt  größer  als  bei  Herrn  Langeyin.  Zwar 
sagt  Herr  Langevin  auf  S.  254  seiner  erwähnten  Arbeit 
(a.  a.  0.  1905),  daß  die  Abweichungen  der  augenblicklichen 
Geschwindigkeitskomponenten  des  Partikels  von  denen,  wie  sie 
durch  Max  well  8  Verteilungsfunktion  gegeben  sind^  nur  sehr 
klein  seien,  und  daß  man  sie  deshalb  vernachlässigen  könne. 
Tatsächlich  ist  das  Glied  \bt  im  Verhältnis  zu  fast  allen  vor- 
kommenden Geschwindigkeitskomponenten  u  und  V  sehr  klein; 
man  muß  aber  bedenken,  daß  (o  selbst  eine  gegen  die  ther- 
mische Geschwindigkeit  des  Partikels  kleine  Größe  ist  und 
daß  deshalb  auch  kleine  Vernachlässigungen  von  beträchlichem 
Eünfluß  auf  die  Wanderungsgeschwindigkeit  sein  können,  was 
hier  auch  tatsächlich  der  Fall  ist. 

Im  Falle  der  Diffusion  fällt  natürlich  dieser  Umstand  weg, 
da  infolge  des  Fehlens  der  beschleunigenden  Kraft  Anfangs- 
und  Endgeschwindigkeit  des  Partikels  auf  der  freien  Weglänge 
dieselbe  ist,  also  in  jedem  Augenblick  mit  der  Maxwellschen 
Geschwindigkeitsverteilung  zusammenfallen.  Gleichung  (4)  gilt 
daher  wohl  im  Falle  der  Diffusion  —  wobei  an  Stelle  der 
äußeren  Kraft  das  Druckgefälle  in  Richtung  der  2£- Achse  tritt  — 
nicht  aber  im  Falle  der  Wanderung  eines  Partikels  in  einem 
Eraftfelde  und  Herr  Langevin  verfährt  keineswegs  streng, 
indem  er  Wanderung  und  Diffusion  als  vollkommen  analoge 
Vorgänge  betrachtet. 

8.  Man  hat  nun,  um  exakttff  zu  verfahren,  mit  dem  durch 
Gleichung  (12)    gegebenen    Geschwindigkeitsverlust    denselben 
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RechnungsgaDg   wie  früher  zu  verfolgen  and  erhält  daher  ai 
Stelle  von  Gleichung  (7) 

mM 


m  H- 


wobei  wieder 

die  relative  Geschwindigkeit  von  Partikel  und  Gasmolekül  be- 
deutet. Die  unter  dem  Integral  auftretende  Stoßzeit  /  ist  nur 
Funktion  der  Relativgeschwindigkeit  c  und  in  ihrer  Wahr- 
scheinlichkeit durch 

gegeben.  Man  hat  daher  noch  die  letzte  Gleichung  mit  W{t^dt 
zu  multiplizieren  und  über  alle  möglichen  Werte  von  t  von 
^  =  0  bis  f  «s  00  zu  integrieren.     Man  erhält  so 

Nun  ist  bekanntlich  fe//' >=  j'dF^  l,  man  erhält  daher,  wenn 

man  den  zweiten  Summanden  der  rechten  Seite  mit  der  linken 
Seite  vereinigt 

(13)  K  '  +"  =  -j;^:M.^fJ(u-inNs*ncdrdF. 
Die  Ausführung  der  Integration  ergibt 

~Y~  ""     3     1/   hn     m-{-M 

und  hieraus  folgt  für  die  Wanderungsgeschwindigkeit 

(14)  ,,=  1._^'_...    1+J. 

4     Ds^TtW     2}//< 

Man  erkennt,  daß  sich  diese  Formel  von  der  auf  DifFasrons- 
untersuchungen  gegründeten  Formel  Herrn  Langevins  [Glei- 
chung (4)  des  Vorliegenden]  durch  das  Hinzukommen  des  Fak- 
tors        ^  unterscheidet 

Hieran  knüpft  sich  eine  Bemerkung  von  allgemeiner  Be- 
deutung. Es  ist  eine  weitverbreitete  Ansichti  daß  man  von  der 
Di£fusionsgeschwindigkeit  ohne  weiteres  auf  die  Wandenmgs- 
gesch windigkeit  schließen  könne.  ^)     Dies  ist  tatsächlich  nicht 

1)  Vgl.  S.  P.  Townsend,  Phil.  Trans.  A.  1%.  8.  259.  1900, 
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der  Fall,  man  bat  yielmebr,  wie  aus  dem  Vorliegenden  hervor- 
geht, die  Diffusionsgeschwindigkeit  noch  mit  dem  Faktor       -^ 

zu   multiplizieren,  um  der  beschleunigten  Bewegung  zwischen 
zwei  aufeinanderfolgenden  Zusammenstößen  Rechnung  zu  tragen. 
So  findet  Maxwell^)  bei  Annahme  gleicher  Stoßzeiten  die 
Diffusionsgescbwindigkeit  zu 

K_      ^    1 

und  hieraus  würde  sich  für  die  Wanderungsgeschwindigkeit 
nach  Multiplikation  mit         ^  der  Wert 

A'  1   {-  /i 

ro  =  _1. 

Ds^Ti  W    2]/  /j 

ergeben.  Es  ist  dies  gerade  das  Resultat,  wie  es  schon  yon  Herrn 
Lenard  in  seiner  Arbeit  yon  1900  auf  kurzem  direkten 
Wege  und  ohne  Anlehnung  an  die  Diffusion  abgeleitet  wurde. 

9.  Gleichung  (14)  wurde  hergeleitet  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  die  Max wel Ische  Geschwindigkeitskomponente  u 
des  Partikels  genau  in  der  Mitte  zwischen  Anfangsgeschwindig- 
keit und  Endgeschwindigkeit  auf  der  freien  Weglänge  liegt, 
was  eine  Verbesserung  gegenüber  Herrn  Langeyins  Annahme 
ist.     Dies  hatte  zui-  Folge,  daß  zu  Herrn  Langeyins  Formel 

noch  der  Faktor      ^-  ^  hinzutrat.     Damit  ist,  wie  man  sieht, 

eine  Annäherung  an  die  yeryollständigte  Formel  Herrn  Le- 
nards  [Gleichung  (6)  des  Vorliegenden]  eingetreten,  Überein- 
stimmung ist  aber  doch  nicht  erreicht;  denn  es  erscheint  der 

Q 

Faktor    --    —  in    Gleichung  (14)   durchweg   für   alle  Massen- 

yerhältnisse,  als  B/4  und  der  Faktor  ii    fehlt  ganz. 

Man  muß  aber  bedenken,  daß  auch  die  Annahme,  unter 
der  Gleichung  (14)  hergeleitet  wurde,  nicht  frei  yon  Willkür 
ist  Die  Schwierigkeit,  die  hier  yorliegt,  ist  in  der  yon  Herrn 
Langeyin  gewählten  Methode  begründet  Denn  die  Gte- 
schwindigkeitskomponenten  des  Partikels  sind  auf  der  freien 
Weglänge  nicht  konstant,  und  weichen  daher  zu  Anfang  und 


1)  C.  Maxweil,  Scientific  Papers  1.  8.398.  1890. 
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zu  Ende  einer  freien  Stoßzeit  im  allgemeinen  von  einer  ge- 
wissen mittleren  Geschwindigkeit,  wie  sie  der  Maxwellsdien 
Geschwindigkeitsverteilung  entsprechen  würde,  ab.  Der  übel- 
stand ist  nur  der,  daß  über  diese  Abweichungen  nichts  be- 
kannt ist,  so  daß  man  gezwungen  ist,  eine  mehr  oder  weniger 
willkürliche  Annahme  einzuführen,  um  Anfangs-  und  Elnd- 
geschwindigkeit  auf  der  freien  Weglänge  mit  der  dazugehörigen 
Maxwellschen  Geschwindigkeit  in  Verbindung  zu  bringen,  und 
je  nach  der  Annahme  wird  auch  die  Wanderungsgeechwindig- 
keit  verschieden  ausfallen.  Die  Willktlrlichkeit  der  Annahme 
läßt  sich  ohne  weiteres  nur  umgehen,  wenn  man  das  Problem 
von  Grund  aus,  ohne  Anlehnung  an  die  DifiFusionsbetrachtungp 
in  Angriff  nimmt,  wie  es  eben  Herr  Lenard  mit  dem  oben 
angegebenen  Resultat  schon  seit  1900  getan  hat 

Wir  können  daher  als  Ergebnis  unserer  Untersuchung 
angeben,  daß  das  von  Herrn  Langevin  gewählte  Kechnung^ 
verfahren  wohl  in  Anwendung  auf  Probleme  der  Difiosion 
brauchbar  erscheint,  nicht  aber  zur  feineren  Berechnung  der 
Wanderungsgeschwindigkeit  eines  Partikels  in  einem  Kraftfeld. 

Heidelberg,  November  1919. 


(Eingegangen  9.  Dezember  1919.) 
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6.    Über  erzwungene  Schwi/ngungen   hei  gestörter 

SuperpoHtHon ; 

von  JE.  Waetzvnann. 


^  1.    Fragestellung. 

BekanDtlich  ergibt  die  gewöhnliche  Theorie  der  erzwungeDen 
Schwingongen,  die  mit  linearen  Gleichungen  operiert»  sogenannte 
ungestörte  Superposition  der  Schwingungen.  Das  soll  heißen, 
daß  sich  die  Schwingungen  des  erregten  Körpers  rein  additiv 
aus  den  Perioden,  die  in  der  erregenden  Kraft  enthalten  sind> 
zusammensetzen.  Werden  dagegen  nichtlineare  Gesetze  fär 
den  erregten  Körper  zugrunde  gelegt,  so  treten  ,,Störungen'' 
auf,  die  erregten  Schvnngungen  enthalten  auch  solche  Perioden, 
welche  primär  noch  nicht  gegeben  sind.  Die  mathematische 
Behandlung  dieser  Vorgänge  ist  leider  so  schwierig,  daß  sie 
bisher  über  die  Betrachtung  des  Massenpunktes  ^)  und  eines 
Spezialfalles  für  die  Saite  und  Membran  ^)  nicht  hinausgekommen 
ist  Dagegen  harrt  das  im  Hinblick  auf  eine  experimentelle 
Untersuchung  der  gestörten  Superposition  besonders  wichtige 
allgemeine  Problem  der  Membran,  und  erst  recht  der  belasteten 
Membran,  noch  der  Lösung. 

Das  Elxperiment  ist  in  unserer  Frage  bisher  nicht  glück- 
licher gewesen  als  die  Theorie.  Nach  Helmholtz  sollen  zwar 
die  sehr  starken  sogenannten  subjektiven  Kombinationstöne 
(K.  T.)  infolge  nichtlinearer  Kraftgesetze  für  das  schwingende 
Trommelfell  entstehen;  jedoch  können  diese  Beobachtungen 
an  K.  T.  nicht  als  sichere  Bestätigung  der  theoretischen  Fol- 
gerungen aus  den  nichtlinearen  Schwingungsgesetzen  angesehen 
werden,  so  lange  es  nicht  gelingt,  entsprechende  Vorgänge 
auch  objektiv  außerhalb  des  Ohres  zu  beobachten.    Das  wollte 


1)  H.  Helmholtz,  Pogg.  Adii.  9f^.  S.  497.  1856. 

2)  Ol.  Schaefer  u.  E.  Juretzka,  Ann.  d.  Phys.  41.  S.  581.  1913. 
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aber  bisher,  wenigstens  in  quantitativer  Beziehung,    dtirchans 
nicht  gelingend 

In  Anbetracht  der  groBen  Wichtigkeit  der  Frage  der  ge- 
störten Superposition  auch  auf  nichtakustiBchem  Gebiete*) 
wurden  von  neuem  entsprechende  Versuche  aufgenommen.  Die 
von  Heimholt/  am  Massenpunkt  entwickelte  Theorie  gibt 
Störungsglieder  von  verhältnismäßig  kleiner  Amplitude.  Ob 
und  inwieweit  die  am  Massenpunkt  gewonnenen  quantitativen 
theoretischen  Ergebnisse  aucii  für  kompliziertere  Gebilde  Gül- 
tigkeit behalten,  wurde  aber  vorläufig  außer  Acht  gelassen, 
und  ebenso  die  noch  weiter  gehende  Frage,  ob  vielleicht  schon 
die  Grundgedanken  der  Helmholtzschen  Theorie  auf  das 
Hören  der  subjektiven  K.T.  nicht  anwendbar  sind'}.  Vielmehr 
wurde  zunächst  unter  Verzicht  auf  einen  theoretischen  LeitEaden 
nach  einer  Versuchsanordnung  gesucht,  bei  welcher  membran- 
artige Gebilde  in  Analogie  zu  der  großen  Stärke  der  subjek- 
tiven K.  T.  ganz  grobe  ^^Störungseffekte'*  ergeben  könnten.  Als 
geeignet  hierfür  erwiesen  sich  schwach  gespannte,  sehr  emp- 
findliche^ auf  einer  Seite  durch  Wachskügelchen  u.  dgl.  stark 
belastete  Gumniihäute,  die  senkrecht  angeordnet  waren.  So 
unsympathisch  diese  Versuchsauordnuug  mit  derartigen  kom- 
plizierten, für  eine  theoretische  Behandlung  kaum  zu  defi- 
nierenden Gebilden  zunächst  auch  erscheinen  mag,  so  hat  sie 
sich  doch  auf  das  beste  bewährt.  Tatsächlich  erhält  mafn  an 
unseren  Gummihäuten  hei  passend'sr  H^ahl  der  erregenden  Kne 
die  gesuchten  Störungen  in  geradezu  verblüffender  Stärke.  Hierauf 
kam  es  aber  für  den  ersten  Schritt  aliein  an.  Vergegen- 
wärtigen wir  uns  außerdem  die  Kompliziertheit  der  Gebilde 
im  Ohre^  welche  das  Hören  vermitteln  und  speziell  die  Ent- 
stehung der  subjektiven  E.T.  veranlassen  sollen,  so  wird  man 
vielleicht  tinden,  daß  die  von  mir  gewählte  Versuchsanordnung 
nicht   nur   zweckentsprechend,    sondern    auch   verh&ltnismäBig 


1)  Auf  die  fragliche  Literatur  möehte  ich  hier  der  Platsenpamis 
halber  nicht  eingehen,  zumal  ich  demuftchst  in  anderem  ZusMnmenhaiige 
ausführlich  auf  diese  Fragen  zurückkomme. 

2)  Vgl.  z.  B.  G.  Du f fing:  „Erzwungene  SohwiDgungen  bei  ver- 
änderlicher Eigenfre^uenz  und  ihre  technische  Bedeatong.'*  Sammlung 
Vieweg,  Heft  41  u.  42.  1918. 

3)  Vgl.  R.  Waetzmann,  Ann.  d.  Phys.  42.  S.  748^44.  1918. 
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einfach  ist.  Daß  sich  die  Resultate  der  yorliegenden  Unter- 
suchung nicht  nur  auf  solche  Schwingungen  beziehen,  die  zu 
den  akustischen  im  engeren  Sinne  des  Wortes  gehören,  braucht 
wohl  kaum  gesagt  zu  werden. 

Eine  kurze  Mitteilung  über  Schwingungsaufnahmen  an 
belasteten  Gummihäuten,  die  ich  im  folgenden  der  Kürze  des 
Ausdruckes  halber  auch  als  Membranen  bezeichnen  werde, 
habe  ich  bereits  gemeinsam  mit  W.  Moser ^)  yeröffentlicht. 
Auch  in  der  Aufnahme  und  Analyse  eines  großen  Teiles  der 
der^  vorliegenden  Arbeit  zugrunde  liegenden  Schwingungs- 
kurven bin  ich  durch  Hrn.  W.  Moser  unterstützt  worden. 

§  2.    VerBUohBanordnung. 

Es  wurden  zum  großen  Teil  dünne  Gummihäute  benutzt, 
wie  sie  früher  in  Drogerien  käuflich  waren.  Diese  Häute 
wurden  über  den  verdickten  Rand  der  kleineren  Öffnung  eines 
Trichters  gezogen  und  mit  Gummischnüren  festgebunden.  Die 
Spannung  läßt  sich  dann  nur  grob,  aber  in  sehr  einfacher 
Weise  ändern.  Wenn  es  darauf  ankam,  auch  feinere  Spannungs- 
änderuugen  ausführen  zu  können,  wurde  ein  ringförmiger  Wulst 
benutzt,  der  aus  zwei  halbkreisförmigen  Hälften  bestand,  deren 
Abstand  mittels  feiner  Schrauben  ein  wenig  geändert  werden 
konnte.  Bei  längeren  Versuchsreihen  mußte  des  öfteren  nach- 
geprüft werden,  ob  der  Spannungszustand  genügend  konstant 
geblieben  war.  Der  Durchmesser  der  Gummihäute  betrug 
durchschnittlich  etwa  5  cm.  Die  Belastung  geschah  durch 
Wachskügelchen ,  die  eventuell  noch  durch  Metallstückchen 
beschwert  waren,  und  in  der  Regel  etwas  seitlich  der  Mitte 
der  Membranen  angebracht  wurden.  Ihr  Gewicht  wurde  so 
gewählt,  daß  es  gegenüber  den  elastischen  Kräften  der  Häute 
stets  merklich,  zuweilen  sehr  stark  in  Betracht  kam.  Durch 
die  angeklebten  Gewichte  wurde  die  Gummihaut  je  nach  dem 
Ort  der  Belastung  und  dem  Verhältnis  zwischen  ihren  elastischen 
Kräften  und  der  Größe  des  Belastungsgewichtes  mehr  oder 
weniger  stark  durchgebogen  und  deformiert.  Lie  Ebene  der  Häute 
war  bei  den  in  der  'vorliegenden  Arbeit  abgebildeten  Kurven  die 
f'ertikalebene. 


1)  E.  Waetzmann  u.  W.  Moser,  Verh.  d.  D.  Pbys.  Ges.  19.  S.  13. 
1917. 
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Das  Stativ,  welclies  den  Trichter  mit  6ummihaut  hielt, 
stand  auf  einer  Platte,  die  auf  drei  Gummiballen  ruhte,  die 
ihrerseits  auf  einem  schweren  Tisch  lagen,  dessen  Füße  auf 
Blei-  und  Gummiplatten  standen.  Hierdurch  waren  die  Mem- 
branen gegen  kurzperiodische  Erschütterungen,  die  durch  deo 
Boden  kamen,  genügend  geschützt;  langperiodische  ErschQt- 
terungen  stören  weniger.  Natürlich  mußten  die  Membranen 
bei  ihrer  außerordentlich  großen  P^mpfindlicbkeit  auch  Yor 
Erschütterungen,  die  durch  die  Luft  übertragen  werden^  sorg- 
fältig bewahrt  werden.  Z.  B.  macht  schon  ein  geringer  Luft- 
zug im  Zimmer,  der  von  dem  Experimentator  erregt  wird, 
eine  Aufnahme  unmöglich. 

Die  photographische  Registrierung  der  Schwingungsform 
einer  bestimmten  Stelle  der  Membran  geschah  in  der  üblichen 
Weise  mit  Hilfe  eines  kleinen  an  der  betreffenden  Stelle  —  in 
der  Regel  dicht  neben  dem  Belastungskörper  —  befestigten 
Spiegels.  Zunächst  wurde  immer  die  Ruhelage  (Nullinie)  photo- 
graphiert,  darauf  die  Schwingungen. 

Als  Tonquellen  für  die  Erregung  der  Häute  dienten  in 
erster  Linie  Stimmgabeln  auf  Resouanzkästen;  wenn  es  auf 
Reinheit  der  „Töne'*  nicht  ankam,  auch  ein  lautsprechendes 
Telephon,  das  durch  eine  Wechselstromsirene  betrieben  wurde. 
Pfeifen  u.  dgl.  eignen  sich  weniger  gut.  Die  W^echselstrom- 
sirene  war  \vegen  der  Möglichkeit,  die  Tonhöhe  in  weiten 
(Frenzen  kontinuierlich  zu  ändern,  für  manche  Zwecke  besonders 
bequem.  Die  Tonquellen  standen  auf  einem  Tisch  für  sich, 
vor  dem  freien  Ende  des  Trichters.  Jedoch  konnten  die  er- 
regenden Töne  der  Gummihaut  auch  von  der  Gegenseite  zu- 
geleitet werden,  wobei,  um  beiderseitig  gleiche  Verbältnisse 
zu  haben,  bei  einigen  Aufnahmen  ein  Doppeltrichter  benutzt 
wurde,  der  aus  zwei  mit  ihren  engeren  Öffnungen  zusammen- 
stoßenden Einfachtrichtern  bestand.  Die  Gummihaut  liegt 
dann  in  der  Berührungsebene  der  beiden  Einfachtrichter.  Der 
Zweck  der  verschiedenseitigen  Erregung  der  Gummihaut  wird 
in  §  4  ersichtlich  werden.  Die  Grundperiode  der  Gummihaut 
wurde  in  der  Weise  bestimmt,  daß  die  Tonquelle  (Telephon- 
membran), mit  hoher  Schwingungszahl  beginnend,  kontinuierlich 
vertieft,   und  das  tiefste  Resonanzniaximum  aufgesucht  wurde. 

Einige  Male  wurden  zwischen  Klangquelle  und  Membran 
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zur  möglichst  restlosen  Beseitigung  von  Obertönen  (0.  T.)  Inter- 
ferenzrohre eingeschaltet.  Jedoch  konnte  die  Frage  der  O.T. 
noch  nicht  genügend  geklärt  werden.  Wir  kommen  hierauf 
in  §  4  zurück. 

Ein  Teil  der  aufgenommenen  Kurven  wurde  mit  einem 
Mad ersehen  harmonischen  Analysator  analysiert.  Nach  einigen 
Vorversuchen  konnte  man  sich  ein  ungefähres  Bild  von  den 
auftretenden  Schwingungsarten  machen,  und  es  gelang  bald,  die 
Versuchsbedingungen  (Spannung  und  Belastung  der  Membran, 
Höhe  der  erregenden  Töne  relativ  zum  Grundton  der  Membran 
usw.)  so  zu  wählen,  daß  der  gerade  gewünschte  Haupttyp  von 
Schwingungen  erhalten  wurde.  Ich  betone  das  deshalb,  weil 
den  Beobachter  bei  einer  etwaigen  Wiederholung  der  Versuche 
der  Fülle  der  Variationsraöglichkeiten  und  der  auftretenden 
Erscheinungen  gegenüber  leicht  eine  gewisse  Ratlosigkeit  be- 
schleichen  könnte.  Es  empfiehlt  sich  auch  dringend,  die  Form 
der  erregenden  Kräfte  zunächst  so  einfach  wie  möglich,  d.  h. 
so  zu  wählen,  daß  etwaige  ,,vStörungseffekte**  leicht  zu  erkennen 
und  zu  verfolgen  sind  ^),  aho  mit  Einzeltönen  zu  beginnen^  dann 
zwei  Töne  zu  neJtmen^  die  eine  typische  Schwebmigskurve  geben 
und  dann   erst  zu  komplizierteren  Erregung  »formen  überzugehen 

Unsere  Gummihäute  theoretisch  zu  behandeln,  erscheint 
zunächst  ausgeschlossen.  Dagegen  ist  es  auch  ohne  Theorie 
mögljph,  sich  über  ihre  Schwiugungsform  Vorstellungen  zu 
bilden,  welche  den  tatsächlichen  Vorgängen  ziemlich  nahe 
kommen  dürften  und  das  Zustandekommen  der  beobachteten 
„Störungseffekte"  zum  großen  Teil  verständlich  machen.  Die 
W^achskugel  wird  sich,  wenn  sie  genügend  schwer  ist,  bei 
Schwingungen  der  Gummihaut  ähnlich  bewegen,  als  wenn  sie 
nicht  von  der  ganzen  Haut  getragen  würde,  sondern  von  einer 
Anzahl  von  Gummibändern,  deren  Enden  am  Rande  des  Trich- 
ters befestigt  sind.  Und  wir  wollen  noch  weiter  abstrahieren 
und  unsere  Haut  in  erster  Annäherung  als  ein  einzelnes, 
oben  und  unten  befestigtes,  seitlich  durchgebogenes  und  in  der 
Nähe  der  Durchbiegungsstelle  belastetes  Gummiband  ansehen. 
Die  Gummihaut  reduziert  sich  dann  auf  ein  Pendel,  aber,  wie 
ivir    sehen    loerden,   auf  ein   Pendel    von   variabler   Länge,      Die 


1)  Vgl.  hierzu  E.  Waetzmann,   Phys.  Zeitschr.   15.  S.  638.  1914. 
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W'achskugel  ist  der  Pendelkörper,  und  ihr  jeweiliger  Dreh- 
punkt ungefähr  der  näcliste  senkrecht  über  ihr  liegende 
Knotenpunkt,  im  einfachsten  Falle,  bei  Schwingungen  in  der 
Grundperiode  der  Guminihaut,  also  eine  Stelle  des  festen 
Randes.  Die  untere  Befestigung  des  Gummibandes  und  die 
Seitenbänder  können  dann  als  DämpfungsvorrichtUDg  gedeutet 
werden. 

i$  8.    Erregung  der  Oummihaut  durch  einen  Ton. 

Wird  die  Gumraihaut  durch  einen  Ton  (Primärton  =  P.  T.) 
erregt,  so  erfolgen  die  Schwingungen  des  betrachteten  Punktes 
vielfach  nicht  symmetrisch  zu  seiner  Kuhelage(„Einseitigkeit'' der 
Schwingungen).  Diese  einseitige  Verschiebung  der  Schwingungs- 
kurve  gegenüber  der  Nullinie  ist  zuweilen  sehr  groß,  großer 
als  die  Schwingungsamplitude  (Fig.  2,  Kurvenbild  i).  Die  Ein- 
seitigkeit tritt  aber  nicht  immer  auf. 

Abgesehen  von  besonderen  Fällen,  auf  die  hier  nicht  ein- 
gegangen werden  soll,  war  sie  fllr  sehr  tiefe  P.T.,  die  unter- 
halb oder  in  der  Nähe  der  Grundperiode  der  Membran  lagen, 
nicht  vorhanden  ^Fig.  1.  Kurve  a),  und  kam  erst 'bei  höheren 
P.  T.  zum  Vorschein  (F'ig.  1,  Kurven  h  u.  c).  Zuweilen,  aber 
seltener,  trat  sie  innerhalb  des  benutzten  P.  T.-Intervalles  nur 
für  einen  bestimmten  kleinen  Tonberoich  auf,  um  nicht  nur 
für  tiefere,  sondern  auch  für  höhere  P.  T.  wieder  zu  ver- 
schwinden oder  wenigstens  unmerklich  zu  werden.  Sehrcelten 
kam  es  vor,  daß  für  eiue  bestimmte  Höhenlage  des  P.  T.  die 
einseitige  Verschiebung  der  Schwingungen  gegen  die  Nullinie  nach 
der  entgegengesetzten  Seite  erfolgte  als  die  Verschiebung  für 
andere  Höheningen  des  P.  T.  (Fig.  1,  Kurve /'gegenüber  rf,  e  und  g\ 

Die  Kurven  a,  h  und  c  der  Fig.  1  sind  an  der  gleichen 
Gumniihaut,  deren  (Trundperiode  bei  etwa  170  Schwingungen 
lag,  aufgenommen.  Die  P.T.-Höhe  betrug  200  bzw.  500  bzw. 
700  Schwingungen.  Die  Kurven  d  bis  (j  der  Fig.  1  sind  ihrer- 
seits wieder  an  ein  und  derselben  Gummihaut  mit  einer  Gruud- 
I)eriode  von  etwa  100  Schwingungen  aufgenommen.  Die  P.T.- 
Höhe betrug  G40  bzw.  500  bzw.  700  bzw.  500  (KontroUauf- 
nähme)  Schwingungen. 

Durchweg  wurde  bei  konstant  gehaltener  P.T.-Höhe  ein 
starker  Anstieg  der  Kinseitigkeit  mit  wachsender  Stärke  des 
P.  T.  beobachtet.     Zur  Veranschaulichung  diene  Fig.  2. 
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Die  Eurvenbilder  a  und  h  der  Fig.  2  sind  au  der  gleicheOf 
sehr  stark  belasteten  Gummihaut  mit  einer  Grundperiode  von 
etwa  330  Schwingungen  aufgenommen;  das  Kurrenbild  c  an 
einer  weniger  stark  gespannten  und  geringer  belasteten  Haut 
mit  einer  Grundperiode  von  etwa  170  Schwingungen.  Die 
P.  T.-Höhe  für  jedes  der  drei  Bilder  «,  b  und  c  betrug  662  bzw. 
480  bzw.  500  Schwingungen.  Innerhalb  jeder  der  drei  Kurren- 
bilder  war  die  P.  T.-Höhe  also  konstant;  scheinbare  kleine 
Unterschiede  sind  durch  etwas  verschiedene  Laufgeschwindig- 
keit des  Registrierapparates  bei  den  nacheinander  erfolgenden 
Aufnahmen  »für  verschiedene  Tonstärken  veranlaßt 

§  4.    Die  Entstehung  der  Einseitigkeit. 

Wir  wenden  uns  jetzt  der  Frage  zu,  wie  die  beobachtete 
Einseitigkeit  zustande  kommt.  Wir  müssen  hierauf  ausführlich 
eingehen,  zumal  uns  diese  Überlegungen  gleichzeitig  den 
Schlüssel  für  das  Verständnis  der  Kurvenbilder  in  §  6  geben 
sollen. 

Durch  die  einseitige  Belastung  der  Gummihaut  wird  die 
Ruhelage  des  betrachteten  Punktes  (Ort  des  Spiegels),  wie  sie 
vor  der  Belastung  bestand,  geändert.  Gegenüber  der  Ruhe- 
lage bei  unbelasteter  Membran  sind  die  Schwingungen  der 
belasteten  also  einseitig  verschoben.  Photographiert  wird  aber 
nach  der  Belastung.  Die  NuUinien  unserer  Kurven  stellen 
also  immer  die  Ruhelage  der  belasteten  Membran  dar.  Daß 
gegenüber  dieser  Ruhelage  Einseitigkeit  zustande  kommt,  ist 
aber  durchaus  nicht  selbstverständlich.  Im  Gegenteil  müßten 
die  Schwingungen  symmetrisch  zu  der  der  einseitigen  Belastung 
entsprechenden  Ruhelage  erfolgen,  wenn  wir  unser  Gebilde  als 
gewöhnliches  Pendel  betrachten.  Bevor  wir  zu  der  notwendigen 
erweiterten  Betrachtungsweise  übergehen,  wollen  wir  prüfen, 
ob  die  zurzeit  vorliegende  Theorie  der  gestörten  Superposition 
unsere  Beobachtungsergebnisse  verständlich  zu  machen  vermag. 

Hierzu  müssen  wir  zunächst  überlegen,  ob  die  durch  die 
Belastung  verursachte  Durchbiegung  der  Haut  Veranlassung 
gibt^),  daß  die  einzelnen  betrachteten  Punkte  nicht  mehr  dem 
gewöhnlichen  linearen  symmetrischen  Kraftgesetz,  sondern  einem 

1)  H.  V.  Helm  hol  tz,  Die  Lehre  von  den  Tonempfindangen. 
5.  Ausg.  S.  262.  Anm. 
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unsymmetrischen  Kraftgesetz  gehorchen,  beispielsweise  dem 
Helmholtz sehen  quadratischen  (Kraft  ==  ax  +  bx^  Gesetz. 
Abgesehen  davon,  daß  die  beobachtete  Einseitigkeit  oft  zu 
groß  erscheint,  um  sich  aus  dem  Helmholtzschen  Ansatz 
ableiten  zu  lassen,  gibt  derselbe  keine  Abhängigkeit  der  Ein- 
seitigkeit von  der  P.  T.-Höhe,  sondern  nur  von  den  elastischen 
Eigenschaften  des  Massenpunkt^  und  von  der  Stärke  der  Er- 
regung. Gerade  die  Abhängigkeit  von  der  Hohe  der  P.  T,  ist  aber 
das  Hanptchar akter istiknm  der  beobachteten  Einseitigkeiten,  Auch 
andere  Ansätze  als  der  Helmholtz  sehe  über  die  Größe  und 
Form  der  elastischen  Kraft  bzw.  der  Dämpfung*),  aus  denen 
ein  Anwachsen  der  Einseitigkeit  mit  der  P.  T.-Höhe  folgt, 
können  den  Beobachtungen  schon  qualitativ  nicht  gerecht 
werden,  da  die  beobachtete  Einseitigkeit  in  viel  verwickelterer 
Weise  von  der  P.  T.-Höhe  abhängt  als  es  diese  Ansätze  er- 
geben. Und  es  bliebe  auch  hier  die  Schwierigkeit,  die  !Größe 
des  beobachteten  Eflfektes  zu  verstehen,  obwohl  freilich  die 
Einseitigkeit  relativ  zu  den  Amplituden  der  P.  T.  um  so  größer 
ausfällt,  je  tiefer  der  Grundton  der  Membran  relativ  zu  den 
P. T.  ist,  was  natürlich  auch  schon  für  den  Helmholtzschen 
Ansatz  gilt. 

Durch  ziemlich  genau  entsprechende  Überlegungen  wie 
die  eben  angestellten  kann  man  sich  femer  klar  machen,  daß 
die  Einseitigkeit  nicht  eine  Folge  des  Schalldruckes  ^  sein  kann. 
Das  wurde  auch  noch  unmittelbar  experimentell  bestätigt,  in- 
dem der  P.  T.,  ohne  daß  sonst  etwas  an  der  Yersuchsanordnung 
geändert  wurde,  der  Gummihaut  erst  von  der  einen  und  dann 
von  der  anderen  Seite  zugeleitet  wurde  (vgl.  §  2).  Im  Falle 
einer  Schalldruckwirkung  würde  die  Einseitigkeit  in  den  beiden 
Fällen  nach  entgegengesetzten  Seiten  der  Ruhelage  gerichtet 
sein.  Das  Experiment  zeigte  aber  das  Gegenteil.  Die  ein- 
seitige Verschiebung  erfolgte  beide  Male  im  gleichen  Sini^e, 
wie  es  z.  B.  dem  Helmholtzschen  Kraftansatz  entsprechen 
würde,  der  aber  seinerseits  durch  die  vorangegangenen  Über- 
legungen schon  ausgeschaltet  ist. 

1)  CL  Schaefer,  Ann.  d.  Phys.  33.  S.  1210.  1910. 

2)  E.  Waetzmann,  Verh.  d.  D.  Phys.  Ges.  IG.  S.  424.  1914  und 
Phya.  Zeitschr.  21.  1920. 
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Der  wirkliche  Grund  für  die  EntstehuDg  der  Einseitigkeit 
dürfte  ein  viel  plumperer  sein,  und  der  Weg,  sie  zu  yersteheu, 
ist  bereits  angedeutet  worden.  Wir  betrachten  unsere  belastete 
Gummihaut  als  ein  Pendel,  dessen  Drehpunkt  nicht  festliegt} 
sondern  mit  wachsender  Unterteilung  der  Gummihaut,  also  im 
allgemeinen  mit  wachsender  Höhe  des  F.  T.  Tom  Bande  der 
Membran  immer  näher  an  den  Pendelkörper  heranrückt.  &- 
lange  die  Membran  als  Ganzes  schwingt,  also  für  relaÜv  tiefe 
P.  T,,  ist  der  Drehpunkt  der  feste  Band\  die  Sehwingtcngen 
müssen^  in  Übereinstimmung  mit  den  BeobachtungeUj  symmetrisch 
zur  Ruhelage  erfolgen.  Bildet  sich  nun  für  einen  höheren  P.  T. 
X.  B.  ein  zweiter  Knotenkreis  aus,  innerhalb  dessen  sich  der 
Belastungskörper  befindet,  so  liegt  der  Drehpunkt  jetzt  un- 
gefähr (s.  weiter  unten]  in  diesem  Knotenkreis.  Die  Pendel- 
länge  ist  damit  tm (sprechend  ver kürzte  und  die  Schwingungen  für 
diesen  höheren  l\  T,  müssen  gegen  die  Ruhelage^  die  ja  immer 
die  gleiche  bleibt ,  einseitig  verschoben  sein,  und  zwar  um  einen 
Betrag,  der  von  der  Differenz  der  Mittellagen  des  unverkürzten 
und  des  verkürzten  Pendels  abhängt.  Die  Mittellage  des  ver- 
kürzten und  des  unverkürzten  Pendels  ist  nur  deshalb  eine 
verschiedene,  weil  der  Pendelkörper  seitlich  sitzt;  also  erst  die 
Belastung  der  Gummihaut  bringt,  in  Übereinstimmung  mit  der 
Beobachtung,  die  tinseitige  Verschiebung  der  Schwingungen  gegen 
die  Aullinie  her  cor,  und  zwar,  wieder  in  Übereinstimmung  mit 
der  Beobachtung,  nur  für  l\  71,  die  relativ  zum  Grundfon  der 
Membran  hoch  liegen.  Berücksichtigt  man  die  Fülle  der  mög- 
lichen Schwingungsformen  schon  der  unbelasteten  Haut,  und 
die  weiteren  Variationsmöglichkeiten  durch  Änderung  der 
Größe  und  des  Ortes  der  Belastung  sowie  des  Ortes  des 
Spiegels,  so  kjinn  es  nicht  überraschen,  wenn  gelegentlich  für 
eine  bestimmte  Tonhöbe  auch  ein  Durchknicken  nach  der  ent- 
gegengesetzten Seite  als  für  andere  Tonhöhen  eintritt.  Eben- 
so ist  es  verstäudlich,  daß  es  neben  der  Grundschwingung  auch 
unterteilte  Schwiugungsfurmen  der  Gesamtmembran  gibt,  bei 
welchen  an  dem  gerade  betrachteten  Ort  keine  Einseitigkeit 
entsteht. 

Bei  den  bisher  augestellten  Beobachtungen  wurde  die 
P.  T.-Höhe  im  allgemeiDeu  sprungweise  geändert.  W^ir  müssen 
uns    aber,    besonders   im   Hinblick  auf  §  5   darüber  klar  seiu. 
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wie  sich  die  Form  der  MembranschwiDguDgen  ändert,  wenn 
die  P.  T.-Höhe  kontinuierlich  geändert  wird.  Wir  können 
diese  Frage  auch  dahin  spezialisieren,  welches  die  Form  der 
Membranschwingungen  ist,  wenn  der  erregende  Ton  zwischen 
zwei  Eigentönen  der  Membran  liegt  Man  nahm  früher  trotz 
einer  gegenteiligen  Behauptung  Savarts^),  die  für  unrichtig 
erklärt  wurde,  an,  daß  eine  Membran  nur  auf  solche  Töne 
mitschwingen  könne,  die  mit  einem  ihrer  Eigentöne  zusammen- 
fallen. Daß  heißt  mit  anderen  Worten,  daß  nur  diejenigen 
Formen  von  Membranschwingungen  (Chi ad ni sehen  Klang- 
figuren] möglich  sind,  welche  den  Eigenschwingungen  der 
Membranen  entsprechen.  Durch  Versuche  von  Elsas ^  und 
F.  A.  Schulze^)  wurde  aber  festgestellt,  daß  geeignete  Mem- 
branen —  zu  welchen  auch  unsere  Gummihäute  zu  rechnen 
sind"  —  bei  geeigneter  Erregung  tatsächlich  auf  jeden  P.  T. 
mitschwingen,  und  daß  die  einzelnen  Knotenlinienfiguren,  wie 
sie  von  den  freien  Schwingungen  her  bekannt  sind,  bei  all- 
mählicher Änderung  der  P.  T.-Höhe  kontinuierlich  ineinander 
übergehen.  Debye*)  hat  dann  im  Anschluß  an  die  Beobach- 
tungen von  F.  A.  Schulze  gezeigt,  daß  die  so  entstehenden 
Zwischenformen  als  die  Ubereinanderlagerung  benachbarter 
freier  Schwingungen  gedeutet  werden  können.  Bei  unserer 
Fersuchsanordnung  wird  also  mit  einer  kontinuierlichen  Änderung 
der  P.  T.'Bö'he  eine  kontinuierliche  Andej*ung  der  Größe  der  Ein^ 
seiiigkeit  Hand  in  Hand  gehen. 

Endlich  muß  noch  ein  wichtiger  Punkt,  der  schon  oben 
angedeutet  wurde,  erörtert  werden,  nämlich  die  Zunahme  der 
Einseitigkeit  mit  wachsender  Amplitude.  Auch  er  scheint  mir 
für  unsere  Vorstellungen  keine  unüberwindlichen  Schwierig- 
keiten zu  bieten.  Vielmehr  ist  es  verständlich,  daß  der  Dreh- 
punkt für  den  Belastungskörper  beispielsweise  vom  Rande  erst 
dann  völlig  in  den  ersten  Knoteukreis  bineinrutschen  wird, 
wenn  durch  große  Elongationen  und  die  hierdurch  geweckten 
großen  elastischen  Kräfte  das  ganze  Gebilde  eine  gewisse 
Steifigkeit   erhalten    hat,    und    die   Knotenlinien    entsprechend 

1)  F.  Savsirt,  Ann.  de  cliim.  et  de  pbys.  (2)  ;J2.  S.  884.  1826. 

2)  A.  Elsas,  Wied.  Ann.  Vd.  S.  474.  1888. 

3)  F.  A.  Schulze,  Ann.  d.  Phys.  24.  S.  795.  1907. 

4)  P.  Debye,  Ann.  d.  Phys.  25.  S.  819.  1908. 
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fixiert  siud.  Für  kleinere  Amplituden  wird  der  wahre  Dreh- 
punkt noch  näher  am  Trichterrande  liegen.  Demgemäfi  würde 
einer  Vergrößerung  der  Amplitude  wieder  eine  Verkürzung  der 
Pendellänge  und  damit  vergrößerte  Einseitigkeit  entsprecheii. 
Zuweilen  schien  die  Membran,  wenn  sich  ihre  Amplitude  einem 
bestimmten  Maxrnialwert  näherte,  fast  ruckweise  in  eine  neue 
Symmetrielage  umzuspringen. 

Zu  den  obigen  Überlegungen  möchte  ich  noch  folgendes 
bemerken:  Sie  sind  nur  entstanden,  weil  die  bisher  vorliegenden 
Theorien  über  unsymmetrische  Schwingungen  versagten.  Dem- 
gemäß sollen  und  können  sie  weiter  nichts  leisten,  als  daß  sie 
eine  zwar  anschauliche,  aber  nur  rohe  Deutung  der  haupt- 
sächlichen Beobachtungsresultate  zulassen.  Wenn  die  Helm- 
holtzsche  Theorie  der  gestörten  Superposition  als  hierftbr 
ungeeignet  abgelehnt  wurde,  so  bezieht  sich  das  nur  auf  ihre 
jetzige  primitive  Form.  Dagegen  soll  nicht  behauptet  werden, 
daß,  wenn  es  gelingen  sollte,  den  einen  oder  anderen  Fall 
unserer  Versuchsauordnung  theoretisch  zu  behandeln,  hierf&r 
nicht  ähnliche  Überlegungen  zugrunde  gelegt  werden  müßten 
wie  der  Helmholtzschen  Rechnung. 

Ferner  möchte  ich  hervorheben,  daß  in  der  vorliegenden 
Arbeit  nur  solche  Efifekte  berücksichtigt  worden  sind,  die  durch 
ihre  Stärke  besonders  auffielen.  Wenn  z.  B.  gesagt  wurde,  daß 
bei  Übereinstimmung  des  P.  T.  mit  dem  Grundton  der  Mem- 
bran keine  Einseitigkeiten  auftraten,  so  soll  das  nur  heißen, 
daß  sie  (in  fast  allen  beobachteten  Fällen)  so  gering  waren, 
daß  ihre  Existenz  ohne  genaues  Ausmessen  nicht  festzustellen 
war.  Unter  der  Fülle  der  beobachteten  Erscheinungen  fanden 
sich  einige,  die  auf  andere  Entstehungsursachen  als  die  durch 
die  Unterteilung  der  Gunnuihaut  bedingten  Vorgänge  schließen 
lassen.  Diese  Beobachtungen  sind  aber  nicht  weiter  verfolgt 
worden  und  noch  nicht  genügend  geklärt.  Hierher  gehört 
auch  die  Frage  der  Entstehung  von  0.  T.  bei  Erregung  der 
Membran  durch  einen  P.  T. 

§  5.    Erregung  der  Gummihaut  durch  zwei  Töne. 

Wird,  die  Gummihaut  jetzt  gleichzeitig  durch  zwei  P.T. 
erregt,  deren  Schwingungszahlen  p  und  q  seien,  so  entstehen  in 
ihr   unter   geeigneten  Bedingungen  neben  den  den  P.T.  ent- 
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sprechenden  Schwingungen  noch  Kombinationsschwingungen, 
in  erster  Linie  Differenztöne  erster  Ordnung  (D.  T.  1.0.),  also 
Töne  yon  der  Schwingungszahl  p — q.  Über  deren  Entstehung 
können  wir  uns  nach  den  Erörterungen  des  vorigen  Paragraphen 
leicht  Rechenschaft  geben,  ohne  daß  wir  uns  noch  auf  Einzel- 
heiten einlassen.  Wählen  wir  die  P.  T.  so,  daß  ihre  Resul- 
tierende periodisch  nach  p — q  ist  und  ausgesprochene  Ampli- 
tudenschwankungen enthält,  also  z.  B.  /?  =  600  und  q  =  500 
bei  ungefähr  gleichen  Amplituden,  so  wird  die  öummihaut  zu 
Schwingungen  erregt,  welche  eine  im  Tempo  p — q  in  ihrer 
Größe  schwankende  Einseitigkeit  enthalten.  D.  h.  aber,  es 
entstehen  in  der  Gummihaut  neue  Töne,  die  sich  in  einer 
Fouri ersehen  Reihe  darstellen  lassen,  deren  Grundperiode 
mit  der  Periode  der  , »Schwebungen**  übereinstimmt.  Liegt 
p^q  noch  in  der  Nähe  des  Grundtones  der  Gummihaut,  so 
ist  infolge  von  Resonanz  ein  besonders  starker  D.  T  1.0.  zu 
erwarten,  was  durch  Kurve  a  in^ig.  3  veranschaulicht  wird. 


Fig.  3. 

Hierin  ist  ;?  =  700,  7  =  600  und  n^^  etwa  gleich  100.  Die 
Analyse  ergibt  für  die  Amplituden  von  />,  q  und  p — q  ein  Ver- 
hältnis von  etwa  0,5  : 1,4 :  13,0.  Also  die  Amplitude  des  Störungs- 
gliedes ist  etwa  20  bzw.  9  mal  so  groß  als  die  Amplituden  der 
P.  TJ  Die  obere  Kurve  des  Bildes  a  der  Fig.  3  ist  die 
Schwingungskurve  einer  Vergleichsgabel. 


der  D.T.  als  das  Produkt  d. 
infolge  des  Scliwaukens  der  ; 
deutet.  Es  wäre  aber  iunerl 
entwickelte»  Gedankenganges 
auf  eine  andere  Weise  zustandi 
kurve"  ist  uämlicli  die  „Scliv 
sondern  ändert  sich  bei  versi 
Unuierlich  vom  Maximum  ziti 
der  SchwinjjungsanzaLl  köun 
merkliches  Schwanken  der  Ei 
sieb,  wie  in  g  4  besprocheD,  t 
P.T.-Höhe  die  Form  der  Ki 
mitändert. 

Neben  dem  D.  T.  1 .  0.  i 
bedingungen,  insonderheit  der 
F.  T,  und  der  Lage  der  Eigentö) 
K.T.  mehr  oder  weniger  starl 
Form  der  Resultierenden  häng 
Schwankungen  ab,  und  durch  i 
tensität  auf  die  einzelnen  (jliedi 
gegeben.  Hat  die  liesultierenc 
form,  so  herrscht  das  dieser  Sc 
(ilied  der  Reihe  vor,  abo  der 
dem  die  Resonan/.verhältnisse  i 
luterTall  der  P.  T.  gröber,  also  z. 
Minima   der  Resultierenden    ni 
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In  den  Kurven  der  Fig.  4  waren  die  P.  T.  p  und  q  der 
Reihe  nach  640  und  400  bzw.  700  und  500  bzw.  700  und  500. 
Die  Grundtöne  der  Gummihaut  waren  n^  =  etwa  100  bzw.  220 
bzw.  100.  In  allen  drei  Kurven  der  Fig.  4  tritt  auch  2q — p 
in  merklicher  Stärke  auf.  In  den  Kurven  a  und  b  ist  seine 
Amplitude  etwa  halb  so  groß  wie  die  von  p — q,  die  ihrerseits 
von  der  gleichen  Größenordnung  wie  die  Amplituden  von  q 
sind.    In  Kurve  c  der  Fig.  4  ist  das  P.  T.-Intervall  das  gleiche 


Fig.  4. 


/ 


wie  in  b,  aber  die  Resouanzverhältnisse  sind  günstiger  gewählt, 
so  daß  in  c  sowohl  2q — p  als  auch  namentlich  p—q  relativ 
zu  p  und  q  viel  stärker  sind  als  in  h.  Das  Amplitudenver- 
hältnis von  /?,  q,  p — q  und  2q — p  ist  in  c  etwa  3,4  : 4,3  :  12,5  :  3,2. 
In  den  Kurven  der  Fig.  5  sind  zwei  K.  T.  registriert,  die 
bei  subjektiver  Beobachtung  im  allgemeinen  so  leise  sind,  daß 
ihre  Existenz  ernstlich  in  Zweifel  gezogen  worden  ist.  Kurve  a 
in  Fig.  5  enthält  einen  sogenannten  zwischenliegenden  D.  T.  1.0., 
dessen  Schwingungszahl  zwischen  denen  der  P.  T.  liegt,  und 
Kurve  b  einen  Summationston  (S.  T.)  p  +  q-    Die  Schwingungs- 


yyuV^^^Wyv 


und  ich  möchte  sie  vorläufig 
Rahmen  dieser  Arbeit  habe  ic)i 
überhaupt  nur  deshalb  mitge 
falschen  Eindruck  zu  erwecket 
Punkte  völlig  geklärt  und  weil 
objektiv  existierenden  S.  T.  aui 
Frage  seines  Zuatandekornnicns 

^  9  6.  Bosieliungen  zur 
Die  in  der  vorliegenden  Ar) 
an  einseitig  stark  belasteten  li 
IlQckschlQsse  auf  die  Theorie  d 
Kntstehungsart  sutijektiver  K.T 
drängte  sich  mehr  und  mehr 
Schwingungen  des  Trommelfelle! 
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entsprechen  dürften.  Zur  Aufklärung  der  Schwingungsvorgänge 
b«i  der  Überleitung  des  Sclialles  vom  Außenraura  zum  Innen- 
ohr müssen  aber  neben  den  in  der  vorliegenden  Untersuchung 
behandelten  Fragen  auch  noch  andere  Vorgänge  berücksichtigt 
werden.  Deshalb  möchte  ich  hier  nur  andeutungsweise  auf 
die  Entstehung  der  subjektiven  K.  T.  hinweisen,  zumal  ich  dem- 
nächst in  anderem  Zusammenhange  ausführlich  darauf  zurück- 
komme. 

Wenn  dem  Ohre  gleichzeitig  zwei  P.  T.  7:^  und  q  von  ge- 
trennten Tonquellen  zugeleitet  werden,  so  hört  man  auch  unter 
den  günstigsten  Bedingungen  in  großer  Stärke  nur  die  K.  T. 
p — g  und  2  g — p\  alle  anderen  sind  sehr  viel  schwächer  als 
diese  beiden.^)  Entsprechend  gelang  es  bisher  bei  den  Ver- 
suchen mit  den  Gummihäuten  nur  iii  einigen  Fällen,  andere 
K.  T.  als  p — g  und  2g — p  in  merklicher  Stärke  hervorzubringen. 
Dabei  ist  die  Deutung  ihres  Zustandekommens  noch  nicht 
einmal  einwandfrei.  Ferner  ist  folgendes  zu  beachten:  Der 
Gehörleitungsapparat  enthält  keine  Teile,  welche  in  dem  mitt- 
leren Tongebiet  ausgesprochene  llesonanz  zeigen.  Infolgedessen 
werden  die  in  diesem  mittleren  Tonbereich  liegenden,  von  be- 
stimmten P.  T.  erzeugten  subjektiven  K.  T.  nicht  so  stark  sein 
wie  die  Störungen,  welche  wir  bei  den  gleichen  P.T.  an  den 
Grummihäuten  erhalten  konnten.  Andererseits  müssen  kleine 
Änderungen  der  relativen  Höhe  der  P.T.  die  Störungserschei- 
nungen an  den  Gummihäuten  viel  stärker  beeintiussen  als  die 
Entstehung  der  subjektiven  K.T.,  durchaus  wieder  in  Über- 
einstimmung mit  den  tatsächlichen  Verhältnissen.  Diese  wenigen 
Hinweise  sollen  hier  genügen. 

ZusammenfasBung. 

Störungen  der  Superposition  erzwungener  Schwingungen 
sind  von  Helmholtz  u.  a.  aus  nichtlinearen  Schwingungs- 
gleichungen abgeleitet  worden.  Solche  Störungen  werden  an 
einseitig  stark  belasteten  Gummihäuten  beobachtet  und  photo- 
graphiert.  Bei  Erregung  der  Gummihäute  durch  Einzeltöne 
wird  hauptsächlich  eine  einseitige  Verschiebung  der  Schwingungen 
gegenüber  der  Ruhelage  beobachtet,  bei  Erregung  durch  zwei 


1)  Vgl.  hierüber  C.  Stumpf,  Zeitschr.  f.  Paychol.  56.  S.  1.  1910. 
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Primärtöne  hauptsächlich  die  Entstehung  von  Differenztdnen 
erster  und  zweiter  Ordnung.  Die  gefundenen  Störungen  sind 
außerordentlich  groß.  Für  ihre  Erzeugung  besonders  wichtig 
ist  die  passende  Wahl  der  Höhe  der  Primärtöne  relativ  zum 
Grundton  der  Gummihaut.  Bei  der  Diskussion  der  Beobacb- 
tungsergebnisse  im  einzelnen  zeigt  sich,  daß  die  bisher  Tor- 
liegende  Theorie  der  gestörten  Superposition  zu  ihrer  Deutung 
nicht  ausreicht.  Infolgedessen  werden  Überlegungen  angestellt^ 
welche,  ohne  irgendwelchen  Anspruch  auf  Strenge  zu  machen, 
ein  gutes  Bild  der  Vorgänge  geben  und  sich  als  Leitfaden  f&r 
die  experimentelle  Untersuchung  bewährt  haben. 

Breslau,  Physikalisches  Institut,  Dezember  1919. 

(Eingegangen  5.  Januar  1920.) 
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1.  Die  Versuche  von  F.  Harreß  über  die 
üreschwindigkeit  des  Lichtes  in  bewegten  Körpern; 

von  O.  Knopf. 


Inhaltsverzeichnis.  i$  1.  Das  Ziel  der  Harre ß sehen  Versache. 
—  §  2.  Das  Prismenpolygon.  —  §  3.  Der  Weg  der  Strahlenbündel. 
Versuche  znr  Sichtbarmachung  der  Interferenzstreifen.  —  §  4.  Die  de- 
finitive Form  des  Interferometers.  —  §  5;  Der  Rotationsapparat.  — 
§  6.  Versuche  zur  Erzeugung  monochromatischer  Interferenzstreifen.  — 
§  7.  Das  endgültige  Meß-  und  Aufnahmeverfahren.  —  §  8.  Anpassung 
der  Formel  für  die  Streifenverschiebung  auf  den  Fall  eines  rotierenden 
Körpers.  —  ^  9.  Zusammenstellung  der  Messungsergebnisse. 

>^  1.    Das  Ziel  der  fiarreAsohen  Versuche. 

In  den  Jahren  1909 — 11  machte  mein  damaliger  Assistent, 
der  leider  ein  Opfer  des  Krieges  gewordene  F.  Harreß,  für 
seine  Promotionsarbeit  ,yDie  Geschwindigkeit  des  Lichtes  in 
bewegten  Körpern*'  im  Keller  der  Jenaer  Universitätsstemwarte 
Versuche  zur  Bestimmung  des  Mitführungskoej^zienten  des 
Äthers  im  Glase.  Er  hatte  hierbei  namentlich  die  Absicht, 
eine  Entscheidung  darüber  herbeizuführen,  welcher  der  beiden 
Formeln  für  den  Mitführuugskoeffizienten, 

ob  der  Fresnelschen,      ^^, 

oder  der  Lorentzschen,        7 j/» 

der  Anspruch  auf  Richtigkeit  zukomme.^) 

1)  Nach  Hm.  Einsteins  Bemerkungen  in  den  Astr.  Naehr,  199. 

8.  7  und  47  würde  in  dem  bei  den  Harreß  sehen  Versuchen  vorliegendem 

Fall  die  Eelativitätstheorie  für  den  Mitführungskoeffizienten  den  Wert 

n'  —  1 

^ —  verlangen,   während    Harreß    den   Lorentzschen   Wert   ganz 

.  allgemein  für   den  aus  der  Relativitätstheorie   sich   ergebenden  ansah. 

Daeeiren  ist  ^ ,-,  nacb  Hrn.  Einstein  die  bei  der  Fisean- 

®^  n*  n    dl 

flehen  Versuchsanordnung  in  Betracht  kommende  Formel. 
Anoftlen  der  Physik.   IV.  Folge.  (V>.  26 
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Sein  Resultat  ist  jedoch  durch  ein  Versehen  entstellt 
worden,  indem  er  in  seiner  Formel  für  die  vom  Licht  znm 
Durchlaufen  des  Körpers  gebrauchte  Zeit  an  Stelle  von  1  —  x 
den  Mitführungskoefiizienten  x  selbst  gesetzt  hat  Auch  finden 
sich  in  der  Abhandlung  einige  Rechenfehler  und  einige,  wenn 
auch  ziemlich  geringfügige  Vernachlässigungen. 

Hr.  Harzer  hat  in  den  Astronomischen  Nachrichten,  Bd.  198^ 
S.  377  die  Berichtigung  der  Harreßschen  Arbeit  vorgenommen 
und  hierbei  zugleich  die  Behandlung  der  Beobachtungen  auf 
eine  theoretisch  sicherere  Grundlage  gestellt  Er  findet  als 
Wert  des  Mitführungskoeffizienten 

-für  grünes  Liebt  für  rotes  Licht 

0,5802  ±  0,0020  (w.  P.)    0,59ft4  ±  0,0015  (w.  F.) 
während  die  Formel 

n*  -  1 

j-     liefert    0,5977  0,59Ö2 


n 

und  die  Formel 
w*  —  1        l    dn 


liefert    0,6210  0,6120 


n«  n     d  k 

Infolge  ihrer  Veröffentlichung  als  InauguraldissertatioD 
sind  die  Harreßschen  Versuche  nicht  so  in  weiteren  Kreisen 
bekannt  geworden,  wie  sie  es  wohl  verdient  hätten,  zumal  bei 
einer  etwaigen  Wiederholung  der  Versuche  die  Erfahrungen, 
die  Harr eß  gemacht  hat,  mit  Nutzen  verwendet  werden  können. 
Ich  folge  daher  gerne  einer  Anregung  von  Hrn.  v.  Laue  und 
gebe  im  Nachstehenden  einen  Auszug  besonders  des  experi- 
mentellen Teiles  der  Inauguraldissertation  des  so  früh  ums 
Leben  gekommenen,  viel  versprechenden  jungen  Gelehrten. 

Frühere  erfolgreiche  Versuche  zur  Bestimmung  des  Mit- 
führungskoefiizienten rühren  vonFizeau^jucdvonMichelson*) 
und  Morley^)  her.  Als  bewegten  Körper  benutzten  sie  Wasser, 
welches  bei  ersterem  durch  eine  Eöhre  von  1,49  m  Länge  und 
und  5,3  mm  lichter  Weite  mit  7,069  m/sec  Geschwindigkeit 
und  bei  den  letzteren  zwei  durch  eine  Röhre  von  3 — 6  m  Länge 

1)  H.  Fizeau,  Compt.  rend.  iVi.  S.  349.  1851.  Pogg.  Ann.  Erg.  S^ 
S.  457.  1853.     Ann.  Chim.  Phys.  (3)  57.  S.  385.  1859. 

2)  A.  A.  Michelaon,  Am.  Journ.  of  Sc.  (3)  22.  S.  120.  1881. 

8)  A.  A.  Michelson  u.  E.  W.  Morley,  Am.  Jonrn.  of  Sc.  (3)  81- 
S.  377.  1886. 
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und  28  mm  Weite  mit  8,72  m/sec  Geschwindigkeit  floß.  Aus 
Fizeaus  Versuchen  ergibt  sich  der  Mitführungskoeffizient  zu 
0,46,  Michelson  und  Morley  fanden  0,434,  während  die 
theoretischen  Werte  für  Wasser  sind 


und 


1  -  1  «  0,438 


1  _  J,  _  1  ^»       0,451 . 
«*         n   dl  ' 


In  neuerer  Zeit  sind  auch  yon  Hm.  Zeeman  Versuche 
angestellt  worden,  welche  ein  befriedigendes  Resultat  ergeben 
haben  sollen. 

Da  die  Werte  des  Mitführungskoeffizienten  nach  der  Fres- 
nelschen  und  der  Lorentzschen  Formel  für  Wasser  etwas  zu 
nahe  beieinander  liegen,  als  daß  mit  Sicherheit  durch  den 
Versuch  entschieden  werden  könnte,  welcher  Formel  der  Vorzug 
einzuräumen  sei,  verwandte  Harreß  als  bewegten  Körper  Glas 
und  zwar  ein  schweres  Barium-Silikat-Eron,  Typ  0  211  der 
Firma  Schott  und  Genossen,  filr  welches  folgende  Werte 
galten : 

nn  =*  1,67335 

J  =  Dispersion  von    C  bis  F^  0,00998 

Dispersion  von  D  his  F^  0,00705 

p  =  — "^  «  57,5 

*  spez.  Gewicht  =  3,21 . 

B^ür  das  von  Harreß  benutzte  grüne  Licht  betrug  nach 
Hm.  Harzers  Rechnung,  wie  schon  angegeben, 

1  -  1  =  0,5977     und      1-1-14^  =  0,6210, 

n*  n*        n     dl  ^ 

während   für   rotes    Licht  sich  die  beiden  Werte  0,5952   und 
.0,6120  ergaben. 

Bei  den  Versuchen  zur  Bestimmung  des  MitfQhrungs- 
koeffizienten  wird  der  letztere  aus  der  Verschiebimg  eines 
Interferenzbildes  erhalten  und  zwar  lautet  die  Formel,  welche 
den  Zusammenhang  zwischen  der  zu  beobachtenden,  in  Streifen- 
breiten ausgedrückten  Verschiebung  J  der  Interferenzstreifen 
und  dem  Mitführungskoeftizienten  x  angibt, 

26* 
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.       2/^n«(l-x) 
J i^ , 

WO  c  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  leeren  Baum,  q  die 
Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers ,  n  der  Brechongs- 
index  der  Substanz,  /  die  Länge  des  im  bewegten  Körper  vom 
Lichtstrahl  zurückgelegten  Weges  und  A  die  für  den  leeren 
Raum  geltende  Wellenlänge  des  bei  dem  Versach  angewandten 
Lichtes  ist. 

Setzt  man  der  Fresn eischen  Theorie  gemäß  z  ^  l  --  l/n', 
so  ergibt  sich 

Xe 

Nach  der  Fresnelschen  Theorie  ist  daher  die  Streifen- 
yerschiebung  von  der  Substanz  des  bewegten  Körpers  ganz 
unabhängig,  während  die  Einführung  des  Lorentzschen  Wertes 
des  Mitfilhrungskoeffizienten  in  die  Formel  für  J  die  Streifenver- 
schiebung  von  der  Substanz  des  bewegten  Körpers  in  wenn 
auch  nur  geringem  Maße  abhängig  zeigt. 

Sollte  die  Streifenverschiebuug  einen  nicht  zu  geringen 
Betrag  erhalten,  so  mußte  schon  die  Länge  des  vom  Licht- 
strahl durchlaufenen  Weges  zu  etwa  1  m  und  die  G^eschwin- 
digkeit   q  des   bewegten   Körpers    zu   etwa   10  m   genommen 

werden:   dann   wird  J=  V^=0»11  Streifenbreiten. 

§  2.    Das  FrlBmenpolygon. 

Die  Form,  welche  Harreß,  von  Hrn.  Straubels  Rat 
unterstützt,  für  den  Glaskörper  wählte,'  war  die  eines  aus 
Prismen  zusammengesetzten  Polygons,  wie  sie  Fig.  1  zeigt 
Das  Licht  wird  von  der  Achse  aus  in  den  rotierenden  Prismen- 
kranz geworfen,  durchläuft  ihn  unter  Reflexion  an  den  äußeren 
Prismentlächen,  das  eine  Bündel  in  dieser,  das  andere  in  der 
entgegengesetzten  Richtung,  imd  tritt  nach  der  Achse  zu  aus 
dem  Prismenkranz  wieder  aus.  Wird  den  beiden  Bündeln  vor 
ihrem  Eintritt  in  das  Polygon  eine  Phasendifferenz  erteilt,  so 
liefern  sie  nach  ihrem  Austritt  ein  Literferenzbild,  welches  bei 
Rotation  des  Polygons  eine  Verschiebung  erleidet. 

Die  unentgeltliche  Herstellung  des  kostspieligen  optischen 
und  mechanischen  Apparates  übernahm  auf  Hm.  Straubels 
Veranlassung  bereitwilligst  die  Firma  Carl  Zeiss. 
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Auf  Grund  einer  Durchrechnung  von  Polygonen  mit 
6 — 16  Seiten  fand  Harreß,  daß  sich  bei  10  Reflexionen  das 
günstigste  Verhältnis  zwischen  der  Länge  des  Lichtweges^  der 


X- 


.._y 


^ ■ '  - 1  ■ '  ■ !  ■  -  ■  1    '    '  ■ T^ 


I 
5 


Fig.  1. 


Zahl  der  Keflexionen  und  der  Größe  der  Reflexionswinkel  er- 
reichen ließ,  weshalb  denn  ein  10-seitiges  Polygon  für  den 
Prismenkranz  festgesetzt  wurde. 

Von  den  10  hierzu  benötigten  Prismen  konnten  8  {P^  bis 
P^)  von  vornherein  als  gleich  angenommen  werden,  während 
zwei  Körper,  F^  und  Pj^,  eine  andere  Form  erhalten  mußten, 
um  den  Ein-  und  Austritt  des  Lichtes  zu  ermöglichen. 

Mit  dieser  Festsetzung  war  die  Gestalt  der  Prismen,  ab- 
gesehen von  ihrer  Höhe,  vollständig  bestimmt. 
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In  Fig.  1  mögen  folgende  Bezeichnungen  gelten: 

(1)  Winkel   COF  ^  C  OF  -^  u    (Zentriwinkel    eines    der  8 
gleichen  Prismen  Pg  bis  P^,). 

(2)  äE^äW^EB^DC^.  ...  =a. 

(3)  EC  ^E'C  ^hr 

(4)  OC  =^  r  (Radius  des  dem  Polygon  umschriebenen  Kreises). 

(5)  CF  ^  9^  (Länge  der  Seite  eines  der  8  gleichen  Prismen). 

(6)  C  B  =^  s^  (Länge  der  Seiten  der  beiden  Prismen  Pj  und  P,^). 

Dann  ist: 

(7)  ^SOC  =  SOC'  ^  180«-.4i^. 

Für  die  Großen  a,  h  und  r  lassen  sich  sehr  einfach  fol- 
gende Beziehungen  finden: 

a  ^h  '  cotg 2 ä  , 
b  «=  r  •  sin  4  a  —  a , 


(8) 


r  = 


2  sin»  -^ 
2 


Aus  diesen  drei  Gleichungen  ergibt  sich  a  durch  die  Formel: 


a 


(9) 


sin«— (1  +tg2n) 


-i-0- 


sin  4  r<  < 

Diese  Beziehung  ist  yoUkommen  unabhängig  vom  Badios 
des  umschriebenen  Kreises  und. stellt  die  Bedingungsgleichung 
fär  das  gesuchte  Polygon  dar.  Ist  aus  dieser  Gleichung  der 
Winkel  a  gefunden,  so  lassen  sich  dann  bei  gegebenem  Radius  r 
alle  Bestimmungsstücke  der  Prismen  berechnen  nach  den  ein- 
fachen Formeln: 


(10) 


a 


2  r  •  sin*  -^ , 


2(1 


s 


a 
'         cos  2  rt 


Die  numerische  Auswertung  der   Bedingungsgleichnng  (9) 
ergibt  als  einzig  mögliche  Lösung  für  a  den  Wert: 

a  =  34<>  45'  17".5. 

Der  Radius  des  umschriebenen  Kreises  wurde  zu 

r  =  200  mm  festgesetzt. 


8  Pnsmeii: 
P,  bis  P, 


2  Prismen: 
P,  und  i\„ 
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Werden  die  Dicken  der  Prismen  P^  bis  F^  mit  d,  die  von 
Pj  und  Pjjj  mit  d^  bezeichnet,  ujd  nennt  man  die  Winkel,  anter 
-welchen  die  Seitenflächen  gegen  die  Reflexionsflächen  geneigt 
sind,  ß^  und  ß^^  so  ergeben  sich  folgende  Xprrößen Verhältnisse 
für  die  Glaskörper: 

In  allen  Prismen  ist:  a  =  B5,G8  mm. 

s^  =  119,47  mm 
d^  »  84^05  mm 
ß^  -  72*37' 21,2". 
»^  =  101,93  mm 
1/3  =  33,42  mm 
ß^  =  69<>30'85". 

Die  Austrittsflächen  wurden  quadratisch  gewählt,  so  daß 
•die  Prismenhöhe  in  allen  Fällen 

h  =  35,68  mm  betrug. 

Die  beiden  Glaskörper  ABE  und  AB'E'  sind  recht- 
winklige Reflexionsprismen  mit  der  Kantenlänge  a,  Sie  wurden 
mit  den  beiden  Prismen  P,  und  P^^  zu  je  einem  Stück  ver: 
«inigt.  Um  aber  dabei  die  schwer  zu  bearbeitenden,  ein- 
springenden Ecken  bei  E  und  E'  zu  vermeiden,  erhielten  die 
beiden  Körper  die  Form  ABC  DK  bezüglich  AB'C'L'  K'. 
Der  dadurch  entstehende  Massenüberschuß  auf  einer  Seite  der 
Rotationsachse  wurde  später  durch  ein  entsprechendes  Stahl- 
stück auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  Achse  ausgeglichen. 

Die  Reflexionswinkel  f&r  symmetrisch  durchgehende  Strahlen 
betragen: 

in  Pg    bis   P^  y^  =  W  22'  38,8". 

und  in  P^  und  P,o  y^  =  20^  29'  25". 

Alle  Reflexionen  im  Glaskörper  sind  also  Totalreflexionen 
und  alle  Eintrittsflächen  der  Prismen  werden  vom  Licht  senk- 
recht durchsetzt.  Der  Prismenkranz  ist  symmetrisch  zur  Geraden 
PS,  aber  nicht  zu  der  dazu  Senkrechten  XY. 

Die  Länge  des  Lichtweges  im  Glase  ist  gegeben  durch 
die  Formel: 

1  '  "  ^  *i  ®"^  A  +  2  ^a  sin  /Jj  +  2  a  +  2  a  cos  (180^  -4  a) 
W=  1228,4  mm.     . 


H96  0.  Knopf. 

Dieser  Weg  ist  für  alle  Strahlen,  welche  dem  Mittelstrahl 
parallel  verlaufen,  genau  gleich  lang. 

Dber  den  zu  erwartenden  Lichtverlust  kann  folgende 
Überschlagsrechnung  einen  Anhalt  geben. 

In  dem  Prismen  polygen  findet  ein  zehnmaliger  Eintritt 
und  ein  zehnmaliger  Austritt  von  Luft  in  Glas  und  umgekehrt 
statt.  Der  infolge  der  Reflexion  auftretende  Lichtverlust  ist 
in  beiden  Fällen  gleich  groß  und  zwar  bei  senkrechter  Insidenz 
in  alle  Flächen  nach  Fresnel  gleich 


e;i)* 


so  daß  beim  ersten  Übergang  von  einem  Mittel  ins  andere  der 
Strahl  geschwächt  wird  von  der  Intensität  1  auf 


Ä.  =  1 


Uiir- 0,965. 


Beim  Austritt  aus  dem  Polygon,  nach  20  Übergängen  Ton 
einem  Mittel  ins  andere,  ist  die  Intensität  des  Strahles  durch 
die  Reflexion  geschwächt  auf 

74^  =  «1^^  =  0,899. 
Zur  Bestimmung  des  Licbtverlustes  in  der  Glasmasse 
durch  Absorption  sei  das  diesbezügliche  Resultat  H.  C.  Vogels^) 
ftlr  das  Jenaer  Krön  0  2Ü2  benutzt,  der  Schmelze,  aus  welcher 
das  Objektiv  des  großen  Refraktors  des  Potsdamer  Astro- 
physikalischen  Observatoriums  hergestellt  wurde.  Vogel  fand 
für  eine  Glasdicke  von  10  cm  und  die  Wellenlänge  X  =  680  /ifi 
den  Durchlässigkeitsfaktor  dieses  sehr  durchlässigen  Glases  zu 

A  =  0,872. 

Unter  Annahme  dieses  Wertes  ist  die  Intensität  des  Lichtes 
nach  Zurücklegung  eines  Weges  von  1228  mm  gleich 

^2.28  =  0,872 iV-8  =.  0,186. 
Demnach    würde   die   Intensität   des    aus   dem   Prismen- 
polygon  austretenden   Lichtes,   wenn  man  diejenige   des    ein- 
tretenden gleich  Eins  setzt,  betragen 

Ja  =  ^n.»  •  /'«  =  0»074. 
Nimmt  man  jedoch  an,  daß  die  Ausführung  und  Justierung 
der  Prismen  vollkommen  exakt  wäre,  so  würde  durch  Reflexions- 

1)  H.  C.  Vogel,  Sitz.-Ber.  d.  Berl.  Akad.  1896.  8.  1219. 
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▼erlast  die  Intensität  nur  auf  i?,  =  0,912  erniedrigt  werden, 
weil  zwischen  den  einzelnen  Prismen  keine  Luftkeile  vor- 
banden wären,  und  es  würde 

/«  =  0,17. 
Über   die   wirkliche  Lagerung  der  Einzelprismen   konnte 
aber  natürlich  keine  genaue  Angabe  gemacht  werden,  so  daß 
man  sich  mit  einer  Schätzung  Yon  J^  zu  etwa  12  Proz.  der  ur- 
sprünglichen Lichtintensität  begnügen  muß. 

§  3.    Der  Weg  der  Strahlenbündel. 
Versuche  zur  Sichtbarmachung  der  Interferensstreifen. 

Für  alle  Interferenziinordnungen,  bei  denen  zwei  kohärente 
Lichtbündel  einen  beliebig  langen  Weg  entgegengesetzt  durch- 
laufen sollen,  hat  sich  das  Prinzip  des  Michel  so nschen  Inter- 
ferometers  ^)  als  sehr  geeignet  erwiesen,  und  es  wurde  dahec^uoh 
für  die  vorliegende  Untersuchung  in  etwas  modifizierter  Weise 
verwandt.   An  Stelle  einer  Planparallelplatte  zur  Trennung  des 
einfallenden  Lichtbündels  in  zwei  gleich  helle,  kohärente  Teile 
wurde  ein  zerschnittener  Würfel  A  CB D,  dessen  Schnittfläche 
AB  halbdurchlässig   versilbert   war,   benutzt.     In   Fig.  2   ist 
das   Prismenpolygon    der  Einfachheit  halber  fortgelassen  und 
durch  zwei  rechtwinklig  zueinander  stehende  Spiegel  S^  und  S^ 
ersetzt,  welche  in  ähnlicher  W^eise  wirken.     Darin  bedeutet  L 
die  punktförmige  Lichtquelle,  deren  Strahlen,  durch  das  CoUi- 
matorobjektiv  0^  parallel  gemacht,  senkrecht  in  die  Würfel- 
fläche A  D  eintreten.    In  der  Schnittebene  wird  das  einfallende 
Licht  in  zw^ei  gleich  helle  Teilbündel   zerlegt,  von  denen  das 
eine  den  Würfel  durchdriugt,  während  das  andere  senkrecht 
nach  unten  reflektiert  wird.   Durch  das  Spiegelpaar  wird  dieses 
Bündel  zweimal  geknickt  und  tritt  hierauf  in  das  Prisma  B, 
welches  es  in  den  W^ürfel  zurückwirft.     Die  Fläche  AB  läßt 
sodann  das  Licht  durch  die  WürfelHäche  A  C  nach  oben  aus- 
treten, wobei  infolge  der  Halbdurchlässigkeit  von  AB  wieder 
die  Hälfte  dej  Intensität  verloren  geht.    Das  zweite  Lichtbündel 
nimmt  den  entgegengesetzten  Weg  und  wird  bei  seinen  zwei 

1)  A.  A.  Michel 8on:  Phil.  Mag.  (5)  13.  Ö.  Ü37.  1882.  Am.  Jouru. 
of  Sc.  (3)  39.  S.  115.  1890;  s.  auch:  Light  waves  and  their  uses.  Chicago 
1903.  DdtermiDation  cxperimentale  de  la  valeur  du  mötre  etc.  Möm. 
du  Bureau  internat.  des  poids  et  mesuree,  t.  XI.  Paris  1894. 
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Durchgängen  durch  A  B  entsprechend  geschwächt.  W&hrend 
Michel son  zur  Justierung  seines  Interferometers  die  Fläche  i^j? 
beweglich  angeordnet  hat,  wurde  hier  aus  technischen  (Erfinden 


Fig.  2. 


das  Reäexionsprisma  II  \}m  den  Punkt  0  nach  allen  Seiten 
drehbar  gemacht.  In  der  Figur  liegt  0  in  der  Reflexionsfläche» 
in  Wirklichkeit  lag  der  Punkt  ca.  10  mm  dahinter«  Durch 
eine  Drehung  von  7?  werden  gleichzeitig  beide  Strahlenbündel 
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beeinflußt,  während  eine  Bewegung  der  P'läclie  A  B  nur  die 
Richtung  des  daran  reflektierten  Bündels  ändert. 

Sind  nun  die  optischen  Teile  so  justiert,  daß  die  Flächen 
AB  und  EF  einander  und  auch  der  Schnittkante  K  der 
Spiegel  8^  und  S^  parallel  sind,  so  durchlaufen  beide  Teil- 
biindel  Tollkommen  gleich  lange  und  entgegengesetzte  Licbt- 
wege  und  treten  einander  parallel  nach  oben  aus  dem  Würfel 
aus.  In  der  Brennebene  RH  des  darüber  stehenden  Objek- 
tives O3  entsteht  dann  von  der  Lichtquelle  L  der  Bildpunkt  F. 
Die  beiden  Strahlenbündel  kommen  jedoch  bier  nicht  mit  der 
gleichen  Phase  au,  da  der  eine  Teil  die  durchlässige  Silber- 
scbicht  zweimal  durchdringen  muß,  während  der  andere  ebenso 
oft  an  ihr  reflektiert  wird.  Es  entsteht  so  ein  konstanter,  von 
der  Dicke  der  Silberschicht  allein  abhängiger  Phasenunter- 
schied  zwischen  beiden  Bündeln.  Dreht  man  nun  das  Prisma  R 
aus  seiner  Lage  E FG  um  den  Winkel  Afp  in  die  Lage  E' F  6?', 
so  werden  dadurch  beide  Teilbündel  Mm'lArp  nach  entgegen- 
gesetzten Seiten  von  ihrer  ursprünglichen  Richtung  abgelenkt. 
Der  Bildpunkt  P  teilt  sich  daher  in  zwei  schwächere  Punkte 
Pj  und  Pg,  welche  nach  vei-schiedenen  Seiten  von  /^^andern.^) 
Die  Lichtwege  beider  Strahlenbündel  werden  mit  der  Drehung 
von  It  verschieden  lang.  Die  zwei  Bilder  P^  und  P,  von  L 
schwingen  aber  ständig  mit  konstanter  Phasendiflerenz,  so  daß 
sie  zur  Entstehung  von  Interferenzen  Veranlassung  geben 
können. 

Bei  der  ersten  Versuchsanordnung  waren  der  Glaswürfel  W 
und  das  Reflexionsprisma  B  (Fig.  S)  senkrecht  über  dem  horizon- 
tal rotierenden  Prismenkranz  so  aufgestellt,  daß  sie  symmetrisch 
zur  Rotationsachse  standen  und  an  der  Rotation  nicht  mit 
teilnahmen.  Beide  Glaskörper  hatten  eine  gemeinsame  Fassung 
erhalten,  welche  gestattete,  das  Prisma  R  in  einem  gewissen 
Bereiche  nach  allen  Seiten  mikrometrisch  zu  verdrehen.  Bei 
horizontalem  Lichteinfall  wurden  also  durch  diese  Vorrichtung 
zwei  kohärente  Lichtbündel  senkrecht  nach  unten  reflektiert, 
wobei  der  gegenseitige  Abstand  je  zweier  sich  entsprechen- 
der   Strahlen    gleich    einer   Würfelkante    war.       Die    beiden 

1)  Der  Punkt  I\^  in  welchem  die  Strahlen  konvergieren,  die  die 
Sehttittfläche  A  B  zweimal  dnrchdruBgen  haben,  müßte  in  Fig.  2  auf  der 
linken  Seite  von  P,  dagegen  P,  auf  der  rechten  Seite  liegen. 


^'■je.J^ 
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Beflexionsprismen  J^^  und  B^,  welche  symmetrisch  zur  Rotatdons- 
achse  fest  mit  dem  beweglichen  Apparat  Terbundea  waren, 
hatten  eine  solche  Lage,  daß  die  beiden  Lichtbündel  um  90 '^ 
geknickt  wurden^  worauf  sie  das  Prismenpolygon  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  durchliefen.  In  der  durch  Fig.  3  darge- 
stellten Lage  des  rotierenden  Teiles  war  der  Lichtweg  beider 
Bündel  folgender: 

1.  reflektiertes  Bündel:  L,  ff^ (Reflexion),  11^,  P„  1\,..P^, 

^10.  ^%y  ^^y  '^  (Reflexion),  i'; 

2.  durchgehendes  Bündel:    Z,  //'',  X,  Ä,,  F^^,  P,,  .../*,. 

Die  zwei  Bündel  durchliefen  also  denselben  Weg,  aber  in 
entgegengesetzter  Richtung.  Aus  Fig.  1  ist  ersichtlich,  daß 
bei  parallelem  Einfall  der  beiden  Bündel  in  den  Prismenkranz 
die  beiden  Lichtwege  wohl  immer  parallel  und  gleich  lang,  aber 
nicht  miteinander  identisch  sind.  Dadurch  werden  allerdings 
die  entstehenden  Interferenzstreifen  gegen  Temperaturschwan- 
kungen und  Dichteänderungen  im  Glaskörper  empfindlich. 
Vollkommene  Identität  der  Lichtwege  hätte  wohl  theoretisch 
erzielt  werden  können  durch  die  Wahl  einer  ungeraden  Anzahl 
von  Reflexionen  im  Prismeukranz.  Da  aber  auch  hier  dieser 
Vorzug  bei  einer  kleinen  Abweichung  der  Prismen  von  ihrer 
berechneten  Form  oder  einem  Justierfehler  im  Polygon  ver- 
loren gegangen  wäre,  so  wurde  von  vornherein  darauf  verzichtet. 
Setzt  man  selbst  theoretisch  fehlerfreie  Einzelprismen  voraus, 
so  wäre  eine  etwaige  exakte  Justierung  des  ganzen  Polygons 
bei  den  starken  Zugkräften,  welche  bei  schneller  Rotation  auf- 
treten mußten,  auf  längere  Zeit  nie  aufrecht  zu  erhalten  ge- 
wesen. 

Nach  dem  Einsetzen  der  Prismen  in  ihre  gemeinsame 
Fassung  wurde  das  ganze  Polygon  mit  Hilfe  eines  Autokolli- 
mationsfernrohres  so  justiert^  daß  ein  auf  der  einen  Seite  senk- 
recht eintretendes  Bündel  wieder  parallel  zu  sich  austrat. 
Hiernach  wurde  der  Prismenbebälter  mit  einer  Stahlscheibe 
fest  verschraubt,  womit  eine  starke  Pressung  der  Prismen  auf 
ihre  Unterlage  verbunden  war.  War  das  Einlegen  der  Glas- 
körper und  deren  Justierung  genügend  sorgfältig  vorgenommen 
worden,  so  trat  mit  der  Verschraubung  des  Stahlstückes  keine 
Änderung  in   der  .fustierung  ein.     Ließ  man  jedoch  jetzt  die 
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Maschine  längere  Zeit  mit  etwa  1500—2000  Touren  pro  Minute 
laufen,  so  zeigte  sich,  daß  zunächst  eine  geringe  Verlagerung 
der  Prismen  eintrat,  die  aber  später  völlig  konstant  blieb. 
Der  hierdurch  entstandene  Fehler  im  Polygon  wurde  dann 
durch  eine  Nachjustierung  des  Prismas  R  kompensiert. 


•        Fig.  8.  • 

Bei  den  ersten  Versuchen  diente  eine  Sie  den  topf  sehe 
Quecksilberbogenlampe  ^)  als  Lichtquelle,  welche  bei  Verwen- 
dung von  Ealiumbichromatlösung  in  einer  Didymglasküvette 
als  Filter  sehr  gut  monochromatisches  Licht  lieferte.  Eäne 
an  der  Lampe  befestigte  Beleuchtungslinse  gab  schon  hin- 
reichend paralleles  Licht,  so  daß  ein  Kollimator  entbehrt 
werden  konnte. 

Die  Justierung  des  optischen  Apparates  wurde  zunächst 
bei  Beobachtung  mit  bloßem  Auge  so  weit  gebracht,  daß  die 
beiden  Lichtbündel  annähernd  parallel  austraten.  In  dem 
Femrohr  bei  L'  (in  der  Figur  fortgelassen]  sah  man  dann 
zwei  gleichhelle,  grüne  Lichtscheibchen,  die  beiden  Eraterbilder 
der  Hg-Lampe.     Bei  langsamer  Drehung  des  Prismas  R  be« 


1)  Zeitschr.  f.  Instrument enknnde  24.  S.  22.  1904. 
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wegteu  sieb  die  Bilder  entgegengesetzt  zueinander  und  ver- 
schwanden wegen  der  kleinen  Öffnung  des  ganzen  Apparates 
schon  bei  kleinen  Verschiebungen  Ton  R  aus  dem  Gesichts- 
feld. Der  Parallelismus  der  austretenden  Bündel  war  erreicht, 
wenn  die  Kraterbildchen  genau  koinzidierten.  In  diesem  Falle 
traten  in  dem  auf  unendlich  eingestellten  Femrohr  sofort 
scharfe  Interferenzstreifen  auf.  Kurz  vor  und  nach  dem  Ein- 
treten der  Koinzidenz  beider  Kraterbildchen  konnten  noch 
Systeme  von  Interferenzstreifen  beobachtet  werden,  welche  aber 
nicht  in  der  Brennebene  des  Fernrohrobjektives  entstanden, 
sondern  wesentlich  dahinter  lagen.  Diese  Streifen  wurden  bei 
den  späteren  Untersuchungen  fast  ausschließlich  benutzt,  da 
sie  schärfer  als  das  erste  System  erschienen  und  auch  leiditer 
zu  erhalten  und  in  B'orm  und  Lage  zu  ändern  waren.  Rich- 
tung und  Breite  der  Streifen  konnte  beliebig  variiert  werden 
durch  Verdrehung  des  Prismas  R.  Waren  sie  ziemlich  eng, 
so  erschienen  sie  völlig  geradlinige  bei  großer  Streifenbreite 
jedoch  trat  eine  ausgeprägt  hyperbolische  Form  der  Streifen 
auf.  Außer  diesen  beschriebenen  Interferenzbildern  konnte 
noch  eine  ganze  Anzahl  von  Streifensystemen  gesehen  werden, 
wenn  der  Okularauszug  des  Femrohres  langsam  vor  und  zu- 
rück geschoben  wurde.  Bei  diesen  Interferenzen  waren  die 
Breite  un^  Richtung  der  Streifen  g^z  verschieden  und  un- 
abhängig von  der  Justierung  des  Pnsmas  R,  Ihr  Ursprung 
war  in  den  kleinen  Luft  keilen  zwischen  den  einzelnen  Prismen 
des  Polygons  zu  suchen. 

Die  besprochene  Justierung  gelang  nur  dann,  wenn  der 
rotierende'  Teil  die  in  der  Fig.  3  gezeichnete  Lage  genau  inne 
hatte  oder  um  180^  dazu  verdreht  war.  Drehte  man  den 
Prismenkranz  auch  nur  um  Bruchteile  eines  Grades  aus  dieser 
Lage  heraus,  so  änderte  sich  die  gegenseitige  Lage  der  beiden 
Kraterbildchen  und  das  Streifensystem  drehte  sich  um  fast  90^ 
Aus  diesem  Grunde  war  also  die  Versuchseinrichtung  so  zu 
treffen,  daß  bei  Rotation  der  Maschine  nur  ganz  kurze  Licht- 
blitze den  Apparat  in  dem  Augenblick  durchlaufen  mußten 
in  welchem  der  rotierende  Teil  sich  genau  in  einer  der  beiden 
angegebenen  Stellungen  befand.  Daher  wurde  zuerst  eine 
Stahlscheibe  von  ca.  55  cm  Durchmesser  auf  die  Rotationsachse 
aufgesetzt  und  exakt  zentriert.    An  zwei  diametral  gegenüber- 
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liegendeD  Stellen  dieser  Scheibe,  die  zugleich  als  Deckel  für 
den  Prismenbehälter  diente,  wurde  sie  mit  zwei  ganz  engen 
Blenden  versehen,  welche  in  einem  kleinen  Bereiche  verschieb- 
bar angeordnet  waren,  um  sie  genau  in  die  richtige  Lage 
bringen  zu  können.  Das  Licht,  durch  eine  Sammellinse  zu 
einem  Punkte  in  der  Blendenebene  konzentriert,  wurde  von 
unten  durch  die  Blendenöffnungen  senkrecht  nach  oben  gesandt, 
dann  wieder  parallel  gemacht  und  horizontal  in  den  Apparat 
reflektiert  Die  Versuche  zeigten  aber,  daß  hierbei  die  Öff- 
nungen der  Blenden  sehr  klein  sein  mußten,  um  eine  genügende 
Bildruhe  bei  rotierendem  Apparat  zu  erzielen.  Damit  war 
aber  eine  sehr  erhebliche  Lichtschwächung  verbunden,  so  daß 
schon  bei  ganz  niedrigen  Tourenzahlen  (ca.  100  pro  Minute) 
die  Bildhelligkeit  so  gering  wurde,  daß  die  Interferenzstreifen 
nicht  mehr  erkannt  werden  konnten.  Da  das  Interferenzbild 
auch  in  weißem  Licht  sichtbar  blieb,  ^^rde  die  Hg-Lampe 
durch  eine  Gleicbstrombogenlampe  ersetzt,  jedoch  mit  dem- 
selben negativen  Resultat. 

Um  nun  diese  Blenden  ganz  entbehren  zu  können  und 
eine  größere  Lichthelligkeit  zu  erzielen,  kam  bei  derselben 
Anordnung  die  Beleuchtung  mit  Hilfe  elektrischer  Entladungs- 
funken in  Frage.  Wenn  es  gelang,  starke  elektrische  Funken 
so  zu  erzeugen,  daß  sie  entweder  synchron  mit  der  Tourenzahl 
der  Maschine  oder  auch  in  einem  rationalen  Verhältnis  dazu 
auftraten,  so  mußte  immer  bei  einer  ganz  bestimmten  Stellung 
des  Prismenkranzes  nach  einem  oder  mehreren  Umläufen  ein 
Funke  auftreten.  Da  bei  der  sehr  kurzen  Dauer  der  elek- 
trischen Entladungen  die  Eigenbewegung  der  Maschine  während 
dieser  nicht  in  Frage  kam,  so  mußten  dann  die  Interferenzen 
in  gleichen  Zeitintervallen  aufblitzen  und  völlig  unbeweglich 
erscheinen.  * 

Für  diese  Versuche  wurde  ein  40  cm  Funkeninduktor  be- 
nutzt, welcher  mit  Elektroden  aus  Kadmium  oder  Zink  äußerst 
helles  und  auch  für  den  vorliegenden  Zweck  sehr  geeignetes 
Licht  lieferte.  Zunächst  wurde  mit  einem  gewöhnlichen  Hammer- 
und  Qüecksilberunterbrecher  versucht,  ein  rationales  Verhältnis 
zwischen  Funkenfolge  und  Tourenzahl  herzustellen.  Das  Ex- 
periment lehrte  jedoch,  daß  ein  derartiges  Zusammenarbeiten 
beider  Apparate    nur   für   sehr   kurze  Zeit   aufrecht   erhalteu 
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werden  konnte.  Das  Streifensystem  blitzte  dann  in  regel- 
mäßigen Zwischenräumen  auf  und  erschien  unbeweglich.  Aber 
schon  bei  der  kleinsten  Störung  im  Gang  eines  Apparates  be- 
gannen die  Streifen  unruhig  zu  werden  und  zuckten  schließlich 
ganz  unregelau\ßig  hin  und  her.  Deshalb  wurde  direkt  auf 
die  Achse  des  rotierenden  Teiles  (une  Unterbrecherscheibe  auf- 
gesetzt, um  Synchronismus  zwischen  der  Zahl  der  Funken  und 
den  Umdrehungen  zu  erhalten.  Das  Eintreten  dieses  Zustandes 
war  schon  äußerlich  dadurch  zu  erkennen^  daß  dann  die  laufende 
Maschine  vollkommen  still  zu  stehen  schien,  wenn  sie  bei  ver- 
dunkeltem Zimmer  mit  dem  Funkenlicht  beleuchtet  wurde, 
während  sie  bei  irgendeiner  Unregelmäßigkeit  in  der  Unter- 
brechung scheinbar  den  Sinn  ihrer  Drehung  ständig  wechselte. 
Die  Bildunruhe  war  jetzt  sehr  stark  verringert^  so  daß  zeit- 
weise die  Streifen  fast  eine  halbe  Minute  lang  unbeweglich 
erschienen.  Dann  aber  trat  auch  hier  das  oben  beschriebene 
Zucken  der  Streifen  auf  und  war  bei  Schwankungen  in  der 
Tourenzahl  des  Antriebsmotors  besonders  stark.  Elin  absolut 
sicheres  Arbeiten  des  Unterbrechers  war  auch  bei  dessen  sorg- 
fältigster Beinhaltuug  nie  zu  erzielen,  so  daß  auch  diese  Ver- 
suche ohne  nennenswerten  Erfolg  blieben. 

g  4.   Die  definitive  Form  des  Interferometers. 

Um  die  bei  der  ersten  Anordnung  des  optischen  Apparates 
aufgetretene  Bildunrulie  unschädlich  zu  machen^  wurde  jetzt 
der  Glaswürfel  W  samt  dem  Reflexionsprisma  R  mit  dem 
rotierenden  Teile  fest  verbunden,  so  daß  sie  an  der  Sotation 
desselben  teilnahmen.  (Fig.  4.)  Da  bei  großen  Umlaufsgeschwin- 
digkeiten zu  befürchten  war,  daß  sich  infolge  der  auftretenden 
sehr  starken  radialen  Zugkräfte  die  empfindliche  Justierung 
dieser  Prismen  ändern  würde,  so  wurden  die  vier  Glaskörper 
//^,  R,  R^,  7?2  zu  einem  einzigen,  soliden  Stück  vereinigt  und 
in  einer  sehr  starken  Eotgußfassung  auf  die  BotatioDsachse 
der  Maschine  verschraubt.  Zur  Justierung  dieses  Mittelstückes 
war  vorgesehen,  daß  es  etwas  gedreht  und  nach  allen  Seiten 
gekippt  werden  konnte. 

Bei  den  vorausgegangenen  Versuchen  hatten  sich  femer 
die  ReHexionsbilder,  welche  von  den  Ein-  und  Austrittsfläclien 
der  einzelnen  Prismen  herrührten,  als  sehr  störend  erwiesen. 
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weshalb  bei  der  nenen  ÄnordDung  alle  in  Frage  komiueuden 
Flächen  bo  abgeschrägt  wurden,  daB  die  Reflezionsbilder  aas 
dem  Gresicbtsfeld  des  Beobachtungefernrohres  heransfalleD 
mußten.  Das  Mittelattlck  bekam  deshalb  die  in  Fig.. 4  ge- 
zeichnete Form,  wobei  der  Deutlichkeit  halber  alle  mechaniBchen 
Teile  fortgelassen  sind.  Der  Winkel,  um  welchen  alle  Flächen 
abgeschrägt  wurden,  betrug  ca.  6".  Der  ganze  Glaskörper  be- 
stand also  aus  den  Einzelteilen  ABC,  ACDE,  CJJFQ  und 
LMN,  welche  Trennung   nur   möglichst  leichten  technischen 


— «^^ 
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Fig.  4. 

Herstellung  der  Stücke  gewählt  worden  war.  Die  drei  ersten 
(jtlaskörper  wurden  durch  Zusammenkitten  zu  einem  einzigen 
Stück  Tereinigt,  welches  die  halhdurchlässige  Silberschicht  bei 
A  C  enthielt.  Der  einzige  bewegliche  Teil  war  das  EeSexions- 
prisma  Ü,  dessen  Winkel  bei  M  und  A  39"  betrugen.  R  war 
drehbar  um  einen  Punkt,  der  ca.  10  mm  hinter  der  reflek- 
tierenden Fläche  bei  0  lag,  angeordnet,  wobei  die  Justierung 
und  Klemmung  durch  fünf  Mikrometerschrauben  erfolgen  konnte. 

Cm  den  Strahlengang  zwischen  MittelstUck  und  Prismen- 
polygon  sichtbar  zu  machen,  ist  in  Fig.  4  rechts  noch  ein 
Schnitt  durch  den  Körper  bei  XX  um  90"  gedreht  gezeichnet. 

Durch  die  Brechung  in  dem  Glaskeile  cdt  mit  der  Kaute 
in  c  verlief  das  Licht  auf  dem  Luftwege  fg  schräg  nach  unten 
and  wurde  dann  durch  die  entsprechenden  Keile  K,  welche 
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mit  den  Kanten  nach  unten  auf  die  Eintrittsstelle  des  Prismen- 
polygons  gekittet  waren,  wieder  horizontal  gemacht  Um  die  volle 
Öffnung  des  Apparates  ausnützen  zu  können,  mußte  das  Mittel- 
stück um  einige  Millimeter  über  der  Fläche  ü  Hj  auf  welcher 
der  Prismenkranz  ruhte,  erhöht  angeordnet  werden.  Die  Rich- 
tung und  Lage  der  Rotationsachse  des  Apparates  ist  in  Fig.  4 
durch  die  Striche  8  bezeichnet. 

Der  Justiervorgang  war  bei  dieser  Anordnung  natargemäß 
genau  derselbe  wie  vorher.    Schon  die  ersten  Versuche  zeigten, 

daß  jetzt  die  Verdrehung  des  Streifen- 
systems in  der  oben  beschriebenen  Art 
verschwunden  war.  Die  Interferenzen 
waren  jetzt  auch  bei  kontinuierlichem 
Lichte  selbst  bei  Tourenzahlen  von 
1500  und  mehr  Umdrehungen  pro 
Minute  sichtbar  Als  Lichtquelle  wurde 
von  nun  ab  ausschließlich  eine  20  Amp. 
Gleichstrombogenlampe  angewandt 
Für  Justierzwecke  war  die  Sieden- 
topf sehe  Hg-Lampe  wohl  noch  sehr 
gut  zu  verwenden,  bei  rotierendem 
Apparat  erwies  sie  sich  jedoch  auch 
bei  voller  Öffnung  der  Prismen  als 
viel  zu  lichtschwach. 

Zum  Verständnis  der  Lagen- 
änderung des  Streifensystems  bei 
einer  Drehung  des  Prismenpolygons 
diene  Fig.  5,  in  welcher  das  Prismen- 
polygon wieder  durch  die  beiden  recht- 
winklig zueinander  stehenden  Spiegel  S^  und  S^  ersetzt  ist  Die 
Rotationsachse  des  Apparates  sei  Ä  A.  Zunächst  soll  angenommen 
werden^  daß  der  ganze  optische  Apparat  nebst  Bogenlampe 
und  Objektiv  0  sich  als  Ganzes  drelie.  Dann  ist  ohne  weiteres 
klar,  daß  sich  für  einen  ruhenden  Beobachter  das  von  0  ent- 
worfene reelle  Streifensystem  synchron  mit  der  Maschine  um 
die  Achse  AA  in  einem  Kreise  drehen  muß.  Der  Radius 
dieses  Kreises  ist  bestimmt  durch  den  scheinbaren  Abstand 
der  Interferenzstreifen  von  der  Achse  und  durch  die  Lage  und 
Brennweite  des  Objektives  0.     Sieht  man  jetzt  das  Objektiv 
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als  ruhend  an^  so  wird  an  der  f^rscheinung  nichts  geändert, 
denn  die  Strahlen  durchdriogen  dann  bei  einer  Umdrehung 
des  Apparates  verschiedene  Teile  desselben^  was  aber  bei 
richtiger  Justierung  für  den  Bildort  keine  Änderung  bedingt. 
Stehen  die  Interferenzstreifen  senkrecht  auf  dem  Radius  des 
Kreises  und  sind  sie  genügend  kurz,  so  muß  also  der  Be- 
obachter im  ruhenden  Femrohr  ein  System  von  konzentrischen 
Kreisen  bei  Rotation  der  Maschine  sehen  (in  der  Ij'ig.  5  um 
90^  gekippt  gezeichnet).  Große  Streifenlänge  und  eine  andere 
Orientierung  derselben  wird  die  Erscheinuog  verwaschen  oder 
gar  nicht  erkennen  lassen. 

Nimmt  man  jetzt  auch  die  Lichtquelle  als  ruhend  an,  so 
wird  nur  dann  Licht  zum  Beobachter  gelangen  können,  wenn 
der  Prismeukranz  die  in  der  Figur  gezeichnete  Lage  inne  hat 
Dreht  man  nun  den  Apparat  um  einen  ganz  kleinen  Winkel 
aus  dieser  theoretischen  Stellung  heraus,  so  wird  das  einfallende 
Lichtbündel  sehr  stark  zur  Seite  abgelenkt  und  damit  bei  der 
geringen  OfiFnung  der  Prismen  ein  großer  Teil  abgeblendet 
Gleichzeitig  bewegt  sich  aber  auch  das  Bild  der  Interferenzen 
um  eine  kleine  Strecke,  welche  von  der  Drehung  des  ganzen 
Apparates  und  von  der  damit  verbundenen  Änderung  des  Ein- 
fallswinkels des  Lichtes  abhängt  Die  Bewegung  erfolgt  aber 
relativ  langsam  und  ist  sehr  gering,  denn  schon  eine  Verdrehung 
der  Maschine  um  10 — 15'  nach  beiden  Seiten  von  der  theo- 
retisch richtigen  Lage  genügte,  um  das  Bild  verschwinden  zu 
lassen,  wobei  die  Bildhelligkeit  von  Null  bis  zu  einem  Maximum 
anwuchs  und  wieder  auf  Null  zurücksank.  Die  Bewegung  des 
Lichtmaximums  erfolgte  gleichsinnig  mit  derjenigen  des  Inter- 
ferenzbildes, aber  sehr  viele  Male  schneller.  Dem  Beobachter 
erschien  daher  bei  Rotation  der  Maschine  das  Interferenzbild 
scheinbar  still  zu  stehen,  während  bei  jeder  Umdrehung  ein 
Lichtblitz  darüber  hinweghuschte.  (Stroboskop.)  Diese  Er- 
scheinung ähnelt  derjenigen,  welche  man  bei  einem  fahrenden 
Eisenbahnzuge  beobachten  kann.  Bei  ruhendem  Auge  sind 
Einzelheiten  der  vorüberfahrenden  Lokomotive  nicht  zu  er- 
kennen, folgt  jedoch  das  Auge  sehr  schnell  der  Bewegung 
einzelner  Teile,  so  scheinen  diese  stillzustehen. 

Bei  dieser  Beobachtung  der  Streifen  hängt  deren  Sicht- 
barkeit nicht  von  ihrer  Orientierung,  Form  und  Breite  ab  wie 
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vorher.  Man  sieht  allerdings  das  gesamte  Streifensystem  nicht 
momentan  als  Ganzes  aufleuchten,  wie  dies  bei  der  Beobach- 
tung mit  Funkenlicht  der  Fall  ist,  sondern  es  werden  Ter- 
schiedene  Teile  des  Interferenzbildes  nacheinander  sichtbar^ 
wobei  diese  etwas  verschiedene  Lagen  zueinander  einnehmen. 
Wenn  jedoch  die  Beleuchtungsdauer  kurz  genug  ist,  wird  die 
hieraus  folgende  Unscharfe  des  Bildes  unmerklich  werden.  Bei- 
folgende kleine  Tabelle  zeigt,  daß  die  Meßgenauigkeit  von 
Photogrammen  ^  welche  bei  ruhendem  und  bewegtem  Apparat 
aufgenommen  sind,  nur  wenig  voneinander  abweichen.  Die  an- 
gegebenen Streifenbreiten  sind  abgeleitet  aus  fQnf  Messungen  von 
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Der  größere  mittlere  Fehler  bei  den  in  Bewegung  er- 
haltenen Aufnahmen  rührt  zum  Teil  von  der  J)esprochenen 
unscharfe  des  Bildes  her,  außerdem  wirken  aber  noch  Ungleich- 

1)  Besser  wäre  die  auf  den  Regeln  der  Ausgleichsrechnnng  he- 
ruhende  Formel  h  =  ll^IL_y +ji^)    ^ur  Anwendung*  gekommen. 
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förmigkeit  in  der  Tourenzahl,  Luftuuruhe  und  Erschütterungen 
des  Apparates  verschlechternd  auf  die  Bilder.  Die  Meß- 
genauigkeit  ist  jedenfalls  noch  genügend  und  es  kann  durch 
mehrfaches  Ausmessen  eine  noch  größere  Sicherheit  des  Re- 
sultates erbalten  werden.  Die  Verbreiterung  der  Streifen  bei 
rotierendem  Apparat  Hegt  noch  innerhalb  des  mittleren  Fehlers. 

Das  diskontinuierliche  Aufblitzen  des  Streifensystems  bei 
geringen  Umlaufszahlen  der  Maschine  war  für  die  visuelle 
Messung  der  Interferenzen  äußerst  störend,  es  verschwand  aber 
schon  bei  400 — 600  Touren  pro  Minute,  so  daß  dann  das 
Bild  einen  vollkommen  kontinuierlichen  Eindruck  machte.  Wie 
aus  Fig.  5  ersichtlich  ist,  müssen  sich  Verschiebungen  des 
Streifensystems  durch  Weiter-  oder  Engerwerden  der  konzen- 
trischen Kreise  kenntlich  macheu.  Durch  geeignete  Prismen- 
kombinationen  wurden  nun  zur  Beobachtung  dieser  Erscheinung 
zwei  diametral  gegenüberliegende  Teile  dieser  Kreise  heraus- 
geschnitten und  so  übereinander  projiziert,  daß  sie  nur  durch 
eine  feine,  ganz  scharfe  Grenzlinie  getrennt  erschienen.  Auf 
diese  Weise  konnten  einmal  direkt  die  doppelten  Streifenver- 
schiebungen gemessen^  ferner  aber  auch  die  Einzelverschiebungen 
der  beiden  Gesichtsfeldhälften  an  geeigneten  Meßmarken  kon- 
trolliert werden.  Die  Meßmethode  ähnelt  derjenigen,  wie  sie 
bei  den  Koinzidenz-Telemetem ')  der  Firma  Zeiss  Anwendung 
gefunden  hat.  Die  Anordnung  der  optischen  Teile  ist  aus 
Fig.  6  zu  ersehen,  worin  aber  die  Größenverhältnisse  der  Deut- 
lichkeit hal})er  nicht  richtig  zur  Darstellung  gekommen  sind. 

L  bedeutet  die  Lichtquelle,  eine  20  Amp.-Gleichstrom- 
bogenlampe,  deren  Strahlen  durch  den  Kondensor  C  parallel 
gemacht  und  durch  die  viereckige  Blende  B  auf  die  nutzbare 
Größe  abgegrenzt  wurden.  Das  parallele  Lichtbändel  wurde 
nun  durch  die  beiden  Pentagonalprisnien  M  in  zwei  gleiche 
Teile  zerlegt,  welche  nach  entgegengesetzten  Seiten  um  je  90** 
abgelenkt  wurden.  Je  zwei  weitere  Prismen  derselben  Form 
waren  so  angeordnet,  daß  die  beiden  Lichtbündel  aus  zwei  um 
160^  voneinander  abstehenden  Richtungen  in  den  Prismenkranz 
eintreten   konnten.      Bei   dieser  Anordnung  waren  Pentagonal- 

1)  Eingetragenes  Fat.  Nr.  16283,  Kl.  42.  1903.  D.  R.  P.  Nr.  175900, 
Kl.  42.  1905.     Dtsch.  Mechan.Zeitung  S.  61.   1907. 
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prismen  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Prismen  vorzuziehen,  da 
bei  jenen  die  Ablenkung  um  90°  von  ihrer  Orientierung  völlig 
unabhängig  ist  und  so  die  Justierung  außerordentlich  erleich- 
tert, wurde.  In  der  in  Fig.  6  dargestellten  Lage  der  Maschine 
trat  also  das  Licht  von  M  kommend  in  das  MittelstUck  0  des 
rotierenden  Teiles  ein,  wurde  hier  in  zwei  kohärente  Bündel 
zerlegt,  welche  das  Polygon  /,  //  in  entgegengesetztem  Sinne 
durchliefen,  und  trat  dann  durch  das  Mittelstück  wieder  nach 
oben  aus,  nachdem  beide  Bündel  wieder  vereinigt  waren.  Das 
über  der  Maschine  befestigte,  ruhende  Prisma  R  warf  dann 
das  Licht  horizontal  nach  vorn  in  den  Beobachtungsapparat 
Bei  einer  Drehung  der  Maschine  um  180°  konnte  das  Licht 
von  der  entgegengesetzten  Seite  eintreten  und  durchlief  den- 
selben Weg.  So  konnten  also  die  Interferenzstreifen  in  zwei 
um  180°  voneinander  abstehenden  Lagen  der  Maschine  be- 
obachtet werden.  Diese  beiden  Bilder,  welche  also  im  Abstand 
von  je  einer  halben  Umdrehung  des  Prismenkranzes  nachein- 
ander aufblitzten,  waren  nun  so  übereinander  zuHbringen,  daß 
sie  möglichst  genau  ausgemessen  werden  konnten.  Zu  diesem 
Zweck  bestand  der  optische  Apparat  von  R  an  aus  zwei  völlig 
gleichen,  symmetrisch  angeordneten  Teilen^  durch  welche  die 
Interferenzbilder  durch  zwei  getrennte  Objektive  entworfen 
wurden.  In  der  gezeichneten  Stellung  des  Prismenkranzes 
mußte  also  hinter  dem  Brennpunkte  des  astronomischen  Fem- 
rohrobjektives  0  (relat.  Öffnung  1 :  10,  /*«=  607  mm)  ein  reelles 
Interferenzbild  entstehen.  In  das  konvergente  Strahlenbündel 
hinter  dem  Objektiv  waren  noch  di^  Irisblende  Ä  und  das 
Äufrichteprisma  D  eingeschaltet.  Die  Irisblende  diente  zum 
Abfangen  von  Reäexionsbildern  und  des  störenden  Nebenlichtes. 
Das  Dovesche  Prisma  IJ,  welches  drehbar  angeordnet  war, 
wurde  benutzt,  um  den  Interferenzstreifen  ein  beliebiges  Azimut 
geben  zu  können.  Wegen  der  in  diesen  Prismen  auftretenden 
starken  Lichtbrechung  liefern  sie  eigentlich  nur  scharfe 
Bilder,  wenn  sie  sich  im  parallelen  Strahlengang  befinden. 
Dies  war  jedoch  wegen  der  schwierigen  Justierung  des  letzten 
Teiles  der  Anordnung  nicht  angängig,  auch  zeigte  sich  kaum 
eine  merkliche  Bildverschlechterung,  wenn  das  Prisma  erst  vor 
das  Objektiv,  dann  dahinter  in  das  schwach  konvergente  Bündel 
gesetzt  wurde.    Das  Keflexionsprisma  E  warf  dann  das  Licht 
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bündel  so  in  das  Koinzidenzprisma  8,  daß  das  reelle  Inter- 
ferenzbild in  die  Einstellebene  derselben  zn  liegen  kam.  Dieses 
Prisma  hatte  die  Form  der  Okularprismen,  wie  sie  in  Eoinzi- 
denztelemetern  Verwendung  finden.  Im  Prinzip  entsprechen 
sie  zwei  übereinander  stehenden,  gekreuzten  Spiegeln,  durch 
welche  zwei  aus  entgegengesetzten  Richtungen  kommende 
Lichtbündel  so  abgelenkt  werden,  daß  sie  parallel  austreten. 
Die  bei  derartigen  Spiegelkonstruktionen  störend  auftretende, 
sehr  starke  Trennungslinie  zwischen  den  beiden  Gesichtsfeld- 
hälften ist  bei  den  Eoinzidenzprismen  dadurch  vermieden,  daß 
die  Spiegel  durch  zwei  miteinander  yerkittete  Prismen  ersetzt 
sind,  welche  den  Lichtbündeln  nach  einer  oder  mehreren  Re- 
flexionen die  gewünschte  Richtung  erteilen.  Die  Kittfläche  ist 
zur  Hälfte  versilbert  und  trennt  so  das  Gesichtsfeld  in  zwei 
Teile.  Die  Trennungslinie  wird  Ton  der  sehi*  scharfen  Grenze 
der  Silber  schiebt  gebildet.  In  geeigneter  Weise  an  den  Prismen 
angebrachte  Dächer  können  noch  zur  Umkehrung  der  einzelnen 
Bilder  dienen. 

Auf  diese  Weise  war  es  also  möglich,  beliebige  Stellen 
der  beiden  Interferenzbilder  zur  Koinzidenz  zu  bringen  und 
zwar  so,  daß  die  beiden  Bildfeldhälften  durch  eine  feine,  scharfe 
Linie  getrennt  erschienen,  auf  welcher  die  Interferenzstreifen 
senkrecht  standen.  Bei  irgendeiner  Verschiebung  der  Streifen- 
systeme mußten  sich  dann  die  beiden  Bildhälften  entgegen- 
gesetzt bewegen,  so  daß  mit  Hilfe  einer  geeigneten  MeßTor- 
richtung  (Kompensationseinrichtung  oder  Meßmikroskop]  direkt 
der  doppelte  Betrag  der  Streifenverschiebung  bestimmt  werdeiw 
konnte.  In  dem  in  Anordnung  I  und  II  gezeichneten  Koinzi- 
denzprisma lag  die  Trennungslinie  der  Bilder  horizontal,  aber 
gegen  den  Beobachter  schräg  nach  hinten  geneigt,  so  daß  es 
nicht  möglich  war.  sie  gleichzeitig  in  ihrer  ganzen  Länge  scharf 
zu  sehen.  Da  diese  Neigung  jedoch  nicht  allzu  stark  war^ 
konnten  noch  drei  bis  vier  Interferenzstreifen  links  und  rechts 
von  der  senkrecht  zur  Trennungslinie  eingerissenen  Meßmarke 
gleichzeitig  mit  dieser  scharf  eingestellt  werden.  Die  dritte 
Beobachtungsanordnung  bringt  ein  anderes  Koinzidenzprisma 
mit  vertikaler  Trennungslinie  zur  Darstellung.  Hierbei  konnte 
man  wohl  auf  die  Linie  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  gleich- 
zeitig fokussieren,  die  Interferenzfransen  erschienen  aber  nur 
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ganz  in  ihrer  Nähe  links  und  rechts  scharf.     Beide  Methoden 
ließen  die  gleiche  Meßgenauigkeit  zu. 

Die  einzelnen  Teile  des  ganzen  BeobachtuDgsapparates 
waren  justierbar  auf  optische  Bänke  montiert,  welche  auf  einem 
in  Höhe  verstellbaren,  eisernen  Projektionstisch  festgeklemmt 
wurden.  Die  drei  Prismen  A'und  6'  befanden  sich  zur  leichteren 
Justierung  auf  kleinen,  dreh-  und  verstellbaren  Tischchen. 
Zum  Schutz  gegen  Nebenlicht  wurde  diese  ganze  Einrichtung 
mit  einem  lichtdichten  Kasten  bedeckt.  Davon  ganz  unab- 
hängig waren  die  beiden  Prismen  Ä  auf  einem  sehr  festen, 
eisernen  Dreifußgestell  mit  langem,  horizontalem  Arme  be- 
festigt, welches  neben  der  Maschine  auf  dem  Fußboden  stand. 

J  iistieruiig. 

Bei  der  Justierung  der  ganzen  Einrichtung  wurde  stets 
mit  den  der  Lichtquelle  zunächst  liegenden  Teilen  begonnen 
und  im  Sinne  der  Lichtbewegung  fortgeschritten.  Ein  aus- 
gespannter Faden,  welcher  die  Rotationsachse  der  Maschine 
in  ihrer  Verlängerung  genau  schnitt,  markierte  die  Mittellinie 
der  ganzen  optischen  Anordnung,  so  daß  jetzt  die  einzelneu 
Teile  roh  eingestellt  werden  konnten.  Dann  nahm  man  das 
Mittelstück  G  des  rotierenden  Teiles  aus  dem  Pi  ismenbehälter 
heraus  und  stellte  die  Beleuchtuugsprismen  M  so  ein,  daß  die 
beiden  Lichtbündel,  aus  entgegengesetzten  Seiten  kommend, 
zentral  die  Rotationsachse  schnitten.  Die  richtige  Lage  der 
Prismen  war  leicht  zu  prüfen,  wenn  zwischen  Kondensor  C 
und  der  Blende  B  eine  gute  plane  Glasplatte  so  aufgestellt 
wurde,  daß  sie  die  beiden  Lichtbündel,  nachdem  jedes  der- 
selben alle  sechs  Pentagonalprismen  in  entgegengesetztem  Sinne 
durchlaufen  hatte,  in  ein  Fernrohr  reflektierte.  In  diesem 
waren  zwei  Kraterbildchen  der  Bogenlampe  sichtbar,  wenn 
beide  Lichtbündel  nicht  genau  paiallel  einfielen;  koinzidierten 
beide  Kraterbildchen,  so  war  dies  als  Zeichen  für  die  richtige 
Justierung  der  Beleuchtungsprismen  anzusehen.  Die  nun  fol- 
gende Justierung  des  rotierenden  Teiles  erfolgte  nach  Ein- 
schrauben von  G  in  der  schon  beschriebenen  Weise.  Dazu 
wurde  mit  Vorteil  das  Fernrohr  Z  mit  dem  vorklappbaren 
Prisma  F  angewandt,  so  daß  durch  diese  Justierung  keine 
Änderung  im   übrigen  optischen  Apparat  getroffen  zu  werden 
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brauchte.  Mit  Hilfe  eines  Theodoliten  legte  man  dann  die 
Symmetrielinie  der  beiden  Hälften  des  Apparates  optisch  genau 
fest,  horizontierte  die  beiden  Prismen  R  und  drehte  sie  mn 
gleiche  Winkel  nach  beiden  Seiten  von  der  Symmetrielinie 
unter  Benutzung  eines  senkrecht  dazu  stehenden  Millimeter- 
maßstabes (Poggendorfsche  Spiegelablesung).  Bei  richtiger 
Stellung  der  Maschine  mußten  dann  die  beiden  von  Jß  kommenden 
Strahlenbündel  horizontal  verlaufen.  Durch  deren  Richtungen 
waren  ohne  weiteres  die  Lagen  der  beiden  optischen  Bänke 
0  E  gegeben.  Die  zwei  Objektive  0  wurden  gleichweit  von  J? 
entfernt  festgeklemmt  und  die  Irisblenden  in  deren  Brenn- 
ebenen befestigt. 

Der  schwierigste  Teil  der  ganzen  Justierung  bestand  nun 
in  der  Aufstellung  der  Prismen  B,  E  und  8,  Die  drei  Pris- 
men E  und  S  wurden  zunächst  so  eingestellt,  daß  die  Aus- 
trittspupillen  der  beiden  Hälften  des  optischen  Apparates  zu- 
sammenfielen. Dann  verschob  man  diese  Prismen  gleichzeitig, 
bis  die  beiden  reellen  Interferenzbilder  in  die  Ebene  der 
Meßmarke  des  Eoinzidenzprismas  zu  liegen  kamen,  was  even- 
tuell durch  seitliches  Verschieben  derselben  erreicht  werden 
konnte.  Dabei  war  es  praktisch,  die  Maschine  schnell  laufen 
zu  lassen,  so  daß  zwei,  scheinbar  kontinuierliche  Bilder  be- 
obachtet werden  konnten.  Erschienen  nun  Interferenzen  und 
Trennungslinie  gleichzeitig  scharf,  so  wurden  jene  mit  Hilfe 
der  Prismen  D  soweit  gedreht,,  daß  sie  genau  senkrecht  zur 
Trennungslinie  der  beiden  Oesichtsfeldbälften  standen.  Bei 
richtiger  Justierung  aller  Teile  sah  man  also  dann  im  Be- 
obachtungsinstrament  abwechselnd  zu  beiden  Seiten  der  Tren- 
nungslinie zwei  halbkreisförmige  Bilder  aufblitzen,  in  denen 
die  Interferenzen  erschienen.  Bei  größeren  Umlaufsgeschwin- 
digkeiten des  Apparates  bot  das  Gesichtsfeld  einen  Anblick, 
wie  er  in  Fig.  6  III  dargestellt  ist. 

Obgleich  diese  Anordnung  derjenigen  eines  Eoinzidenz- 
telemeters  ähnelt,  kam  bei  diesen  Messungen  nicht  das  Koin- 
zidenz-, sondern  das  Invertprinzip^)  in  Anwendung.  Bei  einer 
Drehung  der  Maschine  um  180^  erschien  nämlich  das  zweite 
Interferenzbild  ebenfalls  um  180^  zum  ersten  verdreht;  da  nun 
beide  Bilder  in  den  zwei  Teilen  des  Beobachtungsapparates 

1)  Eingetragenes  Pat.  Nr.  1462,  Kl.  42.  1903. 
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je  die  gleiche  Anzahl  von  Drehungen  erfuhren,  mußten  sie  sich 
schließlich  im  Eoinzidenzprisma  die  gleichen  Seiten  zuwenden. 
Waren  die  Interferenzstreifen  einander  nicht  parallel,  so  er- 
schien demnach  die  eine  Gesichtsfeldhälfte  als  Spiegelbild  der 
andern,  während  bei  parallelen  Streifen  auf  den  Unterschied 
zwischen  Koinzideoz-  und  Invertanordnung  nur  aus  den  Be- 
wegungen beider  Hälften  zu  schließen  war.  Da  man  mit  Hilfe 
der  beiden  Do y eschen  Prismen  D  beide  Bilder  getrennt  be- 
liebig verdrehen  konnte,  waren  die  Messungen  der  Streifen- 
yerschiebnngen  in  verschiedenen  Variationen  möglich  (beide 
Hälften  sich  gleichzeitig  oder  entgegengesetzt  bewegend).  Bei 
der  Beobachtung  der  Interferenzen  war  noch  darauf  zu  achten, 
daß  der  positive  Kohlekrater  der  Bogenlampe  stets  in  gleicher 
Höhe  blieb,  so  daß  die  Siemens-Schuckertlampe ,  obgleich  sie 
eigentlich  mit  festem  Lichtpunkt  brennen  sollte,  von  Zeit  zu 
Zeit  etwas  nachreguliert  werden  mußte.  Etwaige  Änderungen 
in  der  Beleuchtung  konnten  auch  während  photographischer 
Aufnahmen  mit  langer  Expositionszeit  (8 — 12  Min.)  leicht  kon- 
trolliert werden,  ohne  daß  am  Apparat  selbst  etwas  zu  ändern 
war.  Denn  einmal  waren  durch  Vorschlagen  des  Pnsmas  F 
die  Interferenzen  zu  beobachten,  iCodurch  aber  die  Exposition 
unterbrochen  werden  mußte,  dann  aber  boten  die  an  den 
schrägen  Flächen  der  Prismen  D  reflektierten  Lichj^bündel  l- 
ein  bequemes  Mittel,  die  Streifen  auch  während  photographischer 
Aufnahmen  zu  sehen.  Passend  aufgestellte  Lupen  ließen  also 
stets  die  richtige  Stellung  der  Bogenlampe  erkennen  oder 
eventuell  korrigieren. 

§  5.   Der  RotationBapparat. 
(Tafel  I  and  II.) 

Alle  mechanischen  Teile  des  Apparates  wurden  ebenso 
wie  die  gesamte  Optik  in  den  Zeisswerken  zu  Jena  ausgeführt. 
Die  sachgemäße  Eonstruktion  und  Berechnung  der  Maschine 
hatte  Herr  M.  Berger  übernommen,  dessen  technische  Bat- 
schläge und  ständige  freundliche  Unterstützung  auch  sonst 
der  Untersuchung  sehr  zustatten  kamen. 

Bei  der  Eonstruktion  der  Maschine  war  zunächst  maß- 
gebend, daß  sie  mit  Sicherheit  noch  3000  Touren  pro  Minute 
in  beiden  Umdrehungsrichtungen  laufen  sollte.  Wegen  des  großen 
Gewichtes  der  rotierenden  Teile  und  der  damit  verbundenen 
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Gefahr  ihres  Zerspringens  bei  hohen  Geschwindigkeiten  wurde 
nur  das  beste  Material  verwandt  und  alle  Teile  Yöllig  präzis 
gearbeitet.  Die  Achse  wurde  als  vertikal  laufend  festgesetzt^ 
weil  einmal  ein  passendes  Gußgestell  /für  die  Maschine  Tor- 
handen  war,  dann  aber  schien  eine  solche  Anordnung  auch 
noch  Vorteile  in  bczug  auf  Stabilität  der  Achse  während  des 
Betriebs  zu  gewähren.  Als  Antrieb  kam  nur  Riemenüber- 
tragung in  Frage,  da  die  direkte  Kupplung  der  Maschine  mit 
einem  Vertikalmotor  kompliziert  geworden  wäre  und  sich  auch 
ein  Motor  mit  genügender  Begulierfähigkeit  nicht  in  passender 
Form  beschaffen  ließ.  Konstruktionseinzelheiten  sind  bei  der 
Beschreibung  der  betreffenden  Maschinenteile  erwähnt  oder  aus 
den  beiden  Tafeln  zu  ersehen. 

1.  Das  Gestell  Ä, 
Dasselbe  bestand  aus  Gußeisen  und  hatte  eine  Höhe  Ton 
ca.  750  mm.  Die  obere  und  untere  Seite  waren  plan  gefräst 
Der  runde,  breite  Fuß  (Durchmesser  ca.  70  cm)  besaß  fier 
Löcher  zum  Befestigen  der  Maschine  am  Aufstellungsort  Da 
sich  im  Lauf  der  Versuche  das  Gestell  als  etwas  zu  schwach 
erwiesen  hatte,  wurde  es  nachträglich  durch  die  beiden  starken, 
schmiedeeisernen  Stützen  T  versteift 

2.  Der  Prismeubebälter  Z>. 

Als  Material  für  diesen  Behälter  wurde  Siemens-Martin- 
stahl  wegen  der  starken  Zugbeanspruchung,  welcher  dieser  Teil 
im  Betrieb  ausgesetzt  war,  gewählt  Aus  einem  Sfahlblock 
wurde  zunächst  die  rohe  Form  geschmiedet,  um  möglichste 
Homogenität  des  Materials  zu  sichern,  diese  dann  auf  die 
Achse  aufgesetzt  und  mit  ihr  gleichzeitig  zwischen  Spitzen 
abgedreht.  Das  fertige  Stück  hatte  die  Form  eines  Tellers 
mit  überhöhtem  Rande.  Der  äußere  Durchmesser  betrug 
450  mm,  die  Wandstärke,  welche  außen  zu  15  mm  bemessen 
war,  nahm  nach  innen  allmählich  zu.  Der  fertig  abgedrehte 
Block  wurde,  ohne  mit  den  nötigen  Bohrungen  für  das  Elin- 
setzen  der  Optik  versehen  zu  sein,  zunächst  allein  in  die 
Maschine  eingesetzt  und  bei  sehr  hohen  Tourenzahlen  (ca.  3000 
l)ro  Minute)  längere  Zeit  in  Betrieb  gehalten.  Dabei  zeigte  sich, 
(laß  das  Material  außerordentlich  homogen  war,  denn  auch  bei 
den  größten  Geschwindigkeiten  waren  am  Gestell  kaum  merk- 
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liebe  Vibrationen  zu  verspüren.  Wie  eine  leicbte  Überscblags- 
recbnung  ergibt,  müßte  bei  8000  Touren  pro  Minute  (70  m/s 
Umfangsgeschwindigkeit)  ein  Übergewicht  von  1  g  am  Rand 
der  Scheibe  (r  =  22,5  cm)  einen  radialen  Zug  von  2,26  kg  er- 
zengen. Nach  diesen  Vorversuchen  erhielt  der  Behälter  die 
nötigen  Bohrungen  für  den  Stahldeckel  De  (gleichmäßig  auf 
dem  Umfang  verteilt)  und  für  die  Befestigung  der  Aluminium- 
stücke  Kj  welche  als  Anlagctlächen  für  die  Glasprismen  dienten. 
Der  sehr  genau  passende  Deckel  besaß  einen  außen  über- 
greifenden Rand  und  wurde  zuerst  aus  3  mm-Stahlblech  her- 
gestellt, welches  sich  aber  schon  bei  den  ersten  Versuchen  stark 
verwarf.  Ein  zweiter  Deckel  von  5  mm  Stärke  wurde  dann 
aus  einem  starken  Stahlstück  durch  sorgfältiges  Abdrehen 
gewonnen,  und  ließ  erst  nach  langem  Gebrauche  schwache 
Verziehungen  erkennen. 

Die  Innenfläche  des  Stahlkörpers,  welche  als  Auflageääche 
für  das  Prismenpolygon  dienen  sollte,  wurde  zunächst  sehr 
genau  plan  gedreht  und  dann  die  41^^^°^^!^^^^'^  eingepaßt 
und  verschraubt  Diese  Stücke,  deren  Innenflächen  ganz  genau 
der  äußeren  Form  des  Prismenkranzes  entsprechen  mußten, 
waren  ganz  exakt  hergestellt.  Die  Flächen,  an  welchen  die 
Prismen  angelegt  werden  sollten,  wurden  plan  geschliffen,  um 
ein  Kippen  einzelner  Prismen  unmöglich  zu  machen.  Nach  dem 
mühsamen  Aufprobieren  aller  Einzelteile  und  dem  Einsetzen 
des  Glases  zeigte  es  sich,  daß  die  Prismen  völlig  unbeweglich 
saßen.  Um  jedes  Verlagern  des  Polygons  zu  verhüten,  wurden 
die  Teilprismen  J  etwas  nach  innen  gepreßt,  indem  zwischen 
die  entsprechenden  Aluminiumteile  und  den  äußeren  Rand 
dünne  (7]o  ^^)  Stahlbleche  geschoben  wurden.  Der  aufge- 
schraubte Deckel  De  verhütete  ein  Herausfliegen  der  Prismen 
nach  oben.  Da  aber  eine  direkte  Pressung  der  Prismen  durch 
den  Stahl  gefährlich  erschien,  wurde  der  Prismenkranz  mit 
mehreren  Lagen  Gummituch  bedeckt  und  dann  der  Deckel  so 
yerschraubt,  daß  am  Rande  Metall  auf  Metall  zu  liegen  kam. 
Einige  Versuche  bewiesen  jedoch,  daß  diese  Befestigung  der 
Prismen  noch  nicht  genügte.  Deshalb  wurden  im  Behälter  noch 
die  verschiebbar  angeordneten.  Winkeleisenstücke  L  angebracht^ 
welche  gestatteten,  die  Glasprismen  stark  nach  außen  gegen 
ihre   Anliegeflächen   zu   pressen.     Als  Zwischenlage   zwischen 
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welcher  den  Beobachter  gegeu  das  umherspritzende  Ol  und 
etwaige  abfliegende  Teilchen  schützen  sollte.  Die  Messinghaube 
bewährte  sich  übrigens  bei  großen  Tourenzahlen  nicht;  denn 
durch  die  starke  Luftbewegung  und  Vibrationen  der  Maschine 
kam  sie  bald  in  solche  Schwingungen,  daß  sie  am  rotierenden 
Teil  anschlug  und  ihre  Zertrümmerung  beiiirchtet  werden 
mußte.  Sie  wurde  daher  bei  späteren  Versuchen  weggelassen 
und  das  Mittelstück  durch  aufgesteckte  Papphülsen  möglichst 
abgerundet.  Dabei  zeigte  sich  keinerlei  Zunahme  ^der  Bild- 
Unruhe,  eher  eine  Besserung. 

4.  Welle  und  Luger. 

Die  Achse  B  des  Apparates  war  ihrer  starken  Bean- 
spruchung wegen  aus  Siemens-Martinstahl  hergestellt  und  von 
oben  nach  unten  etwas  verjüngt.  Die  Lager  7/  bestanden  aus 
Rotguß  und  waren  in  einem  Abstand  von  45  cm  in  das  Gestell 
eingelassen.  Das  ganze  Gewicht  des  rotierenden  Teiles  ruhte 
auf  einer  in  der  Welle  versenkten,  polierten  Stahlkugel,  welche 
im  unteren  Lager  auf  einer  glasharten  Stahlplatte  rotieren 
konnte.  Da  die  Maschine  nach  beiden  Richtungen  laufen 
sollte,  waren  in  beide  Lager  doppelte  Spiral  Windungen  zur 
Ölung  eingeschnitten.  Infolge  des  starken  Ölverbrauchs  mußten 
Ölfänger  und  der  Abspritzungsring  ^'  angebracht  werden,  um 
ein  Dmherspritzen  des  Öles  im  Beobachtungsraume  zu  ver- 
hüten. Trotz  ihrer  sehr  starken  Beanspruchung  bei  hohen 
Tourenzahlen  blieben  beide  Lager  stets  ziemlich  kühl,  wie  das 
folgende  Täfelchen  zeigt.  Die  hier  angetlihrten  Temperaturen 
wurden  während  eines  fast  zwölfstündigen ,  ununterbrochenen 
Betriebs  der  Maschine  in  Abständen  von  ungefähr  einer  Stunde 
gemessen,  wobei  als  Lagertemperatur  die  Temperatur  des  Öles 
angesehen  wurde,  welches  sich  auf  dem  Lager  im  Ölfänger 
sammelte.  Die  vorliegenden  Messungen  sind  am  oberen  Lager 
ansgeftlhrt  worden. 


Zeit  (vorm.) 

Temperatar 

Zeit  (nachm.) 

Temperatur 

7  Uhr  — 

Min. 

Anfang 

1  Uhr  15 

Min. 

24,9« 

7      „    48 

>» 

23,5  <> 

2      ,t     40 

» 

24,7« 

8      „     50 

7» 

28,2« 

3      „       4 

>» 

26,3« 

•      „    43 

»» 

26,6« 

4      „     25 

n 

26,8« 

10      „     44 

1) 

24,2« 

5      „       8 

99 

29,0^ 

11      „     87 

» 

25,1« 

6      „       6 

i1 

26,0« 

"^           »» 

»» 

6      „     55 

»? 

26,1* 
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Die  Zimuiertemperatur  am  Lager  betrug  durchschnitt- 
lich 20,0^,  Beweguiigsrichtung  und  Tourenzahl  (bis  ca.  1000. 
variierten.  Die  Tabelle  ist  ein  Zeichen  f&r  den  tadellosen 
Zustand  der  Welle  und  der  Lager. 

Auf  der  Achse  saßen  noch  zwischen  den  Lagern  die 
Riemenscheibe  C  und  das  Balanciergewicht  E.  Die  Riemeu- 
sclieibe  war  möglichst  nahe  am  unteren  Lager  befestigt  worden, 
damit  Stöße  im  Antrieb  hauptsächlich  vom  Qestell  aufgenommen 
wurden. 

5.   Balanciervorsuche  (Balanciergewicbt  E), 

Die  Hauptbedingung  für  ruhiges  Laufen  der  Maschine  war 
in  der  Vollkommenheit  der  Ausbalancierung  des  rotierenden 
Teiles  gegeben,  denn  wie  schon  gezeigt  wurde,  erzeugten  selbst 
minimale  Überp^ewichte  auf  einer  Seite  der  Achse  bei  einiger- 
maßen  großen  Tourenzahlen  ganz  enorme  Zugkräfte. 

Zunächst  wurden  alle  Teile  für  sich  möglichst  ausgeglichen 
und  dann  die  fertig  zusammengestellte  Maschine  als  Ganzes 
ausbalanciert.  Das  schwere  Mittelstück  ließ  man  auf  einer 
polieiten,  genau  horizontalen  Fläche  rollen.  Die  hierbei 
sieh  zeigenden  Ungleichheiten  wurden  durch  Aufsetzen  von 
Stahl-  und  Bleistücken  möglichst  beseitigt  Ln  Prismenbe- 
liälter  wurde  der  durch  die  beiden  schweren  Prismen  /,  /  er- 
zeugte Massenüberschuß  auf  der  gegenüberliegenden  Seite  durch 
das  Stahlstück  F  kompensiert.  Der  gebrauchsfertig  zusammen- 
gesetzte und  roh  justierte  rotierende  Teil  wurde  dann  zwischen 
zwei  Paar  Friktionsräder  gelegt,  die  ihrerseits  in  Kugellagern 
liefen,  und  weiter  ausbalanciert.  Durch  Anbohren  der  Fassung 
wurde  so  der  noch  merkbare  Massenüberschuß  beseitigt  Diese 
Methode  erwies  sich  jedoch  noch  als  zu  roh,  da  die  Beibung 
der  Friktionsräder  wegen  der  großen  Last  des  Stahlstückes  za 
groß  war.  Nach  mehrfachen,  verschiedenen  Versuchen  fand 
man,  daß  sich  größere  Genauigkeit  erzielen  ließ,  wenn  die 
Welle  auf  zwei  gut  plane,  polierte  Spiegelglasstücke  gelegt 
wurde  und  der  Apparat  pendelte.  Auf  diese  Weise  konnte 
noch  leicht  1  g  übergewicht  auf  einer  Seite  der  Achse  nach- 
gewiesen werden.  Nach  peinlichster  Sorgfalt  in  der  Aus- 
balancieruug  und  Einsetzen  der  Achse  in  das  Gestell  ö»b 
sich  jedoch,  daß  die  genannten  Methoden  nicht  genügend  genlL^ 
waren.     Deshalb  wurde  auf  die  Welle  das  Balanciergewicht  K 
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aufgesetzt.  Dieses  bestand  aus  einem  völlig  geschlossenen 
Stahlkörper  E,  in  welchen  sich  von  außen  durch  die  Schrauben  S 
der  Abstand  der  vier  ca.  200  g  schweren  Gewichte  P  von  der 
Achse  um  ungefähr  16  mm  getrennt  ändern  ließ.  Dadurch 
war  es  möglich^  den  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  in  ge- 
wissen Grenzen  zu  verlegen.  Jetzt  wurde^  nun  durch  einfaches 
Probieren  diejenige  Stellung  der  Gewichte  gesucht,  bei  welcher 
die  Maschine  am  ruhigsten  lief.  Einen  gewissen  Anhalt,  nach 
welcher  Seite  der  Prismenbehälter  schlug,  gewährte  dabei  die 
Benutzung  eines  feinen  Fühlhebels.  Auf  diese  Weise  war  es 
möglich,  selbst  bei  1500 — 2000  Touren  p.  Min.  noch  ein  gutes 
Bild  der  Interferenzen  zu  erhalten,  bei  höherer  Tourenzahl 
verschwanden  die  Bilder  wegen  Verziehung  des  Apparates.  Die 
Maximalgrenze,  bis  zu  welcher  man  in  der  Geschwindigkeit  der 
Maschine  geben  konnte,  sank  allerdings  im  Laufe  der  Unter- 
suchung immer  tiefer,  so  daß  schließlich  die  Interferenzen  schon 
bei  1000  Touren  unscharf  wurden. 

6.  Das  Zählwerk  N, 

Zur  Messung  der  Tourenzahl  der  Maschine  war  in  die 
Welle  B  ein  starkes  Gewinde  von  5  mm  Steighöhe  eingeschnitten, 
in  welches  ein  Schneckenrad  mit  horizontaler  Achse  eingriff. 
Auf  dieser  saß  ein  Kontaktrad  aus  Hartgummi^  welches  bei 
jeder  Umdrehung  des  Zahnrades  einen  Stromkreis  schloß.  Das 
Übersetzungsverhältnis  zwischen  Welle  und  Kontaktrad  betrug 
1 :  50  und  war  so  gewählt,  daß  die  Tourenzahl  der  Maschine 
bis  auf  höchstens  1®/^  Fehler  bestimmt  werden  konnte.  Diese 
Eontakte  ließ  man  auf  den  hinteren  Hebel  des  Chronographen 
der  Uni v.-Stern warte  registrieren,  w^ährend  die  Sternzeituhr 
auf  dem  vorderen  Signalhebel  Sekundenpunkte  markierte.  Bei 
dieser  Einrichtung  konnte  noch  0,01  Sekunde  mit  Sicherheit 
abgelesen  werden,  so  daß  bei  Zeitdifferenzen  auch  nur  ein 
Fehler  von  0,01  Sekunde  zu  befürchten  war.  Da  bei  den  Ver- 
suchen eine  Sternzeituhr  benutzt  wurde,  waren  alle  Beobach- 
tungen der  Tourenzahlen  auf  mittlere  Zeit  zu  reduzieren,  was 
nach  der  bekannten  Beziehung  erfolgte: 

eine  Sek.  St.  Z.  =  0,99727  Sek.  M.  Z. 

Das  folgende  Täfelchen  läßt  die  bei  dieser  Einrichtung 
erreichte  Genauigkeit  erkennen.    Dabei  bedeutet  A  die  Anzahl 
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Sternzeitsekuudeu    zwischen     zwei 
(«  50  Touren  der  Maschine). 


Kontakten    der     Schnecke 


A         '  Max.  Fehler    Max.  Fehler 


in  St.  Z.      in  ä.  St.  Z. 


30,0 
6,0 
3,0 
1,5 
1,0 


+  0,01 
1 
1 
1 
1 


in  •  0 


±  0,08 
0,17 
0,83 
0,67 
1,00 


Touren   '  «  j    ^^c\  ^b«-  Fehler 
p.  Min    •  ^-  ä*^  '    in  Toam. 


St.  Z. 

100 

MN) 

1000 

2000 

8000 


+  0,27 
1,37 
2,74 
5,48 
8,22 


p.  Min. 

±    0,08 

0,88 

3,88 

13,88 

30,00 


Wie  man  sieht,  war  die  Genauigkeit  für  alle  vorkommende 
Fälle  Yöllig  ausreichend.  Ungleichf5rmigkeiten  im  Gange  der 
Maschine  während  eines  Umlaufes  der  Kontaktscheibe  ließen 
sich  hierbei  zwar  nicht  erkennen,  sie  waren  aber  wegen  der 
großen  Schwungmasse  überhaupt  kaum  zu  befürchten. 


7.  Der  Antrieb. 

Bei  den  ersten  Probeversuchen  mit  der  Maschine  in  der 
Werkstatt  wurde  ein  V,  PS. -Drehstrommotor  mit  horizontaler 
Achse  benutzt.  Der  Motor  zog  aber  zu  schnell  an,  was  f&r 
die  Justierung  hätte  schädlich  sein  können,  und  brachte 
die  Tourenzahl  höchstens  bis  2700  Touren  p.  Min.  Deshalb 
wurde  er  durch  einen  Gleichstrommotor  von  ^/^  PS.  mit  verti- 
kaler Achse  und  Tourenregulier  im  Verhältnis  1 : 1 2  bei  gleich- 
bleibender Zugkraft  ersetzt.  Der  Antrieb  war  jetzt  sehr  gQnstig, 
der  Motor  aber  viel  zu  schwach.  Nach  mannigfachen  Ver- 
suchen zeigte  sich  ein  5  PS.-Gleichstrommotor  (110  V.)  älteren 
Modells  von  Siemens-Schuckert  am  geeignetsten.  Durch 
regulierbare  Widerstände  im  Haupt-  und  Nebenstrom  gelang 
es,  die  Tourenzahl  der  Maschine  beliebig  von  ca.  70  Toaren 
p.  Min.  bis  über  3500  zu  bringen.  Der  Betrieb  war  zwar 
wenig  rationell,  hatte  aber  den  Vorteil,  daß  alle  Stöße  im 
Anlauf  verschwunden  waren.  Der  Motor  lief  ohne  Veränderung 
der  Bürstenstellung  nach  beiden  Seiten  gleich  gut  Seine  Achse 
lag  horizontal  und  war  ungefähr  2  m  von  der  Maschine  ent- 
fernt. Die  Übertragung  geschah  durch  einen  gekreuzten  und 
geleimten  Riemen. 
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8.  Die  Aufstellung. 

Die  ganze  Einrichtung  fand  Aufstellung  in  einem  Keller- 
raume  der  Univ.-Sternwarte  zu  Jena.  Die  Maschine  wurde 
mittels  vier  starker  Schrauben  in  den  Zementboden  des  Raumes 
eingelassen  und  der  FuB  mit  Zement  ausgegossen.  Bei  der 
Aufstellung  wurde  darauf  geachtet^  daß  die  Achse  genau 
vertikal  stand,  um  gyroskopische  Wirkungen  des  rotierenden 
Teiles  zu  verhindeni. 

§  6.    Versuche    zur  Erzeugung   monochromatiBoher  Interferenz- 
Streifen. 

Wie  schon  mehrfach  erwähnt,  zeigte  sich  die  Siedentopf- 
sehe  Hg-Lampe  für  diese  Versuche  als  viel  zu  lichtschwach. 
Die  sehr  hell  leuchtenden  Metalldampflampen  aus  Quarz  (Cd- 
Amalgamlampe  ^)  wären  voraussichtlich  ausreichend  gewesen, 
konnten  aber  nicht  probiert  werden,  da  keine  zu  beschaffen 
war.  Um  dafür  einen  Ersatz  zu  schaffen,  wurden  zunächst 
reine  Metallstäbe  im  Lichtbogen  verdampft.  Die  Beobachtungs- 
einrichtung (Fig.  6  II)  war  dabei  so  getroffen,  daß  das  Licht 
erst  nach  seinem  Durchgang  durch  den  ganzen  Apparat  spek- 
troskopisch zerlegt  wurde,  so  daß  eine  Reihe  monochromatischer 
Interferenzbilder  entstanden  (Methode  der  Sonnenaufnahmen 
in  monochromatischem  Lichte  mit  Hilfe  des  Spektroheliographen). 
Das  reelle  Interferenzbild  im  Koinzidenzprisma  S  wurde  dabei 
durch  ein  Objektiv  von  geeigneter  Öffnung  stark  verkleinert 
auf  den  vertikal  stehenden  Spalt  eines  Spektralapparates  Sp 
so  projiziert,  daß  zunächst  die  Interferenzstreifen  parallel  zum 
Spalt,  die  Trennungslinie  der  beiden  Gesichtsfeldhälften  also 
senkrecht  dazu  standen.  Bei  Benutzung  des  Emissionslichtes 
von  glühendem  Metalldampf  mußte  dann  im  Spektroskop  eine 
Reihe  von  monochromatischen  Spaltbildern  entstehen,  in  denen 
die  Interferenzstreifen  sichtbar  waren.  Damit  aber  außer  der 
Meßmarke  des  Koinzidenzprismas  noch  eine  genügende  Anzahl 
von  Interferenzstreifen  in  die  Spaltöffnung  zu  liegen  kam, 
mußte  dieser  ziemlich  weit  geöffnet  werden  (ca.  0,4 — 0,8  mm). 
Die  Dispersion  des  Spektrographen  war  deshalb  sehr  hoch  zu 
wählen,  um  die  einzelnen  Spaltbilder  nicht  aufeinander  fallen 


1)  /eitechr.  f.  Instrumi'ntfiikuiule  21.  S.  201.   1901;  24.  S.  296.  1904. 
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zu  lassen.  Dadurch  wurde  auch  der  Vorteil  erreicht,  daß  das 
Nebeulicht  sehr  geschwächt  war,  so  daß  sich  die  monochro- 
matischen Spaltbilder,  welche  durch  die  Prismen  des  Apparates 
auch  etwas  an  Helligkeit  einbüßten,  ziemlich  hell  aus  dem 
schwachen  kontinuierlichen  Spektrum  hervorhoben.  Zur  Zer- 
legung des  Lichtes  kamen  bei  diesen  Versuchen  ein  photo- 
graphisches Gritter,  zwei  große  Flintglasprismen  und  ein  Flüssig- 
keitsprisma nach  Königsberger  einzeln  oder  in  Kombinationen 
in  Anwendung.  Von  den  untersuchten  Metallen  gaben  Elisen 
und  Kupfer  den  günstigsten  Lichtbogen,  aach  Messing  brannte 
sehr  gut.  Bei  einer  Stromstärke  von  10—15  Amp.  und  Stäben 
von  10 — 15  mm  Durchmesser  gab  Fe  ein  sehr  helles,  weißes 
Licht,  dessen  Spektrum  aber  zu  linienreich  war,  so  daß  auch 
bei  stärkster  Dispersion  die  einzelnen  Spaltbilder  nicht  mehr 
weit  genug  getrennt  werden  konnten.  Kupfer  brannte  bei 
größerem  Stabdurchmesser  (20  mm]  ebenfalls  sehr  ruhig,  das 
Spektrum  war  linienärmer  und  günstiger  wie  das  vorige,  da 
die  hellen  Linien  in  Grün  und  Rot  genügend  weit  auseinander 
lagen.  Zink  lieferte  sehr  schönes  helles  Licht,  schmolz  aber 
bei  einigermaßen  großen  Stromstärken  sofort  ab  und  entwickelte 
sehr  dicke,  weiße  Dämpfe.  Messing  oder  Messing  und  Kupfer 
vertrugen  eine  größere  Stromstärke  und  erzeugten  einen  ziemlich 
ruliigen  Lichtbogen.  Die  größte  Ruhe  des  Bogens  >vurde 
jedoch  erzielt,  wenn  als  positive  Elektrode  das  Metall  verwandt 
wurde,  während  der  negative  Pol  aus  Homogenkohle  bestand. 
In  allen  Fällen  wurde  jedoch  der  Bogen  sofort  unruhig,  zischte 
und  rotierte,  sobald  das  Metall  weißglühend  war.  Versuche, 
den  Lichtbogen  zur  Kühlung  der  Elektroden  unter  Flüssig- 
keit zu  erzeugen,  gelangen  nicht.  Bei  derartigen  Spektral- 
aufnahmen der  Interferenzbilder  waren  Expositionszeiten  von 
5 — 10  Min.  erforderlich,  wenn  die  Maschine  in  Betrieb  war. 
Um  schai'fe  Bilder  zu  erzielen,  war  aber  während  der  Ex- 
position größtmögliche  Ruhe  des  Lichtes  unbedingt  erforderlich« 
Diese  konnte  aber  auch  bei  ständiger  Regulierung  der  Lampe 
(Handregulierlampe)  nie  in  genügender  Weise  erreicht  werden. 
Mit  dem  ungleichmäßigen  Brennen  des  Bogens,  welches  auch 
bei  Benutzung  von  Magneten  und  Drosselspulen  nicht  besser 
wurde,  waren  naturgemäß  starke  Spannungsschwankungen  an 
den  Elektroden  verknüpft,   welche  sich   ins  Leitungsnetz  aus- 
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breiteten^  so  daß  auch  die  Tourenzahl  des  Motors,  der  von 
derselben  Leitung  gespeist  wurde,  ständig  schwankte.  Die 
Aufnahmen  mit  dieser  Anordnung  hatten  deshalb  nicht  den 
gewünschten  Erfolg. 

Als  £rsatz  für  die  reinen  Metallelektroden  dienten  nun 
später  Kohlestäbe  mit  Füllungen  aus  verschiedenen  Metallsalzen, 
wobei  nur  das  vom  Bogen  emittierte  Licht  benutzt  und  das 
direkte  Kraterlicht  durch  passende  Blenden  zurückgehalten 
wurde.  Die  sogenannten  Spektralkohlen  von  Siemens  er- 
wiesen sich  hierbei  als  unzweckmäßig,  sie  brannten  ziemlich 
unruhig  und  zu  rasch  ab.  Kohlestäbe  mit  Leuchtzusätzen, 
teilweise  mit  Metalladem,  wie  sie  in  der  Beleuchtungstechnik 
(Effektkohlen)  Verwendung  linden,  gaben  zwar  einen  sehr  hellen 
und  ruhigen  Bogen,  besaßen  aber  zu  viel  Beimengungen,  so 
daß  die  Spektren  zu  linienreich  waren.  Deshalb  wurden  von 
der  Firma  Gebr.  Siemens  auf  besonderen  Wunsch  Kohlen 
mit  chemisch -reinen  Salzen  der  Metalle  Cu,  Zn,  Cd  und  ("a 
als  Füllungen  hergestellt.  Diese  waren  für  den  vorliegenden 
Zweck/  geeigneter  als  die  anderen  Kohlestäbe,  bei  ihnen  trat 
aber  das  Nebenlicht  neben  dem  Emissionsliclit  der  Metall- 
dämpfe  sehr  stark  hervor.  Bei  größeren  Stromstärken  er- 
schienen die  Emissionsspektren  stärker,  dann  aber  brannte  der 
Bogen  sehr  unruhig,  und  die  Füllungen  waren  in  kurzer  Zoit 
verflüchtigt  Die  spektrographischen  Aufnahmen  ließen  sich 
jedenfalls  auch  hier  nicht  mit  der  nötigen  Präzision  ausführen. 
Ebenso  konnte  eine  direkte,  visuelle  Ausmessung  der  Inter- 
ferenzen wegen  der  Beaufsichtigung,  welche  Motor  und  Bogen- 
lampe ständig  erforderten,  nicht  durchgeführt  werden.  Die 
Versuche  in  dieser  Richtung  wurden  daher  abgebrochen  und 
eine  Anordnung  gewählt,  bei  welcher  Lichtquellen  mit  kon- 
tinuierlichem Spektrum  benutzt  werden  konnten. 

Die  Interferenzstreifen  wurden  nun  so  gedreht,  daß  sie 
parallel  zur  Trenn uiigslinie  im  Koinzidenzprisma  waren,  also 
senkrecht  zum  Spalt  des  Spektrographen  lagen.  Im  Spektrum 
erschienen  die  Interferenzen  ebenfalls  in  einfarbigem  Lichte, 
wie  bei  der  anderen  Anordnung,  aber  parallel  zur  Längsaus- 
dehnung des  Spektrums.  Sie  zogen  sich,  vom  roten  nach  dem 
violetten  Ende  schwach  konvergierend,  durch  alle  Farben, 
wobei    die  Trennungslinie    der   beiden  Gesichtsfeldhälften    als 


EQ  iicnucDWftch.  L>ie  photogr 
leieozcn  gelaufien  hei  ruhend« 
jcilücli  im  Beirieb,  sd  mußt 
|iti^itio:iszeit  wir  in  Hulie  gewäl 
■/.»  erlialteu.  Während  dieser 
iiu[i  ilie  Touri'uzahl  der  Ma; 
ßehalleD  werden.  Tagsülter  wei 
netz,  an  welches  der  Motor  ai 
auch  mag  diel^Dgenlampe,  diei 
verursacht  halen,  aber  auch 
im  LeitungsneU  erwartet  wei 
gertiigende  Konstanz  in  der  To 
Bcharf'o  AufDahmeii  zu  erhalt« 
der  Maschine  vor  den  Versut 
Motors  durch  gleichzeitigen  A 
zweiten  Uotor.s  nicht  mit  geuü 
diese  VeiBuche  aufgegeben  um 
ti8<'he  Interferonzstreifen  verzit 
Hierbei  mag  noch  erwähn 
reichen  Spektralaufnahmen  unt 
folgende  sehr  gut  für  den  jewe 
bewährten: 

1.  Vii-idin-Inaloplatteti  {nnti-lial 
(güiizes  Spektrum); 
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§  7.     Das  endgültige  Meß-  und  Aufnahmeverfahren. 

Da  die  Versuche  zur  Herstellung  von  monochromatischem 
Lichte  an  den  ^^ringen  dabei  erreichbaren  Helligkeiten  scheiter- 
ten, wurden  die  definitiven  Messungen  unter  Zuhilfenahme  von 
Filtern  aus  gefärbten  Gläseni  ausgeführt  Diese  Lichtfilter 
ließen  zwar  noch  ziemlich  große  Wellenlängenkomplexe  durch, 
absorbierten  aber  doch  ca.  50  Proz.  der  auffallenden  Licht- 
menge, so  daß  die  Helligkeit  der  Interferenzen  sowohl  für  pHoto- 
graphische  Aufnahmen  als  auch  visuelle  Messungen  bei  verdun- 
keltem Beobachtungsraume  gerade  nocli  ausreichte.  Versuche, 
die  durchgelassenen  W'ellenlängengebiete  durch  größere  Glas- 
dicken  oder  Kombinationen  von  Filtern  einzuengen,  waren  bei 
der  damit  verbundenen,  starken  Absorption  ohne  Erfolge  ge- 
blieben. Die  Streifen  erschienen  aber  auch  bei  den  einfachen 
Filtern  sehr  scharf  und  schwarz,  nur  bei  Benutzung  von  grünem 
Lichte  zeigten  sich  schwach  farbige  Ränder,  welche  sich  aber 
als  nicht  störend  ^^wiesen.  Da  die  Filter  aus  ausgesuchten, 
beiderseitig  planpolierten  Glasscheiben  bef<tanden,  konnten  sie, 
ohne  daß  eine  Bildverschlechterung  eintrat,  zwischen  Koinzidenz- 
prisma und  Beoba<:htuiigsinsTrunient  gesetzt  werden,  teilweise 
befanden  sif  sich  allerdings  auch  direkt  hinter  der  Bogenlampe. 

Bei  den  Verbuchen,  wr-lche  fiir  die  Herleitung  des  Resul- 
tates Verwenduritr  fanden,  wurden  folgende  zwei  Glüser  Vienutzt. 


Nr. 

F*trbfr 

Il.'K.: 

n. 

irchliijtä>(? 
Ä   ■--    UfA 

fWr 

Mitte; 

So)»  wach 
*;ichtbfftr 

1 

ro? 

1 .7  mrr: 

*;o«— *;4<« 

f>l4 

jrrifi 

•j 

h-'li^fr'it. 

J.4     .. 

:,\(* -:»*■:'* 

%y,:. 

ro» 

Die    D^ipfi.ä.rrigkeit    der    Kilt/rr    wurde    rn:»    Wüu-    *rines 
Taschenspekrro-ikop«':-  mit   \^  elleiilängf-ijskaia  b'rTiimrnt. 

Die  ph''it/'»£.'ryiphisch^n  Aufnahm^:!;  wurden  mit  'rii.*-r  Spek- 
trometerkarr:^ra  mit  v^rr-chieboarer  F-'iaUe  P  (Fig.  *;)  aurgetöhrt, 
wobei  z'Ai5':l.e:i  Koirizidenzprihrna  S  und  Kameraobj'rkM'.  r<;lat. 
Öffnung  :  1 : 0,  /  =  '-iOO  mui^  f\n-.  Retlexiorj-üprisma  A  zur  Kr.ickung 
der  Strahlen  we^^-rj  iiAur/ini;irigeli  und  da-.  F'ernrohrooektiv  y 
aufgestellt  war';/.,  'jf/i  h'n  f:\rJT  Vprgr''*ßerung  de*  If.terr'erenz- 
bildes  aut  d?»-  S'r'K-.r^i'K«-.  'W-  H>iij.'!Jirit'e  nir:ht  /i  groB  werden 
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zu  lassen.  Bei  dieser  Anordnung  betrugen  die  Expositions- 
zeiten  ca.  0,5  Sek.,  wenn  der  Apparat  nicht  rotierte,  war  aber 
die  Maschine  in  Betrieb,  so  war  die  600  —  800 mal  größere 
Zeit  (für  verschiedene  Farben  etwas  verschieden)  nötig,  um 
brauchbare  Negative  zu  erhalten.  Nimmt  man  an,  daß  für  die 
Exposition  einer  photogra^hischen  Platte  nur  die  gesamte  auf- 
trefifende  Lichtmenge,  ohne  Rücksicht  auf  deren  Dauer  und 
Stärke,  in  Frage  kommt,  so  ist  die  Belichtungsdauer  bei  ro- 
tierendem Apparat  durch  die  Summe  der  Blitze  bei  jeder  Um- 
drehung gegeben.  Läuft  die  Maschine  demnach  m  Touren  pro 
Minute,  so  ist  die  Dauer  eines  einmaligen  Aufleuchtens  der 
Interferenzen  in  Sekunden: 

60 
""   m  .  720  ' 

wenn  man  den  Prismenkranz  um  0,5®  bis  zum  völligen  Ver- 
schwinden, von  deren  Erscheinen  an  gerechnet,  verdrehen  muß, 
wobei  während  der  Drehung  immer  gleiche  Helligkeit  des  Bildes 
angenommen  wird.  Damit  nun  die  Belichtungszeiten  bei  ro- 
tierendem und  ruhendem  Apparat  gleich  werden,  muß  folgende 
Gleichung  gelten,  in  welcher  a  (in  Minuten)  die  Expositionszeit 
bei  rotierendem  Apparat  bedeutet: 

nmt  =^  --—■ —  =  0,5 , 

720  m  ^ 

oder  a  =  6  Min. 

Diese  Betrachtung  gilt  selbstverständlich  nur  für  Umlaufs- 
geschwindigkeiten, bei  denen  die  Dauer  einer  Umdrehung  kleiner 
als  6  Min.  ist,  denn  im  andern  Falle  wäre  es  möglich,  daß 
innerhalb  6  Min.  gar  kein  Licht  zur  Platte  gelangen  könnte. 
Der  berechnete  Wert  stimmt  innerhalb  gewisser  Grenzen  mit 
der  experimentell  bestimmten  Belichtungsdauer  überein,  welche 
im  Durchschnitt  5  bis  7  Min.  betrug.  Die  zweite  Folge  aus 
obiger  Überlegung,  die  Unabhängigkeit  der  Belichtungsdauer  von 
der  Tourenzahl,  war  aber  anscheinend  nicht  erfüllt,  denn  bei 
hohen  Umlaufsgeschwindigkeiten  der  Maschine  mußten  die  Platten 
oft  mehr  als  15  Min.  belichtet  werden,  ehe  sich  überhaupt  ein 
Schimmer  der  Interferenzen  zeigte.  Diese  Erscheinung  könnte 
vielleicht  durch  eine  Art  Reizschwelle  für  die  Platten  erklärt 
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werden,  indem  diese  bei  genügend  kurzen  und  sehr  schwachen 

Lichtblitzen  (Dauer  =  ;-r^  Sek.  bei  1000 Touren  pro  Minute) 

an  EmpHudlichkeit  verlieren. 

Für  jede  Farbe  wurde  Fokussierung  und  Expositionsdauer 
durch  Probeaufnahmen  bestimmt.  Zur  visuellen  Beobachtung 
der  Streifenverschiebungen  kam  ein  sog.  Kometensucher  der 
üniversitätssternwarte  nach  Vorsetzen  eines  passenden  Objektives 
in  Verwendung.  Hierbei  wurde  ein  Koinzidenzprisma  mit  ver- 
tikaler Trennungslinie,  des  größeren  Gesichtsfeldes  wegen,  be- 
nutzt. 

Für  die  direkte  Ausmessung  der  Interferenzen  war  der 
Eometensucher  mit  einem  Schraubenmikrometer  versehen,  welches 
gestattete,  das  Fernrohrbild  in  Millimetern  auszuwerten  (Vergr. 
ca.  25).  Die  Aufstellung  des  an  sich  sehi-  schweren  Instru- 
mentes war  auf  dem  Steinboden  des  Beobachtungsraumes  hin- 
reichend stabil. 

Die  Tourenzählvori'ichtung  arbeitete  vollkommen  selbsttätig 
und  bedurfte  keiner  Überwachung.  Signale,  welche  mit  Hilfe 
eines  besonderen  Tasters  gleichzeitig  mit  den  Maschinenzeichen 
auf  den  Chronographen  registriert  wurden,  gestatteten,  neben 
der  Tourenzahl  Zeit  und  Dauer  jeder  Exposition  oder  Ein- 
stellung genau  zu  ermitteln,  so  daß  diesbezügliche  Notizen  während 
der  Beobachtung  fortfielen.  Ein  im  Beobachtungsraum  ange- 
brachtes Relais  ließ  stets  erkennen,  ob  diese  Vorrichtung  ord- 
nungsgemäß funktionierte. 

Die  Zimmertemperatur  wurde  mittels  mehrerer  im  Vcr- 
suchsraume  verteilter  Thermometer  überwacht,  ein  Ventilator 
sorgte  stets  für  möglichste  Verteilung  der  durch  die  Bogenlampe 
und  die  Widerstände  erzeugten  Wärme.  Ebenso  maß  man  in 
regelmäßigen  Abständen  die  Temperaturen  der  Lager  und  des 
Innern  des  Prismenbehälters. 

Bogenlampe  und  Motor  arbeiteten  meist  derart  ruhig,  daß 
ein  Nachregulioren  während  einer  Aufnahme  oder  Messung  selten 
nötig  war. 

Zur  Bestimmung  der  Breite  und  Verschiebung  der  Inter- 
ferenzstreifen wurde  sowohl  bei  der  Ausmessung  von  Platten 
als   auch  bei  visuellen  Messungen   ein   Verfahren  angewandt, 
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welches  Ur.  Pulfrich^)  in  seiner  Abhandlung  über  das  Abbe- 
Fizeausche  Dilatometer  empfiehlt. 

Sind  nämlich  /p  /,,  /,,  /^.  l^  die  Mikrometerablesungen  bei 
den  Einstellungen  der  MeBmarke  auf  fünf  nebeneinanderliegende 
Streifen,  so  sind,  äquidistante  Streifen  vorausgesetzt,  die  Streifen- 
breite b  in  Mikrometerteilen  und  die  Lage  /^  des  mittelsten 
Streifens  gegeben  durch  die  Gleichungen: 

^.-Wx  +  h  +  k  +  ^A  +  k)' 

Zur  Ausmessung  der  photographischen  Platten  wurde  ein 
Komparator  von  G.  Zeiß  benutzt,  welcher  die  gemessenen 
Längen  von  einer  Nickelstahlskala  abzulesen  gestattete.  Direkt 
konnten  am  Kopf  der  Mikrometerschraube  noch  0,001  mm  ab- 
gelesen werden,  0,0001  mm  waren  mit  Sicherheit  zu  achätzen. 
Als  Meßmarke  diente  ein  Doppelfaden  von  passender  Weite, 
welcher  sich  für  Tnterferenzmessungen  als  sehr  geeignet  zeigte. 
r>ie  Vergrößerung  des  Meßmikroskopes  ließ  sich  variieren,  so 
daß  für  jede  Streifenbreite  die  günstigsten  Verhältnisse  leicht 
eingestellt  werden  konnten. 

Für  direkte,  visuelle  Messungen  am  Apparat  fand  ein 
Fernrohr  mit  gutem  Schraubenmikrometer  Verwendung. 

Die  Teilfehler  der  Nickelstahlskala  des  Eomparators  und 
die  Fehler  der  Mikrometerschrauben  wurden  nicht  näher  onter- 
sucht,  nachdem  eine  Reihe  von  Einstellungen  auf  Probeobjekte 
ergeben  hatte,  daß  an  allen  benutzten  Stellen  die  Teil-  und 
Schraubenfehler  sicher  kleiner  waren  als  die  Einstellsicherheii 
Etwaige  zufällige  Teilungsfehler  wurden  bei  den  definitiven 
Messungen  dadurch  eliminiert,  daß  bei  der  Repetition  von  Mes- 
sungen immer  andere  Bereiche  der  Skala  und  der  Schrauben 
in  Benutzung  kamen. 

Bei  genügend  breiten  und  scharfen  Interferenzen,  vne  man 
sie  bei   Benutzung  von  Filtern  stets  erhalten  konnte,  war  es 

möglich,  sowohl  Breite  als  Lage  der  Streifen  bis  auf  — ttÄ  genau 

zu  bestimmen.     Die  Streifenverschiebungen  betrugen  aber  nor 
0,1  bis  0,2  b,   so  daß  bei  der  erwähnten  Meßgenaoigkeit  die 

n  K.Pulfrich/Zeitschr.  f.  lD8trumeutenkunde28.S.411— 418.  1898. 
2)  Vgl.  die  Bemerkung  zu  dieser  Formel  auf  8.  408. 
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Werte  der  Verschiebungen  bis  zu  10*^/^^  ihres  Betrags  gefälscht 
werden  konnten.  Durch  mehrfache  Wiederholungen  der  Mes- 
sungen ließen  sich  diese  Fehlergrenzen  nur  unwesentlich  ein- 
engen. Auch  konnte  die  Breite  der  Interferenzen  nicht  zu 
groß  genommen  werden,  da  einmal  mit  der  Breite  die  Einstell- 
sicherheit abnimmt,  dann  aber  erschienen  auch  stark  verbreiterte 
Streifen  im  Apparat  nicht  mehr  gerade,  sondern  hyperbelartig 
gebogen. 

Zu  diesen  Einstellfehlern  addierten  sich  noch  etwaige 
Fehler,  die  durch  die  Ungleichförmigkeit  in  der  Tourenzahl 
der  Maschine  entstanden.  Die  Messung  der  Tourenzahlen  selbst 
war,  wie  schon  gezeigt  wurde,  genauer  als  für  die  vorliegenden 
Zwecke  nötig  war.  Die  Qeschwindigkeit  der  Maschine  blieb 
meist  während  einer  Beobachtung  hinreichend  konstant,  wenn 
sie  vorher  lange  genug  eingelaufen  war  (5 — 10  Min.).  Die 
Schwankungen  in  der  Tourenzahl  konnten  nachträglich  sehr 
leicht  aus  den  Ohronographenregistrieningen  erkannt  werden. 
G-eschwindigkeitsänderungen  bis  zu  höchstens  1®/^  der  Touren- 
zahl wurden  bei  der  Berechnung  noch  zugelassen,  Messun- 
gen bei  stärkeren  Geschwindigkeitsänderungen  wurden  ausge- 
schlossen. 

Die  Lage  des  Streifensystems  bei  ruhender  Maschine  heiße 
Nullpunkts-  oder  Ruhelage.  Um  über  die  Bewegung  dieser 
Nullpunktslage,  hervorgerufen  durch  Temperaturänderungen  im 
Glase,  Verlagerung  von  Prismen,  Nachgeben  von  Schrauben, 
elastische  Verziehungen  usw.,  stets  genau  orientiert  zu  sein, 
wurden  nach  je  einigen  Messungen  bei  bewegter  Maschine 
zwei  bis  drei  Nullpunktsbestimmungen  ausgeführt  Ferner  ließ 
man  den  Apparat  nach  jeder  Ruhelage  in  der  entgegengesetzten 
Richtung  wie  vorher  laufen,  um  zu  sehen,  ob  die  Streifen- 
verschiebungen auch  entgegengesetzt  gleich  ausfielen,  was  als 
sicheres  Kriterium  dafür  anzusehen  war,  daß  im  Apparat  keine 
Verziehungen  aufgetreten  waren. 

Die  folgenden  Tabellen  lassen  das  zur  Bestimmung  der 
Breitenverschiebung  angewandte  Verfahren  erkennen. 

Nachdem  bei  ruhendem  Apparat  durch  Einstellung  auf 
fünf  nebeneinander  liegende  Streifen  die  Lage  des  Nullpunktes 
und    die  Streifenbreite    erhalten   war,  wurde  der  Apparat  in 
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Rotation  versetzt  und  die  Einstellung  jener  fünf  Strjeifen  ver^ 
schiedene  Male,  im  vorliegenden  Fall  fünfmal,  wiederholt    Pftr 
die  Zeiten  dieser  Messungen  geben  in  Spalte  2  die  z  die  zu 
50   Touren  der  Maschine  nötigen  Stemzeitsekunden    an    und 
hieraus  lassen  sich  ohne  weiteres  die  in  Spalte  3  angegebenen 
Tourenzahlen  p.  Min.  ableiten.     Spalte  4  und  5  geben  die  aas 
jenen  Einstellungen  gefundenen  Streifenbreiten  b  und  Streifen- 
lagen l^.     Unter  l^  sind  die  für  die  Zeiten  der  Messungen  bei 
bewegtem  Apparat  interpolierten  Nullpunktsstellungen  angeführt 
l^  _  /^  sind  dann  die  in  Mikrometerteilen  ausgedrückten  Ver- 
schiebungen S   oder  (^^,  je  nachdem  die  Rotatioil  gegen  oder 
mit  dem  Uhrzeiger  erfolgt  war.     Die  Verschiebungen   S^  sind 
hierauf  durch  Interpolation  in  die  Werte  übergeföhrt  worden, 
welche  beobachtet  worden  wären,  wenn  die  Messungen  bei  den- 
selben   Rotationsgeschwindigkeiten    des    Apparates    angestellt 
worden  wären  wie  die  Messungen  der  S ,     Die  hierbei   sich 
zeigende    Verschiedenheit    der    bei    entgegengesetzt    gleichen 
Umdrehungsgeschwindigkeiten  gefundenen  Werte  8^  und  d^  ist 
zum  Teil  den  Messungsfehlern,  zum  andern  Teil  aber  jeden- 
falls  der  Verziehung   des  Polygons   infolge   der  Rotation  zu- 
zuschreiben.    Ein  systematisches  Überwiegen  nach  einer  Seite 
konnte    jedoch    nicht   konstatiert   werden.     Wurden    die   Ab- 
weichungen größer  als  6 — 7^/^,  so  wurde  eine  neue  Justierung 
des  Apparates  vorgenommen   und   die  Beobachtungen   fanden 
keine  Verwendung.    Das  Mittel  8  der  ohne  Rücksicht  auf  das 
Vorzeichen   genommenen   Verschiebungen   S    und  8^   war   als 
die  der  betreffenden  Rotationsgeschwindigkeit   des   Apparates 
zugehörige  Streifen  Verschiebung  anzusehen. 


1.  Nullpunkt:    4,395^;    h  =  1,170^. 

2.  Drehung  gegen  den  Uhrzeiger. 


Nr. 

^ 

Touren 
p.  Min. 

b 

i. 

1 

«. 

I 
2 
3 

4 
5 

6,36 
5,73 
5,28 
5,10 
4,71 

472,6 
524,7 
568,4 

588,4 
637,2 

1,173^ 

1,176 

1,170 

1,177 

1,171 

4,50  iP 

4,539 

4,547 

4,579 

4,589 

4,895P 

4,394 

4,898 

4,392 

4,392 

-  0,106P 
0,145 
0,154 
0,187 
0,197 
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3.  Nullpunkt:   4,392^:    6=  1,176^ 

4.  Drehung  mit  dem  Uhrzeiger. 


1 

Nr. 

X 

1 

6,00 

2 

5,40 

3 

4,95 

4      1 

4,69 

Touren 
p.  Min. 


/. 


500,1 
555,7 
606,2 
039,3 


5.   Nullpunkt:    4,399'*;    2;  =  1,169^. 


1,172 

4,272 

4,392 

1,175 

4,241 

4,895 

1,170 

4,207 

4,397 

1,176 

4,179 

4,399 

+  0,120 
0,154 
0,190 
0,220 


Nr. 


1 
2 
3 

4 


5,73 
5,28 
5,10 
4,71 


Touren 
p.  Min. 

524,7 
568,4 

588,4 
637,2 


+  0,136 
0,168 
0,185 
0,217 


-  0,145 
0,154 
0,187 
0,197 


Abweichung 


0,141  ±  0,005     (4Vo) 

0,161  0,007      (4«/o) 

0,186  0,001  (0,6«/o) 

0,207  0,010      (5«/o) 


ft  =  1,173  p  (Mittel). 


Im  allgemeinen  erschienen  die  Interferenzen,  wenn  der 
Motor  nicht  zu  rasch  anzog,  vollkommen  rahig.  Ein  merkliches 
Zittern  war  erst  bei  800  bis  900  Touren  pro  Minute  zu  beobachten. 
Während  der  ersten  Zeit  der  Untersuchung  gelang  es,  die  In- 
terferenzen selbst  bei  1800  Umdrehungen  des  Prismenkranzes 
pro  Minute  noch  zu  sehen,  diese  Sichtbarkeitsgrenze  sank  aber 
später  immer  tiefer,  ohne  daß  neue  Justierung  oder  starkes 
Anziehen  der  Befestigungsschrauben  der  Prismen  sie  wieder  auf 
die  frühere  Höhe  bringen  ließ.  Bei  den  definitiven  Messungen 
wurde  daher  nicht  über  750  Touren  pro  Minute  hinausgegangen, 
um  keine  Nullpuuktsversetzungen  während  einer  Beobachtung 
befürchten  zu  müssen,  obgleich  hierbei  die  Verschiebung  des 
Streifensystems  ziemlich  gering  war.  In  dieser  Beziehung  er- 
wies sich  überhaupt  die  visuelle  Messung  der  photographischen 
Aufnahme  trotz  ihrer  geringeren  Meßgenauigkeit  überlegen,  denn 
letztere  wies  stets  bedeutend  größere  Nullpunktsschwankungen 
auf  als  die  erste,  was  wohl  seinen  Jjrrund  in  der  großen  Länge 
der  Belichtungszeiten  hatte.  Der  Nullpunkt  selbst  änderte  sich 
bei  allen  Beobachtuugsserien  in  demselben  Sinne,  er  stieg  mit 
wachsender  Temperatur  des  PrismAibehälters,  ohne  daß  aber 
zwischen   beiden  Änderungen   eine  konstante  Beziehung  fest- 
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zustellen   gewesen   wäre.      Eine  Abhängigkeit  der  NuUpankts- 
bewegung  vom  Drehungssinn  der  Maschine  bestand  nicht. 

Die  Streifenbreite  zeigte  sich  bei  allen  Messungen  sehr 
konstant,  ihre  Änderung  blieb  stets  unter  der  Fehlergrenze  der 
Beoba^ihtung.  Die  während  einer  sehr  langen  Beobachtangs- 
serie  von  mehr  als  acht  Stunden  erfolgten  Schwankungen  des 
Nullpunktes  und  der  Streifenbreite  sind  aus  folgender  Tabelle 
zu  ersehen. 


Zeit 


10  Uhr  45  Min. 


12 
18 

15 
16 
17 

18 


1» 


18 
33 
0 
15 
10 
15 


Zahl  der 

,  Nullpunktlage 

Streifeubreite 

Aufnahmen 

j        in  mm 

in  mm 

15 

1 ,6984 

0,1980 

18 

\,Uh% 

0,1916 

12 

1,7689 

0,1900 

13 

1,7796 

0,1890 

U 

1,8205 

0,1887 

12 

1,8873 

0,1878 

1,8489 

0,1864 

Im  Laufe  von  76  photographischen  Aufnahmen  hatte  sich 
also  der  Nullpunkt  um  0,1555  mm  und  die  Streifenbreite  um 
0,0066  mm  geändert,  so  daß  im  Durchschnitt  auf  eine  Auf- 
nahme eine  Änderung  von  0,002  bzw.  0,0001  mm  entfällt» 
welche  also  noch  innerhalb  der  Fehlergrenze  der^eobachtung 
zu  liegen  kommt. 

i^  8.    Anpassung  der  Formel  far  die  Streifenversohiebiuiff  auf 

den  Fall  eines  rotierenden  Körpers* 

Wie  bereits  auf  S.  392  angegeben,  lautet  die  Formel  für 
die  in  Streifenbreiten  ausgedrückte  Streifenverschiebung: 


(1) 


.        2/<yn*(l-j;) 
J  = ■ 


Diese  Formel  ist  aber  nicht  ohne  weiteres  auf  den  bei 
den  Versuchen  vorliegenden  Fall  anwendbar,  denn  ein  Licht- 
strahl durchläuft  bei  seinem  Durchgang  durch  das  Priamen- 
polygon  Teile  des  bewegten  Mediums,  die  ganz  verschiedene 
und  auch  verschieden  gerichtete  Geschwindigkeiten  besitzen« 
Um  sie  daher  zur  Anwendung  auf  den  hier  vorliegenden  Fall 
geeignet  zu  machen,  gibt  Harreß  folgende  Ausf&hrangen« 

In  einem  starren^  durchsichtigen  Medium,  welches  mit  der 
konstanten  Winkelgeschwindigkeit  (o  um  die  Achse  0  rotiert» 
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pflanze  sich  ein  Lichtbündel  LL'  geradlinig  fort  (Fig.  7).  Hier- 
bei ist  angenommen,  daß  die  Richtung  der  Strahlen  durch  die 
Körpergeschwindigkeit  nicht  geändert  wird^  welche  Annahme 
theoretisch  nicht  ganz  richtig  ist,  da  die  Mitf&hrung  des  Lichtes 
durch  senkrecht  zu  seiner  Fortpflanzungsrichtung  bewegte  Materie 
noch  durch  quadratische  Glieder  m  vfV  bestimmt  ist  Wegen 
der  Kleinheit  dieser  Qlieder  kommen  sie  aber  hier  nicht  in 
Frage. 


Fig.  7. 

Im  Punkte  P,  dem  Tref^unkte  des  Lotes  r^  Ton  0  auf 
LL\  sind  die  Richtungen  der  Ausbreitung  des  Lichtes  und 
der  Körpergeschwindigkeit  dieselben,  so  daß  für  die  Mitfbhning 
der  Wert 

in  Frage  kommt. 

In  einem  anderen  Punkte  P^  des  Lichtstrahles,  sollen  die 
Richtungen  zwischen  der  Fortpflanzung  des  Lichtes  und  der 
Tangentialgesch windigkeit  des  Mediums  den  Winkel  9)  »  ^c  r^  r^ 
einschließen.     Dann  kommt  ftlr  die  Änderung  der  Gesohwindig- 


^0^ 
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keit  de8  Lichtes  nur  die  Projektion  von  r ,  w  auf  IjJj'  in  Be- 
tracht.    Diese  Komponente  der  Körpergeschwindigkeit  ist: 

Tj  0)  cos  qp  =  r^j  CO . 

Da  die  Geschwindigkeit  des  vom  Licht  durchsetzten  Körpers 
in  der  Richtung  des  Lichtstrahles  im  Punkte  P.  demnach  gerade 
so  groß  ist  wie  in  F,  so  ist  auch  die  Mitmhmng  des  Äthers 
in  Pj  und  in  P  und  überall  auf  dem  Strahl  LZ'  von  gleicher 
Größe.  Die  Änderung  der  Lichtgeschwindigkeit  in  einem  ro- 
tierenden Medium  ist  demnach  so  lange  konstant,  als  sich  der 
Lichtstrahl  geradlinig  fortpflanzt. 

Führt  man  durck  innere  Reflexionen  ein  Lichtbündel  ganz 
beliebig  durch  das  rotierende  Medium,  so  ist  die  resultierende 
Wirkung  auf  ein  passend  erzeugtes  Interferenzsystem  gleich 
der  Summe  der  Einzelwirkungen  während  der  geradlinigen 
W'egteile  des  Lichtes  im  Medium.  Die  Formel  (1)  läßt  sich 
also  schreiben: 

worin  /  die  Wege  des  Lichtes  von  einer  Reflexion  zur  anderen 
und  r  die  Lote  vom  Botationszentrum  auf  diese  bedeuten. 

Nun  ist  aber 

2  71  50 

wo  z^^  die  ZeitdiÖ'erenz  zwischen  zwei  Kontakten  der  Touren- 
zahl Vorrichtung  in  Minuten  mittlerer  Zeit  bedeutet,  so  daß  man 
folgende  Formel  erhält: 

(3)  J  =  200'*"^V^-i'^'-. 

Der  Ausdruck  2t7r  ist  nun  für  das  benutzte  Polygon 
numerisch  zu  bestimmen. 

In  Fig.  7  sei  MAUS  ein  Prisma  des  Polygons,  in  welchee 
ein  Strahlenbündel  senkrecht  zur  Fläche  MS  eintritt,  an  Mßf 
reflektiert  wird  und  senkrecht  zu  MS  wieder  austritt.  Von 
einer  eventuellen  Änderung  des  Reflexionsgesetzes  durch  Ro- 
tation des  Prismas  um  0  soll  hier  abgesehen  werdenJ 

Betrachtet  man  drei  Strahlen,  den  Mittelstrahl  /  und  zwei 
im  Abstände  d  zu  ihm  symmetrisch  liegende,  andere  Strahlen  // 
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und  in,  so  ergibt  sich  die  Summe  der  beiden  Produkte  aus 
den  Teilstrecken  und  den  von  0  auf  sie  gefällten  Loten 

für  Strahl  II  zu      rj^  +  r.l,  =  (r  +  d)l^  +  (r  -  d)l,y 

,.      III    „        r,l,  +  Tj^^{r^d)l,  +  [r  +  d)l^. 

Hierbei  ist    /  =  *  •  cos  y     und     l^  +  l^^  L 

Für  einen  beliebigen  Strahl  im  Abstände  d  vom  Mittel- 
strahl ist  also  die  Summe  jener  beiden  auf  ein  Prisma  sich 
beziehenden  Produkte  gleich 

rl-d{l,-l\. 

Dieser  Ausdruck  hat  für  (/  =  0.  also  für  den  Mittelstrahl, 

sein  Maximum  r  /  und  nimmt  mit  wachsendem  d  erst  langsam^ 

dann  rasch  ab,  wie  man  sofort  erkennt,  wenn  man  ihn  in  die 

Form  überführt 

r/  —  2rf*  ctg  y , 

Für  d  ^  ±  10  mm,  /  =  114  mm  und  r  =  18,3  cm  macht 
das  Glied  2flPctg^  schon  3  Proz.  von  rl  aus.  Trotzdem  haben 
Harreß  und  Hr.  Harzer  wohl  mit  Recht  nur  den  Mittelstrahl 
bei  der  Summierung  der  Produkte  berücksichtigt^  denn  bei  den 
Versuchen  wurde  darauf  geachtet,  daß  die  Höhe  der  Bogenlampe, 
soMrie  sie  sich  etwas  geändert  hatte,  sofort  korrigiert  wurde. 
Jedenfalls  ist  der  durch  Einführung  des  Maximalwertes  der 
Produktensumme  in  das  Resultat  gekommene  Fehler  viel  geringer 
als  wenn  man  unter  der  Annahme  gleichmäßigen  Vorkommens 
der  verschiedenen  möglichen  Bogenlampenstellungen  alle  die 
Fläche  tf-  durchdringenden  parallelen  Lichtstrahlen  in  Betracht 
gezogen  hätte. 

Nach  Harreß'  Schätzung  könnte  der  Fehler  höchstens  1 
bis  2  Proz.  betragen,  das  Resultat  für  den  MittührungskoefB- 
zienten  sich  also  um  so  viel  zu  hoch  ergeben. 

Nicht  geringere  Beachtung  verdient,  worauf  Hr.  v.  Laue 
aufmerksam  gemacht  hat,  der  Umstand,  daß  die  beobachteten 
Interi'erenzstreifen,  wie  S*ig.  5  (S.  406)  zeigt,  nicht  von  den  beiden 
das  Prismenpolygon  in  entgegengesetzter  Richtung  durchlaufen- 
den Mittelstrahlen  selbst,  sondern  von  etwas  schief  auffallenden 
Strahlen  herrührten.  In  der  Mitte  der  kreisförmigen  Inter- 
ferenzfigur würden  die  Streifen  nicht  von  gleicher  Breite  ge- 

29* 
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weeeQ  Bein,  lUes  fand  iu  geuügender  Arn 
Entfernimg  von  der  Mitte  statt.  Von 
diese  Qaelle  der  Unsicherheit  des  Reau 

In  Formel  (3)  ist  die'  Summe  2! 
taüoQ  des  Apparates  teilnehmenden  W 
KOSZudehneD,  auch  auf  die  Strecke  zwii 
der  Pnamenaeite  DD'  iu  Fig.  1  (8.  39! 
ZQ  beachten,  daß  der  Mitfühningskoeffiz 
ist  und  daÜ  t^treclten,  auf  welchen  der  I 
gesetzten  Riebtungen  um  den  Mittelpui 
herumläuft,  mit  entgegengesetzten  Vorz« 

Die  Wege  des  Licbtstrabtes  im  Mi) 
auch  bei  HarreB  und  bei  Hm.  Hsrz 
rücksicbtigt. 

AnsfUhrl icher  geschrieben  lautet  F 


200«'  ji  (1  -  *) 


''•+-: 


(4)  A=~"-/^-^-9, 

wo    "y 'r  =  t8*,  cos;',  +  *,  cosYt^v  ~  ' 


und 


-a(r-a)C08(18ü" 


-4«) 


Drücken  wir  die  Anzahl  z^  MiDUtai 
m  60  Touren  der  Maschine  erforderlich 
beobachteten  x  Minuten  8temzeit  aus,  i 
vall  gleich  ist,  setzen  wir  also 

2,  =  0,99727  r, 
so  bekommen  wir 

far<l-625wuQdn„j  =  l,67I67    j-„,  = 

fllr  A  =  535/*;u  und  «„^  -  1,57665    Xg^  = 

Die  Abweichung  der  Harreßschei 

'«IS  =  0,62917  X-. 

'SS6  =  0,49952  z-.. 

kommt,  wie  schon  erwähnt,  hauptsäcbli 

in  seiner  Formel  für  die  Streifen?er8oh 
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l  —  X  stehen  hat,  außerdem  aher  hat  er  die  Wegstrecken  des 
Lichtstrahls  dprch  die  Luft  und  durch  den  zwischen  DD'  und 
ES'  liegenden  Glaskörper  unherücksichtigt  gelassen  und  bei 
Einführung  jron  z  an  Stelle  tod  z_  einen  Rechenfehler  be- 
gangen. 

ji  9,  ZaButun«iiataUiine  dar  MaMoncaersrebnlsaa. 
Die  folgenden  heiden  Tabellen  geben  die  Einzelresnltate, 
welche  mit  den  beiden  farbigen  Gläsern,  also  mit  Benutzung 
der  Wellenlängen  X  =  625  fift  nnd  X  «  586  fifi  in  je  vier  Hes- 
snngsreihen  erhalten  wurden,  z  bedeutet  wieder  die  Anzahl 
der  Sternzeitsekanden,  welche  der  Apparat  zu  50  Umdrehungen 
brauchte,  S  die  iHr  dieae  ßotationsgeschwindigkeit  gefundene 
Streifenverschiebung,  ausgedruckt  in  Mikrometerteilen,  J  die- 
selbe Streifenverschiehuag,  ausgedrückt  in  Streifenbreiten,  nnd 
X  den  MitftlhrungskoeFGzienten ,  berechnet  nach  den  Formeln 

*«»  -  0,99627  -  0,69004  z-  J, 
x,„  =  0,99629  -  0,60188  z.  J. 

Die  letzte  Spalte  enthält  den  ans  den  einzelnen  Uessnngs- 
reihen  sich  ergebenden  Wert  von  z. 

'  Tabelle  I. 


..  Reihe,    b  -  1,018" 


0,110 

0,67a 

0,106 

0,618 

0,124 

0,6W 

0,125 

o,Baa 

0,116 

ü,118 

0,635 

0,182 

0,598 

0,146 

0,572 

0,149 

0,573 

0,182 

0,638 

0,146 

0.611 

0,158 

0,58a 

o,ne 

0,562 

X  =  0,596 

Hittl-F-einMEiDselreiult  -  ±  0,0340 
Hiltl.P. dea  HitWla  >■  ±  0,0060 


0.  Kitopf. 


Tabelle  I  (ITurteetzung). 

"'■!■ ' 

6 

A     \       X     \                      Mittelwut  s 

2.  Reibe.    6  »  1,022>' 

1 

6,08 

0,121 

0,118  ,  0,576  , 

2 

6,86 

0,124 

0,121   1  0,579  : 

3 

5,21 

0,136 

0,133  1  0.587 

4 

b,09 

0,141 

0,137   1  0,585  . 

5 
6 

1 
8 

4,9! 

4,87 
4,78 
4,70 

0,151 
0,138 
0,148 
0,153 

0,147   1  0,56t.  l-„(,59a 
^']^^^.«»lMittlPel.«.Eix«elre.alt 

;;u9!:;5lBi«'"'-^-''"M*««'' 

-  ±  0,017 

-  ±  0.0011 

9 

4,69 

0,154 

0,150  :  0,581   , 

10 

4,29 

0,148 

0,144  I  0,632 

11 

4,18 

0,168 

0,162  1  0,602  1 

12 

4,12 

0,167 

0,163  i  0,600  1 

3.  Reihe.    6  -  1,111 


5,81 

0,128 

0,115 

0,602 

6,$0 

0,138 

0,120 

0,600 

5,28 

0,149 

0,135 

0,576 

6,27 

0,128 

0,1  IB 

0,639 

5,15 

0,158 

0,142 

0,566 

5,14 

0,142 

0,128 

0,608 

5.12 

0,145 

0,131 

0,601 

5,04 

0,134 

0,121 

0,636 

4,99 

0,155 

0,140 

0,584 

4,97 

0,165 

0.149 

0,55» 

4,90 

0,168 

0,151 

0,560 

4,87 

0,181 

0,146 

0,580 

4,86 

0,154 

0.139 

0,698 

4,81 

0,160 

0,144 

0,588 

4,81 

0,165 

0.149 

0,573 

4,78 

0,168 

0,147 

0,582 

4,65 

0,172 

0,155 

0,571 

4,69 

0,175 

0,158 

0,566 

4,54 

0,182 

0,163 

0,560 

4,5i 

0,177 

0,159 

0,670 

0,586 
Mittl.  F.  einea  EimelreauH.  —  :t  0,028 
MittLF.deB  Hitteli  =-  ±  0,006 


4. 

Beitie. 

6,69 

0,097 

0,097 

0,613 

6,67 

0,097 

0,097 

0,614 

5,48 

0,115 

0,116 

0,621 

6,48 

0,119 

0,120 

0,608 

6,24 

0,127 

0,128 

0,601 

B,10 

0,125 

0,126 

0,617 

5,06 

0,127 

0,128 

0,614 

5,05 

0,127 

0,128 

0,615 

6,06 

0,129 

0,130 

0,609 

5,04 

0,130 

0,181 

0,607 

5,04 

0,132 

0,133 

0,601 

6,08 

0,139 

0,140 

0,S81 
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Tabelle  I  (Fortsetzung). 


Nr. 


13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 


5,01 
5,00 
4,97 
4,94 
4,92 
4,91 
4,88 
4,85 
4,84 
4,76 
4,73 
4,70 
4,66 
4,64 
4,60 
4,60 
4,52 
4,51 
4,49 
4,47 
4,45 
4,85 
4,21 


ö 

1 

p—       "^ 

"z-^zr-z 

0,135 

0,136 

0,140 

0,141 

0,136 

0,137 

0,137 

0,138 

0,143 

0,144 

0.H5 

0,146 

0,136 

0,137 

0,138 

0,139 

0,152 

0,158 

0,152 

0,153 

0,142 

0,143 

0,153 

0,154 

0,151 

0,152 

0,153 

0,154 

0,155 

0,156 

0,147 

0,148 

0,160 

0,161 

0,157 

0,158 

0,161 

0,162 

0,161 

0,162 

0,162 

0,163 

0,166 

0,167 

0,t56 

0,157 

X 

0,594 
0,580 
0,594 
0,594 
0,578 
0,573 
0,602 
0,599 
0,559 
0,567 
0,597 
0,569 
0,578 
0,575 
Q,573 
0,594 
0,567 
0,676 
0,567 
0,569 
0,568 
0,568 
0,606 


Mittelwert  x 


X  =  0,690 

Mittl.F.eiD68Einzelre8ult.  ^  ±  0,0187 
Mittl.  F.  des  Mittels  =  i  0,0032 


Nr. 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 


Tabelle  U. 


1 '  1  ^ .  J.  '  L 


Mittelwert  x 


5,84 
5,78 
5,74 
5,73 
5,40 
5,31 
5,28 
5,12 
5,10 
5,10 
5,09 
5,09 
4,96 
4,95 
4,89 


1.  Reihe,  h  -  1,018' 


0,127 

0, 

0,135 

0, 

0,145 

0, 

0,143 

0, 

0,163 

0, 

0,147 

0, 

0,168 

0, 

0,159 

0, 

0,185 

0, 

0,158 

0, 

0,179 

0, 

0,174 

0. 

0,174 

0, 

0,195 

0, 

0,182 

0, 

,,126 
^133 
M42 
,,140 
,,160 
,,144 
,,165 
,,156 
,,182 
^155 
,,176 
,,171 
1,171 
,,192 
>,179 


0,630 
0,610 
0,587 
0,594 
0,563 
0,618 
0,559 
0,595 
0,530 
0,600 
0,547 
0,560 
0,570 
0,519 
i  0,567 


X  =  0,576 

Mittl.  F.  eines  Einzelresult 

Mittl.  F.  des  Mittels 


±0,0818 
±  0,0082 


0.  Knopf. 
Tabelle  11  (Fort8et2Dng> 


!.  Reihe,    b  -  ItlBSi* 


B,48 
.  6,1S 
'    6,07 

I  ö,»e 

5,92 
'    B,74 

.  a,tio 


,  0,100 
'  0,13S 
0,114 
0,1 36 
0,1  J4 
0,154 
0,157 

■  o,ne 

0,1S4 
0,185 
0,194 
0,196 


0,195 
,  0,199 
'  0,^02 
j  0,207 


0,U87 

0,624 

0,121 

0,898 

0,125 

0,580 

0,138 

0,574 

0,134 

0,BS8 

0,134 

0.594 

0,137 

0,669 

0,153 

0,556 

0,143 

0,504 

0,160 

0,553 

0,168 

o,5sa 

0,170 

0,529 

0,173 

0,528 

0,173 

0,52B 

0,167 

0,547 

0,173 

0,536 

0,169 

0,549 

0,178 

0,540 

0,176 

0,547 

11.180 

0,584 

0,564 
Hittl.  F.  aiaeBEinMlroMÜL  -•  ±  O/MH 
Hittl.  K.  du  HittoU  =  ±  0,006! 


■A.  Keihe. 

5,Hi> 

(I.MÜ 

0,140 

0,585 

5,60 

0,149 

0,147 

0,683 

5,54 

0,140 

0,136 

0,613 

5,26 

0,166 

0,164 

0,563 

5,2S 

0,154 

0,152 

0,595 

.■i,21 

0,158 

0,158 

0,588 

4,B9 

0,170 

0,168 

0,576 

4,91 

0,167 

0,165 

0,590 

4,68 

0.194 

0.192 

0,550 

X  =  0,683 

Mittl.F.  eiiieaEiiuelTWulL  «  ±  0,018! 

Mittl.  F.  dea  Uittela  .  ±  0,006; 


.  R.Mhe.    6  =  1,-42» 


6,86 

0,165 

0,133 

0,605  i 

5,*0 

0,193 

0,156 

0,574  1 

5,a» 

0,193 

0,156 

0,582 

5,17 

0.204 

0,164 

0,571 

5,10 

0,179 

0,151 

0,610 

4,93 

0,304 

0,164 

0,591 

4.88 

ü,200 

0,161 

0,602 

4,86 

0,201 

0,162 

0,601 

4,83 

0,206 

0.166 

0,594 

4,83 

0,213 

0,172 

0,579 

4,62 

0.205 

0,165 

0,597 

4,59 

<'.2U 

0,172 

0,600 

4,46 

0.241 

0,194 

0,562 

4.37 

0,248 

0,200 

0,558 

Mittl.F.  einuEinielreiulL  •=  ±  o  0I6i 
Hittl.  F,  dea  Hittale  -  ±  0,004' 
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Als  Mittelwerte   der  x   ergeben    sich    aus   den  einzelnen 
Messungsreihen  die  folgenden  Werte: 


•'^eid 

^» 

1 .  Reihe 

0,596  ±  0,0066  (m.  F.) 

0,576  ±  0,0082  (m.  F.) 

2-  » 

0,592  ±  0,0050 

0,564  ±  0,0065 

3-   » 

0,586  ±  0,0052 

0,583  ±  0,0061 

♦.   ,, 

0,590  ±  0,0032  . 

0,588  ±  0,0044 

Bei  dieser  Mittelbildung  sind,  wie  es  in  der  HarreBschen 
Dissertation  geschieht,  die  verschiedenen  Resultate  für  x  in  je 
einer  Versuchsreihe  als  von  gleicher  Zuverlässigkeit  ange- 
nommen und  haben  daher  alle  das  gleiche  Gewicht  erhalten. 
Nach  der  bei  den  Versuchen  angewandten  Methode  sind  aber 
die  Messungen  der  Streifenverschiebung,  d.  h.  die  S  oder,  was 
nahezu  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  J  von  gleicher  Genauig- 
keit und  daher  mit  gleichem  Gewicht  zu  versehen,  wie  das  in 
der  Harze rschen  Bearbeitung  der  HarreBschen  Versuche 
geschehen  ist. 

Stellt  man,  um  dem  gleichen  Gewicht  der  J  Rechnung  zu 
tragen,  die  Beobachtungsgleichungen  in  der  Form  auf 

0.59004 .  X       0,59004  -  x^  0,50188-*       0,50188-^  ^  * 

so  erhält  man  aus  den  einzelnen  Messungsreihen  die  von  dan 
obigen  nur  wenig  abweichenden  Werte: 


^6«5 

«5» 

1.  Reihe 

0,595  ±  0,0040  (m.  F.) 

0,573  ±  0,0050  (in.  F.) 

0,594  ±  0,0031 

0,560  ±  0,0036 

0,585  ±  0,0029 

0,581  ±  0,0038 

4.  „ 

0,589  ±  0,0018 

0,587  ±  0,0030 

Da  die  Abweichungen  der  aus  den  einzelnen  Reihen  her- 
vorgehenden Werte  von  x  zum  Teil  gröBer  sind  als  die  mittleren 
Fehler,  so  ist  klar,  daB  bei  den  verschiedenen  Versuchsreihen 
nicht  nur  zufällige  Fehler  im  Spiel  waren.  Vereinigt  man 
trotzdem  die  letzt  hingeschriebenen  Werte  nach  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate,  indem  man  das  Gewicht  dem  reziproken 
Wert  des  Quadrates  des  mittleren  Fehlers  proportional  setzt, 
zu  End werten,  so  findet  man 

^«25  =  0,690  ±  0,0013     und    oc^j^  =  0,577  ±  0,0018 , 

wobei  die  angegebenen  mittleren  Fehler  jedoch  kaum  Anspruch 
auf  Beachtung  erheben  können. 


'.  ••  V  - 
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Obwohl  die  lur  jr^„  und  x^^^  get'imdenen  Werte  ziemlich 
weit  auseinander  liegen,  so  ist  durch  die  Versuche  doch  nicht 
als  erwiesen  anzusehen,  daß  der  Wert  der  Mitfiibningskoeffi- 
zienten  von  der  Wellenlänge  des  Lichtes  abhängt:  ist  doch  der 
Mitführungskoeffizient  für  rotes  Licht  in  der  dritten  Versuchs- 
reihe kleiner  herausgekommen  als  der  für  grünes  Licht  in  der 
vierten  Versuchsreihe,  während  im  allgemeinen  das  nmgekehrta 
Verhältnis  stattfindet.  Der  Theorie  nach  müßte  aber  der  Mit- 
fühmngskoeffizient   für   rotes  Licht   kleiner   sein    als    der  für 

grünes  Licht,  da  die  Formel  x  =  1 y  für  «=  1,57167  und 

n  =s  1,57665  die  Werte  liefert 

^625  ~  0.5952  und  x^^^  »  0.5977 . 
Es  haben  bei  den  Harreß  sehen  Versuchen  ofi'enbar  manche 
Umstände  eine  nicht  gar  unbedeutende  Unsicherheit  des  Resul- 
tates veranlaßt,  weshalb  eine  Wiederholung  der  Versuche  sehr 
erwünscht  wäre.  Gerade  mit  Bücksicht  auf  eine  spätere  Wieder- 
holung sind  im  Vorstehenden  die  Ei-fabrungen.  welche  Harre  ß 
gemacht  hat,  und  zwar  auch  die  ungünstigen  Erfahrungen, 
welche  mit  dieser  und  jener  Anordnung  gemacht  wurden,  aus- 
führlich mitgeteilt  worden.  Auf  die  Notwendigkeit  einer  noch 
exakteren  Konstruktion  des  Rotationsapparates  deutet  der  von 
Harre ß  erwähnte  Umstand  hin,  daß  während  der  ersten  Zeit 
der  Untersuchung  die  Interferenzstreifeu  noch  bei  1800  Um- 
drehungen des  Apparates  pro  Minute  gut  zu  sehen  waren,  bei 
den  definitiven  Messungen  aber  nicht  über  750  Umdrehungen 
hinausgegangen  werden  konnte,  und  daß  neue  Justierung  und 
stärkere  Befestigung  der  Prismen  keine  Besserung  brachte. 
Femer  macht  Hr.  v.  Laue  darauf  aufmerksam,  daß  die  Einzel- 
werte von  X  in  Tab.  I,  Reihe  3  und  4,  und  in  Tab.  II,  Reihe  l 
und  2  anfangs,  d.  h.  bei  langsamerer  Rotation  des  Apparates, 
über  dem  Mittelwert  und  gegen  das  Ende  hin.  bei  schnellerer 
Rotation,  unter  dem  Mittelwert  liegen.  Man  darf  wohl  ver- 
muten, daß  die  hier  wirkende  Fehlerquelle  auch  schon  die 
ersten  Messungen  beeinflußt  hat  und  das  Resultat  dalier  hat 
zu  niedrig  herauskommen  lassen.  —  Eine  weitere  Fehler- 
ursache war  die  Höhenänderung  der  Lichtquelle,  infolge  deren 
der  Weg  der  Lichtstrahlen  in  den  Prismen  nicht  dauernd  der- 
selbe war,  d.  h.  nicht  dauernd  seine  mittlere  Lage  beibehielt  Auch 
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wäre  die  Anwendung  monochromatischen  Lichtes,  wenn  ihm  die 
genügende  Intensität  hätte  erteilt  werden  können  ^  sicherlich 
dem  durch  Filter  hindurchgegangenen  Licht  vorzuziehen  ge- 
wesen. 

All  diese  Mängel  fallen  aber  kaum  der  Methode  zur  Last, 
dürften  vielmehr  bei  Wiederholung  der  Versuche  zu  vermeiden 
sein.  Die  Elrgebnisse  der  Harreß  sehen  Untersuchung  können 
zu  einer  Wiederholung  der  Versuche  nur  ermutigen. 

(EingegaDgen  21.  Januar  1920.) 
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2.    Zum    Versuch  von  F.  . 

von  M.  V,  Laue. 

In  der  vorhergehendeu  Veröffentlicbun 

über  einen  Verauch  des  verstorbenen  Frt 

,.  -J 

Jahren    1909—1911,    bei    welchem    mitt« 

Erscheinung    die    Fortptiänznag    des    Lii< 
drehenden    Glaskörper    beobachtet   wird. 
ihm   der  von   Sagnac')  1913  veröffentli« 
Unterschied  liegt  darin,  daß  bei  diesem  d 
der  Lichtfortpflanzuug    ist   (genauer:    Lu 
druck ;  doch  unterscheidet  sie  sich  optisch 
Raum,  als  daß  es  auf  den  Unterschied  s 
alle  Spiegel  und  sonstige,  den  Lichtweg  ; 

'             4 

Btimmeude  Apparate  mit  drehen.     Daß  h 

! '  ^  ? 

fitreifen  au  der  Drehung  teilnehmen,  wäh 

feststehen,   bedingt   keinen   wesentlichen  1 

Interferenz  kommenden  Strahlen  durchla 

suchen   zwischen   ihrer  Trennung   und   W 

in  Drehung  befindliche  Teile  der  Anordi 

her   erleiden    beide   Strahlen    die    gleiche 

gilt   sowohl    bei   Harreß    wie    bei   Sagt 

Interferenzerscheinung     sind     gemeiDsami 

tungsloa. 

Beide  Versuche  beweisen  zunächst,  6 

gänge  in  einem  sich  gegen  die  Erde  dre 

anders  verlaufen  als  in  einem  mit  der  Ei 

letzteres   dürfen    wir   hier    mit  binreicha 

ein    berechtigtes    System    im    Sinne    der 

tivitätstheorie  betrachten.     Für   mechanii 

'i 

1)  G.  Skgnac,   CompC.  reud.  167.  8.   70g 

M 

Phye.  (5)  4.  8.  117,   19U, 

n 
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bekanntlich  jeder  Versuch  über  die  Zentrifugalkraft  den  ent- 
sprechenden Beweis  (Sagnacs  Deutung  seines  Versuchs  als 
eines  Nachweises  für  das  Dasein  eines  „Äthers''  ist  durchaus 
nicht  zwingend).  Daß  dieser  Unterschied  zwischen  den  ge- 
nannten Bezugssystemen  nach  der  Auffassung  der  allgemeinen 
Relativitätstheorie  kein  ursprünglicher  ist,  sondern  die  Folge 
ihrer  verschiedenen  Bewegung  gegen  das  Fixsternsystem, 
brauchen  wir  hier  nicht  in  Betracht  zu  ziehen. 

Schon  1911  habe  ich  die  relativistische  Theorie  flir  den 
später  von  Sagnac  ausgeführten  Versuch  gegeben^)  und 
möchte  hier  den  Harreß sehen  Versuch  in  die  Theorie  mit 
einbeziehen.  Insofern  es  sich  bei  ihm  um  die  Lichtausbreitung 
in  bewegten  Körpern  handelt,  liegt  letzterer  in  nächster  Nach- 
barschaft des  alten  Fi  ze  au  sehen  und  des  neuen  Zee  manschen^ 
Interferenzversuchs.  Wir  möchten  im  folgenden  den  Zusammen- 
hang dieser  Versuche  besonders  hervorheben. 

In  die  Rechnung,  welche  Harreß  selbst  seinem  Versuche 
beigab,  hatte  sich  ein  Versehen  eingeschlichen,  welches  die 
Versuchsergebnisse  zunächst  unverständlich  machte.  Harzer^) 
hat  dies  bemerkt  und  eine  Berechnung  veröffentlicht,  deren 
Ergebnis  im  wesentlichen  richtig  ist  und  zusammen  mit  einer 
Notiz  von  Einstein^]  die  Harreßschen  Messungen  mit  ge- 
nügender Genauigkeit  zu  deuten  vermag.  Aber  volle  Be- 
friedigung vermögen  wir  auch  bei  dieser  Form  der  Theorie 
nicht  zu  empfinden.  Zunächst  —  das  ist  zwar  bei  der  bis- 
herigen Genauigkeit  des  Harreßschen  Versuches  ohne  prak- 
tische, wohl  aber  von  grundsätzlicher  Bedeutung  —  übersieht 
Harzer,  daß  auch  die  in  Luft  liegenden  Teile  des  im  Rotations- 
apparat zurückgelegten  Lichtweges  zum  Phasenunterschied  bei 
der  Interferenz  etwas  beitragen.  Sodann  zieht  Harzer  mit 
vollem  Recht  in  Betracht,  daß  im  sich  drehenden  Körper  sich 
der  Lichtstrahl  krümmen  muß.    Aber  der  Ansatz,  aus  welchem 


1)  M.  Laue,  Münch.  Sit£.-Ber.  1911.  8.  404.    Vgl.  auch  H.  Witte, 
Verh.  d.  D.  Phys.  Gea.  16.  S.  142  u.  754,  1914. 

2)  P.  Zeeman,   Versl.    Akademie   Amsterdam  2&   S.  1451.   1919; 
P.  Z«emau  u.  A.  Snethlage,  ebenda  28.  S.  1462.  1919. 

3)  P.  Harzer,  Astron.  Nachr.  198.  S.  878.  1914  u.  199.  S.  10.  1914. 

4)  A.Einstein,  Astron.  Nachr.  199.  S.  9  u.  47.  1914. 
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er  seine  Gestalt  ermittelt  ^)b  ist  unseres  Erachtens  nicht  selbst- 
yerständlich^  wenngleich  er  sich  wohl  aus  der  Relativitätstheorie 
beweisen  läßt.  Ebenso  ist  Harzer  im  Recht,  wenn  er  das 
Spiegelungs-  und  Brechangsgesetz  im  Hinblick  auf  die  Bewegung 
des  Körpers  verändert;  ob  sich  aber  die  Art,  wie  er  es  tut^ 
aus  der  Relativitätstheorie  zu  rechtfertigen  ist^  haben  wir  nicht 
zu  entscheiden  vermocht.  Und  schließlich  —  und  das  ist  &8t 
die  Hauptsache  —  kann  man  sehr  einfach  zeigen],  daß  die 
Krümmung  des  Lichtstrahls  und  die  Veränderungen  bei  der 
Spiegelung  und  Brechung,  gleichgültig,  wie  man  sie  berechnet» 
für  diesen  Phasenunterschied  nichts  ausmachen,  solange  man 
sich,  was  selbstverständlich  durchaus  berechtigt  ist,  auf  Glieder 
erster  Ordnung  in  dem  Verhältnis  der  Körper-  zur  Lichtge- 
schwindigkeit beschränkt.  Das  aber  macht  die  Theorie  sehr 
viel  übersichtlicher. 

Der  Vollständigkeit  wegen,  und  weil  Einsteins  Be- 
merkung den  meisten  Fachgenossen  nicht  ganz  Ißicht  zur 
Hand  ist,  geben  wir  in  §§  2  und  3  deren  Inhalt  wieder. 

§  1.  Im  Unterschiede  gegen  den  Fi zeau sehen  und  den 
Zeemanschen  Versuch  pflanzt  sich  bei  Harreß  das  Licht 
nicht  in  der  Bewegungsrichtung  des  Körpers  oder  ent- 
gegengesetzt fort,  sondern  unter  einem  beliebigen  Winkel.  Ist 
dieser  Winkel,  bezogen  auf  das  Ruhsystem  des  Körpers  ^, 
hat  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  gegen  das  der  Betrach- 
tung zugrunde  gelegte  berechtigte  Bezugssystem  —  hier  also 
gegen  die  Erde  —  den  Betrag  9,  und  bedeuten,  wie  üblich, 
c  die  Lichtgeschwindigkeit  im  leeren  Raum  und  n^  den 
Brechungsindex  des  Körpers,  bezogen  auf  das  Ruhsystem,  so 
hat  die  Phasengeschwindigkeit  des  Lichts  gegen  das  genannte 
Bezugssystem  nach  der  Relativitätstheorie  den  Betrag^ 

/  =  c  - . • 

\/\q  +  cn""  eo8  i^y  +  w«*  (c'  -  q")  »iu*  ^* 

Wir  vernachlässigen  im  folgenden  stets  alle  Glieder  zweiter  und 
höherer  Ordnung  in  <//(>,  und  können  dann  schreiben 

1)  Wir  ineineD  Harzers  GleiehuDgen 

dx  .  li  y  , 

rfT^"""^"^'  d)  =''  +  '^*^ 

auf  S.  379  a.  a.  0. 

2)  Vgl.  M.  V.  Laiio.  Das  RelaH\ itätsprinzip,  Gl.  (257). 
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(1)  ;-=^.  +  yco8,9(i-^.), 

wobei  wir  den  Winkel  &  auf  das  System  beziehen,  gegen 
welches  sich  der  Körper  mit  der  Geschwindigkeit  q  bewegt. 
Gleichung  (1)  beweist,  daß  zu  dem  Wert  cju^,  der  im  Falle  der 
Rohe  gälte^  die  Komponente  der  Körpergeschwindigkeit  nach  der 
Strahlrichtung  ^)  multipliziert  mit  dem  Mitfdhrungskoefiizienten 
(1  —  1/w^  hinzutritt. 

Die  Transformationsformel  für  die  Schwingungszahl  vom 
Kuhesystem  auf  das  gegen  die  E^de  feste  lautet  streng 

rt  e  '\-  qn^  cos  ^ 
V  =  v^ /*        — —  , 

also  bis  auf  Glieder  zweiter  und  höherer  Ordnung 

(la;  v^v^'il  +    ?J*  cosd-]. 

§  2/  Beim  Fizeauschen  Interferenzversuch  durchläuft 
das  Licht  eine  feststehende  Röhre  von  der  Länge  /,  in  welcher 
Wasser  mit  der  Geschwindigkeit  q  in  der  StraUrichtung  oder 
ihr  entgegen  strömt.  Die  Zeit,  welche  der  im  Sinne  der  Strö- 
mung laufende  Strahl  zur  Durchlaufung  der  Röhre  braucht,  ist 
nach  (1) 

w  '.-M^-+'('-WI=':'l'-v('-:.)i- 

Nun  ist  aber  die  relative  Schwingungszahl  v^  des  Lichtes 
gegen  das  Wasser  eine  andere,  als  dje  gegen  das  an  der  Ehrde 
feste  Bezugssystem,  v.  Da  der  Übertritt  des  Lichts  in  und 
aus  dem  Wasser  an  feststehenden  Flächen  vor  sich  geht^, 
bleibt   nämlich    auch    während  der   Fortpflanzung  im  Wasser 


1)  Genauer  genommen  handelt  es  sich  um  die  Richtung  der 
Wellennormale.  Da  der  RichtungBunterschied  zwischen  beiden  aber 
selbst  von  der  ersten  Ordnung  klein  ist,  spielt  das  hier  keine  Rolle. 
Uarreß  begründet  in  seiner  Dissertation  Gl.  (1)  aus  dem  Einstein  sehen 
Additionstheorem  der  Geschwindigkeit,  das  jedoch  bekanntlich  nicht  för 
die  Phasengeschwindigkeit  der  Lichtwellen  gilt. 

2)  Natürlich  beginnt  die  Wasserströmung  nicht  unmittelbar  hinter 
den  Platten ,  durch  welche  das  Licht  ein-  und  austritt ,  sondern  das 
Licht  gelangt  erst  allmählich  in  das  Gebiet  der  vollen  Geschwindig- 
keit q.  Da  aber  die  Strömung  stationär  ist,  der  Ort  jeder  Geachwindig- 
keitsänderung  längs  des  Strahlenganges  also  feststeht,  so  bleibt  die  im 
Text  angestellte  Überlegung  dennoch  richtig. 


If' 
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die  SchwiiiguDgszalil  gegen  das  genannte  Bezugssystem  er- 
halten.    Infolgedessen  wird  nach  (la) 

und  der  in  (2)  einzusetzende  Brechungsindex  n^  ist  aus  dem 
Brechungsindex  n  des  ruhenden  Wassers  fbr  die  Schwingungs- 
zahl  V  zu  berechnen  nach  der  Formel 

«•-"(■-'/ -ff)- 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  (2)  ein,  so  finden  wir  mit  H.  A. 
Lorentz^): 

Für  den  zwischen  den  Durchlaufszeiten  beider  Strahlen 
bestehenden  Unterschied  folgt  daraus: 

w        '♦-'--'-^('-?  +  i4r)-' 

Dies  ist  die  Formel,  welche  Fizeau,  Michelson  und  Morley 
und  schließlich  mit  einer  Genauigkeit  von  einigen  Tausendsteln 
Zeeman  bestätigt  haben.') 

§  3.  Beim  Zee manschen  Versuch  ist  die  feststehende 
Röhre  mit  dem  strömenden  Wasser  ersetzt  durch  einen  Körper, 
welcher  sich  als  Ganzes  mit  der  Geschwindigkeit  q  in  der 
Richtung  des  einen  Strahls  und  dem  anderen  entgegen  bewegt 
Um  zu  berechnen,  wie  die  DurchlauCszeit  fCLr  den  ersteren 
Strahl  durch  die  Geschwindigkeit  q  beeinflußt  wird,  fähren  wir 
zweckmäßig  den  Begriff  der  Relativgeschwindigkeit  des  Lichts 
gegen  den  Körper  ein,  diese  bezogen  auf  das  an  der  Erde 
feste  Bezugssystem.  Sie  beträgt  nach  (1),  da  cos  19*  «■  1  zu 
setzen  ist: 

Denn  für  zwei  Geschwindigkeiten,  welche  sich  auf  das  gleiche 
System   beziehen,   gilt   auch   nach  der  Relativitätstheorie    die 

1)  H.  A.  Lorentz,  Versuch  einer  Theorie  der  elektrischen  und 
optischen  Erscheinungen  in  bewegten  Körpern.    Leiden  1895,  8.  101  ff. 

2)  A.A. Michelson  u.  E.W. Morley,  American  Jonm.  of  science  Sl. 
S.  377.  1886:  P.  Zeeman,  Verslagea  Akadem.  Amsterdam^dl  S.  245. 
19U;  24.  S.  18.   1915. 
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gewöhnliche  Vektoraddition;  beim  Einstein  sehen  .Additions- 
theorem der  Geschwindigkeiten  ist  es  gerade  wesentlich,  daß 
die  zu  addierenden  Geschwindigkeiten  sich  auf  verschiedene 
Systeme  beziehen.  Die  Zeit,  in  der  dieser^ Strahl  die  Strecke  / 
im  Körper  durchläuft,  ist  demnach 

+  F-  q 

Nun  ist  aber  noch  zu  bedenken^  daß  das  Licht^  wenn  es  wie 
beim  Zeemanschen  Versuch,  durch  zwei  zur  Strecke  /  senk- 
rechte Endflächen  ein-  und  austritt,  infolge  der  Bewegung 
eine  kürzere  Strecke  in  Luft  zurücklegt,  als  wenn  der  Körper 
ruht.  Denn  während  der  Zeit  T^  verschiebt  sich  der  Körper 
um  die  Strecke  T^  •  q.  Bezeichnen  wir-  also  mit  L  den  Ab- 
stand der  beiden  dem  bewegten  Körper  nächsten  feststehenden 
Teile  der  Versuchsanordnung,  so  braucht  der  genannte  Strahl, 
um  von  dem  einen  dieser  Teile  zum  anderen  zu  kommen, 
die  Zeit 

Auch  hier  ist  die  Schwingungszahl  in  dem  mit  dem  Körper 
verbundenen  Bezugssystem  eine  andere  als  in  dem  erdfesten. 
Und  zwar  bleibt  diesmal  beim  E^n-  und  Austritt  des  Lichts 
die  Schwingungszahl  zu  ersterem  erhalten,  weil  die  Flächen, 
an  denen  dies  geschieht,  die  Bewegung  des  Körpers  teilen. 
In  (la)  ist  diesmal  n  =:  1  zu  setzen,  wenn  wir  für  das  im 
leeren     Raum     fortschreitende    Licht    v^    aus    v    berechnen 


wollen;  also: 

!/«  =  l/fl  -    ^j,              /»»=  w 

V  q      dn 

e       dp 

Setzt  man  dies  in  (6)  ein,  so  folgt: 

,^.l(z-/(i-«„))  +  Ai.(i- 

dn 
d  w 

) 


Der  Zeitunterschied  für  beide  Strahlen  ist  danach) 
(7)  r  =  i^.-<_=    /[1-n-i.^^- 


AQQaien  der  Phjsik.    IV.  Folge.    62. 
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Dies  ist  die  von   Einstein,  Zeeman   und   H.  A.  Lorentz' 
aufgestellte  und  von  Zeeman  auch  iui  wesentlichen  betätigte 

Formel. 

Wir  koiumen  nun  dem  Harreßschen  Versuch  schon  ganz 
nahe,  wenn  wir  den  Zeem auschen  Versuch  gemäß  Fig.  1  ab- 
geändert denken.     Bei   ihr  tritt  das  Licht   nicht   durch    zwei 

zur  Geschwindigkeit  senkrechte 
Flächen  ein  und  aus^  sondern  dies 
geschieht  au  zwei  zur  Geschwindig- 
keit parallelen.  Der  von  Ä  kom- 
mende Strahl  wird  nach  seinem 
l^'i^'-  >  I        Eintritt  hei  B  an  einer  der  End- 

^  flächen  des  Körpers  nach  C  und 
dort  an  der  anderen  Endfläche  nach  D  gespiegelt.  Schreiben 
wir  hier  dem  Körper  wieder  die  Länge  l[=^  BC)  zu  und  die 
Breite  A,  so  braucht  der  im  Sinne  der  Bewegung  laufende  Strahl 
in  ihm  die  Zeit 


1t;: 


;2v 


(^;. 


Dit?  Strecke,  welche  er  in  Tjuft  zurückzulegen  hat,  wird  durch 
die  Bewegung  nicht  verändert.  Ferner  bleibt  die  Schwingungs- 
zahl  r^,  die  sich  auf  das  mitbewegte  System  bezieht,  bei  den 
S[>iegelungs-  und  Brechungsvorgängen  an  den  mitbewegten  Eud- 
und  Grenzflächen  des  Körpers  erhalten.  Da  ferner  vor  dem 
Ein-  und  nach  dem  Austritt  die  Strahlrichtung  zur  Geschwin- 
digkeit 7  senkrecht  ist^),  stimmen  nach  (1ä)  v  und  r®  hier 
tiboreiu.  Somit  ist  überhaupt  v^  «  v,  n^  =  y/  zu  setzen  und 
wir  finden  nach  (S; 

(8a)  r       f^^t^^^^.      ■ 

Im  Gegensatz  zu  den  Gleichungen  (4)  und  (7)  ist  hier  der 
Brechungsindex  ganz  herausgefallen.  Auch  hat  r  und  «lamit 
die  Streifenverscliiebung  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  er- 
halten,   wie    ))eim   Fi  ze  au  sehen  Versuch.      Dort  beschleunigt 

1)  Vgl.  die  anp^efülirttt  Arbeit  von  Zeeman  und  )Snet klage. 

2)  Das  gilt  nur  für  da:)  KiihesvBtem  streng;  in  dem  erdfesten  System 
weicht  die  Strablrichtung  wegen  der  Aberration  um  einen  kleinen  Winkel 
tirster  ^duuiig  davon  ab.  Di>ch  bi*aucht  das  in  (la)  wegen  unserer 
Bt;.>tclirankuii^  jinf  Onilien  erster  Ordnung  nicht  berücksichtigt  zu  werden. 
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nämlich  die  Mitführung  den  mit  der  Bewegung  der  Materie 
laufenden  Strahl,  so  daß  er  die  feststehende  Strecke  /  in^  kür- 
zerer Zeit  zurücklegt  als  im  Ruhefall.  Hier  hingegen  laufen 
alle  Teile  des  Apparates  vor  dem  genannten  Strahl  fort,  und 
dadurch  wird  jene  Verkürzung  aufgehoben  und  sogar  ins  Gegen- 
teil verkehrt. 

Den  tiefsten  Grund  für  die  Unabhängigkeit  des  Zeit- 
unterschieds vom  Brechungsindex  zeigt  aber  die  Lorentz-Trans- 
formation.  Ein  Glasstab  ruhe  im  Bezugssystem  A",  seine 
Endflächen  mögen  die  Gleichungen  t'  =  0  und  ar'  =  1  haben. 
Zur  Zeit  t*  =  —  n^U:c  entsenden  wir  von  jeder  dieser  Flächen 
eine  bestimmte  Phase  einer  sinusförmigen  Lichtwelle  nach  der 
gegenüberliegenden  Fläche.  Beide  Phasen  erreichen  ihr  Ziel  zur 
Zeit  /'  =  0.  Nun  beziehen  wir  diesen  Vorgang  auf  ein  System  K, 
gegen  welches  K'  die  Geschwindigkeit  q  in  der  positiven 
jr'-Richtung  hat.  Die  Transformationsgleichung  für  die  Zeit 
lautet: 


Nur  der  zweäe  Summand  im  Zähler  bedingt  hier  die  Zeitdifferenz  t. 
Für  den  in  der  positiven  a'-Richtung  laufenden  Strahl  sind 
nämlich  Abgangs-  und  Ankunftszeit  der  betrachteten  Phase^ 
bezogen  auf  K 

•^-M=:       und  /L       . 

Die  Durchlaufungszeit  ist  die  Differenz  davon,  also  in  Gliedern 
erster  Ordnung 


^ = («" + : )  7 


Die  Zeit,  welche  das  Licht  in  Fig.  1  für  die  zu  ßC  senk- 
rechten Wege  braucht,  wird  durch  die  Transformation  nicht 
in  Gliedern  erster  Ordnung  verändert.  Stimmen  also  in  beiden 
Strahlen  die  relativen  Schwiugungszahlen  überein,  so  schließen 
wir  aus  dem  letzten  Ausdruck: 

T  =  ^  -  ^-  -    ,.-  ' 

§  4.    Der  Harre  B  sehe  Versuch    unterscheidet    sich   von 
dem  in  Fig.  1   bt^schriebenen  nur  dadurch,  daß  die  rein  trans- 
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latorische  Geschwindigkeit  der  Glaskorpi 
ersetzt  ist.  Tecbnische  Gründe  haber 
geführt.  Für  die  Theorie  bedeutet  sie  ein 
weil  mit  der  Drehong  Beschleunigungen 
weiß  aber  wohl  noch  nicht  sicher,  wie 
Vorgänge  in  der  Materie  wirken.  Die  ■ 
theorie  wäre  freilich  zu  Aussagen  dart 
wollen  zunächst  zeigen,  dati  sie  keine  I 
nigungseinfliiase  erwarten  läßt.  Die  vork 
kräfte  sind  nämlich  der  Größenordnui 
bis  100  mal  so  groß  wie  die  Erdani 
Körper.  Da  nun  die  Schwerebeschleu 
mächtigeren  Himmelskörpern,  als  es  di 
die  hier  zu  erreichende  Genauigkeit  be 
die  optischen  Vorgänge  ausübt,  so  isl 
sehen  Versuch  kein  aolclier  zu  erwarten 

Nun  braucht  man  ja  freilich  Aus 
Relaü  vi tätB theorie  noch  nicht  für  unbei 
Dann  aber  fehlt  uns  jeder  Anhalt  übei 
schleuniguugen  und  man  muß  niangels  4 
so  rechnen,  als  gäbe  es  keine.  (Dies  tu 
Übrigens  kiimen  solche  Wirkungen,  so 
Lichtstrahls  beeinäusaeu,  iur  den  zu  ben 
schied  nicht  in  Frage.  Nur  wenn  sie  c 
Lichtgeschwindigkeit  beträfen,  könnten 
beweisen  ist,  etwas  ausmachen. 

Wir  beginnen  nun  mit  dem  ange 
alle  durch  die  Drehung  hervorgeruf 
Strahlenganges  relativ  /um  Apparat  für 
nung  in  den  Gliedern  erster  Ordnung  m 
denken  uns  den  Apparat  zunächst  in 
einen  Strahl,  welcher  vom  Punkte  P  d 
Sinne  der  späteren  Drehung  umlaufend 
Platte  gelangt.  Sein  Weg  besteht  au 
Strecken;   die  Länge   irgendeiner  davon 

^  y  =  ^  -^  i^''  ^^^  2eit,  welche  ei 
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geschilderten  Weges  braucht  Auch  bei  einer  Drehung  des 
Apparates  gibt  es  einen  Strahl,  welcher  im  Sinne  der  Drehung 
umlaufend  von  dem  mitbewegten  Punkte  P  zu  dem  ebenfalls 
mitbewegten  Punkte  Q  gelangt.  Die  Drehung  bewirkt  einmal 
eine  Veränderung  der  Relativgeschwindigkeiten  F,  mit  welchen 
die  Strecken  /  durchlaufen  werden  (wir  rechnen  hier  vorbehalt- 
lich des  Beweises  so,  als  ob  auf  jeder  Strecke  /  F  konstant 
bliebe),  sodann  aber  infolge  der  Verlagerung  des  relativen 
Strahlenganges  Änderungen  der  Strecken  /  selbst.  Die  Gesamt- 
änderung der  Durchlaufungszeit  beträgt: 

Hierin  ixt  nun  das  zweite  Glied  nach  dem  Fer matschen  Satze 
vom  ausgezeichieten  Lichiweg  klein  von  der  zweiten  Ordnung;  denn 
die  Veränderungen  Sl  sind  höchstens  von  der  Ordnung  qjc.  Und 
damit  ist  der  Beweis  geliefert;  er  gilt  unabhängig  davon,  wie 
man  die  Veränderungen  Sl  berechnet. 

Nun  liegt  zwar  der  weitere  Einwand  nahe:  Die  betrach- 
teten Strahlen  haben  in  P  und  Q  verschiedene  Richtungen. 
Für  einen  auf  Unendlich  eingestellten  Beobachtungsapparat,  in 
dessen  Brennebene  die  Interferenzen  erscheinen,  sind  sie  also 
nicht  gleichwertig.^)  Damit  überschreitet  man  aber  den  Geltungs- 
bereich der  geometrischen  Optik.  Die  in  Rede  stehendeir 
Richtungsnnterschiede  sind  von  der  ersten  Ordnung  in  qjc. 
Für  den  Rand  des  Harreßschen  Apparates  ist  q  stets  kleiner 
als  2  »10^  cm/sec""^  ein  Wert,  der  etwa  1000  Umdrehungen  in 
der  Minute  entspräche.  Infolgedessen  ist  der  Winkel  zwischen 
beiden  Strahlen  von  der  Größenordnung  10""^  Die  ausgenutzte 
Öffnung  des  Beobachtungsapparates  war  sicherlich  in  einem 
Quadrat  von  3,6  cm  Seitenlänge  enthalten.  Denn  nach  S.  22 
der  Harreßschen  Arbeit  sind  die  Austrittsäächen  der  Prismen 
für  das  Licht  solche  Quadrate.  Der  Beobachtungsapparat  kann 
also  nur  Winkel  auflösen,  welche  von  der  Größenordnung  10""* 
oder  größer  sind.  Die  hier  in  Frage  kommenden  liegen  aber, 
wie  gezeigt,  wesentlich  unter  dieser  Grenze. 

1)  Harreß  erklärt  die  Interferenzerscheinung  für  Planparallelitäto- 
ringe.  Es  muß  dahingestellt  bleiben,  ob  er  nicht  täte&chlich  eine  andere 
Interferenzerscheinung  eingestellt  hatte. 
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Wir  scltlit^tjeii  daraus.  daÜ  Verlageraiigeu  des  relativen 
Liclitweges  für  die  Borerhniing  von  r  nicht  zu  berücksichtigen 
sind.*) 

§  f).  NjiüIi  diesen  Vorbereitungen  stellen  wir  zunächst 
fest:  1.  Nuch  Gkichung  (1  a)  kommt  es  f&r  die  absolute  Phasen- 
geschwindigkeit r  des  Lichts  gegen  das  an  der  Erde  feste 
Bezugssystem  nicht  auf  die  zur  Sirahlrichtung  senkrechte  Kom- 
poiioutc  der  Körpergeschwiudigkcit  an,  sondern  nur  auf  die 
dazu  parallele.  2.  Hat  eine  tierade  /  den  kleinsten  Abstand  r 
von  ^ler  Drehungsachse  und  bildet  ihre  Kichtung  mit  dieser  den 

1)  Für  f^  4  liefert  unt)  Hr.  Harzer  eine  erfreuliche  Bestäriguiig  in 
dem  folgenden  Absatz  ooiner  Arbeit: 

1, Nimmt  man  mit  Hrn.  Harroß  an,  dab  die  Strahlen  im  rotierenden 
Mittel  die  geradlinige  Gestalt  behielten,  die-sie  im  ruhenden  Mittel  haben, 
und  schreibt  man  dementsprechend  die  durch  die  Rotation  bewirkte. Ver- 
Änderung  nur  der  durch  die  Mitt'ührung  entstehenden  Veränderung  der 
relativen  Geschwindigkeit  auf  den  unveränderten  Wegen  zu,  so  entsteht 
die  Formel 

•)  •/    -    A  (  I     -    A)  Ol        .        ■    , 

A  V 

die  sich  inhaltlich  von  der  Formel,  die  Hr.  Harrcß  auf  8.  59  gibt,  nur 
durch  die  Vertauschiing  von  /,•  mit  i  —  k  unterscheidet  .  .  . 

E^<  war  in  Hinblick  auf  den  idealen  Fall,  den  der  Apparat  nach 
.Möglichkeit  zu  realisieren  strebt,  eine  gewisse  Ähnlichkeit  dieser  Zahlen 
mit  den  für  den  wirklichen  Fall  geltenden  von  vornherein  zu  erwarten; 
daß  sich  aber  die  Annahme  über  die  unveränderliche  Gestalt  der  Strahlen, 
die  fUr  die  ciiizehieii  Wege  zwischen  zwei  optisch  wirkenden  Flächen 
ganz  unzutrelVend  ist,  für  die  Gesamtheit  der  Wege  mit  dem  alle  Stellen 
der  Rechnung  umfassenden  hohen  Grade  der  Annäherung  'als  zulässig 
erweist,  ist  sehr  überraschend.  Eine  auf  einer  analytischen  Untersuchung 
beruhende  Erklärung  dieser  nahen  Übereinstimmung  habe  ich  nicht  ge- 
funden; ich  muß  sie  deshalb  in  der  unbestimmten  Bedeutung  des  Wortes 
als  zufällig  brziiichiiun." 

Soweit  Mr.  Harzr^r.  Wir  haben  nur  noch  die  Vermutung  hinzu- 
zufügen, daß  er  auch  in  seiner  Formel,  nicht  nur  bei  der  Zahlenrech- 
nuug,  den  Einfluß  der  Krümmung  hätte  verschwinden  sehen,  wenn  er 
auch  die  schon  erwähnten  Luftstrecken  mitberucksichtigt  hätte.  Die 
von  ihm  genannte  Gleichung  ist,  abgesehen  von  dii^sem  Unterschied,  mit 
unserer  Formel  (11)  gleichlautend.  Denn  es  bedeuten  /;  und  q  die 
Strecken  /  und  r,  es  ist  r  =  '^'//  und  k  ■--  /  —  w**"*;  die  von  uns  berech- 
nete ZeitditVcrenz  t   ist  aber  gleich  •>  i/  Schließlich     ist    bei    Hrn. 

i: 

Harzer  strts  sin  ^)  =  1 
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Winkel  fe^,  so  ist  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Komponente  der 
Körpergescliwindigkeit  nach  ihrer  Richtung  gleich  (o  r  sin  Ö,  wo- 
bei fü  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung  bedeutet.  Beweis: 
Wir  wählen  die  Drehungsachse  als  r-Achse,  den  kürzesten 
Abstand  r  als  y- Achse  eines  rechtwinkligen  Achsenkreuzes 
Die  Gerade  /  hat  dann  die  Gleichungen  y  =  r ,  jr :  z  =  tg  W. 
Die  Geschwindigkeit  q  aber  hat  in  irgendeinem  Punkte  der 
Geraden  die  Komponenten  (\^  =  «  r,  q,  =  0.    Daraus  schließen 

wir  auf  den  Winkel  zwischen  /  und  q:co8(/q)  =  —  sint),  also 

<{  cos  (/  q j  =  (I)  r  sin  (").     Die   Phasengeschwindigkeit    des   Lichts 
gegen  das  erdfeste  Bezugssystem  ist  infolgedessen  nach  (1): 

(9)  V=-^+rorB\xx<^(l-   1-). 

Von    größter  Wichtigkeit    ist    nun    die    Frage   nach    der 
Öchwinguugszahl  v^  des  Lichts  gegen  den  Glaskörper,  da  von 
ihm,  wie  schon  in  den  oben  besprochenen  Fällen,  der  Brechungs- 
index n^  abliängt.    Wir  fragen  zuerst:  Ändert  sich  die  relative 
Schwingungszahl,   während  das   Licht  von   einer  Spiegelungs- 
stelle  zur  anderen   fortschreitet?      Die  Antwort  lautet:    Nein. 
Denn   bei   diesem  Vorgang  bleibt  die  Schwingungszahl  v  zum 
erdfesten  Bezugssystem  jedenfalls  erhalten;  bestände  zwischen 
zwei    raurafesten   Punkten    ein   Unterschied    der  Schwingungs- 
zahlen,  so  bedeutete  das  ja  eine  dauernd  wachsende  Phasen- 
verschiebung der  Schwingungen  in  ihaen,  welche  nicht  möglich 
ist.     Da  aber  auf  der  ganzen   geradlinigen  Strahlenbahn  die  - 
Komponente   ^cos/A   denselben  Wert  hat,  so  bleibt  nach  (la) 
auch  v^  erhalten.     Freilich  ist  der  Strahl  nicht  genau  gerad- 
linig; jedenfalls  sind   aber  die  vorkommenden  Richtungsände- 
rungen klein  von  der  ersten  Ordnung  in  qjc,  kommen  also  in 
dem   zweiten  Gliede   von  (la),  das   selbst  zu   qjc  proportional 
ist,  nicht  in  Betracht.     Die  Spiegelungen  und  Brechungen  ge- 
schehen alle  an  mitbewegten  Flächen,  lassen  somit  auch  die 
relative  Schwingungszahl  j^'^  ungeändert.     Schließlich   hat  das 
Licht  unmittelbar  vor  seinem  Eintritt  und   nach  seinem  Aus- 
tritt aus  den  beweglichen  Teilen  der  Versuchsanordnung  eine 
Richtung  senkrecht  zu  der  dort  herrschenden  Geschwindigkeit, 
so  daß  hier  die  relative  und  die  absolute  Schwingungszahl  r'^ 
und  V  übereinstimmen.    Somit  ist  überall  im  Tnter ferometer  v^  =  v 


vnd  n"  =  n,  wobei  unter  n  der  ohne  Rl 
gung  zu  berecl)DeDde  BrecliuagBindex  ( 
BteheD  ist. 

§  6.  Die  Berechnung  des  Zeituntc 
nun  leicht  durchfahren.  Dividieren  wir 
relativen  Strahlenganga  durch  die  ?.ugel 
digkeit,  welche  für  den  mit  der  Drehu; 
nach  (9)  den  Betrag 


r-ycos(yO  =  t  . 


r  sin  W  = 


hat,  80  finden  wir  für  die  Zeit,  welche 
Trennung  bis  zur  Wiedervereinigung  mi 


(10) 


Für  ijeii  Zeitunt€rschie(i  folgt  daraus: 

(11)  T=/^-(_    =    ^^> 

Darauf,  daß  diu  über  alle  Teile  des  St 
liegenden,  zu  erstreckende  Summe  aucl 
hält,  macht  Hr.  Knopf  auf  S.  440  auft 
Dieser  Zeitunterschied  hat  eine-di 
mal  nämlich  die  Mitfübrung  des  Lichts 
Süllann  aber  die  Tatsache,  daß  jeder  ' 
der  Drehung  vnr  dem  einen  Strahl  fortli 
eiitgegenkomuit.  Beide  Ursachen  zosam 
eine  vom  Brechungsindex  unabhängige, 
übereinstimmende  Zeitdiflerenz.  Selbst  i 
den  leeren  Kaum  zum  Träger  der  Lid 
daß  jede  Mitfübrung  fortfällt,  bringt  die  z 
Ursache  noch  die  gleiche  Streifenverschii 
hatte  in  seiner  Dissertation  nur  die  erat 


Läßt  mau  den  Wert  des  Mitfdhrunj 
nnbestimmt  (Bezeichnung:  x]  und  setzt 
nach  (9): 

r  = 1-  jr .  m  r  sin  I 


Zfiim   Versuch  von  F.  Harreß.  461 

so    findet   man   statt  (11)   die    entsprechende  Formel   in    der 
Schreibweise  von  Hrn.  Knopf: 

/sin©  ist  die  Projektion  eines  Teils  des  Strahls,  wie  er 
im  Ruhefall  yerläuft,  auf  eine  zur  Drehungsachse  senkrechte 
Ebene.  ^/rsin(9  ist  somit  die  Dreiecksfläche,  welche  durch 
diese  Projektion  und  die  geraden  Verbindungen  ihrer  End- 
punkte mit  dem  Durchstoßpunkt  der  Achse  durch  die  Ebene 
begrenzt  ist.  Der  Mittelstrahl  kehrt  zu  seinem  Ausgangspunkt 
zurück;  für  ihn  ist  ^  ^r /sin  0  =  ^  die  von  seiner  Projektion 
umschlossene  Fläche.  Somit  läßt  sich  Gleichung  (11)  an  die 
früher  beim  Sagna eschen  Versuch  gewählte  Form  schreiben: 


T  = 


C« 


§  7.  Zum  Schluß  müssen  wir  noch  untersuchen,  wie  die 
Breite  des  zur  Interferenz  benutzten  Strahlenbündels  die  Er- 
scheinung beeinflußt.  Es  liegt  hier  nämlich  der  ganz  ungewöhn- 
liche Fall  vor,  daß  in  den  beiden  Scharen  paralleler  Strahlen, 
welche  das  Fernrohr  iii  einem  Punkt  vereinigt,  der  Zeitunter- 
schied T  zwischen  je  zwei  sich  entsprechenden  schon  erheblich 
veränderlich  ist.  Darauf  hat  schon  Harreß  hingewiesen;  er 
sowohl  wie  Hr.  Knopf  geben  für  die  Zeitdifferenz,  berechnet 
für  einen  zum  Mittelstrahl  der  Fig.  1  bei  Harreß  parallelen 
Strahl,  dessen  Abstand  vom  Mittelstrahl  aber  die  zur  Dreh- 
achse senkrechte  Komponente  S  hat,  eine  Formel 

(12)  T^T,^f{d), 

Tj)  bedeutet  hier  den  Wert  von  r  für  den  Mittelstrahl,  f  ist 
eine  positive  Funktion  zweiten  Grades,  deren  Wert  in  der  vor- 
hergehenden Arbeit  geometrisch  ermittelt  ist.  Nach  Harreß 
beträgt  das  zweite  Glied  für  den  durchaus  möglichen  Wert  von 
einem  cm  für  S  3  Proz.  von  t^. 

Unter  diesen  umständen  genügt  es  nicht,  für  die  Licht- 
schwingung im  Vereinigungspunkt  aller  dieser  Strahlen  den 
Ansatz 


"0-T-) 


zu  machen,  sondern  man  muß  dafür  setzen: 
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(13) 


inax 


f[,-<-T)  +/•■('- 5.) 


dil 


0 


•=  2tf '  'M  c*^^ 


^/c08(|a^) 


-I-  Sin 


V  max 

0 


Solange 

(14) 


iAW)'< 


1 


ist,  kann  man  unter  den  Integralzeichen  den  Cosinus  mit  Eins, 
den  Sinus  mit  seinem  Argument  yertauschen  und  findet  dann 
als  Ausdruck  für  die  Schwingung: 


*•  ^  niax  ^ 


I  i't 


cos     '  +  -^f-^m 


r   Xr 


2*niax<?*'"C08  4-(To--/» 


2 


/*  ist  dabei  der  Mittelwert  von  /',  gebildet  über  alle  vorkom- 
menden S.  Es  ist  dann  also  ganz  so,  als  wäre  die  Zeit- 
diflferenz  r  innerhalb  der  betrachteten  Strahlengesamtheit  un- 
veränderlich, hätte  aber  den  über  diese  Gesamtheit  gebildeten 
Mittelwert 

Ist  Bedingung  (14)  nicht  mehr  erfüllt,  so  treten  in  (13) 
Fresnelschc  Integrale  auf,  da  f{iS)  eine  quadratische  Funktion 
ist.  Dann  ist  die  Streifen  Verschiebung  nicht  mehr  proportional 
zu  fM,  sondern  hängt  in  weniger  einfacher  Weise  davon  ab. 
Man  darf  hierin  keinen  Widerspruch  dagegen  sehen^  daß  wir 
sonst  immer  nur  zu  a>  proportionale  Summanden  berücksich- 
tigt haben.  Für  die  Berechnung  der  Zeitunterschiede  r  sind 
nach  wie  vor  quadratische  und  höhere  Glieder  vernachlässigt. 
Aber  die  obige  Rechnung  zeigt  eben,  daß  man  bei  hinreichender 
Breite  des  Strahlenbündels  trotzdem  eine  zu  ca  nicht  mehr 
proportionale  Streifenverschiebung  beobachtet. 

8  8.  Was  kann  uns  nun  der  Harreßsche  Versuch,  wenn 
er  erst  bis  zu  der  ganzen  erreichbaren  Vollendung  durchgeführt 
ist,  lehren?  Harreß  selbst  und  Hr.  Knopf  herechnen  aus 
ihm   den  Mitführungskoefiizienten   des  Glases  und  prüfen,  wie 
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weit  der  gemessene  Wert  mit  der  Fresnelschen  Formel  dafür 
tibereinstimmt.  Wir  haben  hier  die  Theorie  so  geformt,  daß 
der  Versuch  als  ein  Ersatz  für  den  in  Fig.  1  dargestellten  er- 
scheint und  letzterem  eigentlich  als  Zweck  die  Bestätigung 
der  ümrechnungsformel  für  die  Zeit  in  der  Lorentz- Trans- 
formation zugeschrieben.  Doch  besteht  natürlich  zwischen 
diesen  Auffassungen  kein  Widerspruch.  Die  Optik  der  ohne 
Beschleunigung  bewegten  Körper  ist  eine  so  einheitliche  und 
in  sich  verflochtene  Theorie,  daß  man  sie  nur  als  Ganzes  be- 
stätigen oder  widerlegen  kann.  Jede  Bestätigung  irgendeiner 
ihrer  Aussagen  kommt  immer  dem  Ganzen  zugute. 

Voraussetzung  der  Theorie  ist  bisher,  daß  die  mit  der 
Drehung  verbundenen  Beschleunigungen  die  Lichtgeschwindig- 
keit in  keiner  wahrnehmbaren  Weise  beeinflussen.  Die  all- 
gemeine fielativitätstheorie  stützt  diese  Annahme.  Ob  sie  zu- 
trifft, kann  nur  die  sehr  wünschenswerte  Wiederholung  des 
Versuchs  zeigen. 

Berlin,  Dezember  1919. 

(Eingegangen  21.  Janaar  1920.; 


3.   l}ie  Aufrechterhalt/h 

neffativen  ErdlaÜung,  das  Grx 

luftelektrtschen  Forst 

von  R,  Seeligei 

Die  luftelektriscbe  Forschung  steht 
liehen  Teil  der  Löaung  ihres  Grundprob 
dem  Elektrizitätahanshalt  der  AtmosphS 
jedeDfalls  gewinnt  mau  aus  der  Literatui 
trotK  aller  Bemühungen  eine  befriedigendi 
läge  hier  noch  nicht  erreicht  ist.  Die 
dreierlei  Gründe  haben:  1.  Kann  das  bi 
Btehende  Beohachtungsmaterial  unvnllstä 
sein.  2.  Eann  unter  den  im  Rahmen  ut 
nisse  überhaupt  möglichen,  d.  h.  ausdei 
eine  oder  andere,  die  vielleicht  gerade 
würde,  nicht  beraiigezogen  worden  sein, 
weise  die  Mitwirkung  einer  prinzipiell 
noch  unbekannten  Ursache  anzunehmen 
zu  dieser  dritten  Alternative  entschließt 
Hypothesonbildung  ergeht,  wird  man 
ersteren  nach  Möglichkeit  durchdiskntiei 
aber  vor  allem  notwendig,  daß  man  sozni 
Liste  aller  überhaupt  möglichen  Tbeorii 
Grundlage  der  weiteren  Unterancbung 
wenn  dann  1.  und  2.  mit  Sicherheit  vi 
wären,  müßte  man  wohl  3.  bejahen.  Zwa: 
tung  bereits  verschiedene  Ansätze  vor'),  e 
kusaioQ  ist  aber  bisher,  soviel  mir  bekai 
geführt  worden. 

1)  ZiuammenfruBende  BekrbeituDgen  der  I 
vou  E.  V.  Sebweidler  a.  F.  KohlrauBch  in  1 
Elektrixitfit  3.  S.  193-276  uod  ein  Artikel  von 
Encydop.  d,  Math.  Wisa.  6.  1.  9  8.  285—386.  be 
Elektriiitttt". 

2)  Vgl.  etwa  E.  v.  Schweidler,  Edcj 
Wien.  Her.  127.  S.  1.   IfllS. 


Die  Aufrechterhaltung  dei^  negativen  ßrdladung  usw.     465 

Es  gelingt  nun  in  der  Tat  in  recht  einfacher  Weise  unter 
Benutzung  eines  geeigneten  Schematismus,  den  ersten  Teil  der 
Aufgabe  zu  lösen  und  die  genannte  yoUständige  Liste  aufzu- 
stellen. Wesentlich  schwieriger  ist  dann  allerdings  die  Dis- 
kussion dieser  einzelnen  möglichen  Theorien,  soweit  nicht  von 
vornherein  aus  der  allgemeinen  physikalischen  Erfahrung  heraus 
ein  Teil  von  ihnen  abgelehnt  werden  kann;  denn  die  Unvoll- 
ständigkeit  der  heute  zur  Verfügung  stehenden  empirischen 
Daten  macht  einerseits  eine  quantitative  Diskussion  —  die  allein 
zur  Entscheidung  ttkhren  könnte  —  unmöglich,  und  gibt 
andererseits,  wie  dies  ja  bei  geophysikalischen  Fragen  vielfach 
der  Fall  ist,  der-  Hypothesenbildung  noch  allzuviel  Spielraum. 
Wenn  es  somit  in  der  Natur  der  Sache  begründet  ist,  daB 
eine  endgültige  Entscheidung  heute  noch  nicht  getroffen  werden 
kann,  so  ist,  wie  ich  glaube,  doch  ein  gewisser  Fortschritt 
darin  zu  sehen,  daß  es  gelingt,  die  Zahl  und  Art  der  über- 
haupt in  Betracht  kommenden  Theorien  genau  zu  umschreiben 
und  ganz  erheblich  einzuengen  und  die  Bejahung  der  oben 
erwähnten  dritten  Alternative  als  jedenfalls  nicht  unbedingt 
notwendig  zu  erweisen. 

Das  Problem,  um  welches  es  sich  hier  handelt,  hat  am 
klarsten  v.  Schweidler  a.  a.  0.  formuliert  durch  die  Frage 
nach  der  Natur  des  sog.  „Kompensations-  oder  Gegenstromes''. 
In  der  Atmosphäre  strömt  normalerweise  dauernd  positive 
Ladung  von  oben  nach  unten  und  entsprechend  negative  von 
unten  nach  oben.  d.  h.  es  fließt  dem  Erdkörper  aus  der  Atmo- 
sphäre ein  positiver  Strom  zu  und  zwar  von  bemerkenswerter 
örtlicher  und  zeitlicher  Konstanz  (ca.  2  •  10~^®  Amp/cm*  = 
6«10""^  CQS./cm=^);  dieser  Strom  ist  bedingt  durch  die  natür- 
liche Leitfähigkeit  und  durch  die  Existenz  eines  elektrischen 
Feldes  in  der  Atmosphäre.  Der  Zustand  kann  nun  trotz  der 
fortwährenden  Tätigkeit  dieses  sog.  „normalen  Leitungsstromes'' 
offenbar  nur  dann  stationär  sein  —  daß  es  sich  um  einen 
stationären  Zustand  handelt  und  nicht  um  ein  vorübergehendes 
Phänomen,  wird  wohl  allgemein  angenommen  und  bedingt  ge- 
rade die  hier  zu  betrachtende  Schwierigkeit  —  wenn  die  aus- 
gleichende Wirkung  des  Leitungsstromes  kompensiert  wird 
durch  einen  zweiten  Prozeß,  den  v.  Schweidler  zunächst 
ganz  allgemein  als  Eompensationsstrom  bezeichnet   Die  Frage 
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Dach  Jer  Natur  und  phy alkalischen  Den 
satioQsstromea  bildet  das  eingangs  erwäJ 
elektrischen   Forschung. 

Mlan  kummt  nun  an  Uand  eiafacl 
tfachtnngen  zu  einem  übersichtliche] 
Schema  aller  für  die  Deutung  des  Komp' 
haupt  in  Betracht  kommenden  theorel 
wenn  mau  ausgeht  Ton  dem  Prinzip  der 
linien  für  den  stationären  Zustand.  Lei 
pecsationsstrom  müssen,  ;!unächat  rein  gi 
eine  tieschlosseoe  Sclüeife  bilden,  von  di 
Ton  der  Atmosphäre  zur  Krde  fließende 
Strom,  der  Rest  durch  den  Kompensatio 
Dabei  wollen  wir,  um  das  folgende  Seh 
komplizieren,  von  vornherein  festsetzen, 
stets  den  Mittelwert  der  wirklich  äiel 
die  ganze  bisherige  Beobachtungszeit, 
Jahre,  verstehen.  Wir  können  dies  ' 
meinheit  der  Betrachtung  zu  beeiuträ{ 
natürlich  implizite  —  andernfalls  wä 
Schwierigkeit  vorhanden  —  die  durch  d 
nisae  wie  mau  hi>ute  annimmt  und  wc 
nehmen  mulJ,  erwiesene  Voraussetzung, 
Zeitintegral  über  den  normalen  Leitung 
schieden  ist  Dagegen  sei  ausdrücklich 
sich  nicht  auch  um  eine  analoge  räumli 
über  die  ganze  Erdoberfläche  handelt,  i 
„Strom"  die  Stromdichte  an  jeweils  e 
zu  verstehen  haben.  In  der  gesohloae 
S\xomrichtung  in  allen  Teilen  gegeben 
Atmosphäre-Erde  des  positiven  Leitungss 
der  im  Kompensationsstrom  dießendeu 
deren  Bewegungsrichtung  bleibt  dagegen 

Wir  können  nun  sofort  zwei  vers» 
der  Stromschleife  unterscheiden  und  i 
große  Klassen  von  Theorien.  Die  eri 
durch  eine  „dreieckige"  Schleife;  die  V' 
A  und  E,  welche  die  Atmosphäre  und  di 
ist  die  eine  .Seite,  auf  der  der  Leitungss 
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Kckpuukt  P  entspringen  die  Stromlinien  der  Kompensations- 
strönie.  Es  deckt  sich  diese  Klasse  mit  der  von  v.  Schweidler 
a.  a.  0.  durch  den  Zusatz  „an  Ort"  bezeichneten  Art  von 
Theorien,  bei  welchen  der  Kompensatiousstrom  an  demselben 
Ort  wie  der  Leitungsstrom,  nämlich  am  Beobachtungsort,  in 
den  Erdkörper  mündet,  also  wesentlich  vertikal  gerichtet  ist. 
Die  zweite  Klasse  ist  charakterisiert  durch  eine  „viereckige" 
Strom  schleife,  deren  eine  Seite  wieder  A  E  ist,  deren  beide 
andere  EJcken  P^  und  Pg  seien.  Sie  deckt  sich  mit  der 
V.  Schweidler  sehen  Art  „an  entfernter  Stelle",  bei  welcher 
der  Kompensatiousstrom  nicht  am  Beobachtungsort  die  Erde 
trifft.  Demgemäß  sind  horizontale  Komponenten  des  Kompen- 
sationsstromes anzunehmen,  teils  in  der  Atmosphäre,  teils  in 
der  Erde  als  Erdströme.  Noch  kompliziertere  Formen  der 
Stromschleife  anzunehmen,  ist  offenbar  unnötig;  dagegen  müssen 
wir  der  Vollständigkeit  wegen  als  eine  dritte  mögliche  Klasse 
noch  solche  für  möglich  halten,  welche  durch  geometrische 
Kombination  der  beiden  ersteren  Klassen  entsteht. 

Es  ist  nun  leicht,  diese  erste  Einteilung  zu  der  gewünschten 
Liste  auszubauen,  wenn  man  nur  streng  systematisch  und 
zwar  zunächst  sozusagen  rein  geometrisch  vorgeht.  Die  erste 
Klasse  (I)  enthält  nämlich,  wie  man  unmittelbar  sieht,  drei 
und  nur  drei  Unterklassen,  die  charakterisiert  -sind  durch  die 
Lage  des  Punktes  P,  da  dieser  außerhalb  der  Atmosphäre  (1 1), 
in  der  Atmosphäre  (I  2)  oder  in  der  Erde  (I  3)  liegen  kann. 
Ebenso  zerfällt  die  zweite  Klasse  (II)  in  eine  Reihe  von  Unter- 
klassen je  nach  der  Lage  der  Punkte  Pj  und  P.,  in  je  einem 
der  drei  eben  gjenannten  Gebiete.  Und  zwar  gibt  es  hier  eben- 
falls nur  drei  Unterklassen  II  12,  II  13  und  II  23,  da  die 
Unterklassen  mit  Lage  der  Punkte  P^  und  P.,  in  demselben 
Gebiet  (II  11,  II  22,  II  33)  zusammenfallen  mit  den  bereits  an- 
geführten Unterklassen  der  Art  I.  Eine  weitere  und  zwar  die- 
letzte  Verfeinerung  unseres  Schemas,  welche  nun  bereits  zu 
den  einzelnen  möglichen  Theorien  selbst  führt,  erhalten  wir 
endlich  durch  Berücksichtigung  des  Punktes,  den  wir  bisher 
ganz  unbeachtet  gelassen  haben,  nämlich  durch  Berücksichtigung 
des  Vorzeichens  der  in  den  Kompensationsströmen  fließenden 
Ladungen.  Die  Zahl  der  sich  so  ergebenden  geometrischen 
Möglichkeiten    können    wir   aber   von   vornherein    beschränken 
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durcli  die  folgenden  eint'arhen  pliysik. 
Da  die  KompeiisatioDHatröme  der  Rlass 
LeitungsBtröme  sein  können,  so  fillt 
Kombinationen  der  Ladungavorzeiclien 
normalen  Leituugsatroin  auf  A  K  realiaif 
positive  Ladung  in  der  einen,  negatire 
tang  desselben  Schleifen  teils  strömt,  d. 
feil  nur  entweder  positiver  oder  nega 
in  Frage.  DemgemäB  zerlallt  jede  de 
4  mögliche  Theorien.  Da  aber  ferner 
Punkt  P  praktisch  zusammenfallt  mit 
so  kommt  hier  nur  das  Vorzeichen  au 
t«il  A[V)E  bzw.  A  /^.(P)  in  Betracht,  di. 
Zweieck  ausgeartet.  Wir  haben  also 
sondern  nur  b  mögliche  Theorien  der  J 
verständlicher  Bezeichnung  die  Theorie 
I  1«h;  I  2p.  I  2h;  1  S p,  1  3r.  Für  d 
gelangen  wir  in  ganz  ähnlicher  Weis 
Liste,  deren  Ableitung  wir  uns  aber  el 
abkürzen  können.  In  der  Unterklasse 
P^  außerhalb  der  Atmosphäre,  P^  in  di 
bar  das  Vorzeichen  der  im  Erdzweig  E 
gleichgültig,  da  die  Erde  nur  dem  Aus 
ankommenden  bzw.  von  dort  ausgehende! 
wir  haben  also  hier  im  ganzen  nur 
nämlich  in  analoger  Bezeichnung  wie  obe 
1113/(71,  II13n;>,  IIlSw/i.  In  der  Ui 
in  der  Atmosphäre  und  P^  in  der  Erde 
Stromes  dasselbe  wie  oben,  so  daß  ; 
Theorien  II23/)p...  1123  tut  zu  verzi 
kommen  nun  aber,  soll  die  wesentUche 
Liste  nicht  gefährdet  werden,  noch 
nämlich  die  eines  Leitungastromes  in 
Sphäre  auf  A  P^  bzw.  P^  P^ :  dadurch  en 
liehe  Theorien,  die  wir  bezeichnen  wo 
II23(H7.)n,  II23;>(«;>)  und  II23n{np), 
also  im  ganzen  9  Theorien  der  Untera 
Die  dritte  Unterklasse  II 12  endlich  i 
Atmosphäre  und  F^   in   der  AtmoapbÄr« 
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dadurch,  daü  sie  überhaupt  Yon  yomherein  abzulehDen  ist. 
Denn  es  fällt  bei  ihr  die  charakteristische  Eigenschaft^  daB 
Leitungsstrom  und  Kompensationsstrom  an  yerschiedenen  Orten 
in  den  Erdkörper  münden,  fort.  Wenn  wir  die  Kombinations- 
theorien der  Art  III  aus  praktischen  Gründen  vorerst  nicht 
bebandeln  und  uns  auf  die  einfachen  Theorien  der  Art  I  und 
II  beschränken,  so  können  wir  zusammenfassend  nun  mit 
8icherheit  behaupten,  daß  21  und  nur  21  derartige  Theorien 
denkbar  sind.  Diese  sollen  nun  der  Reihe  nach  besprochen 
werden,  wobei  sich  zeigen  wird,  daß  eine  große  Zahl  von  ihnen 
teils  auf  Grund  yon  Elrfahrungstatsachen,  teils  auf  Grund  all- 
gemeiner physikalischer  Erwägungen  abzulehnen  ist  und  nur 
eine   kleine  Zahl  für  eine  ernstliche   Diskussion  übrig   bleibt. 

Theorien  der  Klasse  L  Kennzeichen  ist,  daß  ein  Kompen- 
sationsstrom in  demselben  Punkt  in  die  Erde  mündet,  in 
welchem  der  Leitungsstrom  beobachtet  wird.  Die  physika- 
lische Natur  der  Kompensationsströme  läßt  sich  dahin  ein- 
schränken, daß  es  sich  dabei  nur  um  Konvektionsströme 
handeln  kann. 

/  /.     Der  Punkt  P  liegt  avfierhalb  der  Atmosphäre, 

Die  Kompensationsströme  kommen  aus  dem  Weltraum 
oder  von  einem  andern  Himmelskörper,  bzw.  sie  strömen  von 
der  Erde  oder  ihrer  Atmosphäre  dorthin.  In  erster  Linie 
wird  man  an  korpuskulare  Strahlen  beider- 
lei Vorzeichen  denken,  man  wird  aber  da- 
neben auch  LadnngstranspoA  durch  Strah- 
lungsdruck, Einfangung  geladener  Materie 
durch  die  Erde  usw.  in  den  Bereich  der 
Möglichkeiten  ziehen  müssen.  '  Das  Schema 
der  Stromschleife  gibt  die  Fig.  1. 

l  i pp,  ll  np,     Strom  E ->  P  positiv. 
Physikalisch  nicht  brauchbar,  da  keinerlei 
Anzeichen  dafür  vorhanden  sind,  daß  der 
Erdkorper  positive  Strahlen  —  denn  nur  um  solche  könnte  es 
sich  handeln  —  in  dem  hier  geforderten  Betrag  emittiert. 

Wpn.  Sth)m  P-^  Ä  positiv,  Strom P^E negativ.  Physi- 
kalisch liegt  diese  Annahme  einer  von  Simpson   ausgespro- 

Annaleu  der  Phyilk.    IV.  Folge,    »/i.  31 
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cheueu  Theorie  ^)  zii^ruiule,  nach  welcher  von  auBen.  etwa  von 
der  Soune  kommende,  positive  und  negative  Strahlen  die  Erde 
trefien:  die  leichter  absorbierbaren  positiven  Strahlen  bleiben 
bereits  in  der  Atmosphäre  stecken,  während  die  negativen 
wenigstens  zum  Teil  bis  zur  Erdoberfläche  durchdringen.  Wenn 
nun  auch  die  Existenz  des  positiven  Stromes  P-^  A  durch  die 
Ergebnisse  der  Nordlichtforschung  recht  wahrscheinlich  gemacht 
ist,  ist  die  Theorie  doch  abzulehnen,  da  der  negative  Strom 
P  ->  E  in  der  hier  zu  fordernden  Stärke  sicher  nicht  vorhanden 
ist.  Es  geht  dies  hervor  aus  einer  auch  für  das  folgende 
prinzipiell  wichtigen  Untersuchung  von  v.  Schweidler.') 

1 1  H  n.  Nef»ativer  Strom  A  -^  P,  negativer  Strom  P  ->  E. 
IHe  Existenz  d(3S  Stromes  A  ->  P  läßt  dich,  wie  wir  noch  sehen 
werden,  zwar  i)lausibel  machen,  die  Theorie  ist  aber  aus  dem- 
selben Ifrund,  wie  die  vorhergehende,  abzulehnen. 

/  ?.      Iter  Punkt   P  liegt  m  der  Atmonphäre. 

Neben  den  für  die  Theorien  12  prinzipiell  heranzuziehenden 
Korpuskularstrahlen  kommt  für  eine  Deutung  des  nun  ganz  inner- 
halb der  Atmosphäre  verlaufenden  Kompen- 
sationsstromes nur  noch  in  Betracht  die 
Annahme  von  mechanischen  Konvektions- 
strömen,   z.  B.  durch  vertikale  Luftbewe- 

gnngen    usw.      Das    Schema    der    Strom- 

£'  schleife  ist  gegeben  durch  die  Fig.  2. 

l^ig  -'  1 2  p.      Strom    E -^  P    positiv.       Die 

Emission  einer  hinreichend  intensiven 
Kurpuskularstrahhing,  etwa  einer  c^-Strahlung  von  radioaktiven 
in  der  Erdrinde  vorhandenen  Substanzen,  ist  auszuschalten.  Da- 
gegen könnte  eine  Konvektion  positiver  Raumladung  durch  auf- 
steigende Luftströme  in  Betracht  kommen  und  ist  sogar  mit 
Sicherheit  nachgewiesen;  physikalisch  ist  diese  Theorie  iden- 
tisch mit  I  *6p. 

1  2  n.  Negativer  Strom  7^->  A'.  Die  Deutung  durch  ab- 
Wärtsgehende  Luftströme  scheidet  wegen  der  positiven  Raum- 
ladung   der  Atmosphäre   aus.     Dagegen   besteht   physikalisch 

1)  <i.  C.  SimpHou,  Naturc.  «9.  S.  270.   1904. 

2)  E.  V.  ScliwtMdltT,  Wien.  Her.  J21.  8.  1.  1918. 
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die  Möglichkeit,  korpuskulare  negative  Strahlen  aus  der  At- 
mosphäre anzunehmen,  welche  in  der  Erde  absorbiert  werden. 
Diese  Annahme  liegt  auch  in  der  Tat  in  zwei  Theorien"  vor, 
nämlich 

a)  der  Theorie  von  Swann.^)  Von  der  Atmosphäre  gehen 
/:?-Strahlen  aus,  welche  in  der  Erde  absorbiert  werden. 

b)  Nach  einer  Bemerkung  von  v.  Schweidler*^)  könnte 
man  annehmen,  daß  die  atmosphärische  /^-Strahlung  nicht 
spontan  von  radioaktiven  Stoffen  ausgeht,  sondern  man 
könnte  sie  auch  auffassen  als  anisotrop  verteilte  Sekundär- 
strahlung einer  in  die  Atmosphäre  von  außen  eindringenden, 
sehr  harten  Impulsstrahluug.  Jedenfalls  lassen  die  neueren 
Beobachtungen  über  die  sogenannte  «»durchdringende  Strahlung*' 
eine  solche  Annahme  nicht  von  vornherein  als  aussichtslos 
erscheinen.^ 

Beide  Hypothesen  sind  nun  aber  auf  Grund  der  oben 
zitierten  Untersuchung  von  v.  Schweidler,  also  aus  demselben 
Grund  wie  I  1  pn  abzulehnen.  Nun  gibt  es  aber  noch  eine 
dritte  Möglichkeit  zur  Deutung  des  negativen  Stromes  P->  E^ 
die  benutzt  ist  in  der 

c)  Theorie  von  Gerdien.*)  Negative  Ladung  soll  im  Über- 
schuß durch  die  Niederschläge  herabgebracht  werden.  Auch 
diese  Theorie  ist  wohl  sicher  abzulehnen  auf  Grund  der 
neueren  exakten  Messungen  der  Niederschlagselektrizität,  welche 
die  Ergebnisse  jener  ersten  Beobachtungen  nicht  bestätigten, 
sondern  gerade  das  Gegenteil  ergaben. 

I  3.     Der  Punkt  F  lietjt  in  der  Erde. 

Bezüglich  der  Natur  der  Kompensationsströme  gilt  dasselbe 
wie  oben  unter  I  2.  Das  Schema  der  Stromschleife  ist  gegeben 
in  Fig.  3. 

I  3  n.  Deckt  sich  mit  I  2  w  und  ist  aber  wie  dieses  ab- 
zulehnen. 

1)  \V.  F.  G.  Swanii,  Terr.  Magn.  20.  105.  1915;  21.  1916. 

2)  V.  Schweidler,  Wieu.  Her.  127.   l.   1918. 
W)  Vgl.  R.  8eeliger,  Münch.  Ber.  1.  1918. 

4)  H.  Gerdien,  Phya.  Ztschr.  «.  647.  1905;  vgl.  auch  R.  Seeliger, 
Wien.  Ber.  125.  1.  1916. 
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13/?.  Deckt  sich  mit  I  2  p.  Ernstliche  Beachtung  ver- 
dient hier  die  von  Ebert^)  aufgestellte  Theorie  der  sog.  Boden- 
atmung,   nach   welcher  aus   den  Erdkapillaren   die  Bodenluft 

mit  einem  beträchtlichen  Überschuß  positiver 
Elektrizität  beladen  austritt  und  zwar  infolge 
der  stärkeren  Adsorption  negativer  Ladungs- 
träger an  die  Wände  der  Kapillaren.  Da 
qualitativ  die  Ebertsche  Theorie  heute  als 
festbegründet  anzusehen  ist,  kann  über  ihre 
p.  IjeistuDgsfähigkeit  nur  eine  quantitative  Diskus- 

sion entscheiden;  dabei  handelt  es  sich  um 
zwei  Punkte,  nämlich  um  die  quantitative  Ergiebigkeit  der 
Bbdenatmung  und  um  die  Frage,  ob  und  wie  die  positiven 
Ladungen  in  die  höheren  Schichten  der  Atmosphäre  gelangen. 

• 

Theorien  der  Klause  IL  Die  Theorien,  zu  deren  Besprechung 
wir  nun  übergehen,  sind,  wie  bereits  erwähnt,  dadurch  gekenn- 
zeichnet, daß  der  Kompensationsstrom  nicht  in  demselben 
Punkt  wie  der  Leitungsstrom  in  die  Erde  mündet.  Es  bringt 
dies  eine  erhebliche  Vergrößerung  der  Zahl  der  auch  physi- 
kalisch nicht  ohne  weiteres  abzulehnenden  Möglichkeiten  mit 
sich,  da  man  nun  den  Kompensationsstrom  auf  Teilen  der  Erd- 
oberfläche münden  lassen  kann,  von  denen  noch  keine  Be- 
obachtungen vorliegen  (z.  B.  auf  dem  offenen  Meer)  oder  vor 
allem,  in  denen  besondere  physikalische  Verhältnisse  durch 
anderweitige  Überlegungen  zu  erwarten  sind  (z.  B.  in  hohen 
Breiten).  Die  Theorien  der  Art  II  werden  also  in  der  Haupt- 
sache —  und  darin  liegt  teils  ihre  vorteilhafte  Vielseitigkeit, 
teils  ihre  unangenehme  Dehnbarkeit  —  die  Möglichkeiten 
umfassen,  in  denen  die  UnvoUständigkeit  des  Beobachtongs- 
materials,  und  zwar  bezüglich  der  geographischen^Verbreituug 
der  Beobachtungsorte,  eine  Rolle  spielt. 

II 13,  Funkt  P^  liegt  außerhalb  der  Atmosphäre ,  Punkt  P^  m  der  Erde. 

Bezüglich  der  Deutung  der  Kompensationsströme  gilt  das- 
selbe wie  bei  den  Theorien  der  Art  I  1.  Das  Schema  der 
Stromschleife  gibt  die  Fig.  4. 

1)  H.  Ebert,  Phys.  Ztechr,  5.  135.  1904.  Wegen  zahlreicher  sich 
ÄDschließender  Arbeiten  vgl.  die  Besprechung  bei  v.  Seh  weidler  und 
Kohlrausch,  a.a.O.  S.  272  ff. 
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II  1 3  w  w.  Negativer  Strom  A-^  P^,  negativer  Strom  F^-^F^, 
Die  Existenz  des  Stromes  AF^  ist  jedenfalls  nicht  von  vorn- 
herein abzulehnen,  wie  wir  später  sehen  werden.  Bezüglich 
des  Stromes  F^  F^^  der  also  in  einer  Ein- 
strahlung von  Elektronen  bestehen  mtlßte, 
können  wir  die  aus  der  Untersuchung  von 
V.  Schweidler  folgende  und  den  bisherigen 
Theorien  so  verderbliche  Aussage  der  Nicht- 
existenz  eines  solchen  Stromes  nun  dadurch 
bedeutungslos  machen,  daß  wir  den  Punkt  F^ 
prinzipiell  an  einen  Ort  verlegen,  für  welchen 


noch  keine  Messungen  nach  dem  Vorgang       £*  ^ 

V.  Seh  weidlers  vorliegen.^)     Es  wäre  das  Fig.  4. 

allerdings  an  sich  nicht  mehr  als  eine  reine 
Willkürlichkeit;  für  einen  Fall  aber  läßt  sich  durch  ander- 
weitig gewonnene  Einsichten  ein  solches  Vorgehen  immerhin, 
wenn  auch  nicht  strenge  rechtfertigen,  so  doch  stützen,  nämlich 
für  eine  Verlegung  von  F^  in  die  Polargebiete  der  Erde.  Dort 
nämlich  läßt  die  Korpuskulartheorie  des  Polarlichts*)  den  Ein- 
fall von  Elektronen  großer  Geschwindigkeit  auf  die  Erdober- 
tiäche  wenigstens  nicht  als  ausgeschlossen  erscheinen.  Zu- 
sammenfassend liegen  die  Verhältnisse  jedenfalls  so,  daß  die 
eben  behandelte  Möglichkeit  nicht  von  vornherein  abgelehnt 
werden  kann. 

II  13;?  71.  Positiver  Strom  Pj  -►  A^  negativer  Strom  Pj  ^  Pg. 
Es  tritt  an  die  Stelle  eines  negativen  von  der  Atmosphäre  aus- 
gehenden ein  positiver  in  dieselbe  eintretender  €trom.  Da 
dessen  Existenz  (vgl.  I  \  pn)  ebenfalls  nicht  unmöglich  er- 
scheint, ist  aucl  ''ese  Theorie  nicht  von  vornherein  abzu- 
lehnen. 

II  \^iip,  Strom  A-^F^  negativ,  Strom  F^->F^  positiv. 
Die  Theorie  ist  abzulehnen,  da  auch  bei  Verlegung  von  P,  in 
unbekannte  Gebiete  der  Erdoberfläche  sich  keinerlei  plausibl« 
Gründe  für  eine  genügend  intensive  Emission  positiver  Strahlen 


1)  Hi(Taiif  hat  v.  Schweidler  a.  a.  0.  8.  16  selbst  schon  ausdrück- 
lich hingewiesen. 

2)  V^l.  den  zusammenfassenden   Bericht  von  L.  Vegard,   Jahrb. 
Rad.  u.  Eh-ktr.  U.  S.  383.   1917. 


r 
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H,  Seeliffer. 


von    ausgezeichneten    Punkten    der    Erdoberfläche    beibringeD 
lassen.  ^) 

11  \'dp/),  Strom  i\-^  A  positiv,  Strom  P^-^  P^  positiv. 
Ist  iiu3  demselben  Grund  wie  die  vorhergehende  Theorie  ab- 
zulehnen. 

//  23.     Punkt  P^   hl  (in-   Atmosphäre,  Punkt  jP,  in  der  Erde. 

Der  Deutung  der  Kompensationsströme  ist  nun  besonders 
in  dieser  Unterklasse  der  weiteste  Spielraum  gelassen.  Korpus- 
kulare Strahlen  und  mechanische  Konvektion  durch  Luft- 
strömungen müssen  wir  ebenso  wie  bei  den  Theorien  der  Art 
I  2  natürlich  generell  auch  hier  als  möglich  erklären;  es  kommt 
nun  aber  neu  hinzu,  daß  wir  nicht  von  vornherein  auch  die 
Deutung  als  Leitungsströnie  in  der  ionisierten  Atmosphäre  wie 
bei  12  ausschließen  können,  einem  Umstand,  dem  wir  auch 
bereits  (S. 408)  durch  Aufnahme  der  4  Möglichkeiten  II  23  {jip)p . . . 

II  2H  n{iip)  Rechnung  getragen  haben..  Denn 
da  P^  und  P^  in  uns  noch  unbekannten 
(gebieten  liegen  kcmnen,  in  denen  wir  all- 
gemein, d.  h.  ohne  physikalische  Diskussion, 
auch  über  das  elektrische  Feld  nichts  aus- 
sagen können,  so  ist  die  Möglichkeit  der 
Ausbildung  von  Leitungsströmen  mit  kom- 
pensierender Wirkung  jedenfalls  nicht  ohne 
weiteres  wie  bisher  zu  veruuinen.  Das  Schema  der  Stromschleife 
ist  gegeben  durch  dio  Kip:.  5. 

II  23  n  71,  II  23  p  n.  Positiver  bzw.  negativer  Strom  auf ./  /p 
negativer  Strom  J\  ->  P^.  Beide  Möglichkeiten  sind,  ganz  ab- 
gesehen von  der  Deutung  des  Stromes  auf  A P^.  abzulehnen 
wegen  des  negativen  Stromes  auf  P^  P^,  Dieser  könnte  nur 
gedeutet  werden  als  mechanischer  Konvektionsstrom  oder  als 
Korpuskularstrahlenstrom .  etwa  im  Sinne  der  Swaunscheu 
Theorie  (S.  471).  Nun  ist  es  natürlich  möglich,  den  Punkt  P^ 
in  Gebiete  der  Erdoberliäche  zu  legen,  für  welche  noch  keiner- 
lei Beobachtungen  vorliegen.     Derartige  Annahmen  wären  aber 

1)  Von  allzugewagton  Hypotheken,  wie  s.  B.  der  Emiuiou  positiver 
Ladung  bei  Vulkanausbrüchen,  wollen  wir  Lier  in  diofter  tuulichat  nüch- 
ternen Untersuchung  natürlich  absehen. 


t'ig«  5. 
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wie  mau  bei  näherem  Zusehen  erkenut,  nichts  weiter  als  reine 
WillkUrlichkeiten,  zu  deren  Stütze  auch  nicht  die  geringsten 
Gründe  sich  würden  anführen  lassen. 

II  2;i  7?/^.    Ist  aus  Gründen  derselben  Art  abzulehnen. 

II 23 pp.  Positive  Ströme  P^-^  A  und  P^ ->  /\  Deutet  man 
die  Ströme  durch  korpuskulare  Strahlen,  so  ist  diese  Möglichkeit 
aus  denselben  Gründen  wie  bei  den  drei  ersten  abzulehnen.  Da- 
gegen kommt  dieser  Möglichkeit  eine  gewisse  Bedeutung  zu,  wenn 
man  die  Ströme  als  mechanische  Konvektionsströme  deutet  und 
für  P,->P^  die  Ebertsche  Theorie  zu  Hilfe  nimmt  Wenn 
dann  zwar  auch  eine  prinzipiell  neue  Möglichkeit  in  dieser 
Kombination  nicht  enthalten  ist,  so  ist  sie  doch  zur  Ergänzung 
dor  Kbertschen  Theorie  13;?  notwendig  und  nützlich*)  in  allen 
Fällen,  wo  diese  für  den  Beobachtungsort  E  selbst  versagen 
wurde:  so  z.  B.  wenn   K  auf  dem  Meer  liegt. 

II  23  [np]  V  bis  II  23  (t? p) (np).  Sämtliche  derartige  Möglich- 
keiten, welche  den  Kompensationsstrom  ganz  oder  teilweise 
als  Leitungsstrom  deuten,  sind  abzulehnen,  teils  aus  den  soeben 
genannten  Gründen,  teils  weil  die  zur  Unterhaltung  des  Lei- 
tungsstromes  auf  P^  P^  notwendigen  elektromotorischen  Kräfte 
und  groten  Leitfähigkeiten  fehlen.  Es  hat  die  Verhältnisse 
Swann^]  durchdiskutiert  und  ist  zu  negativen  Resultaten  ge- 
kommen. Zu  bemerken  ist  allerdings,  daß  wir  über  die  Leit- 
fähigkeit der  höchsten  Luftschichten  zwar  nur  sehr  wenig 
wissen,  daß  aber  verschiedene  Umstände  (kräftige  Ionisation 
durch  die  durchdringende  Strahlung,  durch  die  Sonnenstrahlen 
und  durch  korpuskulare  Strahlen;  große  freie  Weglänge,  Ladungs- 
träger vermutlich  zum  TeU  freie  Elektronen,  deshalb  große 
Beweglichkeit)  und  vielleicht  auch  einige  Versuche  über  die 
Ausbreitung  funkentelegraphischer  Signale  dafür  zu  sprechen 
scheinen,  daß  die  Leitfähigkeit  dort  tatsächlich  sehr  groß  ist. 
Im  Grenzfall  würden  dann  die  hier  betrachteten  Stromschleifen 
übergehen  in  die  Stromschleifen  der  ersten  Art,  insofern  das 
Stück  //  /^j  i)hysikalisch  einer  metallischen  Verbindung  ent- 
sprechen würde. 

1)  Vgl.  E.  V.  Seh  w  ei  dl  er,  Kiizykl.  Art.,  S.  259. 

2)  W.  F.  Swiiiiu,  Torr.  Magn.  30.  S.  I07f.  u.  Ulf.  1915.  Dur  In- 
halt lies  zweiten  TeiU  der  auBführlicheu  Arbeit  von  Swann  war  mir 
Bowolil  im  Original  wii'  in  Ref'iM'aten  nicht  zugäuglich. 
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Fassen  wir  nun  das  Ergebnis  der  bisherigen  Betrachtungen 
zusammen.  Wir  konnten  bereits  auf  Grund  unserer  ersten 
groben  Diskussion  von  den  21  möglichen  einfachen  Theorien 
die  Mehrzahl  als  unbrauchbar  ablehnen;  nur  bei  drei  Theorien 
war  eine  Ablehnung  wenn  überhaupt,  so  jedenfalls  nicht  ohne 
weiteres  möglich.     Es  sind  dies  die  Theorien: 

T3/7  mit  der  Ergänzung  II23/?;9,  charakterisiert  durch 
die  Ebertsche  Deutung  eines  positiven  aufsteigenden  Kom- 
peiisationsstroines  infolge  Erdabsorption  und  Bodenatmung. 

\l\^pn\  niB/i72,  charakterisiert  durch  die  Umgehung 
des  V.  Schweidlerschen  Einwandes  vermöge  einer  Verlegung 
der  Auftreffstelle  von  negativen  Korpuskularstrahlen  in  die 
Polargebiete  der  Erde. 

Diese  drei  Theorien  bieten  jedenfalls  a  priori  nicht  zu 
verneinende  Möglichkeiten  einer  Lösung  und  verdienen  also 
eine  eingehendere  Diskussion.  Was  zunächst  die  beiden  Theorien 
der  Art  II  anlangt,  so  wird  die  Entscheidung  natürlich  letzten 
Endes  zu  geben  sein  durch  die  Vornahme  von  Beobachtungen 
in  den  Polargo bieten  und  zwar  durch  Wiederholung  der  funda- 
mentalen Versuche  von  v.  Schweidler.  Es  scheint  mir  bereits 
darin  ein  Eriblg  unserer  systematischen  Diskussion  zu  liegen, 
daß  sich  nun  mit  vollständiger  Bestimmtheit  ein  einfaches 
experimentum  crucis  angeben  läßt.  Vorerst  allerdings  •  wird 
man  auf  anderem  Wege  versuchen  müssen.  Aussagen  zu  machen. 
Da  das  experimentum  crucis  durch  theoretische  Betrachtungen 
natürlich  nie  zu  ersetzen  ist,  muß  man  sich  damit  zufrieden 
geben,  nachzusehen,  ob  etwa  irgendwo  die  fraglichen  Theorien 
in  Widerspruch  mit  anderweitigen  bisher  vorliegenden  Erfah- 
rungen und  Ansichten  stehen.  Soviel  ich  sehe,  muß  diese 
Frage  wenigstens  nach  der  qualitativen  Seite  hin  verneint 
werden.  Zunächst  benötigen  beide  das  Einfallen  eines  Elek- 
tronenstromes auf  die  Erdoberfläche  und  zwar  nur  in  den 
Polargebieten  der  Erde.  Diese  Konzentration  auf  ausgezeich- 
nete Gebiete  der  Erdoberfläche  wird  aber,  ebenso  wie  die 
Existenz  eines  Elektronenstromes  überhaupt,  durch  die  neueren 
Untersuchungen  über  die  Polarlichter  (vgl.  den  S.  478  zitierten 
Bericht  von  Vegard),  zumindest  wahrscheinlich  gemacht.  Man 
könnte  nun   versuchen,  nach   einem  Widerspruch  der  Theorie 


hie  Äfifrechterhalinng  der  negativen   Erdladung  iisw.     All 

mit  der  Erfahrung  auf  folgendem  Wege,  vermutlich  dem  einzig 
möglichen,  zu  suchen.  Wenn  in  den  Polargebieten  Elektronen 
auf  die  Erde  treflfen,  so  müßte  nach  den  Voraussetzungen  der 
Theorie  der  Absorptionskoeffizient  so  klein  sein,  daß  mehr  als 
(He  Hälfte  der  Strahlen -zur  Erde  durchdringt  Ist  8  die  Dichte 
der  Atmosphäre  in  der  Höhe  h  über  dem  Boden,  u  der  Ab- 
sorptionskoeffizient der  Luft  nach  dem  Massenproportionalitäts- 
o^esetz  bezogen  auf  die  Masseneinheit,  so  ist 

ln4^  «  a  i'Sdh, 
h 

so  daß  die  am  Erdboden  ankommende  Intensität  in  Bruch- 
teilen   der    in    die    Atmosphäre  von   außen    eindringenden    ist 

wenn  m  die  Masse  der  Atmosphäre  über  1  cm*  ist.  Nun  soll 
sein  /  >  0,5  «/^,  also  muß  sein 

am  <  In  2  =  0,7, 

da  m  von  der  Größenordnung  10*  ist,  so  ergibt  sich  für  a  als 
obere  Grenze 

(1)  £/<0,7.10-\ 

Andererseits  muß  der  FJinfall  der  Elektronen  wiederum  im 
Sinne  der  betrachteten  Theorie  innerhalb  einer  Polarkalotte 
erfolgen,  in  denen  die  Schweidlerschen  Versuche  noch  nicht 
gemacht  sind.  Nun  ist  der  Winkel  «  der  Nordlichtzone  nach 
Störmers  Theorie^)  gegeben  durch 


sm  « 

tu 


f-f- 


'-KÄ' 


wenn  R  der  Erdradius  in  cm  (=  6,4- 10*^),  n  das  magnetische 
Moment  der  Erde  (=  8,52  •  10*'')  ist  und  Hq  in  bekannter  Weise 
die  Geschwindigkeit  der  Elektronen  definiert, 


\)  Vgl.  L.  Vegard,  a.  a.  O.,  S.  485. 
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Weutimaii  den  Absorptionskoefiizient  i](  als  Punktion  von  r  kennt, 
80  erhält  man  aus  (1)  eine  untere  Grenze  r^  für  i?  und  könnte 
zusehen,  ob  der  au8  (2)  und  (3)  mit  ü  =  »^  folgende  Wert  von 
a^  nicht  etwa  in  bekannte  geographische  Breiten  reicht;  wäre 
dies  der  Fall,  so  wäre  die  Theorie  abzulehnen.  Leider  ist 
aber  für  den  angegebenen  ^-Wert  die  Geschwindigkeit  so  nahe 
der  Lichtgeschwindigkeit,  daß  Erfahrung  wie  Theorie  hier  noch 
ganz  im  Stiche  lassen.  Wegen  der  ganz  auBerordentlich  hohen, 
aus  Gl.  (1)  jedenfalls  zu  folgernden  Werte  der  Geschwindig- 
keit allein  kann  man  aber  keineswegs  die  Theorie  ablehnen, 
da  man  in  der  Theorie  des  Nordlichts  mit  ähnlich  hohen 
Werten  zu  rechnen  hat;  hypothetisches,  aber  keiner  Erfahrung 
widersprechendes  darf  im  Sinne  der  vorliegenden  Betrachtungen 
nicht  zur  Ablehnung  führen. 

Was  den  positiven  in  die  Atmosphäre  einströmenden  bzw. 
negativen  aus  ihr  austretenden  Teil  des  Kompensationsstromes 
anlangt,  so  ist  die  Möglichkeit  der  Existenz  beider  ebenfalls 
nicht  a  priori  abzulehnen.  Für  den  Fall  des  positiven  Stromes 
ist  dies  im  Anschluß  an  die  Vegardsche,  neuerdings  von 
Stark ^;  auf  ganz  anderem  Wege  gestützte  Theorie  des  Nord- 
lichts ohne  weiteres  klar.  Auch  die  Existenz  eines  negativen 
Stromes  ist  unter  Zujijrundelegung  einer  an  sich  plausiblen 
Hypothese  keineswegs  ausgeschlossen  und  scheint  mir  sogar 
insofern  beachtenswert  zu  sein,  als  sie  wenigstens  für  diesen 
einen  Teil  des  Kompensationsstromes  Unabhängigkeit  von  Vor- 
gängen in  der  Tropo-  und  Stratosphäre  plausibel  macht  und 
damit  einen  Hinweis  auf  die  merkwürdige^  eingangs  erwähnte 
Konstanz  und  vielleicht  auch  auf  die  Ursache  der  jährlichen 
Periode  (Wintermaximum)  des  Leitungsstromes  geben  kann. 
Es  ist  als  sicher  anzunehmen,  daß  die  äußersten  Schichten 
der  Atmosphäre  stark  ionisiert  sind.-)  Ferner  deuten  neuere 
Erfahrungen  an  ionisierten  Gasen  darauf  hin^,  daß  dort  die 
negativen  Träger  zum  großen  Teil  als  freie  Elektronen  existieren 
können  und  daß  diese   im  thermischen  Gleichgewicht  mit  den 

1)  J.  Stark,  Die  Naturwisseuschaften  0.  S.  145.  1918. 

2)  Einen  Bericht  über  die  interessante  einschlägige  Literatur  werde 
ich  a.  a.  0.  gebt'n. 

3)  Vgl.  K.  See  liger.   Die   Lonirtation   der  Gase.     Graetz,  Hancil). 
d.  Elektr.  W. 


bif*  AiifrecJiterhaltang  der  negativen   Erdladuvg  ysw.     479 

Gasmolekülen  sind,  also  eine  rund  30  mal  größere  mittlere  Ge- 
schwindigkeit besitzen  als  die  Gasmoleküle.  Da  zugleich  ihre 
freie  Wegläuge  sehr  groß  ist,  so  wird  ein  Teil  der  Elektronen 
ohne  Zweifel  den  Anziehungsbereich  und  die  Atmosphäre  für 
immer  verlassen  und  als  negativer  Strom  in  den  Weltraum 
ausstrahlen.  Eine  •  einfache  Rechnung  ergibt,  daß  bei  einer 
Temperatur  von  rund  30*^  abs.  bereits  für  den  größten  Teil  der 
Klektronen  dies  der  F'all  sein  wird. 

Die  zweite  oben  S.  476  als  noch  möglich  angeführte  Theorie 
war  nun  die  von  Ebert.  Über  die  quantitative  Brauchbarkeit 
derselben  existiert  eine  lebhafte  Diskusaion,  die  jedenfalls  nicht 
eindeutig  zu  Ungunsten  der  Theorie  ausgefallen  ist  bis  auf 
einen  Punkt,  der  in  der  Tat  eine  ernstliche  Schwierigkeit  ein- 
zuschließen scheint.^)  Ebort  muß  annehmen,  daß  die  positiven 
Raumladungen  durch  mechanische  Konvektionsströme  von  der 
nächsten  Nähe  der  Erdoberfläche  in  die  Atmosphäre  fort- 
geschafft werden;  ist  v  die  Konvektionsgeschwindigkeit,  o  die 
Laduiigsdichte,  so  müßte  also  />. y  =  Leitungsstrom  sein  und 
es  ist  nun  allerdings  fraglich,  ob  in  größerer  Entfernung  vom 
Boden  o-v  genügend  große  Werte  hat.  Mangels  brauchbarer 
Daten  über  die  Größe  der  vertikalen  Luftbewegung  kann  man 
hier  allgemein  eine  Entscheidung  nicht  treffen  und  muß  in 
der  Tat  die  Frage  noch  offen  lassen;  «s  scheint  aber  auf 
alle  Fälle  nicht  möglich  zu  sein,  die  Ebertsche  Theorie  für 
größere  Höhen  aufrecht  zu  erhalten.  Swann  hat  nämlich 
a.  a.  0.  die  Grundlagen  der  Kbertschen  Theorie  von  einem 
neuen  Gesichtspunkt  aus  diskutiert;  er  berechnet  die  Re- 
laxationszeit einer  aufsteigenden  geladenen  Jjuftmasse  und 
findet  aus  dem  Wert  3'10"'*  für  die  Leitfähigkeit,  daß  in  etwa 
10  Minuten  die  Ladung  auf  7io  gesunken  sein  wird;  dies 
entspricht  bei  einer  Aufsteigegeschwindigkeit  der  Luftmasse 
von  1  m/sec.  einem  Weg  von  nur  600  m.  Die  Überlegungen 
von  Swann  sind  aber  nicht  streng  und  führen  bei  genauerer 
Rechnung  zu  Resultaten,  die  erheblich  günstiger  für  die  Ebert- 
sche Theorie   sind;    prinzipiell   jedoch    wird    hierdurch    nichts 


1)  Mau  vgl.  die  ausführliche   Darstellung  bei   v.  Schweidlcr  und 
Kohlrausfh  a.a.O.  JS.  272— 273. 
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geändert  und  es  scheint  nach  wie  vor  unmöglich,  bis  zu  Höhen 
von  auch  nur  wenigen  Kilometern  Eonvektionsströme  zur  Kom- 
pensation heranziehen  zu  können,  um  so  weniger  also  natürlich 
bis  zu  einer  Höhe  von  9  km,  wo  aus  Potentialgradient  und 
lonendichte  die  Existenz  des  Leitungsstromes  noch  unmittelbar 
sichergestellt  ist.  * 

Zum  Schluß  müssen  wir  nun  noch  auf  die  früher  bereits 
kurz  erwähnten  sogenannten  Kombinationstbeorien  eingehen,  die 
zur  Vervollständigung  unserer  Liste  natürlich  heranzuziehen 
sind.  Von  unserem  Standpunkt  aus  sind  diese  Theorioa 
charakterisiert  durch  kompliziertere  polygonale  StromschleifiBn, 
die  sich  zusammensetzen  aus  den  einfachen  bisher  besprochenen 
Schleifen ;  geometrisch  ist  die  Zahl  der  möglichen  Kombinationen, 
wie  man  sofort  sieht,  natürlich  eine  sehr  große,  sie  läßt  sich 
aber  in  ähnlicher  Weise,  wie  bei  den  einfachen  Theorien,  von 
von  vornherein  erheblich  reduzieren.  Dabei  kann  man  die 
Leistung  dieser  Kombinationen  «-ganz  allgemein  darin  sehen, 
daß  sie  (durch  räumliches  Ubereinandersetzen  von  zwei  Strom- 
schleifen) den  Punkt  A  der  unteren  Schleife  in  tieferen  Schichten 
der  Atmosphäre  anzunehmen  gestatten  und  so  die  Möglichkeit 
geben^  Schwierigkeiten  zu  vermeiden,  die  mit  einer  über  die 
ganze  bisher  der  direkten  Beobachtung  zugängliche  Schichthöhe 
von  0  bis  ca.  9  km  ausgedehnten  Vertikalerstreckujig  der  ein. 
fachen  Schleife  verbunden  sind.  Man  könnte  also  daran 
denken,  auf  diesem  Weg  z.  ß.  die  Ebertsche  Theorie  bezüg- 
lich hölierer  Luftschichten,  in  welche  der  mechanisch-konvektive 

Transport  positiver  Ladungen  nicht  mehr 
hinaufreicht,  gewissermaßen  zu  entlasten. 
Die  eingehendere  Diskussion  zeigt,  daß  8 
(bzw.  12)  derartige  Kompensationstheorien 
mit  zwei  Schleifen  möglich  sind  (wenn  man 
die  beschränkenden  Folgerungen  unserer 
bisherigen  Betrachtungen  bereits  berück- 
sichtigt), nämlich  die  Kombinationen  von 
—  12  (13)  und  n2  mit  11',  12',  n22,  II23, 
'    ^  wobei  die  den  Typen  1 1  und  1 2  rein  geo- 

*^'   '  metrisch   entsprechenden    Typen    mit    ge- 

strichenen Zahlen  bezeichnet  sind.  Als  Beispiel  diene  das 
Schema  Fig.  6  flir  die  Kombination  13  mit  IT. 


l 
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Soviel  ich  sehe,  ist  aber  keine  dieser  8  Kombinationeu 
d^u  geeignet^  aus  der  Schwierigkeit  herauszuhelfen.  Rechnet 
man,  was  hier  sicher  genügt,  nach  der  auf  der  isothermen 
Barometerformel  fußenden  einfachen  Absorptionsgleichung  ^): 

«     -  fc .  // 

80  erkennt  man,  daß  es  z.  B.  nicht  möglich  ist,  in  dem  fUr 
den  Anschluß  an  die  £bertschenKonyektionsströme  in  Betracht 
kommenden  Höhen  von  einigen  Kilometern  eine  genügend  starke 
Absorption  zu  konstruieren ,  d.  h.  dorthin  einen  steilen  Inten- 
sitätsabfall einer  von  oben  kommenden  korpuskularen  Strahlung 
zu  verlegen  und  zugleich  mit  dem  Schweidlerschen  Versuch 
auf  dem  Erdboden  nicht  in  Konflikt  zu  kommen.  Es  ist  mir 
wenigstens  nicht  gelungen,  eine  befriedigende  Lösung  zu  finden, 
wenn  ich  auch  die  Möglichkeit  einer  solchen  noch  nicht 
generell  verneinen  kann. 

Zusammenfassung. 
Nimmt  man  wie  üblich  an,  daß  der  ionen elektrische  Zu- 
stand der  Erdatmosphäre  ein  stationärer  ist,  so  muß  die  aus 
dem  normalen  Leitungsstrom  und  dem  v.  Schweidlerschen 
Kompensationsstrom  bestehende  Stromschleife  geschlossen  sein. 
Dies  erlaubt,  eine  vollständige  Liste  aller  für  eine  Deutung 
des  Kompensationsstromes  überhaupt  in  Betracht  kommenden 
theoretischen  Annahmen  aufzustellen,  die  im  ganzen  aus  21 
einfachen  und  8  aus  diesen  durch  Kom];>ination  gebildeten 
Theorien  besteht.  Die  nähere  Diskussion  scheidet  von  diesen 
die  meisten  aus,  so  daß  nur  zwei  einfache  Theorien  (und  vielleicht 
einige  Kombinationstheorien)  übrig  bleiben.  Für  die  Richtig- 
keit der  beiden  einfachen  Theorien  läßt  sich  ein  mit  den 
heutigen  Mitteln  zu  erledigendes  experimentum  crucis  angeben, 
das  darin  besteht,  nachzusehen,  ob  auch  in  den  Polargebieten 
der  Erde  kein  Elektronenstrom  die  Erdoberfläche  trifft.  Die 
Kombinationstheorien  bestehen  in  einer  immerhin  möglichen, 
wenn  auch  wenig  wahrscheinlichen  Ergänzung  der  Ebertschen 
Theorie  für  die  höheren  Schichten  der  Troposphäre. 

1)  P.  Lenard,  Heidelbg.  Akad.  1918.  Nr.  5.  S.  128. 

(EiogegaDgen  5.  Januar  1920.) 
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4.  Erwiderung  auf  Hrn.  SommerfeldH 

Bemerkungen  über  die  Ausbreitung  der  Welleti 

in  der  drahtlosen  Telegraphie; 

von  H.  WeyL 


Mit  Hrn.  Sommerfeld  bin  ich  darin  einig ,  daß  meine 
Behandlung  des  in  Rede  stehenden  Problems  für  die  Praxis 
der  drahtlosen  Telegraphie  nichts  Neues  bietet;  hier  wird  man 
sich  nach  wie  vor  der  grundlegenden,  von  Hm.  Sommerfeld 
gewonnenen  Resultate  zu  bedienen  haben.  Was  ich  yersprach, 
war  lediglich  eine  sachgemäßere  Methode  der  mathematischen 
Behandlung  und  eine  gewisse  Klärung  des  ganzen  Vorgangs. 
Immerhin  besteht,  wenn  ich  nicht  irre^  zwischen  Hrn.  Sommer- 
feld und  mir  in  einem  Punkte  eine  wesentliche  Meinungs- 
verschiedenheit. 

1.  Nicht  dem  Sommerfeldschen  ^^i^ri)^  der  Oberflächen- 
welle streite  ich  die  sachliche  Berechtigung  ab,  sondern  der 
Behauptung,  daß  eine  derartige  OberÜächenwelle  in  dem  Vor- 
gang, den  wir  beide  untersuchen,  tatsächlich  enthalten  sei. 
Der  Umstand,  daß  eine  mathematische  Methode  die  einen  ein- 
heitlichen physikalischen  Vorgang  darstellende  Funktion  in 
mehrere  Summanden  spaltet,  gibt  gewiß  noch  kein  Recht  zu 
der  Ansicht,  daß  das  Phänomen  re  vera  aus  diesen  Teilvor- 
gängen als  selbständigen  Wesenheiten  zusammengesetzt  sei. 
Der  „künstliche  '  Charakter  der  Sommerfeldschen  Zerlegung 
scheint  mir  namentlich  aus  folgenden  beiden  Umständen  her- 
vorzugehen : 

a)  die  drei  einzelneu  Bestandteile,  insbesondere  die  Ober- 
flächenwelle, haben  eine  Singularität  auf  der  Achse  r  «  0, 
während  der  Gesamtvorgang  dort  regulär  ist  [darum  hielt  ich 
es  zum  Zwecke  einer  ,,uatttrlichen**  Diskussion  für  angezeigt, 
die  Wellenfortpilanzung  im  ganzen  oberen  Halbraum  zu  be^ 
trachten); 
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b)  wo  die  Abtreunung  der  Oberflächen  welle  bei  der  Dis- 
kussion von  Hrn.  Sommerfeld  überhaupt  aufrecht  erhalten 
wird  (bei  großer  numerischer  Entfernung),  verschwindet  ihr 
Beitrag  (wegen  der  exponentiellen  Abnahme)  vollständig  in  der 
asymptotischen  Entwicklung;  aus  dem  anschaulichen  Charakter 
des  Gesamtvorgangs  kann  also  in  keinem  Fall  die  Existenz  der 
OberHächenwelle  abgelesen  werden;  die  Bemerkungen  auf  S.  720 
der  Sommerfeldschen  Arbeit  über  eine  gewisse  „Unstimmig- 
keit" schienen  mir  recht  deutlich  das  Unbefriedigende  der 
Situation  zu  bezeichnen. 

2.  Es  schien  mir  wichtig,  hervorzuheben,  daß  es  sich  bei 
der  ganzen  Untersuchung  um  den  Grenzfall  lim  n  (Brechungs- 
iüdex)  =00  handelt,  um  das  Analogen  des  Gibbsschen  Phä- 
nomens. Der  Fall  eines  endlichen  festen  n  (asymptotische  Ent- 
wicklung nach  Potenzen  der  reziproken  Entfernung),  den  ich 
in  §  2  rasch  erledige,  wird  in  §  6  der  Sommerfeldschen 
Arbeit  gestreift;  aber  nicht  diese  Entwicklung  wird,  wie  es  der 
Übergang  zu  §  7  ankündigt,  dann  in  §  7  weitergeführt,  son- 
dern von  da  ab  steht  allein  der  Grenzfall  n  =  oo  in  Frage. 
Innerhalb  seiner  tritt  erst  die  Fall  Unterscheidung  zwischen 
mäßiger  und  großer  numerischer  Entfernung  ein.  Ich  kann 
zwischen  diesen  beiden  Fällen  keinen  anderen  Unterschied  zu- 
geben, als  ihn  etwa  auch  das  Verhalten  der  Funktion  Si(ar) 
für  mäßige  und  unendlich  große  x  zeigt:  die  asymptotische 
Formel  gibt  an,  wie  die  Funktionsbewegung  im  Unendlichen 
„ausläuft"'.  —  Wie  beim  Gibbsschen  Phänomen  automatisch 
die  Größe  n  x  als  Argument  auftritt  [vgl.  S.  489  meiner  Arbeit], 
wenn  man  eine  gleichmäßig  gültige  Gren/formel  für  7^  ■=  oo 
haben  will,  so  bei  unserm  Problem  die  „numerische  Entfer- 
nung" r^  =  rj  li'^  an  Stelle  von  r  [und  zl\ri\  an  Stelle  von  z]-, 
darin  kommt  für  mich  ihre  grundsätzliche  Bedeutung  hin- 
reichend klar  zum  Ausdruck.  Dadurch,  daß  ich  Gl.  (23)  durch 
Umrahmung  als  das  Wichtigste  und  das  Schlußresultat  kenn- 
zeichnete, auf  das  Analogen  des  Gibbsschen  Phänomens  hin- 
wies und  zur  anschaulichen  Diskussion  aufforderte,  glaubte  ich 
für  den  Leser  genug  getan  zu  haben. 

H.  Namentlich  im  Falle  eines  festen  endlichen  n  trägt  die 
Betrachtung  des  ganzen  oberen  Halbraums  sehr  zur  physika- 
lischen Klärung    des   Vorgangs   bei.     Die  asymptotische  Ent- 
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Wicklung  auf  8.  467  uu^en  meiner  Note  stellt,  wenn  man  sie 
beim  ersten  Gliede  abbricht,  den  Vorgang  mit  einem  Fehler 
dar,  der  in  jenem  ganzen  Bereich  gleichmäßig  von  der  OröBen- 
ordnuug  \jR  ist,  beim  Abbrechen  nach  dem  zweiten  Glied  mit 
einem  Fehler  von  der  Größenordnung  l/iS^,  usf.;  die  Nachbar- 
schaft der  Trennungsebene  nimmt  da  durchaus  keine  Sonder- 
stellung ein.  Die  von  mir  am  Schluß  des  §  2  reproduzierte 
Formel  (BBa)  der  8ommerfeldschen  Arbeit  findet  durch  diese 
Entwicklung  ihre  natürliche  Erklärung.  Es  sei  gestattet, 
folgende  Bemerkung  anzufügen.  Die  „numerische  Entfemung^^ 
{j  wird,  wenn  man  diesen  Begriff  auf  den  ganzen  oberen  Halb- 
raum ausdehnen  will,  am  besten  erklärt  als  der  absolute  Be- 
trag der  von  mir  auf  8.  496  eingeführten  Größe  wi 

<;  =  I  w?|  =  I Ä  —  r  cos  £3^  —  z  sin  a\ . 

Die  Entwicklung  des  §  2  gilt  nun  nicht  nur  bei  festem  end- 
lichen n,  sondern  gleichmäßig  für  edle  n  im  Sinne  einer 
asymptotischen  Darstellung  für  große  q\  es  ist  nämlich«  wenn 
man  mit  dem  ersten  Gliede  abbricht,  der  Fehler  (gleichmäßig 

für  alle  n)  -^  — !— ^,  beim  Abbrechen  nach  dem  zweiten  Gliede 

:==^       A  - ,  usf.,  wie  sich  leicht  beweisen  läßt. 
—     (,« 

So  glaube  ich,  ist  die  von  mir  in  §  2  entwickelte  Methode 
die  sachgemäße  zur  Behandlung  des  Problems  ftir  cMe  H'erte 
von  n  und  große  />;  die  in  §  4  angegebene  hat  dieselbe  Be- 
deutung für  alle  (j  und  große  n.  Die  Wichtigkeit  des  phyaika- 
lischen  Problems  schien  mir  die  Mitteilung  dieser  Me^ode  zu 
rechtfertigen.  Im  übrigen  weiß  ich  sehr  wohl,  wie  viel  leichter 
das  Herumbessern  an  der  mathematischen  Behandlung  eines 
physikalischen  Problems  ist,  als  seine  erste  Bezwingung. 

(Eiogegangen  2.  März  1920.) 
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1.  Quantitative  ZJnterwaaaerschallverguche; 
von  H.  Barkhauaen  und  H.  Lichte. 

(Mitteilungen  aus  dem  Laboratorium  der  Torpedoinspektion.) 


I.  Das  Problem. 

Die  Schallerzeugung  im  Wasser  und  die  im  Vergleich 
zur  Luft  ziemlich  gute  Fähigkeit  des  Wassers^  den  Schall 
auf  große  Entfernungen  zu  übertragen,  ist  seit  langem  be- 
kannt. Schon  Leonardo  da  Vinci  hatte  die  Erfahrung  ge- 
macht, daß  man  Schiffe  auf  See  mittels  einer  in  das  Wasser 
gesteckten  Tuba  hört.  Er  schreibt  darüber:  „Wenn  Du  Dein 
Schiflf  anhalten  wirst  und  den  Kopf  eines  Sprachrohres  auf 
das  Wasser  setzen  und  das  andere  Ende  an  Dein  Ohr,  so 
wirst  Du  Schiflfe  hören,  die  recht  weit  von  Dir  entfernt  sind/*  ^) 
Es  sei  ferner  auf  die  Versuche  von  Beudant  (1820),  sowie 
von  Sturm  und  Colladon^)  auf  dem  Genfer  See  (1827)  hin- 
gewiesen, die  mit  ganz  einfachen  Mitteln  schon  eine  Reich- 
weite von  15  km,  später  sogar  von  35  km  erzielten.  In  neuerer 
Zeit,  seit  etwa  20  Jahren,  sind  die  Unterwasserschallsignale 
auch  praktisch  in  der  Marine  zum  Ansteuern  von  mit  Unter- 
wasserglocken ausgerüsteten  Feuerschiffen  verwandt  worden 
und  zwar  mit  gutem  Erfolge.  In  der  Kriegsmarine  erhielten 
sie  eine  ganz  besondere  Bedeutung  mit  der  erhöhten  Ver- 
wendungsfähigkeit der  Unterseeboote.  Ware»  sie  doch  für 
diese  im  getauchten  Zustande  zunächst  das  einzige  Mittel, 
sich  mit  der  Außenwelt  zu  verständigen. 

Längere  Zeit   dachte   man  sogar  in    der  Marine  an  die 


1)  Leonardo  da  Vinci,  Der  Denker,  Forscher  und  Poet  Aus- 
wahl von  Marie  Uerzfcld.  S.  43.  Fortpflanzung  des  Schalles  in 
flüssigen  und  in  festen  Körpern.    3.  Aufl.  Jena  1911.  Eugen  Diederichs. 

2)  Colladon  et  Sturm:  Ann.  chiin.  et  phys.  (2)86.  S.  113,  225.  1827; 
Pogg.  Ann.  12.  S.  39,  161.  1828.  Beudant:  von  CoUadou  und  Sturm 
erwähnt. 
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Möglichkeit,  die  drahtlose  Telegraphie  mit  elektromagnetischen 
Wellen  durch  die  Unterwasserschalltelegraphie  (ü.  T.),  die 
militärisch  manche  Vorteile  bieten  würde,  zu  verdrängen. 
Waren  doch  schon  mit  den  ersten  einfachen  Apparaten  ge- 
legentlich Reichweiten  von  100  km  und  mehr  erzielt  worden. 
Wenn  man  diese  Reichweiten  nicht  dauernd  erhielt^  so  schob 
man  die  Schuld  auf  die  Un Vollkommenheit  der  Apparate,  der 
Sender  und  Empfänger.  Als  Empfänger  worden  nämlich 
Mikrophonempfänger  verwandt,  von  denen  bekannt  ist,  daß 
sie  in  der  Emptiudlichkeit  stark  schwanken.  Selbst  die  besten 
in  der  Fernsprechtechnik  verwandten  Mikrophone  schwanken 
um  200—800  Proz.  und  bei  Spezialausführungen  kann  man 
durch  sorgfältige  Einstellung,  die  man  einfach  durch  Probieren 
ermitteln  muß,  oft  enorme  Empfindlichkeiten  erzielen,  die  das 
10  — lOOfache  der  normalen  betragen.  Die  anfangs  benutzten 
Mikrophone  waren  einstellbar  und  daher  besonders  schwankend. 

Auch  auf  UnregelmäBigkeiten  am  Sender  führte  man  die 
beobachteten  starken  Schwankungen  in  der  Reichweite  der  U.T. 
zurück.  Es  wurden  meist  Sirenen  verwandt,  bei  denen  sich 
die  rotierenden  aufeinanderschleifenden  Teile  stark  abnutzten. 
An  „Verwehungen"  des  Schalles,  wie  sie  in  der  Luft  vor- 
kommen, hatte  man  beim  Wasser  nicht  gedacht  Sie  schienen 
hier  unmöglich  zu  sein. 

Der  Beginn  des  Krieges,  mit  dem  der  eine  von  uns  auch 
als  wissenschaftlicher  Hilfsarbeiter  bei  der  Torpedoinspektion 
eintrat,  gab  der  U.  T.  eine  erhöhte  Bedeutung.  Es  schien  da 
erforderlich,  zunächst  einmal  die  grundlegende  Frage  zu  klären, 
welclien  Einfluß  das  Wasser  bei  der  Ausbreitung  des  Schalles 
habe.  Denn  hiervon  hing  ja  die  ganze  Entwicklungsmöglich- 
keit der  U.T.  ab. 

Bei  jedem  Ausbreitungsvorgang  hat  man  zwischen  zwei 
Arten  der  Energicabnahme  zu  unterschei(}en: 

1.  Der  durch  die  räumliche  Ausbreitung,  d.  h.  die  Ver- 
teilung der  Energie  auf  immer  größer  werdende  Flächen.  Bei 
Kugelwellen  folgt  hieraus  eine  quadratische  Abnahme  mit  der 
Entfernung  vom  Sender.  Bei  dieser  Ausbreitungsart  bleibt 
die  Energie  an  sich  erhalten,  im  Gegensatz  zu  der 

2.  Abnahme  der  Energie  durch  Absorption,  Zerstreuung 
oder  (Igl.     In   diesem  Falle  wird  überall  im  Medium  ein  Teil 
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der  Schallenergie  in  Energie  anderer  Form,  beispielsweise 
Wärme  umgewandelt,  oder  durch  unregelmäßige  Zerstreuung 
oder  dgl.  der  weiteren  Ausbreitung  entzogen.  Das  wesentliche  ist, 
daß  wir  dann  pro  Kilometer  immer  dieselbe  Abnahme  auf  einen 
bestimmten  Bruchteil  haben,  ganz  gleichgültig,  ob  die  Ent- 
fernung vom  Sender  groß  oder  klein  ist.  Die  Abnahme  er- 
folgt nach  einer  Exponentialfunktion. 

Im  allgemeinen  wirken  beide  Faktoren  zusammen.  Dann 
überwiegt  bei  kleinen  Entfernungen  die  quaciratische  Abnahme, 
bei  großen  Entfernungen  die  exponentielle.  Solange  das 
quadratische  Gesetz  noch  gültig  ist,  läßt  sich  die  Reichweite 
durch  Verbesserung  der  Apparate  noch  wesentlich  erhöhen. 
Eine  Steigerung  der  Sendelleistung  oder  der  Empfänger- 
emptindlichkcit  auf  das  lOOfache  ergibt  eine  lOfache  Reich- 
weite, d.  h.  beispielsweise  von  10  km  auf  100  km.  Sobald 
aber  die  exponentielle  Abnahme  überwiegt,  ist  praktisch  durch 
eine  Verbesserung  der  Apparate  fast  gar  nichts  mehr  zu  ge- 
winnen. Nehmen  wir  z.  ß.  eine  Abnahme  auf  die  Hälfte  pro  km 
an,  so  ergibt  sich  für  nkm  eine  Abnahme  auf  (Vs)"»  ^'  ^'  ^^^ 
71  =i  10  km  auf  Viooo-  ^^  diesem  Falle  würde  also  eine 
Steigerung  der  Senderenergie  oder  Emprängeremptindlichkeit 
auf  das  1000 fache  nur  eine  Steigerung  der  Reichweite  um 
10  km,  d.  h.  z.  B.  von  10  auf  20  km,  bewirken.  Eine  noch- 
malige Steigerung  der  Senderleistung  auf  das  1000  fache,  d.  h. 
also  auf  das  lOOOOOOfache  der  ursprünglichen,  würde  wieder 
nur  10  km  weiter,  also  auf  30  km  reichen.  Man  sieht,  daß 
dann  100  km  niemals  zu  erreichen  sind. 

Auf  Grund  dieser  Überlegungen  hielten  wir  eine  genaue 
Untersuchung  der  Ausbreitung  des  Schalles  im  Wasser  für 
erforderlich,  und  zwar  kam  es  weniger  auf  die  Bestimmung 
der  maximalen  Reichweite  an,  die  ja  bisher  schon  oft  ge- 
messen war,  als  auf  die  viel  schwierigere  Untersuchung,  nach 
welchem  Gesetze  die  Abnahme  der  Schallenergie  auf  dem 
ganzen  Wege  erfolge. 

II.  Apparate  und  Meßverfahren. 
1.  Sender. 

Zur  Ausführung  der  Versuche  standen  seinerzeit  ver- 
schiedene Sender  und  Empfänger  zur  Verfügung.     Wenn  wir 
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uns  zunächst  mit  den  Sendern  befassen,  so  traf  es  sich  sehr 
glücklich,  daß  gerade  zu  der  Zeit,  in  der  mit  den  VersucheD 
begonnen  wurde,  zwei  elektrisch  betriebene  Scfutllsender,  der 
Fessenden  Oszillator  der  Submarine  Signal  Co.  in  Boston  und 
der  Elektromagnetsender  der  Signal-Gesellschaft  m.  b.  H.  in 
Kiel,  bekannt  wurden.  Beide  Sender  sind  im  wesentlichen 
große  Telephone,  nur  nach  anderen  Gesichtspunkten  kon- 
struiert. Die  Membran  wird  elektromagnetisch  durch  Wechsel- 
strom in  Schwingungen  versetzt  und  gibt  ihre  Energie  als 
Schall  au  das  Wasser  ab.  Die  Membran  und  das  sie  er- 
regende mechanische  System  haben  deutlich  ausgesprochene 
Eigenschwingungen,  kommen  also  nur  bei  Resonanz  stark  ins 
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Schwingen.  Es  zeigte  sich,  daß  die  zugeführle  elektrische 
Leistung,  die  an  einem  eingeschalteten  Wattmeter  unmittelbar 
abgelesen  werden  konnte,  in  gleicher  Weise  bei  Besonanz 
stark  anstieg,  wie  aus  Fig.  1  zu  ersehen  ist.  Da  bei  der 
Aufnahme  dieser  Kurve  die  Stromstärke  absichtlich  konstant 
gehalten  wurde,  sollte  man  ohne  mechanische  Schwingungen 
die  punktierte  Linie  erwarten,  da  die  Kupfer-  und  Eisen- 
verluste mit  der  Frequenz  langsam  ansteigen.  Die  schraffiert 
gezeichnete  Fläche,  die  eine  normale  Resonanzkurve  bildet, 
überlagert  sich  diesen  Verlusten.  Sie  stellt  die  durch  die 
mechavix'hen  Schwingungen  verursachten  Verluste  dar^  die  zum 
Teil  durch  innere  Dämpfung  verloren  gehen,  zum  größten  Teil 
aber    akustisch    ausgestrahlt    werden.       Daß    der    erstehe   Teil 


1 
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sehr  klein  war,  ergab  sich  durch  den  Vergleich  mit  der  Auf- 
nahme der  Resonanzkurve  in  Luft  (Fig.  2),  die  wegen  des 
Fehlens  der  Strahlungsdärapfung  außerordentlich  scharf  war, 
also  anzeigte,  daß  die  innere  Dämpfung  sehr  viel  kleiner  war. 
Für  genaue  Bestimmungen  kann  ihr  prozentualer  Anteil  leicht 
in  Rechnung  gesetzt  werden. \) 

Beide  Apparate  waren  mit  Gleichstrom  polarisiert;  die 
magnetische  Anzugskraft  war  daher  proportional  dem  Produkt 
aus  der  Gleichstrom-  und  der  Wechselstrom  stärke.  Dann 
mußte  die  ausgestrahlte  Leistung  (juadratisch  mit  dem  Produkt 
dieser  beiden  Stromstärken  wachsen.  Diese  Folgerung  fand 
sich  auch  experimentell  weitgehend  bestätigt.  Verminderung 
allein   der  Wechselstromstärke  auf  Xjn  verminderte  den  Aus- 
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schlag  am  Wattmeter  auf  1/n^,  und  zwar  sowohl  in  der  Re- 
sonanz wie  außerhalb  derselben.  Man  erhielt  also  wieder 
genau  die  Fig.  1,  nur  mit  einem  um  1/n*  verminderten  Strom- 
maßstab. Verminderung  der  Gleichstromstärke  auf  \\n  ver- 
minderte dagegen  nur  die  Größe  der  schraffierten  Fläche  auf 
I/t?^,'  so  daß  die  schwächer  werdende  mechanische  Resonanz- 
erscheinung  gegenüber  den  konstanten  elektrischen  Verlusten 
bald  gar  nicht  mehr  hervortrat. 

Das  quadratische  Gesetz  fand  sich  weitgehend  gut  be- 
stätigt. Nur  bei  großen  Stromstärken  trat  schließlich  Sättigung 
ein.    Beim  Fessenden  Oszillator  änderte  sich  gelegentlich  auch 


1)  Diese  Fragen  eiod  inzwischen  von  den  Herren  Hahnemann 
und  Hecht  genauer  untersucht  worden.  Vgl.  Phys.  Zeitschr.  20.  S.  104, 
245.   1919. 
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die  Resonanzlage  mit  der  Stromstärke,  wenn  die  Vorspannung 
seiner  inneren  Membranen  ungünstig  gewählt  wurde.  Die  Elasti- 
zität der  sich  durchbiegenden  Membran,  die  hier  für  die  Resonanz- 
lage maßgebend  ist,  ist  nämlich  vom  Ausschlag  abhängig.  Da- 
her treten  auch  gelegentlich  sogenannte  ,, Kipperscheinungen'' 
auf,  ein  plötzliches  Umspringen  des  Scbwingungszustandes  bei 
einer  gleichmäßigen  Änderung  der  Frequenz,  und  zwar  bei  zu- 
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nehmender  Frequenz  an  einer  andern  Stelle  als  bei  abnehmen- 
der (Fig.  3).  Die  gleichen  Erscheinungen  sind  bei  elektrischen 
Schwingungskreisen  mit  Bisenkernspulen  bekannt^)  Auch  bei 
diesen  ist  die  Selbstinduktion  und  damit  die  Resonanzlage  von 
der  Stromstärke  abhänf]:ig.  —  Beim  Sender  der  Signal-Oesell- 
schaft  wurde  niemals  eine  Verschiebung  bemerkt.  Bei  diesen 
werden  als  elastische  Zwischenglieder  longitudinal  beanspruchte 
Stäbe  benutzt^  deren  Elastizität  bekanntlich  bis  an  die  Grenze 


])  Vgl.  Bark  hausen,  Labile  Zufitän  de  elektrischer  Sjsteme.  Verh. 
d.  I>.  Phjs.  Ges.  XL  S.  267.  1909. 
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der  Zerreißfähigkeit  konstant  ist.     Daher  ist  der  Sender  der 
Signal-Gesellschaft  zu  Meßzwecken  hervorragend  geeignet. 

Der  mechanisch  -  akustische  Schwiugungsvorgang  wurde 
auch  rechnerisch  untersucht^)  und  gute  Übereinstimmung  mit 
den  Messungen  gefunden.  Besonders  gab  die  folgende  Er- 
scheinung eine  gute  Bestätigung. 

Bei  Druckschwankungen  von  1  Atm.  berechnet  sich  die 
akustisch  ausgestrahlte  Leistung  im  Wasser  zu  0,8  Watt/cm^ 
so  daß  eine  Membran  von  1000  cm^  /»wirksamer  Fläche" 
300  Watt  ausstrahlt.  Höhere  negative  Druckschwankungen  sind 
aber,  falls  der  Sender  nicht  tief  untergetaucht  wird,  unmöglich, 
da  sonst  Vakuumbildung  eintritt,  das  Wasser  sich  von  der  Mem- 
bran loslöst.  In  der  Tat  beobachtete  man  eine  starke,  schaum- 
artige Blasenbildung  an  der  Sendermembran,  wenn  die  am 
Wattmeter  angezeigte  Leistungsdifferenz  300  Watt  überschritt. 
Gleichzeitig  schwankte  der  Zeiger  des  Instrumentes  unregel- 
mäßig hin  und  her,  während  er  sonst  ruhig  feststand.  Tauchte 
man  den  Sender  tiefer  unter,  trat  das  Schwanken  erst  bei 
einer  höheren  Leistung  ein.  So  konnte  also  experimentell  das 
Eintreten  einer  bestimmten  Druckschwankung  sicher  festgestellt 
werden  und  da  sich  dafür  die  akustisch  ausgestrahlte  Leistung 
in  gleicher  Höhe  errechnete  wie  die  am  Wattmeter  angezeigte 
Differenz,  ist  ihre  Identität  sichergestellt. 

Hieraus  folgt  übrigens  weiter  ein  wichtiges  Konstruktions- 
prinzip, nämlich  daß  die  Membran  eines  Senders  eine  durch 
die  Senderleistung  und  die  Eintauchtiefe  bestimmte  Größe 
nicht  unterschreiten  darf,  damit  keine  Blasenbildung  eintritt. 

Daß  die  in  Fig.  1  schraffierte  Leistungsdifferenz  tatsäch- 
lich akustisch  ausgestrahlt  wurde,  wurde  schließlich  noch  ge- 
prüft an  einem  aperiodischem  Telephon,  das  in  der  Nähe  des 
Senders  ins  Wasser  gehängt  wurde  und  auf  ein  Duddel- 
galvanometer  geschaltet  war.  Die  Ausschläge  an  diesem 
Galvanometer  sind  proportional  dem  Quadrat  der  durch- 
fließenden Stromstärke,  in  unserem  Fall  also  dem  Quadrat 
der  Schwingungsweite  der  Tclephonmembran,  d.  h.  direkt  pro- 
portional   der   das  Telephon   treffenden   akustischen  Leistung. 

1)  Vgl.  hierzu  Hahnemann  und  Hecht,  Phys.  Zeitechr.  17f 
IS.  601.  1916  und  18.  S.  261.  1917. 
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In  der  Tat  erhielten  wir  bei  Änderungen  der  Frequenz  des 
den  Sender  speisenden  Wechselstromes  am  Galvanometer  eine 
Resonanzkurve  von  derselben  Form  wie  die  in  Fig.  1  gezeich- 
nete  schraffierte  Fläche.  Auch  blieb  bei  Änderung  der  Gleich- 
oder Wechselstromstärke  am  Sender  der  maximale  Ausschlag 
am  Duddelgalvanometer  stets  proportional  der  maximalen  Er- 
höhung des  Wattverbrauches  am  Sender;  das  Verhältnis  beider 
ist  konstant  wie  die  folgende  Tabelle  zeigt. 


45« 

6,2 

18°              1 

5,3 

30» 

5,8 

9,5*» 

4,1 

Differenz  im    ,    Ausschlag  flin   >     Verhältnis 
Watt  verbrauch      Galvanometer  beider 

280 

95 
160 

45 

Das  war  ein  weiterer  Beweis  dafür,  daß  die  Diflferenz  im 
Wattverbrauch  tatsächlich  als  Schallenergie  ausgestrahlt  wurde. 
Durch  diese  Messungen  wurde  wohl  zum  ersten  Male, 
wie  uns  scheint,  in  rinwands freier  Weise  die  von  einer  Schall- 
quelle  akustisch  aus  (gestrahlte  Leistung  festgestellt  Dies  war 
auch  praktisch  in  zweierlei  Hinsicht  wichtig.  Zunächst  ergab 
sich  hieraus  der  Wirkungsgrad  der  Sender  in  der  Resonanz* 
läge  zu  etwa  öO^/^j  (vgl.  Fig.  1).  Eine  wesentliche  Erhöhung 
der  Lautstärke  war  also  nicht  mehr  durch  Verbesserung  der 
Apparate,  sondern  nur  durch  Steigerung  der  zugeftlhrten 
Leistung  möglich.  Und  zweitens  konnte  mit  einem  einmal 
geeichten  Sender  durch  einfaches  Kegulieren  der  Stromstärken 
jede  gewünschte  Lautstärke  quantitativ  genau  hergestellt  werden, 
und  zwar  herab  bis  zu  den  kleinsten  Lautstärken.  Im  all- 
gemeinen wurde  der  Gleichstrom  konstant  gehalten  und  der 
Wechselstrom  verändert.  Dann  ergab  z.  B.  ein  Sender  4  Watt 
ausgestrahlte  Leistung  pro  1  Amp.^  Wechselstrom,  also  100  Watt 
bei  5  Amp,  ^loo  Watt  bei  Vio  ^mp.,  4.10-«  Watt  bei 
10~*  Amp.  usw.  Hiervon  wurde  bei  der  Empfängerprüfung 
und  bei  den  Reichweitenversuchen  weitgehendst  Gebrauch 
gemacht. 

Außer  den  elektrischen  Sendern  wurden  gelegentlich  auch 
mit  Druck  wasser  betriebene,  von  der  Signal -Gesellschaft  her- 
gestellte Sirenen  benutzt     Bei  diesen  kann  die  ausgestrahlte 
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Schalleistung  nicht  gemessen  und  somit  auch  nicht  auf  ihre 
Konstanz  geprüft  werden.  Sie  kann  nur  unter  der  wohl  kaum 
exakt  bestehenden  Voraussetzung  berechnet  werden,  daß  der 
pulsierend  austretende  Wasserstrom  zerlegt  werden  kann  in 
einen  gleichförmigen  akustisch  unwirksamen  und  einen  sinus- 
förmigen^  hin  und  zurückQutenden  Anteil,  dessen  Amplitude  Ä 
etwa  gleich  der  mittleren,  gleichförmigen  Strömung  zu  setzen 
ist,  da  ja  der  Wasserstrom  zeitweise  ganz  null  wird. '  Die 
Rechnung  sei  hier  nur  kurz  angedeutet. 

Das  Geschwindigkeitspotential  eines  von  einer  Schallquelle 
ausgehenden  Zuges  von  harmonischen  Wellen  ist 

(f  ^  —  ■     —  cos  x{at  —  r\, 

'  4nr  ^  ' 

Daher  ist  der  gesarate  durch  eine  Kugel  vom  Radius  r  hin 
und  her  pulsierende  Strom 

4^r*  ^   =  //cosxa^, 
0  r 

wenn  ^  <  ,,       ist.      A    ist    der   Maximalbetrag  '  der   an    der 

Schallquelle  zugeführten  Strömung.  Nach  Raleigh^)  beträgt 
nun  in  diesem  Fall  die  von  der  Schallquelle  in  den  Raum 
ausgestrahlte  Leistung 

Setzen  wir  A  in  lit/sec  ein,  so  erhalten  wir 

^=  1,05  (^j;,^,)'^8t/.ec Watt. 

Bei  den  benutzten  Sirenen  war  A  etwa  10  lit/sec,  also  die 
ausgestrahlte  Leistung  bei  der  Frequenz  n  ■>  1000/sec  etwa 
100  Watt.  Da  der  Betriebsdruck  etwa  6  Atm.  betrug,  be- 
rechnet sich  der  Wirkungsgrad  zu  nur  2  Proz.  Die  Rech- 
nung ist  daher  nur  mit  Vorsicht  hinzunehmen,  da  durch 
andere  mitschwingende  Teile,  z.  B.  das  Zuleitungsrohr^  auch 
noch  Schall  erzeugt  werden  kann. 


1)  Raleigh,   Theorie   des   Schal lee.     Deutsch    von  Neesen.    II. 
S.  128  ff.  1880. 
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Ein  Vergleich  der  beiden  zur  Verfügung  stehenden  Sendei 
typen,  der  freilieh  wegen  des  sehr  verschiedenen  Toncharaktei 
recht  ungenau  ist,  ergab  für  beide  die  gleiche  Größenordnun 
der  ausgestrahlten  Schalleistung  (300  Walt). 


2.  Empfänger. 

Als  Empfänger  wurden  aus  Gründen  der  Einfachheit  um 
Bequemlichkeit  in  der  Hauptsache  Mikrontnempfanger  be 
nutzt,  in  einer  Ausfuhrung,  wie  sie  im  wesentlichen  auch  au 
Handelsschiffen  zum  Abhören  von  Unterwasserglockensignalei 
benutzt  werden.  Die  Mikrophone  sind  in  Bronzekapseli 
wasserdicht  eingeschlossen  (Fig.  4).     Ein  Teil  der  Kapselwam 


Fig.  4. 

wird  gebildet  aus  der  die  Schallwellen  aufnehmenden  Mem 
bran,  mit  der  das  eigentliche  Mikrophon  Jl/ akustisch  leitend  ii 
Verbindung  steht.  Die  StromzufUhrung  übernimmt  ein  wasser 
dicht  in  die  Kapsel  eingezogenes  Gummiaderkabel.  Dii 
Mikrophone  konnte  man  vom  Empfangsschiff  aus  am  Kabe 
leicht  beliebig  tief  ins  Wasser  hängen.  Ihre  Schaltung  ist  am 
Fig.  5  zu  ersehen.  Der  Gleichstrom  /  wurde  zwei  bis  dre 
Trockenelementen  E  entnommen  und  durch  einen  Regulier 
widerstand  B^  auf  50  Milliampere  einreguliert.  Die  durch  dii 
Schallwellen  entstehenden  Stromschwanknngen  wurden  durcl 
den  Transformator  T  dem  Fernhörer  F  zugefllhrt.  Die  Laut 
Stärkemessung  geschah  nach  der  Parallelohmmethode,  indem  de 
Widerstand  B  so  lange  verkleinert  wurde,  bis  der  Sendertoi 
gerade   nicht   mehr  im   Fernhörer  wahrnehmbar  war.     Diesi 
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Einstellung  war  auf  etwa  20  Proz.  genau,  Nebengeräusche  im 
Mikrophon  oder  am  Meßort  verursachten  freilich  oft  wesent- 
lich größere  Fehler.  Die  „Lautstärke"  wurde  berechnet  nach 
der  Formel 

indem    der    Eombinationswiderstand   T   parallel  F  ^    « -^  -v, 

für  Wechselstrom  etwa  1000  Ohm  betrug.^)  F  war  ein 
lOOO-ohmiger  Femhörer  mit  einem   Wechselstrom  widerstände 


\ifn — Ä?i — r  ■? 
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• 


Fig.  5. 

Ton  etwa  3000  Ohm.  Die  so  berechnete  ,,Laat8tärke''  ist 
zunächst  nur  ein  Maß  für  die  vom  Mikrophon  erzeugte 
Wechselstromstärke  und  es  war  zu  prüfen,  welche  akustische 
das  Mikrophon  treffende  ,, Wasserlautstärke"  dieser  entsprach. 
Ein  roher  Versuch  zeigte  schon,  daß  hier  sehr  große  Fehler 
unvermeidlich  sind.  Eine  geringe  Umlagerung  der  Mikrophon- 
kontakte, wie  sie  oft  bei  den  geringsten  Erschütterungen  schon 
eintrat,  konnte  die  gemessene  „Lautstärke"  um  das  zwei-  bis 
dreifache  ändern,  obwohl  die  Wasserlautstärke  genau  konstant 
gehalten  wurde.  Es  hat  in  diesem  Falle  gar  keinen  Zweck, 
eine  möglichst  genaue  Eiuzelmessung  zu  machen.  Dagegen 
erhält  mau  einigermaßen  brauchbare  Resultate,  aus  denen  sich 
auch  Gesetzmäßigkeiten  ableiten  lassen,  wenn  man  das  Mittel 
aus  sehr  vielen  Messungen,  die  unregelmäßig  durcheinander 
liegen,  nimmt.  So  wurde  die  Beziehung  zwischen  berechneter 
und  W^asserlautstärke  in  folgender  Weise  geprüft.  Sechs  Emp- 
fänger wurden  in  1  —  5  m  Abstand  vom  Sender  ins  Wasser 
gehängt.     Zum  Empfangstelephon  parallel  lagen  abwechselnd 


1)  Die  übliche  Rechnung,  bei  der  nur  die  Strom  Verzweigung 
zwischen  H  und  F  betrachtet  wird,  iat  falsch.  Bei  kleinerem  Wider- 
stände T  regulitirt  R  z.  B.  praktisch  erst  von  da  ab,  wo  es  kleiner 
als  T  wird. 
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durcheinander  die  Widerstände  Ä  =  1,  10,  100,  oc  Ohm,  w.i 
also  berechneten  Lautstärken  von  lOüO,  100,  10,  1  entsprich 
Für  jede  Widerstandsstufe  wurde  mehrmals  diejenige  Sendei 
Stromstärke  bestimmt,  bei  der  man  gerade  noch  auf  dei 
Empfänger  einen  Ton  hörte.  Obwohl  die  so  bestiaimte 
Senderstromstärken  unter  denselben  Bedingungen  oft  mel 
als  1:3  voneinander  abwichen,  ließ  sich  doch  deutlich  ei 
kennen,  daß  die  Änderungen  der  Senderstromstärke  durchwe 
geringer  waren  als  die  zugehörigen  Lautstärken.  Bei  tiefe 
Perioden  war  die  Senderstroni stärke  sehr  nahe  der  Würze 
aus  der  nach  obiger  Formel  berechneten  Lautstärke  pro 
portional,  d.  h.  eine  Änderung  von  H  im  Verhältnis  1 :  10< 
trat  schon  bei  einer  Änderung  der  Stromstärke  von  1  :  10  ein 
Hiernach  wäre  die  berechnete  Lautstärke  nicht  ein  Maß  füi 
die  Amplituden,  sondern  für  deren  Quadrat,  d.  h.  fQr  di< 
akustische  Leistung  im  Wasser.  Bei  höheren  Periodenzahlex 
war  aber  mehr  das  Umgekehrte  der  Fall. 

Mit  einem  geeichten  Sender,  bei  dem  die  ausgestrahlte 
Leistung  pro  Ampere  bekannt  war,  konnte  so  auch  eine  ab- 
solute Eichung  der  Empfänger  vorgenommen  werden  untei 
der  Annahme,  daß  die  Ausbreitung  der  Schallenergie  in  ge- 
ringen Abständen  vom  Sender  quadratisch  vor  sich  geht,  die 
Schalldichte  sich  also  aus  der  Senderleistung  dividiert  durcl 
die  Oberfläche  der  Kugel  mit  dem  Empfängerabstand  als 
Radius  berechnen  läßt.^)  Daß  der  Sender  nach  allen  Seiten 
gleich  stark  wirkte,  wurde  durch  Drehen  des  Senders  nach' 
gewiesen.  Es  ergab  sich,  daß  eine  Schalldichte  von  dei 
Größenordnung  10~^^  Watt/cm^  am  Ort  des  Mikrophons  er- 
forderlich war,  um  einen  hörbaren  Ton  zu  erzeugen  Das 
menschliche  Ohr  braucht  etwa  10~^®  Watt/cm*.  Das  steht  in 
guter  Übereinstimmung  mit  der  beobachteten  Tatsache,  da£ 
der  Schall  unter  Wasser  in  dem  Luftraum  z.  B.  eines  'Unter- 
seebootes  mit   dem  bloßen  Ohr   etwas   schlechter  empfangen 

1)  Streng  genomincu  müssen  hierbei  Sender  und  EmpfUnger  voc 
allen  reflektierenden  Wänden,  also  von  dem  Grand  und  der  Wasser 
Oberfläche  einen  Abstand  haben,  der  groß  gegen  ihren  gegenseitigec 
Abstand  ist.  Dieser  inuü  andererseits  groß  gegen  die  Senderabmessungei 
sein.  Diese  Bediogungen  sind  schwer  zn  erfüllen  and  waren  es  bei  dei 
Eichung  auch  nicht,  so  daß  nur  die  Größenordnung  richtig  iat. 
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wird  als  mit  der  Unterwasserschallapparatur.    Es  geht  ja  nur 
etwa  Yiooo  ^®^  Schalles  vom  Wasser  in  die  Luft  über. 

Wegen  der  großen  Inkonstanz  der  Mikrophone  wurden,  wo 
es  die  Verhältnisse  gestatteten  und  es  auf  sehr  genaue  Mes- 
sungen ankam,  besonders  bei  den  ersten  genauen  Versuchs- 
reihen neben  dem  Mikrophon  auch  die  vorher  erwähnten  elek- 
trischen Sender  als  Empfäntßer  benutzt.  Die  Wirkungsweise  der 
elektrischen  Sender  als  Empfänger  ist  dieselbe,  wie  die  eines 
angesprochenen  Telephons.  Infolge  der. Membranschwingungen 
und  der  dadurch  bewirkten  Änderung  des  magnetischen 
Flusses  werden  in  der  Magnetspule  des  Apparates  elektro- 
motorische Kräfte  induziert,  die  in  einem  unmittelbar  an- 
geschalteten Telephon  einen  Ton  erzeugen.  Die  LiLutstärke 
wurde  auch  hier  durch  Schwächung  des  Stromes  bis  zum 
Verschwinden  des  Tones  gemessen.  Da  Sender  und  zu- 
gehöriges Telephon  zusammen  nur  40  Ohm  wirksamen  Wider- 
stand hatten,  wurde  die  Schwächung  nicht  durch  Parallelohm, 
sondern    durch  einen   Vorschaltwiderstand  hergestellt  (Fig.  Ü). 


CO 


Oszillator 


€^ 


Fig.  6. 

Die  Lautstärke  berechnet  sich  dann  nach  der  Formel 

Jl  •=  0  ergibt  die  Lautstärke  1,  d.  h.  die  kleinste,  eben  noch 
hörbare  Lautstärke.  Bei  sehr  großen  Lautstärken,  nur  wenige 
Meter  vom  Sender  entfernt,  konnte  der  akustisch  induzierte 
Empfangsstrom  unmittelbar  durch  ein  an  Stelle  des  Fern- 
hörers F  eingeschaltetes  Milliamperemeter  gemessen  werden. 
Diese  sehr  genaue  Messung  wurde  nochmals  zur  Prüfung  der 
Theorien  benutzt.  Wie  zu  erwarten,  ergab  sich  Proportionalität 
dieses  Stromes  mit  der  Senderwechselstromstärke,  sowie  der 
Erregerstromstärke  des  Senders  und  der  des  Empfängers.  Nur 
bei  sehr  großen  Stromstärken  traten  Sättigungserscheinungen 
ein.     Es  ist  zu  beachten,  daß  neben  dem  Sender  jetzt  auch 


4Ö8  //.  Bar ft hausen  u,  IL  Lichte, 

der  Empfänger  eine  ausgcsjirochene  Resonanz  besaß,  und  bei 
im  allgemeinen  nicht  genau  übereinstimmten.  Das  letzte 
war  bis  zum  gewissen  Grade  eine  Krleichtening.  War 
nämlich  eine  mittlere  Fre<iuenz  eingestellt,  so  kounte  die 
in  ziemlicli  weiten  Grenzen  geändert  werden,  ohne  daß  d 
Empfaugsstrom  sich  änderte. 

Die  Empfindlichkeit  des  Senders  als  Empfänger  war  et^ 
zehnmal  geringer  als  die  guter  Mikrophone.^)  Dafür  war  ah 
die  sicher  gewährleistete  Konstanz  der  Messung  ein  sehr  groß 
Vorteil.  .  Freilich  brachte  die  Verwendung  der  Sender  s 
Empfänger  erhebliche  Schwierigkeiten  mit  sich.  Wegen  d 
groBen  (-Jewichtes  —  ein  Sender  wiegt  250  kg  —  war 
nur   am    Kran    ins  AV asser   zu    lassen.      Ferner   erfordert 

\  6  Amp.  Gleichstronierrogung;  diese  Versuche  konnten  also  m 

gemacht   werden  von  Schiffen  aus,  die  elektrische  Maschin« 

!  an  Bord  hatten. 


I 


B.  Meßverfahren. 

Zur  Durchführnng  der  oben  genannten  Versuche  über  d 
Schallausbreitung  waren  zwei  Stationen  erforderderlich,  eil 
Sende-  und  eine  P^mpfangsstation,  von  denen  die  eine  an  Lan 
die  andere  auf  einem  Schitl'  oder  beide  auf  Schiffen  unterg 
bracht  waren.  Eine  Station  war  gewohnlich  fest,  d.  h.  sie  ander 
ihren  Standort  nicht,  während  die  zweite  Station  beweglich  w« 
Die  Abstandsbestimmungon  zwischen  bci«len  Stationen  wurde 
gemacht  entweder  durch  Peilungen  von  Bord  aus  nach  Lan< 
marken  oder  einfach  durch  Ablaufen  eines  Schifl'es  mit  koi 
stanter  bekannter  üescliwindigkeit  von  der  Gegenstati  u  ur 
Zeitmessung.  Wo  es  möglich  war,  wunlon  b(.-ido  Mettiodt 
kombiniert  und  aus  den  nach  beiden  Methoien  gefundene 
Werten  der  Mittelwert  genommen.  Veisot/ung  dunh  Wir 
und  Strom  wurde  nach  Möglichkeit  heriUksichtigt.  l)ie'Fehli 
in  der  Entfernungsbestimmung  betrugen  etwa  5 — 10  I'ro/. 

Da  ein  großer  Teil  der  Empfang^messungen  mit  Mikr 
phonen  gemacht  werden  mußte,  wurden  zur  Verminderui 
der  Fehler  sämtliche  LautstärkemessungfU  uubr  Benutzui 
mehrerer   Empfang>a]>paraturen    von    mehreren    Beobachter 

1)  Zu  (Ich  Hp/itoren  ^oimum  Mos.-in-;.'!  n  w  idrii  zum  Teil  wenig 
(niipfiiidliche,  abt'i*  dafür  etwa&  konstautoic  Mikiuplioue  beuutxt. 
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mindestens  zwei,  gleichzeitig  ausgeführt.  Die  von  den  ver- 
schiedenen Beobachtern  auf  verschiedenen  Empfangsapparaturen 
gemessenen  Werte  wurden  dann  zu  Mittelwerten  vereinigt. 

Um  die  Genauigkeit  noch  zu  vergrößern,  wurde  für  jeden 
Beobachtungsort,  d.  h.  für  jeden  Abstand  vom  Sender,  in  dem 
die  Lautstärke  gemessen  wurde,  mit  verschiedenen  Strom- 
stärken, die  durch  verschiedene  Morsezeichen  gekennzeichnet 
waren,  gesendet  und  für  jede  Stromstärke  die  Lautstärke  be- 
stimmt. Aus  allen  so  erhaltenen  Werten  wurden  die  Laut- 
stärken pro  Ampere -Senderstrom  gebildet  und  aus  diesen  , 
Werten  wieder  der  Mittelwert  gebildet.  Die  Stromstärken 
wurden  dabei  in  den  Grenzen  1:70,  die  ausgestrahlte  Schall- 
leistung also  fast  wie  1 :  5000  geändert.  Diese  Methode  ist 
sehr  zuverlässig.  Prinzipielle  Fehler  der  Parallelohmmethode 
fallen  bei  ihr  fast  ganz  heraus;  denn  es  werden  bei  ihr  die 
Mikrophone  in  allen  Entfernungen,  wenigstens  zum  Teil,  mit 
derselben  Lautstärke,  insbesondere  auch  mit  der  geringsten 
wahrnehmbaren  Lautstärke  beansprucht.  Dadurch  wurde 
ferner  gleichzeitig  festgestellt,  welche  geringste  Schalleistung 
für  jede  Entfernung  erforderlich  war. 

Um  sich  ein  Bild  von  der  Genauigkeit  der  Methode 
machen  zu  können,  seien  in  der  folgenden  Tabelle  die  an 
einem  Punkt  mit  verschiedenen  Mikrophonempfängern  ge- 
messenen Werte  mitgeteilt. 


Ampere  } 


14 

8 

4 

2 
.  1 

0,5 


(^-Empfönger 
I\       I        P,       I  L/Amp. 


9 
14 

8 
12,5 
15 
10 


10 

7   i 

10 

8    i 

30 

30 

40 

40 

50 

80 

200 

800 

Mittelen 


Px 


M-  Empfänger 


15 
20 
50 
50 
300 
10000  (?) 


P,        I  L/Amp. 


15 
20 
40 
70 
120 


5 

6 

5,5 
8,3 
6,5 
2  (?) 


Mittel  =  6,5 


Die  Senderstromstärke  wurde  von  14  bis  0,5  Amp.  ge- 
ändert. Unter  P^  und  P^  sind  die  mit  zwei  Empfängern  von 
zwei  Beobachtern  aus  mehreren  Messungen  ermittelten  Parallel- 
ohmwerte  und  unter  Z/Amp.  die  daraus  ermittelten  Laut- 
stärken pro  Arap.  mitgeteilt.    Die  so  ermittelten  Werte  weichen 
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trotz   der  Ungenauigkeit  der  Methode  und  der   Schwierigkeit 
der  Messung  nicht  zu  sehr  voneinander  ab. 

Zum  Vergleich  sei  auch  eine  Meßreihe  mitgeteilt,  bei  der 
ein  Sender  als  Empfänger  diente. 


A  mp.   ' 

_   .   i 

8540 

1 

7040 

1     ^"^1  -^  ^1 
1      2  Ainp. 

14 

1 

556  \  Sender 
474  ges&ttigt 

8 

8540 

4040 

4 

2040    ' 

3040 

635 

1540 

2040 

895 

1 

840 

940 

890 

0,5 

290 

240 

1060 

0,2 

140 

700 
Mittel  =  759 

Die  unter  R^  und  B^  mitgeteilten  Zahlen  bedeuten  die 
von  verschiedenen  Beobachtern  gemessenen  Widerstandswerte, 
bei  denen  Verschwinden  der  Lautstärke  eintrat  In  der  letzten 
Reihe  sind  die  Mittelwerte  aus  beiden  Messungen  dividiert 
durch  die  Amperezahl  enthalten. 

Die  beiden  mitgeteilten  Tabellen  ergeben,  daß  innerhalb 
der  Versuchsfehler  sowohl  beim  Empfang  mit  Mikrophonen'] 
wie  mit  Oszillator  die  Lautstärke  proportional  der  Senderstrom- 
stärke  zunimmt,  daß  also  die  Lautstärke  dividiert  durch  die 
Senderstromstärke  für  eine  bestimmte  Entfernung  als  konstant 
angenommen  werden  kann,  obwohl  die  Senderstromstärke  wie 
1 :  70  geändert  wurde.  Die  teils  erheblichen  Abweichungen 
vom  Mittelwerte  fallen  ganz  unregelmäßig  und  zeigen  keine 
Abhängigkeit  von  der  Stromstärke.  Sie  sind  durch  die  Un- 
sicherheit der  Hörmessung  bedingt,  f 

III.  Ergebnis  der  Versuche. 
1.  Abnahmegeeetz. 

Die  ersten  systematischen  Untersuchungen  über  die  Ab- 
hängigkeit der  Lautstärke  von  der  Entfernung  wurden  in  der 
beschriebenen  Weise  am   17.  und  18.  Mai  1915  in  der  Eckern- 


1)  Die  oben  mitgeteilte  Abweichung  der  Mikrophone  von  der  Pro- 
portionalität wurde  hier  zum  Teil  dadurch  kompensiert,  daß  der  Sender 
bei  14  und  8  Ampere  schon  etwas  übersättigt  war. 
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förder  Buclit  angestellt.     Der  Abstand  wurde  etwa  von  Kilo- 
meter zu  Kilometer  j^e'andert. 

In  den  folgenden  Tabellen  sei  der  Anschaulichkeit  wegen 
nine  ToUständige  Meßreihe  mitgeteilt.  Die  Tabellen  a  bis  h 
enthalten  die  an  den  einzelnen  Punkten  gemessenen  Laut- 
stärken. Die  erste  Spalte  jeder  Tabelle  enthält  die  Strom- 
stärke, mit  der  der  Sender  betrieben  wurde,  die  unter  B^  und 
Äj  mitgeteilten  Werte  bedeuten  die  von  zwei  Beobachtern  mit 
einem  Oszillator  gemessenen  Lautstärken.  Aus  je  zwei  zu- 
sammengehörigen Werten  der  von  beiden  Beobachtern  ge- 
messenen Lautstärken:  wurde  der  Mittelwert  gebildet  und  durch 
die  Amperezahl  dividiert.  Der  so  entstandene  Wert  ist  in 
Spalte  4  enthalten.  Die  Spalten  5 — 7  und  8 — 10  geben 
entsprechende  Messungen  mit  zwei  Mikrophonempfängem 
wieder.  Aus  den  für  jeden  einzelnen  Punkt  und  für  jeden 
Empfänger  gefundenen  Werten  für  die  Lautstärke  pro  Ampere 
wurden  die  Mittelwerte  gebildet. 


18.  Mai  1915  9—12  Uhr  vormittags  2.  Versuchsreihen. 

R  =  VorechaKwidefstand  +  40  Ohm. 

P  =  Parallelwiderstand  «Z.  =      -  - — ^   • 

1000        .         ,        1000 
/.,  =  !  +  -^- ,     L,  «  1  +  -TT- 


a)  Entternung  0/J3  km. 


Oszillator 

0 

•Empläogor 

!• 

• 

M'  EmpfaDi 

5er 

Ainp. 

1  lix-^R% 

'i 

1 1 

'     L 

1 

i 

t 

L 

:     ^«'i      ,     J^i. 

1      •        ■ 
2Amp. 

1      l\ 

1 

j  Amp 

•       , 

P          P 

l_ 

Amp. 

14       10040        — 

717 

3 

24 

3          — ^ 

.  24 

8      :  5040         — 

630 

4 

— 

81 

1  j 

1. 

8          — 

16 

4         4040         — 

1010 

5 

— 

50 

i: 

1 

4           — 

62 

2         2040         — 

1030 

10 

:     50 

1 

40           — 

12 

1      i    1040        — 

1040 

16 

66 

1 

70          — 

14 

0,5           640         — 

1280 

500 

— 

6 

K.  E. 

(2) 

0,2           440         — 

2200 
=  1142 

1    200 

— 

,     30 

•«       : 

(5) 

Mittel 

Mittel 

=  37 

Mittel  ^ 

>  26 

AonaieD  der  Physik. 

IV.  Folge. 

62. 

88 

_  .•  «w. 


»■   •    • 
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b)  Entfernung  2,16  km. 


Amp. 


14 
8 
4 
2 
l 
0,5 
0,2 


8540 

3:^40 

204Ü 

1540 

840 

290 

140 


Oszillator  ;! 


7040 
4040 
3n40 
2040 
940 
240 


556 
474 
635  . 
895 
890 
1060 
700 


0  •  Empfiftnger 


10 
10 
30 
40 
50 
200 


7 

8 

SO 

40 

80 

300 


9     i 

14  ' 
8     ! 

12,5: 

15  < 


M-  Empfänger 


Amp.  t'       ^ 


I 


15 

20 

50  ; 

50  I 
300  I 


(t) 


I 


Pt 


10   ;.  10000  >    ^ 


Aoif 


15 

:   5 

20 

6 

40 

6,5 

70 

8,3 

120 

6,5 

— 

21?» 

Mittel  =  759 


Mittel  =  11 


Mittel  -  6,5 


c)  Entfernung  8,24  km. 


Amp. 


14 
8 
4 
2 
1 

0.5 
0,2 


i?i 


■1 

Oszillator  fr 

i  --Aiiip.  „ 


3540 

5040 

2040 

2040 

940 

1040 

540 

790 

290 

440 

240 

— 

(V 

807 
255 
247 
338 
365 
480 


0- 

Empfftuger      |i 

M- 

Empfänger 

^ 

L 

Pl 

20 

P^ 

1! 

Amp.  1' 

Pi 

Pf 

Auip 

20 

4    i' 

40 

30 

2,1 

40     j       30 

8.7 

40 

80 

8J 

60t?)|     — (? 

4 

50 

50 

5.2 

40 

60 

10      i 

800 

80    ;     4,2 

100 

100 

6,5   , 

— 

1000         2 

— 

1000 

4 

— 

^_      1     

— - 

lOTOO 

5,5    i 

Mittel  ^  331 


Mittel  -  5,4 


Mittel  •  8,4 


d)  Entfernung  4,07  km. 


1 

Oszillator 

0- 

Empfanger 

1       Jtf- 

EmpfÜDger 

Amp.  ' 

Rt  +  ^i 

L 

L 

• 

/A 

lit 

2  Amp. 

Pi 

Pt 

Amp. 

Pi 

Pf 

Amp. 

14 

2040 

2  MO 

168 

20 

15 

4,1 

20 

20         4 

8 

1040 

1040 

130 

30 

30 

4 

40 

30         8,7 

4 

440 

^_ 

110 

30 

80 

5,5 

l:    40 

90     1     5 

2 

540 

270 

100 

90 

5,7 

,:  200 

150     .     8,4 

1 

240 

— 

240 

1000 

^^^ 

2 

1 

0,5 

40 

88 

11 

■ 

0,-' 

— 

— 

■ 

!■ 

i 

Mittel  ~  165 


Mittel  -  4,2 


Mittel  -  4,02 
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Amp. 


e)  Entfernung  4,99  km. 


Ä. 


Oszillator 

Äi  +  Ä, 


Ä. 


2  Amp. 


(7- Empfänger 


Px 


P. 


Af- Empfänger 


Amp 


:il  P. 


...1     IL 


P. 


20 

50 

200 


1000 
ilOOOO 


20 

60 

200 

500 


3,6 
2,8 

1,8 

2 

2 


80 
100 
200 
250 


40 

80 

300 

600 


Amp. 

2 

1,5 

1,2 
1,9 


-     I     7(?) 


Mittel  -  68,8 


Mittel  =  2,2 


Mittel  =  l,t( 


f)  Entfernung  6,18  km. 


Amp. 


14 
8 
4 


Ä, 


Osiillator 

Äi  +  Ä, 


Ä, 


(7-Empfönger 


2  Amp.  i 


Pi 


Pf 


Amp. 


M'  Empfänger 


Pi 


P. 


240    I 

40    i 


240 
40 


17 
5 


100        100    ,    0,8 
—     -200        0,75 


—    :      —    1       —       .1000 


2      I      —    I      -    i       - 


800 
1000 


0,8 
1 


200  I  200 

10000.  300 

1000  j  3Ö0 

10000  I  800 


Amp. 

0,5 
0,8 
0,8 
1,8 


Mittel  =  1 1 


Mittel «  0,8 


Mittel  =»  0,7 


g)  Entfernung  7,12  km. 


Amp. 


14 

8 
4 


Äi 


Oflsillator 


Ä. 


(7 -Empfänger 


M'  Empfänger 
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schreiten  um  je  3  km  sinkt  die  Lautstärke  also  auf  1 : 2,3', 
d.  h.  auf  rund  den  zehnten  Teil.  In  Übereinstimmung  mit 
diesem  Ergebnis  wurde  beobachtet,  daß  zur  Uberbrückung  von 


^  ^   ^  ♦ 


o  Oszillator  aisünpßngBr  am  TL  W1B  sm  itrp^do- 
•  -.'  "  "  amtDiffkkfi'  sdiiesstand. 
-¥  Mikrophone"       -       zeitig  aulgenommen. 

Sender  auf  Damp/^rßauss  Wechseistrom  }ionn-(k2Amp, 

geSifdert. 

Gleichstrom  am  SenätraEmpßnger  6  Amß 

Frequenz  518. 


Grenze  d^ 
Hörbarkeit 
beimAmp, 


Pig  7. 


8  km  10  Ampere  am  Sender  erforderlich  waren,  zur  Ober- 
brückung  von  5  km  nur  noch  1  Ampere  und  für  3  km  Vs  Ampere 
Senderstrom  ausreichte.  Die  aufgewandte  Leistung  wächst 
quadratisch  mit  der  Stromstärke  und  es  waren  für  8  km  ein 
Kilowatt,  für  5  km  10  Watt,  für  3  km  0,4  Watt,  d.h.  V^^o 
der  Leistung  für  8  km  erforderlich.  Für  11  km  wären  hier- 
nach 100  Kilowatt,  für  14  km  10000  Kilowatt  erforderlich  ge- 
wesen. Es  war  also  als  praktisch  vollkommen  unmöglich  nach' 
ff e wiesen,  selbst  hei  wesentlicher  Verbesserung  der  Apparate  eine 
irgendioie  größere  Reichweite  zu  erzielen. 


2.  £influß  der  Wassertiefe. 

Nach  diesen  ersten  Versuchen  herrschte  zunächst  große 
liatlosigkeit  So  gcringo  Reichweiten  waren  bis  dahin  noch 
nie  beobachtet  worden.  Man  konnte  sich  den  tirund  dieser 
starken  Abnahme  überhaupt  nicht  erklären  und  vermutete,  daß 
die  Wassertiefe  oder  die  Beschaffenheit  des  Bodens  yielleicht 
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die  Schuld  sein  könnten.  Es  wurde  deshalb  eine  Wiederholnng 
der  Versuche  unter  den  verschiedensten  Bedingungen  vor- 
genommen. 

Wir  wollen  zunächst  die  Ergebnisse  einiger  Verbuche  mit* 
teilen,  die  im  Juni  1915  bei  verschiedenen  Wassertiefen  in  der 
Danziger  Bucht  angestellt  wurden.  Da  das  Abnahmegesetz 
bereits  bekannt  war,  wurden  nur  Stichproben  auf  4  und  8  See- 
meilen  und    in   möglichst   weiter  Entfernung    gemacht.      Sie 


IrlJuniTSIS 
o  -  8$m  Wasser1iefi¥ersudilkHMttfklI.lS. 

%  n-jO  •  •  -         "  Z  '  7.'    ' 

^m$0  -  '  •         "  $  '  5  *    * 


Fig.  8. 

wurden  ausgeführt  bei  12,  15,  80,  70  und  85  m  Wassertiefe 
(B'ig.  8).  Die  Messungen  sind  nicht  sehr  genau,  lassen  aber 
doch  den  Schluß  zu,  daß  die  verschiedene  H^assertiefe  sicher 
nicht  die  Ursache  für  die  starke  DSmpfunff,  die  auch  hier 
auftrat,  sein  konnte. 

Es  war  schon  bei  den  Eckernförder  Versuchen  beobachtet 
worden,  daß  sich  die  Lautstärke  innerhalb  einiger  Minuten 
langsam  änderte,  auch  wenn  der  Oszillator  als  Empfänger  be- 
nutzt wurde,  die  Apparate  also  nicht  die  Ursache  daftir  sein 
konnten.  Das  trat  hier  in  noch  höherem  Maße  ein.  Es  kamen 
Lautstärkenunterschiede  von  1 : 5  vor.  Bei  tiefem  Wasser  hörte 
man  ferner  oft  ein  langes  Nachhallen  wie  in  einer  Kirche. 
Morse/eichen  kamen  dann  sehr  verschwommen  an  und  waren 
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schwer  oder  gar  nicht  zu  entziffern.  Es  herrschte  an  diesen 
Tagen  Sonnenscliein  und  meist  glatte  See.  Temperaturmessun- 
gen mit  einem  elektrischen  Thermometer  ergaben  in  größeren 
Tiefen  um  6  bis  8®  kälteres  Wasser  als  an  der  Oberfläche. 
Vgl.  hierzu  den  folgenden  Abschnitt. 

Während  also  bei  Wassertiefen  zwischen  10  und  100  m 
keine  Unterschiede  zwischen  den  verschiedenen  Tiefen  hinsicht- 
lich der  Dämpfung  des  Schalles  festgestellt  wurde,  liegen  die 
Verhältnisse  anders,  wenn  der  Schall  größere  Strecken  flachen 
Wassers  durchläuft. 

Der  obere  Teil  der  Fig.  9  zeigt  die  äußeren  Bedingungen 
des  in  Landnähe  ausgeführten  Versuches.  Der  Sender  stand 
in  3  km  Abstand  von  der  Landungsbrücke.  Gegeben  wurde 
mit  517  Perioden  und  zwei  verschiedenen  Stromstärken.  3  Mi- 
krophone wurden  von  einem  Ruderboot  aus  ins  Wasser  ge- 
hängt. Die  Lautstärke  wurde  wie  früher  angegeben  gemessen, 
die  Tiefe  wurde  durch  Lotung  festgestellt,  die  Entfernung  an 
der  Landungsbrücke  durch  Abschreiten,  die  Entfernungen 
zwischen  der  Landungsbrücke  und  der  ausgelegten  Markierungs- 
boje durch  Abrudern  mit  konstanter  Geschwindigkeit  nach  der 
Zeit  bestimmt.  Die  Zwischenwerte  wurden  geschätzt.  Daher 
sind  die  Entfernungen  nicht  sehr  genau,  nur  der  Größenord- 
nung nach  richtig. 

Die  untere  Kurve  der  Fig.  9  zeigt  die  von  See  her  anfangs 
langsam,  später  schnell  abnehmende  Lautstärke. 

Der  Schall  wird  also  beim  Dvrchlaiifen  (ftÖßerer  Längen 
flachen  ß^a^sers  sehr  stark  geRch wacht  Bei  517  Perioden,  d.  h. 
rund  3  m  Wellenlänge,  geht  die  Scballautstärke  bei  einer  Wasser- 
tiefe von  3  m,  d.  h.  von  einer  Wellenlänge,  beim  Durchlaufen 
von  1 00  m  auf  den  vierten  Teil,  bei  2  m  Wasst^rtiefe  auf  den 
sechzehnten  Teil  zurück.  Bei  4  bis  5  m  Wassertiefe  ist  die 
Schwächung  wesentlich  geringer,  schätzungsweise  ^^  für 
100  m. 

Auf  1  km  Länge  würde  die  Schwächung  von  lOn  m  LäAge 
10  mal  nacheinander  eintreten.  Bei  2  m  Wasser  tiefe  würde 
dann  die  LautMä'ke  auf  (Vio)!^  ^^i  3  m  Wassortiefe  auf  (V4)^^ 
bei  4  m  Wassertiefe  auf  ('/a)^®  =  Viooo  geschwächt  weiden.  Hier- 
nach ist  mit  einiger  W'ahrscheinlichkeit  anzunehmen,  daß  bei 
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einer  Wassertiefe  von  über  9  m,  d.  h.  voa  Über  S  WeUeoIängeii. 
der  Einfluß  auf  die  SchwäcbuDg  des  Schalles  zu  Ternachläsaigen 
ist.     In   der  Tat  /eigen    die   vorher  mitgeteiUen  Reicliweiten- 


versuche,  daß  zwischen  12  und  80  m  WaBsertiefe  kein  tnerk- 
licher  Unterschied  in  der  Dampfung  des  Schallea  eintritt. 
.Spätere  Versuche  ergaben  meist  eine  Schiräcbung,  wenn  der 
Schall  über  Sandbänke  laufen  mußte,  die  weniger  als  6  m 
Wasser  liatteu. 
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Die  Tatsache,  daß  bei  geringer  Wassertiefe  eine  sehr 
starke  Dämpfung  eintritt,  ist  wohl  dadurch  zu  erklären,  daß 
Saudboden  den  Schall  sehr  stark  dämpft  und  nicht  durchläßt. 
Das  wurde  auch  experimentell  bewiesen,  indem  Mikrophone 
am  Strande  eingegraben  wurden.  Schläge  gegen  einen  im 
Boden  gesteckten  Metallstab  waren  in  unmittelbarer  Nähe  sehr 
laut  zu  hören,  aber  schon  in  einer  Entfernung  von  wenigen 
Metern  nicht  mehr.  Würde  sich  der  Schall  auch  im  Sand- 
boden fortpflanzen,  so  müßte  auch  in  der  Nähe  des  Bodens 
im  Wasser  eine  größere  Lautstärke  herrschen.  Das  Gegenteil 
ist  aber  der  Fall,  die  Lautstärke  ist  unmittelbar  am  Boden 
geringer. 

Nach  verschiedenen  Versuchen  ist  die  Lautstärke  unab- 
hängig von  der  Tiefe,  in  der  sich  Sender  oder  EmpfS^nger  be- 
iinden,  so  lange  sie  nicht  unmittelbar  auf  dem  Meeresboden 
liegen  oder  von  der  Wasseroberfläche  weniger  als  eine  Wellen- 
länge  entfernt  sind.  Wenn  sich  Sender  oder  Empfänger  der 
Oberfläche  mehr  als  eine  Wellenlänge  (bei  500  Perioden  gleich 
8  m)  nähern,  so  nimmt  die  Lautstärke  merklich  ab.  Direkt 
an  der  Oberfläche  ist  die  Lautstärke  Null.  Bei  ^s  Wellen- 
länge sinkt  sie  auf  ^4  d^s  Wertes,,  den  sie  bei  3  oder  10  m 
hat  Das  ist  theoretisch  auch  etwa  zu  erwarten,  da  die  Mikro- 
phone auf  Druckscbwankungen  ansprechen,  die  ja  in  der  Ober- 
fläche Null  sind.  Versucht  man  freilich  die  ganze  Schallaus- 
breitung im  Wasser  rechnerisch  darzustellen,  so  findet  man, 
wenn  man  die  Oberfläche  als  akustisch  weich  betrachtet,  d.  h. 
die  Grenzbedingung  Schalldruck  =  0  einführt,  daß  in  größerer 
Entfernung  vom  Sender  überhaupt  keine  Lautstärke  mehr  vor- 
handen sein  sollte. 

8.   Die  Ursache  für  die  Dämpfuug. 

Durch  diese  und  zahlreiche  spätere  Versuche  wurde  ein- 
wandfrei festgestellt,  daß  lediglich  der  Zustand  des  Wassers 
selbst  die  alle  Hoffnungen  zerstörende  starke  Dämpfung  des 
Schalles  bedingen  müsse.  Es  gelang  jetzt  noch,  dies  theore- 
tisch zu   begründen.*).    Es  sind  die  Ungleich  förmigkeiten  von 

1)  H.  Lichte,  Physik.  Zt'itschr.  11.  S.  385.  1919. 
Es  soll  hier  nicht  nnerwflhDt  bleiben,  daB  eine  Dämpfung  infolge 
innerer  Reibung  des  Wassers  nicht  in  Frflge  kommt.    Rayleigh,  Theorie 
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Temperatur  und  Salzgehalt,  die  die  Schallgeschwindigkeit  im 
Wasser  fast  ebenso  stark  beeinflussen,  wie  Temperatur  und 
Wind  in  der  Luft.  Es  tritt  daher  erstens  bei  horizontalen 
Schichtungen  eine  Krümmung  der  SchaUstrahlen  vfirbunden  mit 
einer  Abwanderung  der  Energie  nach  oben  oder  unten  ein. 
Diese  ist  in  Luft  bekanntlich  die  Ursache  dafür»  daß  man  mit 
dem  Winde  viel  weiter  hört,  als  gegen  den  Wind.  '  (Der  Wind 
ist  oben  stets  stärker  als  am  Boden.)  Im  Wasser  folgt  daraus« 
daß  im  Sommer«  wenn  das  Wasser  oben  wärmer  ist  als  unten, 
die  Schallenergie  nach  unten  abwandert«  im  Winter  entsprechend 
nach  oben.  Da  nun  der  Boden  den  Schall  nur  wenig,  die  Ober- 
tiäche  dagegen  praktisch  vollkommen  reflektiert,  so  muß  die 
Reichweite  im  Sommer  kleiner  sein  als  im  Winter.  Diese 
Folgerung  fand  sich  durch  die  zahlreichen  während  der  folgen- 
den Jahre  angestellten  Versuche  durchaus  bestätigt 

Zweitens  wird  aber  jede  vertikale  Wand  verschiedener  Be- 
schaffenheit eine  Reflexion  oder  bei  unregelmäßiger  Form  eine 
Zerstreuung  des  Schalles  bewirken.  Die  Verhältnisse  liegen 
ähnlich  wie  beim  Nebel.  Die  Wassertropfen  sind  an  sich  durch- 
sichtig, aber  die  diffuse  Zerstreuung  läßt  das  Licht  nicht  durch. 
Wenn  beim  Schall  auch  die  Inhomogenitäten  wesentlich  ge- 
ringer sind,  so  muß  doch  eine  ununterbrochene  Folge  solcher 
Unregelmäßigkeiten  insgesamt  eine  starke  Wirkung  ausüben, 
besonders  beim  Wasser,  wo  ein  Teil  der  zerstreuten  Energie 
durch  den  nahen  Boden  verschlackt  wird.  Daß  in  Luft  sehr 
starke  Inhomogenitäten,    wie  z.  B.  heiße  Flammenwände,    den 

des  Schalles  II.  S.  368 ff.,  berechnet  den  DämpfangskoeffisieDten  bei  Vor* 
handensein  von  innerer  Reibung 

wenn  /i  der  Reibungskoeffizient,  g  die  Dichte,  a  die  Schallgeschwindig- 
keit und  n  die  Frequenz  bedeuten. 
Für  Wasser  ist 

^  =  1  ,     fl  =  1,44.10*,     ^«  0,01; 

daraus  berechnet  sich 

rt  =  n»  .  10-" , 

und  wenn  wir  n  =  1000  annehmen 

a  =  10-»<> ; 
d.  h.  CS  tritt  eine  Abnahme  der  Amplitude  auf  I/0.  also  eine  IntenaitHts- 
verminderung  auf  fast  »/,o  erst  nach  100000  km  auf. 
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Schall  Dicht  durchlassen,  hat  Tyndall  gezeigt.^)    Ebenso  ist 
das  wirbelige  Schrauben wasser  großer  Schiffe  für  den  Unter- 
wasserscball  fast  undurchlässig. 
Eine    Zeitlang    wurden 


Reichweiten^ersuch  VIIL  118.15, 
Versuch  Nr.  3  Mittelgrund. 


auch  bei  den  Reichweitever- 
suchen  Temperatur  und  Salz- 
gehalt des  Wassers  mit  elek- 
trischen Api)^raten  in  ver- 
schiedenen Tiefen  gemessen. 
Fig.  10  zeigt  z.  B.  die  Ab- 
nahme der  Temperatur  mit 
der  Wassertiefe  im  Sommer  an 
drei  verschiedenen  Punkten. 
Die  daraus  rechnerisch  zu 
folgernde  Dämpfung  ist  noch 
größer  als  die  gemessene,  auch 
wenn  man  berücksichtigt,  daß 
der  nach  unten  hin  zuneh- 
mende Salzgehalt  den  Tem- 
peratureinfluß zum  Teil  kom- 
pensiert. 

Hieraus  erklären  sich 
auch  die  außerordentlich  ver- 
schiedenen Reichweiten,  die 
bald   nur  wenige  Kilometer, 

bald  über  100  km  betrugen.  Bei  einer  fest  verlegten  Sender- 
und Empfangsanlage  war  im  Sommer  mit  der  größten  Sender- 
leistuDg  von  300  Watt  oft  ein  Empfang  auf  den  8  und  sogar 
nur  6  km  entfernten  Empfängern  nicht  möglich,  während  im 
Winter  gelegentlich  eine  ausgestrahlte  Schalleistung  von  nur 
0,01  Watt  noch  auf  15  km,  dem  weitesten  Empfänger  deutlich 
gehört  wurde.  Bei  rein  quadratischer  Abnahme  der  Energie 
berechnet  sich  in  diesem  Falle  die  Schalldichte  am  Empfangs- 
ort zu  0,4  •  10"^^  Watt/cm  l  Da  dieser  Schalldichte  tatsäch- 
lich etwa  die  Grenzlautstärke  der  Mikrophone  entspricht,  wie 
im  II.  Abschnitt  angegeben,  muß  hier  die  Dämpfung  ganz  ver- 
schwindend gewesen    sein,    wenn    nicht  durch   die  obere   und 


5  10 

W!assefftefb  in  m 
Fig.  10. 


1)  J.  Tyndall,  Ou  Sound.  4.  Aufl.  188». 
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untere  enge  Begrenzung  des  Wassers  ein  anderes  Ausbreitangs- 
gesetz  als  das  quadratische  bestanden  hat  (Sprachrohrwirkung). 

Bei  quadratischer  Ausbreitung  würde  ein  1 -Kilowatt-Sender 
noch  in  1000  km  Abstand  eine  Schalldichte  von  10""  Watt/cm* 
erzeugen.  Ohne  Dämpfung  könnte  man  also  Reichweiten  von 
weit  über  1000  km  erwarten!  Normalerweise  herrscht  aber  ein  so 
starker  .^Nebel^S  daß  die  Reichweite  kaum  10  bis  20  km  beträgt. 

Wenn^  wie  bei  den  anfangs  aufgestellten  jf ersuchen,  die 
Dämpfung  des  Wassers  quantitati?  festgestellt  wird,  so  kann 
man  diese  mit  in  Rechnung  setzen  und  bei  bekannter  Sender- 
leistung die  Schalldichte  für  jede  Entfernung  ausrechnen.  Tot 
man  dies  flir  die  größte  Reichweite,  bei  der  mit  Mikrophonen 
noch  Zeichen  hörbar  waren,  so  erhält  man  immer  eine  Schall- 
dichte von  der  Größenordnung  10""  Watt/cm*  in  guter  Über- 
einstimmung mit  der  im  IL  Abschnitt  mitgeteilten  absoluten 
Eichung  der  Empfänger. 

4.  örtliche  EuifUsse. 

Wenn  die  Verteilung  von  Temperatur  und  Salzgehalt  einen 
so  starken  EünfluB  hat,  wird  es  auch  verständlich,  daß  die 
Reichweiten  in  nahe  beieinander  liegenden  Gegenden  stark 
schwanken  können.  Mit  genau  denselben  Apparaten  und  genau 
denselben  Anordnungen  war  z.  6.  bei  einem  Versuch,  der  sich 
in  nordöstlicher  Richtung  von  Boje  Mittelgrund  A  (westliche 
Ostsee)  erstreckte  (am  23.  Juli  1915)  schon  auf  2  km  kein 
Empfang  mehr  möglich,  während  bei  einem  Versuch,  der  am 
nächsten  Tage  von  Boje  Kiel-Leuchtfeuer  in  nördlicher  Rich- 
tung sich  erstreckte^  auf  15  km  noch  gut  empfangen  wurde 
und  auf  9  km  noch  eine  sehr  große  Lautstärke  herrschte.  Bei 
dem  zweiten  Versuch  nahm  die  Lautstärke  bis  9  km  etwÄ  pro- 
portional der  Entfernung  ab,  d.  h.  so,  als  ob  überhaupt  keine 
dämpfende  Wirkung  vorhanden  sei.  Von  9  km  ab  setzte  aber 
eine  nicht  unerhebliche  Dämpfung  ein,  so  daß  bei  15  km  schon 
wesentlich  schwächerer  und  bei  20  km  gar  kein  Empfang  mehr 
war.  Im  allgemeinen  wurden  frei  von  Küsten  und  Sandbänken 
giüßere  Reichweiten  erzielt^  als  in  engen  Buchten.  Der  Onind 
dafür  ist  sicher  in  der  gleichmäßigeren  Temperatur  oder 
wenigstens  in  der  gleichmäßigeren  Schichtung  der  Temperatur 
im  freien  Wasser  zu  suchen.    In  Eüstengegenden  stauen  sich 
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gerade  die  ätromungen  und  werden  besonders  stark.  Ins- 
besondere tritt  hier  Wirbelbildung  ein,  während  im  freien  Wasser 
mehr  Potentialströmung  herrscht.  Der  Schall  wird  daher  diffus 
zerstreut  und  vom  Boden  absorbiert.  Gelegentlich  wurde  frei- 
lich auch  beobachtet,  daß  in  Landnähe  die  Reichweiten  größer 
waren  als  in  größeren  Abständen  von  Land.  Besonders  un« 
günstig  müssen  hierna<;h  die  Flußmündungen  sein,  zumal  hier 
auch  noch  der  verschiedene  Salzgehalt  hinzukommt 

5.  Einfluß  der  Frequenz. 

üngleichförmigkeiten  im  Wasser  müssen  vom  Schall  um 
so  leichter  überwunden  werden,  je  größer  die  Wellenlänge,  je 
tiefer  also  die  Frequenz  ist  Umgekehrt  muß  der  ungünstige 
Einfluß  zu  geringer  Wassertiefe  gerade  bei  den  langen  Wellen 
zuerst  hervortreten.  Es  war  daher  auf  alle  Fälle  wichtig,  den 
Einfluß  der  Frequenz  auf  die  Ausbreitung  zu  untersuchen,  zu- 
mal eine  andere  Frequenz  die  einzige  Möglichkeit  bot,  die 
Dämpfung  des  Wassers  und  damit  die  Reichweite  zu  ändern. 
Es  schien  zunächst  einmal  wichtig,  mit  leicht  zu  beschaffenden 
Mitteln  zu  untersuchen,  ob  irgendein  Oang  der  Reichweite 
mit  der  Frequenz  bestehe.  Es  stand  hierzu  ein  elektromagne- 
tischer Sender  für  1000  Perioden  und  ein  solcher  für  230  Peri- 
oden und  ferner  eine  Sirene  zur  Verfügung.  Letztere  wurde 
durch  einen  besonderen  Elektromotor  in  Umdrehungen  versetzt, 
so  daß  man  durch  Andern  der  Tourenzahl  Tonhöhen  von  1500 
bis  2500  Schwingungen  pro  Sekunde  einstellen  konnte.  Außer- 
dem konnte  ^uf  der  Empfangsseite  durch  Einschalten  eines 
elektrischen  Schwingungskreises  vor  das  Telephon  auf  die  Grund- 
und  Obertöne  der  Sirene  abgestimmt  werden,  so  daß  die  Ab- 
nahme der  Lautstärke  für  beide  gleichzeitig  gemessen  werden 
konnte.  Die  Mikrophonempfänger  waren  für  die  tiefen  und 
die  hohen  Frequenzen  wesentlich  weniger  empfindlich.  Doch 
war  dies  nicht  von  Bedeutung,  da  ja  das  Abnahmegesetz, 
nicht  die  Reichweite  festgestellt  werden  sollte.  Die  elektro- 
magnetischen Sender  wurden  wieder  mit  verschiedenen  Strom- 
stärken betrieben.  Bei  der  Sirene  war  eine  quantitativ  meß- 
bare Abschwächung  nicht  möglich,  so  daß  sie  nur  mit  voller 
Lautstärke  benutzt  wurde.  Der  Druck  des  Betriebswassers 
wurde  genau  konstant  gehalten. 
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Für  eine  Versuchsreihe  sind  die  Werte  in  Fig.  1 1  zasammeii- 
gesteilt.  Abszissen  and  Ordinalen  sind  gewählt  wie  bei  den 
früheren  Kurven.  Die  Neigung  der  Linien,  die  die  OröBe  der 
Dämpfung  darstellen,  sind  bei  allen  Kui-ren  im  wesentlichen 
dieaelbeiiy  zeigen  insbesondere  keinen  Gang  mit  der  Frequenz. 
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Fig.  11. 

Die  mittlere  Frequenz  1500  erscheint  (zufällig)  am  wenigsten 
gedämpft.  Ein  wesentlicher  Vorteil  der  höheren  Frequenzen 
bestand  dagegen  für  die  praktische  Anwendung  darin,  daß  sie 
durch  Störungen  aller  Art  wesentlich  besser  hindurchgehört 
werden. 

Es  wurden  später  auch  Vorsuche  mit  ganz  tiefen,  direkt 
kaum  hr)rbareu  Frequenzen  (50  Perioden  pro  Sekunde)  gemacht. 
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Aus  theoretischen  Überlegangen  sollte  man  für  diese  eine  ge- 
ringere Dämpfung  erwarten.  Auch  pflanzen  sich  ganz  lang- 
same Schwingungen  ja  durch  den  Erdboden  sehr  weit  fort,  wie 
man  an  den  Erdbebenwellen  und  den  Aufzeichnungen  von 
Maschinenerschütterungen  durch  die  Seismographen  erkennen 
kann.  —  Die  praktischen  Schwierigkeiten  erwiesen  sich  aber 
als  recht  groß.  Die  eigens  hierfür  gebauten  elektromagnetischen 
Sender  strahlten  nur  geringe  Leistung,  etwa  10  Watt,  aus.  Die 
Mikrophonempfänger  sind  für  diese  tiefen  Perioden  sehr  un- 
empfindlich. Es  wurde  daher  ein  zweiter  Sender  als  elektro- 
magnetischer Empfänger  benutzt  Der  Ton  selbst  wurde  durch 
besondere  Mittel,  die  hier  nicht  näher  angegeben  werden  können, 
hörbar  gemacht.  Neben  den  Tönen  hatte  man  enorme  Störungen 
durch  den  geringsten  Seegang  oder  irgendeine  Bewegung  im 
Schiff,  daher  erzielte  man  nur  Reichweiten  von  etwa  1  km. 
Innerhalb  der  Fehlergrenze  war  die  Abnahme  quadratisch,  da- 
mit ist  aber  nicht  gesagt,  daß  keine  Dämpfung  vorhanden  ist, 
denn  eine  nicht  übermäßig  große  Dämpfung  tritt  erst  bei 
größerer  Entfernung  merklich  in  Erscheinung.  Wegen  der 
praktischen  Schwierigkeiten  konnten  die  Versuche  nicht  zu 
Ende  geführt  werden. 

ZuBammenüaBBong. 

1.  Die  von  einem  elektromagnetischen  Sender'  tatsächlich 
akustisch  ausgestrahlte  Leistung  wurde  bis  auf  etwa  10  Proz. 
genau  bestimmt. 

2.  Die  Grenzlautstärke  von  Unterwassermikrophonen  ent- 
spricht etwa  einer  Schalldichte  von  10""  Watt/cm*. 

3.  Die  Ausbreitung  des  Schalles  auf  große  Entfernungen 
erfolgt  (wie  in  der  Luft)  nicht  nach  dem  Gesetz  des  Quadrates 
der  Entfernungen,  sondern  nach  einem  Dämpfungsgesetz,  d.  h. 
die  Lautstärke  sinkt  immer  auf  einen  bestimmten  Bruchteil, 
wenn  man  um  eine  bestimmte  Strecke  weitergeht. 

4.  Die  Ursache  hierfür  sind  (wie  in  der  Luft)  akustische 
Ungleichförmigkeiten,  insbesondere  eine  unregelmäßige  Tem- 
peraturverteilung. 

5.  Die  Folgerung  hieraus,  daß  die  Reichweite  des  Unter- 
wasserschalls im  Sommer  im  allgemeinen  wesentlich  geringer 
ist  als  im  Winter,  wird  durch  die  Versuche  bestätigt 


blQ  H.Bar hha 
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6.  Die  aormaleQ  Reichweitcu  ii 
im  Sommer  etwa  10  km,  im  Winter 
Küsten  waren  sie  geringer.  Gelegen 
Apparaten  nur  2  km,  anderseits  il 
quadratischer  Ausbreitung  ohne  D 
Reichweite  von  über  1000  km  ergel 

7.  Die  GröBe  der  Dämpfung  i; 
Frequenzen  unahhäugig  von  der  E 
Frequenzen  konnten  die  Versucht 
Schwierigkeiten  nicht  zum  Abschlul 

8.  Aus  dem  Dämpfungsgesetz  fi 
der  Apparate  nur  einen  unwesentlic 
weite  haben  kann.  Diese  ist  vielme 
Zustande  des  Wassers  abhängig, 

Dresden  und  Kiel,  Dezember 
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l Eingegangen   IG.  Juv 


617 


2.   Vber  ei/ne  physikalische  Theorie  der  Bewegung 
des  Erdschattens  in  der  Atmosphäre; 

von  H,  Demher  und  M.  Vihe. 


Achter  Bericht  über  die  Ergebnisse  der  auf  Teneriffa 

ausgeführten  Arbeiten.^) 

1.  Die  Erde  wirft  im  Strahlengang  des  Sonnenlichts 
einen  Schattenkegel,  der  als  Dämmerungserscheinung  ^)  in 
der  Erdatmosphäre  und  bei  Mondfinsternissen  auf  der  Mond- 
scheibe sichtbar  ist.  Die  Aufgabe,  den  Anfang  imd  das  Ende 
einer  der  verhältnismäßig  seltenen  Mondfinsternisse  zu  be- 
rechnen, ist  schon  lange  imd  mit  großer  Exaktheit  gelöst. 
Dagegen  sind  von  der  täglich  zweimal  sichtbaren  Erscheinung 
des  Erdschatteas  in  der  Atmosphäre  nur  sehr  wenige  und 
vereinzelte  zahlenmäßige  Beobachtungen  vorhanden.  Die  theo- 
retischen Lösungsversuche  der  Fragen,  wie  die  Höhe  des 
obersten  Schattenrandes  ^)  von  der  Sonnendepression  abhängt 
und  ob  von  dieser  allein,  sind  über  erste  Ansätze  nicht  hinaus- 
gekommen. Es  ist  dies  um  so  merkwüi'diger,  als  es  eine  sehr 
auffällige  Erscheinung  bildet,  daß  der  Schatten,  z.  B,  des 
Abends,  viel  schneller  aufsteigt,  als  die  Sonne  sinkt.  Es  liegen 
dazu  Beobachtungen  vor,  besonders  von  Hellmann  imd 
Heim,  die  zeigen,  daß  der  Schattenrand  bereits  bei  einem 
Sonnenstand  von  7—8®  unter  dem  Horizont  durch  den  Zenit 
geht.  Ebensowenig  ist  eine  Antwort  auf  die  Frage  gefunden 
worden,  wodurch  die  von  Tag  zu  Tag  veränderliche  Ge- 
schwindigkeit bedingt  ist,  mit  welcher  der  Schatten  des 
Morgens  ab-  und  des  Abends  aufsteigt. 

Sucht  man  die  Umstände  zu  erkeimen,  die  sich  der 
Lösung   des   Problems   entgegenstellen,  indem  man  den  Ver- 

1)  Aus  den  Leipziger  Berichten  1910. 

2)  Dunkles  Segment  oder  Gegendämmerung,  zuerst  boschrioben 
von  Job.  Casp.  Funccius,  De  Coloribua  Coeli,  Ulm  1716  und  von 
J.  J.  de  Mai  ran,  Mem.  de  TAcad.  des   Sciences  1731. 

3)  Erster  östlicher  oder  westlicher  Dämmerungsbogen. 

Acuiilen  der  I'hjsik.    IV.  Folge.     62.  8i 
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such  macht,  eine  rein  astronomisch-geometrische  Theorie  auf- 
zustellen, so  sieht  man,  daß  die  Hauptursache  darin  besteht, 
daß  es  nicht  auf  die  allgemeine  Form  des  —  bisher  fast  immer 
vorausgesetzten  —  schattenauffangenden  Schirmes  ankommt, 
sondern  nur  auf  die  absolute  Entfernung  des  obersten  Schatten- 
randes vom  Beobachter.  Ändert  sich  diese  Entfernung,  so 
ändert  sich  auch  bei  gleichbleibender  Sonnentiefe  der  Winkel, 
unter  welchem  der  Schattenrand  über  dem  Horizont  gesehen 
wird.  Durch  Sonnendepression  und  diesen  Höhenwinkel  ist 
die  Entfernung  des  Schattenrandes  geometrisch  festgelegt,  da 
die  Dimensionen  der  Erde  bekannt  sind.  Die  so  errechnete 
geometrische  Beziehung  gibt  nach  Einsetzung  der  beobachteten 
Hohe  und  der  Sonnendepression  eine  zahlenmäßig  ausreichende 
Beschreibugg  des  Phänomens,  aber  keine  physikalische  Er- 
klärung, warum  der  Schatten  gerade  die  bestimmte  beob- 
achtete H()he  besitzt. 

Führt  man  in  die  geometrische  Beziehung  die  für  die 
einzehien  Sonnendepn^sionen  gemessenen  Schattenrandhöhen 
ein,  so  erhält  man  das  sehr  auffällige  Eesultat,  daß  sich  der 
Schattenrand  mit  Avacliseiider  Sonnendepression  zuerst  vom 
Beobachter  schnell  entfernt  und  später  wieder  nähert.  Nach 
einer  Anmerkung  in  der  „Meteorologischen  Optik**  von 
J.  Pernter  und  F.  M.  Exner  hat  H.  Mohn^)  eine  astronomisch- 
geometrische Berechnung  der  Bewegung  des  Erdschattens 
gegeben,  worin  er  eine  äußerste  Schicht  lichtreflektierender 
Teilchen  annimmt,  welche  die  Erdoberfläche  konzentrisch 
umgibt.  Das  Bestehen  einer  solchen  Schicht  ist  nach  allem, 
was  wir  üb(T  die  Verteilung  der  Helligkeit  am  Himmel  und 
von  der  Form  des  sichtbaren  Himmelsgewölbes  wissen,  nicht 
wahrscheinlich.  Es  läßt  sich  leider  aus  der  kurzen  Bemerkung 
Exners  nicht  sehen,  wie  Mohn  unter  sich  vergleichbare  Werte 
für  die  Entfernung  des  Schattenrandes  vom  Beobachter  be- 
rechnet und  auch  nicht,  wieweit  eine  t'bereinstimmung  seiner 
Theorie  mit  den  Be^obachtungen  besteht.  Eine  rein  astronomisch- 
geometrische Theoiie  kann,  w^eil  sie  die  physikalischen  Eigen- 
schaften der  Atmosphäre  außer  acht  läßt,  nicht  mehr  leisten 
als  eine  Zahlr(>nreihe  sorgfältiger  Beobachtungen  des  Zu- 
sannneuhanges  zwischen  Sonnendepression  und  Schattenrand- 

1)   H.    Mohn.    Hannband    der    Metoorolog.    Z.    S.    1906.      Das 
Original  ist  uns  nicht  zugänglich. 


Beu^gung  des  Erdschattens  in  der  Atmosphäre.        619 

höhe,  zumal  eine  solche  Theorie  eine  Erklärung  der  täglichen 
Variationen  hilflos  gegenübersteht. 

Ein  Ansatz  zu  einer  physikalischen  Theorie  liegt  von 
Folix  Exner^)  vor.  Er  stellt  durch  eine  Erweiterung  der 
Hayleighschon  Theorie  vom  Blau  des  Himmels  ein  Integral 
für  die  Himmelshelligkeit  H  in  verschiedenen  Höhen  über 
dem  Horizont  auf.  Für  einen  bestimmten  Höhenwinkel  <p 
übei'  dem  Horizont  muß  dann  dH/d(p  einen  Sprung  erleiden, 
und  zwar  an  der  Grenze  des  Erdschattens  gegen  den  von 
den  Sonnenstrahlen  noch  direkt  beleuchteten  Himmel;  denn 
nach  der  ursprünglichen  Rayleighschen  Theorie  vom  Blau 
des  Himmels  ist  die  Helligkeit  im  Erdschattenraum  gleich 
Null,  da  nur  das  Licht  berücksichtigt  wird,  welches  die  vom 
Sonnenlicht  direkt  getroffenen  Luftmolekeln  aussenden  und 
nicht  dasjenige,  welches  jeder  einzelnen  Molekel  von  allen 
anderen  zugestrahlt  wird.  In  der  Betrachtung  kommen  keine 
geometrischen  Beziehungen  vor,  welche  die  Dimensionen  der 
schattenwerfenden  Erde  selbst  einführen,  und  damit  fehlt  auch 
ein  Maß  für  die  Entfernung  des  Schattenrandes  vom  Beobachter. 

Stellt  man  an  die  Stelle  der  nach  Rayleigh  ausgewerteten 
Helligkeiten  die  füi*  die  Horizonthelligkeiten  gut  stimmenden  2) 
mit  Hilfe  der  Wienerschen  Theorie  gerechneten,  so  wäre 
diese  Theorie  füi*  Somienstände  unter  dem  Horizont  und  durch 
Einführung  der  Erddimensionen  zu  erweitern,  so  daß  sich 
auch  die  Helligkeit  im  Erdschattenraum  ergibt.  Die  Glei- 
chungen werden  jedoch  unhandlich  und  sie  enthalten  außer- 
dem eine  so  große  Anzahl  von  Konstanten,  deren  Größe  in 
den  unteren  atmosphärischen  Schichten  nicht  nur  unbekannt, 
sondern  auch  schwer  zu  bestimmen  ist,  daß  eine  befriedigende 
Darstellung  auf  solche  Weise  vorläufig  nicht  erreichbar  er- 
scheint, zumal  auch  mit  untergehender  und  untergegangener 
Sonne  eine  Verschiebung  der  hauptsächlich  wirksamen  Licht- 
wellenlängen eintritt,  worauf  die  Theorie  keine  Rücksicht 
nimmt.  Die  folgenden  Aasführungen  werden  überdies  zeigen, 
daß  von  allen  mathematischen  und  experimentellen  Schwierig- 
keiten   abgesehen,    die   von    Exner   vorgeschlagene   Methode 


1)  Felix  M.  Exner,  Pürntcr-Exners  Meteorolog.  Optik,  S.  790. 

2)  Vgl.  den  5.  dieser  Berichte:  M.  Uibe,  Leipziger  Inaug.-Diss. 
1919.  Abhandlungen  der  math.-phys.  Klasse  der  S.  Qea,  d.  Wiss. 
SU  Leipzig.  36.  Nr.  VI.  1918. 
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den  Umstand  der  variablen  absoluten  Schattenrandentfernung 
außer  acht  läßt  und  deswegen  nicht  zum  Ziele  führen  kann. 

Ein  gangbarer  Weg  bietet  sich  in  der  experimentellen 
Festlegung  der  Entfernung  des  Schattenrandes  vom  Beob- 
achter unter  Angabe  der  physikalischen  Gründe  für  deren 
Variation  und  in  der  Benutzung  einer  astronomisch-geometri- 
schen Beziehung  zwischen  der  Höhe  des  Schattenrandes  und 
der  Sonnendepression,  unter  Berücksichtigung  der  Refraktion 
der  Sonnenstrahlen. 

Nach  den  Ergebnissen  vorangehender  Berichte^)  hat  sich 
die  Anschauung  bewährt,  daß  die  Entfernung  der  äußersten 
sichtbaren  Grenze  des  klaren  Himmelsgewölbes  und  damit 
dessen  Form  durch  die  Größe  der  maximalen  Sichtweite  in 
jeder  einzelnen  Höhe  über  dem  Horizont  festgelegt  ist.  Als 
Mittel,  diese  Sichtweiten  zu  messen,  haben  wir  die  Hellig- 
keit der  anvisierten  Stelle  des  Himmels  —  oder  besser  aus- 
gedrückt der  gesamten  leuchtenden  Luftsäule  in  einer  be- 
stimmten Richtung  —  angegeben,  und  zwar  besteht  für  die 
klare  blaue  Atmosphäre  die  einfache  Beziehung 

(1)  S  =  cV//', 

worin  S  die  maximale  Lichtweite,  c  eine  Konstante  und  H  die 
photometrisch  festzustellende  Himmelshelligkeit  bedeutet.  Die 
Beziehung  ist  bisher  nur  füi*  klare  Luft  als  gültig  gefunden 
worden  und  sie  muß  ihre  Gültigkeit  verlieren,  wenn  die  dem 
Horizont  nahen  Schichten  getrübt  sind  und  wenn  sehr  große, 
blendende  Helligkeiten  in  Frage  kommen. 

Wir  wollen  als  Grundlage  der  folgenden  Entwicklungen 
die  Vorstellung  festhalten,  daß  der  obere  Band  de^  Erdschattenü 
am  Endpunkte  der  maximalen  Sichtweite  des  dem  SchüHen- 
rande  unmittelbar  anliegenden  Schattenraumes  gesehen  unrd  und 
daß  die  Helligkeit  der  in  diesem  Raum  liegenden  Luftmnsse 
ein  Maß  für  die  Entfermmg  des  Schattenr anders  vom  BeobacJUer  i^st. 

2.  In  der  Fig.  1  sei  ETNP  ein  die  Erdkugel  TOG  in 
T  tangierender,  durch  die  Refraktion  gekrümmter  Lichtstrahl, 
der  vom  obersten  Rand  der  untergegangenen  Sonne  S  kommt. 

Der  Strahl  tritt  bei  E  in  die  optisch  wirksame  Atmosphäre 
EH^ZPH^  ein  und  bei  P  wieder  aus.    Die  Gesamtrefraktion, 

1)  Vgl.  den  6.  und  7.  dieser  Berichte:  Ber.  d.  K.  Sachs.  Gee. 
d.  Wisg.  zu  Leipzig.  69.  S.  391-509.  1917.  Ann.  d.  Phys.  61.  S.  313 
und  S.  353.   1920. 
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welche  der  Strahl  beim  Durchgang  durch  die  Atmosphäre 
von  E  bis  P  erleidet,  ist  gleich  der  doppelten  maximalen 
Eefraktion,  die  ein  Strahl  in  der  Atmosphäre  erfahren  kann, 
also  gleich  der  doppelten  Horizontalrefraktion  Aq.  T>eT 
Winkel,  unter  dem  sich  die  beiden  in  E  und  P  an  die  Bahn, 
die  wir  als  kreisförmig  annehmen  wollen,  gezogenen  Tangenten 


Fig.  1. 

schneiden,  ist  gleich  2  Ao-  Es  sei  N  der  Schattenrand,  dessen 
Erhebung  über  dem  Horizont  durch  den  Winkel  NOH^^  =  y 
vom  Standpunkt  des  Beobachters  in  0  gemessen  wird.  H^ 
und  Hg  sind  die  Schnittpunkte  des  äußei*sten  Bandes  der 
optischen  Atmosphäre  mit  der  durch  0  gelegten  Horizontalen. 
Die  Refraktion,  welche  der  Lichtstrahl  auf  der  Strecke  T^ 
erfährt,  sei  Ai,  so  daß  die  Gesamtrefraktion  des  Strahles 
von  E  bis  iV  gleich  Ao  +  Ai  ist. 

Ist  r\  der  Depressions winkel  des  obersten  Sonnenrandes 
unter  dem  Horizont,  so  ist  der  Winkel  TMO  =r{  —  Ao, 
wenn  M  der  Mittelpunkt  der  Erde  ist.    Die  Verbindungslinie 

iV  r  schneidet  die  Verlängerung  MO  =  B  des  Erdradius  im 
Punkte  Z).    Im  Dreieck  DTM  ist  nun  der  Winkel 
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DTM  =  W  -  ^ , 


was  man  leicht  sieht,  wenn  berücksichtigt,  wird,  daß  die  Ver- 
bindungslinie WT  mit  der  Tangente  bei  T  den  Winkel  Ai/2 
und  die  letztere  mit  der  Tangente  an  den  Lichtstrahl  im 
Punkte  iV  den  Winkel  Ai  bildet.    Es  ist 


cos 


MD^E 


und  da 


so  wird 


(,'-A.--t) 


cos 


OB^  MD-B, 


cos 


OD  =  R 


—  -  CO.  (,  -  A.  - -j-J 
C08  L'  -  Ao  -  -g^j 


Wir  können  nun  OB  auch  im  Dreiecke  OiJD  ausdrücken. 
In  diesem  ist 


»in  [y  —  n'  -^  A( 

«  nN ^ 


Oi?=  ON 


2 


cos 


('■--■- 1^)^ 


Wird   dies   dem  obigen  Ausdruck   für  OD  gleich  gesetzt,  so 
erhält  man  für  den  Abstand  des  Schattenrandes  vom  Beobachter 


(2) 


ON^R  . 


A, 
cos  ——■  —  cos 


(,--..- 4^) 


sin  \Y  —  ff 


+  An  + 


^] 


Die  Horizontalrefraktion  Ao  beträgt  35',  so  daß  Ai/2  sicher- 
lich stets  kleiner  als  17,5'  ist.  Den  cos  17,6'  können  wir  mit 
hinreichender  Genauigkeit  gleich  1  setzen  und  es  wird 

(3)     ÖN^  R      ---^ r-4  =  —  -^  - 


sin  [)'  —  ^' 


+    An    + 


r)  wn  \^f  -  fj' 


2 

+  Ao  + 


^) 


Hierin  ist  nun  Ai  durch  das  bekannte  Ao»  ^wid  ri'  durch  eine 
astronomische  Zeitbestimmung  auszudrücken. i)    Es  ist  weiter 

1)  Von  der  ReCraktion  auf  der  Strecke  1^  sehen  wir  ab. 


\ 
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worin  rj   die  Depression  des  Sonnenmittelpunktes   und  rj   der 
scheinbare  Radius  der  Sonne  ist. 

Zur  Bestimmung  der  Abhängigkeit  des  Winkels  Ai  von 
Ao  können  wir  von  der  Beziehung  ausgehen 

7W=2rsin4^     und     TEr=2rs\ü^, 

worin  r  der  Radius  der  Kreisbahn  des  Lichtstrahles  ETNP 
ist.    Es  folgt 

(4)  fNifi;  =  sin  4^ :  sin  4-  • 


Die  Strecke  TE  verhält  sich  zum  Kreisbogen  TE  wie 

2r  8in-|^:r  Ao, 

daher  ist 

^ 2  sin 

TE^TE 


Ao 


Im  Dreieck  NOT  ergibt  sich  für  TN  der  Wert 

rf  —  ^Q     .     (  17'  -  Ao^ 

TN^2B ^ ^ tf   . 

sin  ^;.  -  ,7'  +  Ao  +  -f^J 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  und  (4)  folgt 

.   »/  -  Ao  . 

Bin :: Bin  i  •/ /  •  ,^0 


TN 

sin 

A, 
2 

SS 

— 

TE 

sin 

Ao 
2 

R 


n,n  ]^ j  .  A, 


in(r->?'+  A.+   ^5)-fE8m  -^» 


Sin 


\md  daraus  die  gesuchte  Beziehung 


.    V'  -  Ao    .     /  i  -  A, 

A.       .      R     «^»—^    "Mr- 


(5)      Bin  ^'  =  Ao  -;:: f ^ — ^  • 

TE         8in(r-^'  +  Ao  +  -f^) 

Zur  Berechnung  der  Länge  des  Bogens  TB,  d.  h.  der 
Hälfte  des  maximalen  IJchtweges  eines  Strahles  in  der  Atmo- 
sphäre, benutzen  wir  die  schon  von  Lambert  angewandte 
Methode  der  Berechnung  der  Höhe  der  optisch  wirksamen 
Atmosphäre    aus    dem    Depressionswinkel    der    Sonne    beim 

Schluß  der  astronomischen  DämmjÄ^ng  (i;  =  '^  18®)  und  man 

1^ 
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^t, 

.-s. 


Ö! 


erhält  so  flu*  TE  einen  Wert  von  rund  1000  km.  Der  gleiche 
gleiohe  Weii  folgt,  wenn  man  die  Höhe  der  optischen  Atmo- 
sphäre zu  70—80  km  annimmt  nach  Beobachtungen,  die 
0.  Jesse^)  an  den  höchsten  leuchtenden  Wolken  angestellt 
hat.  Diese  Höhe  entspricht  auch  der  obersten  Schicht 
der  Stratosphäre  und  der  Höhe  der  Atmosphärenschicht,  in 
welcher  die  Sternschnuppen  zuerst  aufleuchten.  J.  Maurer*) 
setzt  in  seiner  Extinktionstheorie  das  Verhältnis  von  Atmo- 
sphäronhöhe  zu  Erdradius  gleich  Vioo«  i^immt  also,  mit  dem 
obigen  fast  übereinstimmend,  als  Höhe  der  optisch  wirksamen 
Atmosphäre  den  Wert  64  km  an. 

Unter    Berücksichtigung    der    Kleinheit    von    Ai/2    und 
des  Erdradius  R  =  6370  km  erhält  man  bei  einem  Aq  =  35' 


81  n 


V  -  A, 


(6) 


A,  =  446' 


2 


.     /         17'  -  Ao\ 


Bin(r-v'  +  Äo  +  ^*) 


Aus  dieser  Gleichung  läßt  sich  Aj  füi*  je  zwei  zusammen- 
gehörige Werte  von  ?/  und  y  durch  sukzessive  Annäherung 
schnell  berechnen.  Der  so  erhaltene  Wert  ist  in  die  Gleichung  (3) 
einzusetzen.  Zur  Berechnung  von  rj  haben  wir  mit  Hilfe  eines 
Sextanten  und  eines  künstlichen  Horizonts,  der  aus  flüssigem 
Holzteer  bestand,  die  Ortszeit  aus  Sonnenhöhenmessungen 
bestinmit.  Ist  9?  die  geographische  Breite  des  Beobachtungs- 
ortes (Vilaflor  liegt  in  (f=2S^ir  n.,  A  =  1^  6°»  28'  w.),  z  die 
wahre  Zenitdistanz  der  Sonne,  dihre  Deklination,  t  der  Stunden- 
winkel  vom  wahren  Mittag  aus  gerechnet,  T  die  mittlere 
Ortszeit  und  G  die  Zeitgleichung,  so  gelten  die  bekannten 
Beziehungen 

(   cos  (90  ®  +  r;)  =  sin  (p  »  sinS  +  cos  (p  •  cos  S  •  cos  t 


(7) 


tgl  =  ,/^^(-^h^lLZ^.  a  =  i(y  +  <y  +  z) 
°  2         y        cos  a  •  cos  {a  —  x)  2  vx    •         •      / 


Ist   der   Standort   des   Beobachters  in  der  Höhe  h  über   der 
Oberfläche  der  Erdkugel,  z.  B.  im  Luftballon  oder  auf  Bergen, 


1)  O.  Jesse,  Sitzungsber.  d.  K.  Preuß.  Akad.  d.  Wiss.  Berlin. 
40.  S.  1031.  1890;  26.  S.  467.  1891.  Zitiert  nach  Mascart,  Traitd 
d'Optique. 

2)  Vgl.  G.  Müller.  Photoxnetrie  der  Gestirne.  S.  231/ 1897, 
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so  nimmt  die   Gleichling  (8),  nach  einer  analogen  Ableitung, 
die  Gestalt  an 

2Ä  sin« ^ ^-^  Ä  .  cos  [r/  -  Ao  -  -^1 


(3a)    0N  = 


sin  ^r  -  V'  +  Ao  +  -—^         8in|y  -  ,7'  +  Ao  +  -y-) 


Auch  hier  bleibt  vorausgesetzt,  daß  die  Meeresoberfläche  und 
nicht  Landerhebungen  den  Schattenrand  werfen.  Die  Glei- 
chung (6)  für  Ai  behält  mit  genügender  Annäherung  ihre 
Form  bei,  auch  wenn  der  Beobachter  sich  in  einer  Höhe  von 
1500  m  über  dem  Meere  befindet,  wie  wir  in  Vilaflor. 

Die  vorangehenden  astronomisch-geometrischen  Beziehun- 
gen (3,  3  a,  6  und  7)  beherrschen  zahlenmäßig  die  gesamte 
Erscheinung  des  Erdschattens  in  der  Atmosphäre.    Es  bleibt 

nun  noch  übrig,  die  Entfernung  ON  des  Schattenrandes  vom 
Beobachter  physikalisch  zu  deuten  und  sie  der  Messung  zu- 
gänglich zu  machen. 

3.  Nach  Sonnenuntergang  oder  vom  Sonnenaufgang  be- 
findet sich  der  Beobachter  innerhalb  des  Erdschattens  und 
er  sieht  diesen  unten  am  Horizont  tief  dunkelblau  mit  scharfem 
oberen  Rande  vor  dem  Himmelgewölbe  stehen.  Mit  tiefer 
sinkender  Sonne  färbt  sich  der  Schatten,  d.  h.  die  Luft- 
masse vor  dem  Beobachter,  dunkelviolett,  dann  hellblau^), 
der  äußere  Rand  wird,  höher  steigend,  verwaschen  unn 
schließlich  bei  etwa  14®  Höhe  über  dem  Horizont  ist  der 
dann  graublaue  Schatten  in  der  subtropischen  Breite  Teneriffas 
mit  bloßem  Auge  nicht  mehr  vom  übrigen  Himmel  zu  unter- 
scheiden. 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Schatten  auf-  oder 
absteigt,  ist  bedeutend  gi*ößer  als  die  Geschwindigkeit,  mit 
der  die  Sonne  unter-  oder  aufgeht.  Die  Tabelle  1  gibt  zu- 
sammengehörige Werte  von  rj  und  y.  Die  Werte  für  y  bei 
17  <  2®  sind  mit'  denen  anderer  Beobachter  nicht  vergleich- 
bar, da  bei  unseren  Beobachtungen  unter  diesen  Depressionen 
nicht  die  Meeresoberfläche,  sondern  die  Gebirge  der  Insel 
den  Schattenrand  werfen. 


1)  Mehrere  iöhOne   farbige    Darstellungen  fliehe   bei    A.    Heim, 
Luftfarben.    Zti|Uf  1912. 
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Das  sohnolle  Aufstoigen  wird  meist  in  der  Weise  erklärt, 
daß  der  Erdschatten  auf  das  Himmelsgewölbe  wie  auf  einen 
ftston  Projektionsschirm  geworfen  wird,  wodurch  sich  aller- 
dings qualitativ  hei  der  im  Verhältnis  zu  den  Erddimensionen 
geringen  Entfernung  des  Himmelsgewölbes  vom  Beobachter 
ein  schnelles  Aufstoigen  des  Schattens  folgern  läßt.  Diese 
verbreitete  Anschauung  ist  aber  ganz  besonders  aufl  dem 
Grunde  nicht  haltbar.  w(nl  sich  bei  der  flachen  Form  des 
Himmelsgewölbes^)  der  Schattenrand  dem  Beobachter  ständig 
nähern  müßte  und  sich  nicht  anfangs  entfernen,  wie  es  die 

geometrische  Beziehung  (3)  für  die  Strecke  ON,  nach  Ein- 
setzung beobachteter  zusanunengehöriger  Werte  von  rf  und  y, 
fiü-  die  Beobachtungen  in  der  Nähe  des  Horizonts  fordert. 

Der  subjektive,  bei  klarem  Wetter  zwingende  Eindruck, 
daß  der  Erdschatten  körperlich  vor  dem  darüber  helleren 
Himmelsgewölbe  steht  und  sich  nicht  flächenhaft  auf  das 
Gewölbe  projiziert,  führt  dazu,  die  Sichtweitentheorie*)  auch 
auf  das  Innere  des  Schattens  anzuwenden.  Dann  folgt  ohne 
weiterem,  weil  die  Helligkeit  innerhalb  des  Schattenraumes 
geringer  ist  als  außerhalb  desselben,  daß  der  Schatten  für 
das  Auge  vor  dem  Himmelsgewölbe  stehen  muß,  da  wegen 
der  Dunkelheit  die  Sichtweite  im  Schattenraum  geringer  ist 
als  außerhalb  in  der  erleuchteten  Luft.  Danach  sehen  toir, 
im  Schaftenraum  stehend,  in  di-e  Tiefe  desselben  hinein,  und 
zwar  gerade  so  weit,  wie  es  die  HelHykeit  der  Lufimolekeln  inner- 
halb dieses  Raumes  bedingt  und  den  Schattenrand  sehen  wir  am 
Ende  der  maximalen  Sichtweite  des  Scliattenraum^, 

Dort,  wo  der  Erdschattenkegel  von  der  Kugelfläche  ge- 
schnitten wird,  die  mit  der  maximalen  Sichtweite  als  Radius 
um  den  Standpunkt  dos  Beobachters  geschlagen  ist,  erblicken 
\\ir  den  Schattonrand  und  dort  zeigen  ihn  auch  unsere  Meß- 
instrumente an. 

Die  Fig.  2  gibt  eine  schomatische  Darstellung  des  Schattens. 
Die  Buchstaben  NOZ  haben  die  gleiche  Bedeutung  wie  in 
der  Fig.  1.  H^ZH^  ist  aber  hier  nicht  die  Grenze  der  optischen 
Atmosphäre,  sondern  die  Begrenzung  des  vom  Beobachter 
von  0  aus  gesehenen  abgeplatteten  Himmelsgewölbes. 

1)  Vßl.  don  3.,  6.  und  7.  dieser  Bt'.richtr  a.  a.  0.  «9.  S.  139-  14«. 
:«M-411  und  485-509.    1907.    Ann.  d.  Phys.  55.  S.  387  u.  a.  a.  O, 

2)  Vgl.   Bericht  Nr.  6. 
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Fig.  2. 

Es    ist   nun    die  Entfernung  vom    Beobachter  bis   zam 
Schattenrand 

nach  Gleichung  (1)  und  daher  nach  Gleichung  (8)  bzw.  (Sa) 


3  sin*  - 


oder  für  Höhen  h  über  dem  Mewe 


2»iii'  — -^ 


An\r  -  V  +  A,  +  -g^j       «inlr  -  ll'  +  Ao  +  -2 '-) 

4.  Der  aufsteigende  Schatten  erscheint  nicht  schwarz, 
sondern  Pr  zeipt  aolbst  dicht  über  dem  Horizont  eine  dunkel- 
blaue Farbe  mit  photometrisch  gut  meßbarer  Helligkeit.  Die 
Luft  des  Schatfenraumes  zwischen  dem  Beobachter  und  der 
Grenze  der  optiHchen  Atmosphäre  erhält  diffuses  Licht,  vor- 
züglich blaues  und  violettes  von  dem  beleuchteten  Teil  des 
Himmels  und  dann  Licht,  welches  vom  Erdboden  reflektiert 
wird.  Mit  sinkender  Sonne  müßte  der  Scbattenraum  dunkler 
werden,  weil  die  Gesamtheiligkeit  des  Himmels  abnimmt, 
wobei  voraiiSReMetzt  ist,  daß  nur  die  Ursachen,  welche  die 
allgemeine  Himnielshellif;keit  bedingen,  die  Schattenhelle  be- 
einflussen. Die  absolute  Helligkeit  des  Schattens  nimmt  jedoch, 
wie  unsere  Messungen  zeigen,  nach  Sonnenuntergang  anfangs 
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zu,  wie  es  dasAngo  auch  zur  Empfindung  bringt,  trotzdem 
andere  Stellen  des  Himmels,  z.  B.  der  Zenit,  schnell  an  Hellig- 
keit   verlieren.     Tab.  1    zeigt    einen   solchen    Helligkeitsabfall 


Tabelle  1. 

6.  Juli  1918. 


V 

r 

V 

H. 

r 

0°  57,5' 

2,0« 

2^  48,8' 

5,8». 

1    21,0 

47,0 

2   51,8 

7,0 

1    82,8 

88,0 

3,0 

2    54,7 

1,8 

1    52,5 

30,0 

3,9 

3    18,5 

*fi 

2     7,7 

19,0 

4,2 

3    53,4 

1,2 

10,0 

2   81,8 

12,8 

im  Zenit  nach  Sonnenuntergang,  zugleich  die  Höhe  y]  des 
Erdschattenrandes  als  Funktion  der  Sonnendepression  tj, 
H^  ist  die  HeUigkeit  im  Zenit  in  willkürlichen  Einheiten, 
licht  elektrisch  gemessen.  Da  beim  Anwachsen  der  Helligkeit 
des  Schattenraumes  die  Sonne  untergegangen  ist  -—  wenn 
wir  den  Schatten  abends  betrachten  —  die  diffuse  Himmels- 
Strahlung  sowie  der  Bodenreflex  dieser  Strahlung  mit  sinkender 
Sonne  abnimmt,  so  muß  eine  neue  Lichtquelle  dem  Schatten- 
raum Licht  zustrahlen,  und  zwar  eine,  die  so  beschaffen  ist, 
daß  ihre  Strahlung  mit  sinkender  Sonne,  d.  h.  aufsteigendem 
Erdschatten,  zunimmt.  Als  derartige  Lichtquelle  kann  nur 
das  ,, erste  Purpurlicht**  in  Betracht  kommen.  In  den  Sub- 
tropen ist  ein  gut  sichtbarer  Erdschatten  regelmäßig  von 
einem  hell  strahlenden  ersten  Purpurlicht  der  Gegenseite 
begleitet.  Wie  helleuchtend  in  den  Subtropen  das  erste  Purpur- 
licht  ist,  geht  auch  daraus  hervor,  daß  es,  was  von  Mi  et  he 
und  Lehmann  beobachtet  wurde,  einen  zweiten,  schwachen 
Erdschatten  hervorrufen  kann. 

Nach  den  Beobachtungen,  die  Miethe  und  Lehmann i) 
in  Ägypten  (Assuan)  ausgeführt  haben,  in  einer  geographischen 
Breite,  die  mit  derjenigen  Teneriffas  fast  gleich  ist  und  wo 
sehr  ähnliche  klimatische  Verhältnisse  herrschen,  nimmt  das 
erste  Purpurlicht  des  Abends  bei  einer  Sonnendepressiou  von 
1,8®   seinen    Anfang,    erreicht    das    Maximum    der    Helligkeit 


1)  O.  Mietbe  u.  H.  Lehmanu,  Meteorolog.  Z.  S.  S.  97ff.  1909. 
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bei  3**  und  ist  bei  ;/  ^  6,3®  zu  Endo.  P]s  steht  also  nach  dem 
Vorangehenden  zu  erwarten,  daß  dei-  Erdschatten  bei  etwa 
3®  Sonnendepression  seine  größte  Helligkeit  und  damit  --  wenn 
die  Theorie  richtig  ist  —  seine  größte  Entfernung  erreicht. 
Unsere  Messungen  zeigen,  daß  der  geforderte  Parallelismus 
zwischen  Entfernung  und  Helligkeit  des  Schattens  besteht. 
Vgl.  Tab.  2. 

Tabelle  2. 
11.  Oktober  1918,  abends 


r 

Ai 

Oi\ 

H 

2»     0,55' 

2  52,81 

3  89,18 
3    55,01 

30  18'       ' 

6  37 
10  42 
13     12 

7,4' 
11,1 
14,1 
14,9 

41,8  km 

51,6 

48,9 

0,68 
0,86 
1,00 
0,72 

H  ist  mit  dem  iichtelektrischen  Photometer  P  unter  dem 
Schattenrand  in  willkürlichen  Einheiten  gemessen.    Aus   den 

nrsten  \V(Tt(^n  ist  ON  nicht  berechnet  worden,  da  die  geringe 
Dicke  der  Schattenschicht  über  den  Beobachtern  (300  m) 
nicht  die  Gewähr  leistete,  daß  die  Meeresoberfläche  und  nicht 
(iebirgskämme  der  Insel  den  Schatten  warfen. 

Beim  Abnehmen  der  Helligkeit  des  Schattenraumes  nähert 
sich  der  Schattenrand  dem  Beobachter  wegen  der  verminderten 
Sichtweite.  Der  an  ihn  schnell  heranrückende  Schattenrand 
hekonnnt  infolge  seines  geringer  werdenden  Abstandes  eine 
so  stark  wachsende  Winkelgeschwindigkeit,  daß  es  möglich 
wird,  daß  der  Sehnt tenrand  bereits  bei  einer  Sonnendepression 
von  7°  durch  den  Zenit  geht.  Es  ist  hiernach  das  Dunkler- 
wi'rden  di's  Schattens  und  das  dadurch  bedingte  Näherrücken 
des   Bandes  die  direkt  (^  T/isache  für  das  schnelle  Hochsteigen. 

B(»i  y  r^  14  i>i{5  IT)^  war  bei  allen  uns(^ren  Beobachtungen 
der  Erdschattenrand  nichr  mehr  wahrnehmbar.  Wohl  nur  ganz 
ausnahmsweise  und  unter  hcn'vorragend  günstigen  Umständen 
wird  d(^r  Schatten  über  15^  beobachtet.*)  Ein  solcher  atmo- 
sphärischer  Umstand  braucht  nicht  etwa  besondere  Reinheit 


i)   G.    Hellniann,    vgl.  Pcintor- Exnor ,  S.  756. 
ii.  a.  O.   8.  "iÖ. 


—    A.  Heim, 
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der  Luft  zu  sein,  es  scheint  viehnehr,  daß  ein  empfindlicher 
Farbkontrast  zwischen  Schatten  und  erleuchtetem  Hinmiel 
notwendig  ist. 

Da  sich  die  optischen  Eigenschaften  der  Atmosphäre  und 
damit  die  Sichtweiten  von  Tag  zu  Tag  ändern,  so  erklärt 
sich  auch  die  verschiedene  Geschwindigkeit  des  Aufsteigens  des 
Schattenrandes  aus  der  täglichen  Veränderung  der  maximalen 
Sichtweiten. 

Vilaflor  (Chasna)  auf  Teneriffa,  13.  April  1919. 


(Eingegangen  27.  Januar  1990.) 
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3.  Der  Strahlungsdmck 
a%if  Kreiszylinder  aus  beliebigem  Material; 

von  Günther  Thilo. 

m 

(Breslauer  Dissertation.) 


§  1.  Einleitung. 

Das  Problem  der  Beugung  ebener,  elektromagnetischer, 
polarisierter  Wellen  an  Kreiszylindern  ist  behandelt  worden  von 
V.  Ignatowsky^),  Seitz*)  und  Schaefer  und  Großmann.') 
Die  vorliegende  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  dem  von  einer 
ebenen,  polarisierten,  elektromagnetischen  Welle  auf  einen 
unendlich  langen  Ereiszylinder  ausgeübten  Strahlungsdruck, 
und  zwar  sei  die  elektrische  Kraft  der  einfallenden  Welle 
entweder  parallel  oder  senkrecht  zur  Zylinderachse  polarisiert 
Die  Dielektrizitätskonstante  e,  die  Permeabilität  fi  und  die 
Leitfähigkeit  a  des  Zylinders  seien  beliebig.  Es  sei  bemerkt, 
daß  die  im  folgenden  abgeleitete  Formel  für  den  Strahlungs- 
druck nicht  nur  für  einen,  sondern  für  beliebig  viele  koaxiale 
Zylinder  unverändert  gilt,  nur  sind  im  letzteren  Falle  die 
Koeffizienten  a^  komplizierter  gebaut.  Der  Strahlungsdruck 
wird  für  einen  Wasserzylinder  von  1  cm  Radius  als  Funktion 
der  Wellenlänge  der  einfallenden  Strahlung  in  einem  größeren 
Intervall  numerisch  berechnet,  um  seinen  Zusammenhang  mit 
den  Eigenschwingungen  des  Zylinders  zu  beleuchten.  Im  An- 
hang werden  die  Formeln  für  das  durch  zwei  koaxiale  Zy- 
linder gestörte  Feld  abgeleitet. 

1.  Teil. 

Die  elektrische  Kraft  ist  parallel  der  Zylinderaehse  polarisiert 

(im  folgrenden  als  |;  Fall  bezeichnet). 

§  2.    Das  Feld  im  I    FaUe. 

Es  wird  ein  rechtshändiges  Koordinatensystem  zugrunde 
gelegt  (vgl.  Fig.  1).     Die  Achse  des  oo  langen  Zylinders  falle 

1)  W.  V.  Ignatowßky,   Ann,  d.  Phys.  18.  S.  495.  1905. 

2)  W.  Seitz,  Ann.  d.  Phys.  16.  S.  746.  1905;  19.  S.  554.  1906. 

8)  Gl.  Schaefer,  Archiv  d.  Math.  u.  Phys.  III.  Reihe.  XII.  Heft  4. 
S.  349;  Gl.  Schaefer  u.  P.  Großmann,  Ann.  d.  Phys.  81.  8.  455.  1910. 
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mit  der  z- Achse  zusammen ,  der  Zylinderradius  sei  g^.  Dia 
einfallende  ebene  Welle,  deren  elektrische  Kraft  ||  der  z-Achse 
polarisiert  sei,  schreite  in  Richtang  der  abnehmenden  x  fort 


Bichfyng  d§r^nfyflen<hn 
Wtih 


Pigl. 

Die  Maxwell  sehen  Gleichungen  lauten  in  Zylinderkoordinaten 

(r,  qp,  z)\ 


(1) 


^  ^^•  +  ^'^^e.  =  l^(r$^-A 


£ 
C 

9 
C 

f* 
C 

c 
c 


dt 
öd 


+ 


471  a 


e,= 


dx 


Br 


dx 


V' 


öS» 

'dt 

dt  r 


dÜr       , 

=  "  Tx  + 


6®. 


+ 


«jp 


ö<jp  ö« 

Im  vorliegenden  Falle  wird  (S^  =  0,  ©^  =  0>  $,  =  0,  und 
es  verschwinden  alle  Ableitungen  nach  z,  da  der  Zylinder  oo 
lang  ist.     Damit  gehen  die  Oleichungen  (1)  über  in: 


(2) 


6 

e 


dt 


,     47r(r  ^         1      ö    /    Ä  X         ^      ö^r 


c     dt         '^  ~dr' 

ß    d^r  l     da        1) 


e 


dt 


r 


d  g> 


1)  Der  Index  x  kann  als  überflQssig  weggelassen  werden. 
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Elimination  von  §^  und  Jp^  gibt: 

Um   zu  einer  Integration  von  (3)  zu  kommen,  setze  man 

(4j  (g  =  e««'2'"-'^m^ös  ^9^ 

wo  m  eine  positive,  ganze  Zahl  ist    Dies  in  (3)  eingesetzt  gibt: 

^«  Ä„  +  -  Ä„  +  j -^-, J^   -__lÄ^    cosmy-O. 

Da  diese  Gleichung  für  jedes  tp  gelten  muB,  muß  jeder 
einzelne  Summand  0  werden,  also  ist,  wenn 

(5)  ^^^'  _  i^*/*^.?:  ^  ^2 

c  c 

ist, 

(^^  rf(Ä#  +   ^r  d{Jc%  +  {^  -  i^l^m  =  0- 

Das  ist  aber  die  Bes  sei  sehe  Differentialgleichung  von  der 
Ordnung  m  und  dem  Argument  kr.  Sie  wird  gelöst  durch 
die  Be sseischen  Funktionen  1.  und  2.  Art  J^{hr)  und  K^{hr) 
Das  allgemeine  Integral  von  (3)  lautet  also: 

(7)  e  =  ^''''%\f>^J^{^r)  +  a^K^{kr)\  cos  mq>. 

0 

Das  Innere  des  Zylinders  werde  als  Innenraum  (Baum  \\ 
der  übrige  Raum  als  Außenraum  (Raum  2]  bezeichnet  Die 
Materialkonstanten  im  Räume  1  seien  e^,  fi^y  a^,  die  Koeffizienten 
werden  mit  Oj  b',  die  elektrische  Kraft  mit  (S^  bezeichnet 
Entsprechend  im  Räume  2:  c^,  jUg,  (Tj,  a",  b",  (Sj.  ^)  Raum  2  sei 
das  Vakuum,  also 

*2  =  ^2  =  *>       <^3  =  ^'       ^  "^  T  "^  "F  ' 


Es  ist  also: 


00 


e,  =  «••"'  2"  (*«'  «^.  +  ««'  ^J  «>« »« 9- 

u 

Für  r  =  0  wird  Jf^(Är)  =  oo,  da  aber  (Sj^q  endlich 
bleiben  muß,  so  folgt  a^'  =  0.     Also: 

1)  Die  Bezeichnung  der  Indizes  ist  u/mgekehrt  wie  in  der  Schaefer- 
Großmannschen  Arbeit  (a.a.O.)}  da  bei  der  Behandlung  zweier  ko- 
axialer Zylinder  später  drei  Räume  auftreten. 

▲snalen  d«r  Phjdk.  lY.  Folg«.    62.  86 
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00 


(8) 


®i  =  <?* " '  5"*  ^«i  •'«  cos  wi  y . 

u 


Die  elektrische  Kraft  (S3  setzt  sich  zusammen  aus  der 
einfallenden  und  der  vom  Zylinder  abgebeugten  Welle,  also 
(S^  »  ®^  4.  @^.  (£^  und  @2,  müssen  natürlich  der  Gleichung (3) 
gehorchen.    Also: 


u 


CO 


0 

Zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  dienen  folgende  Grenz- 
bedingungen: 

Die  tangentialen  Komponenten  von  S  und  ^  sind  bei 
r  =  Pj  stetig: 

oder  nach  (2): 

Ferner  muß  für  r  =  00  die  vom  Zylinder  hervorgebrachte 
Störung  verschwunden  sein,  d.  h.  es  darf  dort  nur  die  ein- 
fallende Welle  vorhanden  sein,  also: 


(9) 


2ni 


(®,L=.-« 


r  =  Qc 


{et+x)  tlLl{et  +  rcos<p) 

=  e  ^ 


__  ginf.^i  kr  C09y«^^(g^ 

Die  Entwickelung  von  e^^""  nach  Besselschen  Funktionen 
entnehme  ich  dem  Lehrbuch  von  Gray-Matthews.^) 

g/fcrcoBr  =  J^  {k  r)  +  2«  2«*'"  J^ (Ä  r)  cos  m  (f  . 
Also  ist 

(eeV  =  oc  =  ^'""'Woi^r)  +  ^«  2z-/^(Ar)  cos  my}, 

d.h. 

(10)  «j  =  0,     V=l.     V  =  2«". 

@2,   stellt   die  vom  Zylinder   nach   außen   fortschreitende 
Beugungswelle   dar,    hj  und   aj   müssen   also    so   bestimmt 


1)  Gray  and  Matthews,    Treatise   on  Bessel  functions.      8.  18. 
Formel  39. 
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werden,  daß  diese  Bedingung,  d.  h.  eben  nach  außen  fort- 
schreitende (von  r  =  0  aus  divergierende)  Zylinderwellen,  er- 
füllt ist.  Ich  entnehme  die  Bedingungsgleichung  einer  Arbeit 
von  A.  Sommerfeld.^)  Ist  Jm  +  ä^mäO  die  Schwingungs- 
gleichung, so  lautet  die  Bedingungsgleichung  für  nach  außen 
fortschreitende  Zylinderwellen: 

(11)  Umj/r  (^  +  awUo.  ») 

Setzt   man    ®  =  tf*"'-«!  (r, qp)   in   (3)   ein,   so    ergibt  sich: 
Ju  -^  Pii  =s  0.     Im  vorliegenden  Falle  ist  also: 

«  =  Sl-  \h  ^^  +  ^J  K]  cos  my. 

0 

Dies  in  (11)  eingesetzt  gibt: 

(12)  lim  l/r\kbj'  JJ  +  kaj  £J  +  ikbj  /„  +  ika,"  Z,}  =  0. 

denn  das  2  fällt  wieder  weg  (vgl.  8.  533).  Bei  großen  Werten 
des  Arguments  kann  man  für  J^  und  K^  folgende  asympto- 
tischen Werte  benutzen'): 


(13) 


if»(Är)  =  |/^^sinp/^-*r). 
Setzt  man  (13)  in  (12)  ein,  so  erhält  man: 


Damit  wird 


b  '  =^-?^a  ^ 

m  2        "• 


wenn 

AT   _  ii^  /  =  Q 

ff»  o        m  viB 

1)  A.  Sommerfeld,  Die  Green  sehe  Funktion  der  Schwingangs- 
gleichung.  Jahresbericht  der  deutschen  Mathemat.  -  Vereinigung.  21. 
Heft  10/12.  S.  309.  1912. 

2)  Bei  Sommerfeld  steht  in  der  Klammer  ~  iku\  das  liegt  daran, 

daß  dort  der  Zeitfaktor  e~  *" '  heißt,  während  er  bei  mir  e+'"'ist 

8)  Vgl.  Jahnke-Emde,  Funktionentafeln.  1909.  Meine  Bezeich- 
nungen schließen  sich  an  Jahnke-Emde  an. 
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ist.')     Setze  ich  noch 

(14)  i„'  =  V'     ""^^     ''. 
Bo  wird 

(15)  E,  =  ="'|:-l».'V.(4,r)  +  o. 
Der  Ansatz 

liefert  filr  r  =  oo  stehende  Wellen,  ^ 

man  ftr  J^  und  ^_  die  Werte  (13) 

i^'  =  1  ,         b^-  . 

Zur  Beatimmung  der  a^'  diene 

Zur  übersicbtlichereo  Rechnung 
nungen  eingefubrt:  Der  die  Ordnu 
wird  durchgängig  weggelassen.  Dil 
erbalten  die  Argumeutsbezeichnang 
stellige  Zahl.  Die  erste  Zahl  hede 
Q,  also: 


I)  Ee  ist  Q.  - 


^^"> 


„(3: 


funktioQ  2.  Gattung  ist. 

2)  Id  deu  Arbeiten  ran  v.  IgDaton 
ilieaer  Aiisatx  fiir  diu  elektrische  Kruft  iE 
aber  Bein  ZaeammCDbaug  mit  der  Ausai 
geBprochen,  Bei  Seitz  ist  angeaetst  £. 
also  nicht  richtig,  da  er  im  oo  stehende  1 
Arbeil  von  Seit«  ist  der  Ängatü:  in  *„/■ 
einer  altca  Arbeit  von  J.  J.  Thomson  iai 
(Reeent  reflearches  cm  Electricitf  and  Haj 
3)  ^,  =  1. 
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Da  die  G-leichangen  (16)  für  jedes  qp  gelten  müssen,  sind 
die  einzelnen  Summanden  gleich,  also: 

Es  folgt: 

JJ  (*1  ^l)  Jm  HH  Ql)  -  *8  Jm  (h  (h)  ^^  t*'«  ^l) 

(17)     a;'=2i'»^^i j^ 

Für  m  =  0  heißt  der  Faktor  nicht  2i*»,  sondern  1.  Zur 
numerischen  Berechnung  ist  folgende  Form  bequemer: 

(I7a)      ?1^  = !^ j.  —  . 

Damit  ist  @3  yoUständig  bestimmt.  Die  Koeffizienten  b^' 
haben  kein  Interesse. 

§  3.    EigenBohwingungren  im  {|  Felde. 

Unter  Eigenschwingungen  des  Zylinders  sind  zu  yerstehen 
die  Eigenschwingungen  des  Systems  :  'Zylinder  +  umgebendes 
Vakuum.  Die  Bedingungsgleichung  erhält  man,  wenn  man  die 
äußere  Kraft  (einfallende  Welle)  gleich  0  setzt.     Also  wird 

gj  =  tf  <««  Vm  bj  J^  COB  m(p. 

Die  Grenzbedingungen  (9)  liefern: 
j         2~  *m'  ''m (*i  Qi)  cos  m  y  =  J«.  aj'  Q^ {h^  q^)  cos  m  qp, 

1  J^  J-^J«'«'(^ei)cos  my  =  Ä3^«aJ'(2J(Ä3(>J  cos  mcp. 

Das  Summenzeichen  fällt  wieder  weg.  Division  der 
Gleichung  (18)  durcheinander  liefert  die  Bedingungsgleichung 
fär  die  in  den  k^  und  k^  steckenden  Eigenfrequenzen: 


(19)      *5'/JA,t'.)9-.'(^ei)- j;-V 

(19)  kanu  nur  durch  komplexe  Ärgu 
bedeutet  aber,  daß  nur  gedämpfte  Ei( 
können.  Die  Dämpfung  iat  einmal 
Eweitens  bei  endlichem  Leitvermögci 
durch  Entwickolung  JouleBcher  W 
Zylindern  ist  nur  Strahlungsdämpfun 
plexes  k^  =  p  -i-  i<j  (und  damit  ein 
chung  (19)  erfüllt,  so  ist: 

^  *-  P  +  '?  =■  —^  - 

Diese  dleichung  kann  nnr  durch 
erfüllt  werden.  «  ist  dann  die  Freq 
der  Eigenschwingung.  PhysikaliBcl 
Lösung  n  ^  a  —  iß,  wo  /?  >  (i,  da 
begrenzt  zunimmt.  Physikalisch  rea 
Eigenschwingnngen  nur  an  dielektrisi 
nämlich  die  nach  außen  fortschrei 
Dämpfung  verursacht,  durch  einen  ii 
dielaktriechen  Zylinder  umgebendei 
großer  Leitfähigkeit  wieder  znrückw 
an  diesem  Mantel  stehende  Wellen, 
gedämpften  Eigenschwingungen  hänj 
fernung  des  Mantels  von  der  Zylindi 
fernung  co  groß,  so  erhält  man  di 
die  ungedämpften  Eigen  ach  wingunge 


%  - 


■'2"«:'A-j. 


denn  dieser  Ansatz  liefert  im  oo    sti 
die  gesuchte  Bedingungsgleicbung: 

.i., 


(20) 


'.■'.(»,  Cl'^.'Ä  (',)-?•'. 


Dies  stimmt  mit  dem  reellen  T 
man  dort  reelles  Argument  annimc 


I)  Zu  beauhten  ist  die  rormate  Ober 
Nenner  von  (17). 
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00  viele  Wurzeln   hat   und  m  von  0  bis   oo  läuft,   existieren 
00^  viele  Eigenfrequenzen. 

§  4.    Berechnung  der  magnetischen  Feldkomponenten. 

Die  Komponenten  (^J^  und  [^^^  findet  man  aus  den  Glei- 
chuDgen  (2).  Da  kein  von  der  Zeit  unabhängiges  Magnetfeld 
vorhanden  ist,  kann  man  ohne  Hinzufügen  einer  Integrations- 
konstante direkt  integrieren.     Es  wird: 

(21)   («»^),  =  -«■•«'•" '  |:-  K'  J:  (A»  r)  +  a J'  <2,'  (A,  r) }  cos  «,  90 , 


0& 


(22)   {^r\=-:^'>"":^-\KJ^fH^)  +  <'^,ihr)\m^mm<f. 

§  5.    Berechnung  des  Strahlungsdruckes  im  ||  FalL 

Es  soll  berechnet  werden  das  zeitliche  Mittel  des  von  der 
einfallenden  Welle  auf  den  Zylinder  ausgeübten  Strahlungs- 
druckes. Die  Ejraft,  die  von  elektromagnetischer  Strahlung 
auf  einen  materiellen  Körper  ausgeübt  wird,  setzt  sich  zu- 
sammen  aus  den  Maxwellschen  Spannungen,  die  über  eine 
beliebige,  den  Körper  umschließende  Fläche  zu  integrieren 
sind,  und  aus  der  Änderung  des  elektromagnetischen  Impulses 
innerhalb  dieser  Fläche.  Da  im  vorliegenden  Falle  nur  das 
zeitliche  Mittel  des  Druckes  berechnet  werden  soll  und  ein 
rein  periodischer  Zustand  vorliegt,  ist  der  Druck,  der  von  der 
Änderung  des  Impulses  herrührt,  im  Mittel  gleich  0;  die  Inte- 
gration über  die  Maxwellschen  Spannungen  gibt  also  das  zeit- 
liche Strahlungsdruckmittel.  Als  Integrationsfläche  wird  ein 
dem  materiellen  Zylinder  koaxialer  Zylindermantel  mit  dem 
Radius  r,  wo  r  >  o^  ist,  gewählt.  Die  Maxwellschen  Span- 
nungen sind:^) 

Aus  Symmetriegründen  folgt,   daß  nur  ein  Druck  ||   der 


1)  Vgl.  z.B.  Abraham-Föppl,  Theorie  der  Elektrizität  (Teub- 
ner,  5.  Aufl.)  Bd.  I,  S.  154—155,  Formehi  1^,  und  S.  211,  Formeln  177. 

2)  n  ist  der  normale  E^heitsvektor. 
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7- Achse  resultieren  kann,  die  %^  und  %  brauchen  also  nich 
berücksichtigt  zu  werden.     Ist 

(X  Komponente  der  Flächenkraft  auf  ein  Flächenstück  von  dei 
Größe  1  und  der  Normale  n),  so  ist  die  ar-Eomponente  dei 
Flächenkraft  auf  ein  Zylinderstück  yon  der  Länge  1: 

X«  fx.,da=  \X^.'r^d(p   [da  Oberfl&chenelement) . 

0 

Im  Yorliegenden  Falle  fällt  r  mit  n  zusammen;  also  ist; 

tijj  =  cos  (n,  x)  =  cos  q>, 
tly  =  cos  (n,  y)  =  sin  9P, 
n.  =  cos  (n,  -r)  =  0 . 
Es  sei 

(24)  ^i  =  ^jX,dt, 

0 

worin  T  die  Schwingungsdauer  bedeutet,  der  zeitliche  Mittel- 
wert Yon  Xj..     Es  ist: 

Auf  der  Integrationsfläche  ist  e  =  1  und  /ti  «  1,  also  wird: 

Es  ist: 
Damit  wird: 


(25) 


-^«^1  ^L{~  ^%''^^  f  +  (^A'  C08  9P  -  ($^»  cos  9> 


2n 


(►0  0         0 

-  ($,)»*  cos  <p  +  (^^,»  cos  y  +  2(^X  '.^.p\  «°  9')'',  • 
Da  die  Grenzen  konstant  sind,  können  die  Int^rationen 


Der  Strahlungsdruck  auf  Kreiszylinder  aus  beliebigem  Material.  541 

vertauscht  werden.    Bezeichnen  überstrichene  Größen  zeitliche 
Mittelwerte  über  eine  Periode,  z.  B.: 

T 
0 

80  wird: 

0  0 

2n  2n 

0  0 


(26) 


—  X,  bedeutet  eine  Kraft  in  Kichtung  der  einfallenden  Welle. 


\3l 


a)  Berechnung  von  j^'*Qosq>d%. 

0 

EiS  war  nach  (15) 

(g,  =  e''"2^C '^.  +  «."  QJ  OOB  m,p. 

0 

Man  setze: 
Damit  wird: 

Es  sei 

f281        ^ 

Also  wird: 

(29)        (£2  =  e»» ' I Vm ^^  cos  m  9)  +  1 2« ^«  cos  m  <^  .1 

1)  Da  bn"  abwechselnd  reell  oder  rein  imaginär  ist,   ist  bei  glei- 
chem m  entweder  6^^  oder  6^^  gleich  0. 
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(£.  ist  gleich  dem  reellen  Teil  dieses  Ausdruckes. 


Ist  5t  =  3fic{tf'"'(ai  +  ia^)\     JB  =  9ic{<?»»M^  +  i^,)h 
so  ist  der  zeitliche  Mittelwert  des  Produktes: 

Also  folgt  aus  (^9): 
®?  =»  1    {2"^m  cos  m  y)  I    +  l^w  J^  cos  m  gp|   I  , 
oder: 


r  cc        OD 


[  U         Ü 


I» 

00  oc 


+  S"*  ^  ^»1  -^1»  ^^®  mq>  cos  ptp 


t       2jt 


(30) 


/  ®a'  cos  qprfy.  =  ^[  N -§>  {A^  Ä^ 

0 

2?r 


+  B^  B^  I  cos  m  y  cos  p  qr  cos  qp  rf  yj 

0 


Das  Integral   fcos  m  tp  cos  p  (p  cos  {pdip  läßt  sich  durch 

partielle  Integration  bestimmen.     Man  bekommt  in  bekannter 
Weise  eine  Rekursionsformel,  in  der  das  yorliegende  Integral 

durch   I  sin  m  ^  sin  p  tp  cos  fpdtp  ausgedrückt  wird.    Behandelt 

man  das  letztere  Integral  ebenso,  so  bekommt  man  schließlich: 

1  cos  m  (p  cos  p  (p  cos  <jp  d(p 

=  ji j ö-,  -^~-  «- «  cos  m  cp  cos  »  €p  sm  y, 

—  ,-■  -    i    -T^^ — I— T-i  ß^'^  ^^  Bin  pq>  sm  op 

—  (r-\n»^py,4m«p'  ^^«  ^  »^  "^  7^9)  COS  9> , 

w  (1  —  w*  +  p*) 

—  /i   — ^ T.i — A    a  i  sm  m  a>  cos  />op  cos  op . 


■ 
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Also  wird: 

\  COS  m  (p  cos  p  (f  cos  (p  d(f 


0 


(31)^ 


—  ,- = j-i — T-4~i  8in  2  m  71  cos  2»  ;i 

p(l  +  m*-  »*)  o  •     o 


I 


Ist  (1  -  m2  -  77«)»-.  4m«p2  ^^  q,  so  ist  /?  =»  ±  (m  ±  1).  Für 
diese  Werte  wird  der  Nenner  von  (31)  Null,  gleichzeitig  wird 
aber  auch  der  Zähler  Null,  wovon  man  sich  durch  flinsetzen 
leicht  überzeugt  Man  findet  also  den  Wert  des  Integrals, 
wenn  man  Zähler  und  Nenner  der  rechten  Seite  von  (31)  nach 
p  differenziert  und  dann  p  ^  m  +  l  setzt.  Führt  man  die 
elementare  Rechnung  durch  und  wird  m  eine  positive,  ganze 
Zahl^  so  findet  man: 

2ji 

COS  m  (p  cos  (m  +  \)  (p  cos  (p  d(p  =  -^  - 

0 

Für   m  r^  0  nimmt  das  Integral  den  Wert  n  an.    Also: 

2n 

I  COS  m  q:'  cos  (m  +  1)  y  cos  cp  dq> 

ß2)\  0  =      :t  für  m  =  ü  I 

m  ganze  Zahl. 

Der  Wert  des  Integrals   /  cos  m  tp  cos  p  q?  cos  tpdq  ver- 

0 

schwindet  für  ganzzahliges  positives  m  und  p  also  nur  dann 
nicht,  wenn/;  =  wi  4- 1  ist.  Ferner  wird  der  Wert  unabhängig  von 
in,  wenn  man  den  Fall  w  =  0,  />  =  1  ausschließt  In  (30)  ver- 
schwindet also  die  rechte  Seite  nur  für  folgende  Indexkombi- 
nationen m,  p  nicht:  Ol,  10,  12,  21,  23,  32, ... .  Die  Doppel- 
summe reduziert  sich  also  auf  eine  einfache  Summe  und  der 
Faktor  ^  fällt  weg,  da  z.  B.  A^^  =  A^^  und  also: 

ist  usw.  Also  wird  (30),  wenn  man  noch  den  Wert  des  Inte- 
grals einsetzt: 
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/ 


(33) 


0 


«Mo^, +  Ä„Ä,l  +  f|;-M.^.+i  +  -B«^,+i}- 


2 


TT 


Der  Wert  des  Integrals   (sin  m^  sin  p  (p  cos  ^dq)  wird 

0 

später  gebraucht,  er  möge  gleich  hier  mit  angegeben  werden. 
Man  findet  ebenso: 

j  sin  m  9>  sin  p  cp  cos  ipdcp 


(34) 


j 5-3 — 7-V1  COS  2  m  !w  Sin  2»  sf 


P^ 

y 


+  (i^V^«^pV-4m>p^  «^^  2m«^  COS  2;.;f , 


2ji 


(35) 


I  sin  m  (p  sin  (111+  1)  <)p  cos  q>d(p 
0  =      0  für  m  =  0 


TS 


=  +  -s-  i)  wi^  1 


/in  ganze  Zahl. 


2n 


b)  Berechnang  von   r(^r)i*  COS  9)  d<)E). 

0 
Nach  (22)  ist: 

durch  Einsetzen  von  (27)  uifd  (28)  findet  man: 

(36)   (^r)B=  -^  **"'  12"*  »w  Ä^  sin  m y  -  i2*'*»  ^m  »in  »» 9>|  • 
Damit  wird  ebenso  wie  früher: 

(W=  2;:^«{?"  2p  ^P  M«^p  +  ^«^p  8in  m  9p  sin  p  <p} . 


(37) 


27r 


J(§,),*co8  9Prf9P  =  ^{|;.5p  '»•/'M,^,  +  ^,^.l 


iji 


I  sin  mqp  sin  p^  cos  (pd(p. 


ü 
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Nach  (35)  yerschwlDdet  das  Integral  nur  für  p  s  m  + 1, 
bzw.  m  ^  p  +  \  nicht.  Die  Doppelsamme  reduziert  sich  also 
wieder  auf  eine  einfache  Summe,  die  Kombinationen  Ol,  10 
sind  Null,  die  Kombinationen  12,  21,  23,  32  . .  .  sind  «  +  7r/2, 
also  wird  (37): 


(38) 


0 


=  27^«  ?'"»('"+ 1)!^-^-  +  !  +  ^.^.  +  il 


2ji 


c)  Berechnung  von    /  ($^)a'  cos  q>dqi. 

0 

Nach  (21)  ist: 

($^)2=  -i^''''^-[b:'J:[h,r)+a^'q:[k,r)\  COS  m<p. 
Wende  ich  wieder  Gleichung  (27)  an  und  setze  ich: 

Ä„'  =  (62'-f«.j/.'+/?."Ä','.>)      • 

SO  wird: 

(40)        {^^\  =  e^-^\^mB^  cos  m  9)  -  i  Jm  A^  cos  m  <p} . 

Daraus  folgt  wieder: 

2n 

fi^x  cos  9P  'Z  9^  =  i  i;- 1>  y:  ^; + ^«'  ^;} . 

2n 


(39) 


Nach  (321  wird: 

2^ 


I  COS  m  (f  cos  /?  qp  cos  (p  d(p^ 

0 


(41) 


/(^^),*  oos  <pdcp  =  n  j^o'  /Ti'  ■+  5;  J,'} 


0 


71     «* 


1)  Gleichungen  (39)  unterflcheiden  sieb  von  (28)  nur  dadurch,  daß 
an  Stelle  der  Funktionen  J  und  K  ihre  Ableitungen  treten. 
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2n 


d)  Berechnung  von  J  (^,),  •  (^^),  eiu(pdq 

Nach  (36),  (40)  wird: 


ü 


\LJI 


OO        OO 


u 

2.-1 

I  Bin  m  ^  cos  /?  9)  sin  q>d(f , 

0 
Durch  partielle  Integration  des  unbestimmten  Integrals  findet 
man: 

/  sin  772  qp  cos  p  (p  sin  q^  d(f-  ^  m  l  cos  m  (p  cos  p  (p  cos  (ffd(f 


(42) 


0 


Ü 
2n 


—  p  I  sin  m  ^ sinp  tp  cos  (pdq), 


Da  das  vorliegende  Integral  in  m  und  p  nicht  mehi 
symmetrisch  ist,  müssen  die  Fälle  ;?•«  iw  +  1  und  wi  =  p  +  1 
unterschieden  werden.  Durch  Beachtung  von  Gleichung  (32 
u.  (35)  findet  man: 


'.n 


ni 


p  j  Bin  m  q>  cos  p  q>  Bin  (p  d g> 


0 


(43) 


0 

fn  >  1 


1 


0 


1 


0 


+  n 


w  >  2         w  -  1    I    w  --  -  (w<  -  1)  -—  =  +  -- 


Durch  (43)  findet  man  also: 


(44) 


0 


7i{A^J,'  +  B,B,'\ 


—  y  2™  '''  M«  ^^m  +  1  +  -^m  -ff«  +  l }     • 


(45) 
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e)  Berechnung  des  Strahlungsdruckes. 
Gleichung  (26)  wird  durch  (33),  (38),  (41)  und  (44): 

1       " 

1       ** 

Läßt  man  jetzt  den  Radius  r  der  Integrationsfläche  oo  werden,  so 
verschwinden  die  2.  und  die  4.  und  5.  Zeile,  denn  die  Ausdrücke 
A'j4n  +  i  usw.  yerschwinden  einzeln  wie  1/r.  Man  überzeugt 
sich  davon  leicht,  indem  man  die  asymptotischen  Werte  (13) 
in  An'^m-k-i  usw.  einsetzt     Es  wird  also: 

+  ^g  2*"  M«  ^«,  +  1  +  -S^  -ff«,  +  1 

-\-  A^A^  +  i  +  £r^Bn  +  i\^ 
Beachtet  man  Qleichung  (28),  so  wird: 

Am  Afn  +  1  +    "m  "m  +  1 

=  (^m  C^m  +  1  +  /?m  /?Ii  +  l)  I  "^   «C  <^«  +  l  +  -^m  -^^w  +  1 1 

+  (  2   C^m  +  1  /5«  —  Y  C^TO  ^m  +  1 1  («'^  ^m  +  1  —  «^m  +  1  ^«) 
I     (^   iS^) /yf  I     ^   a(1)       ü"  ^      "        /(2)         ^     ,"^(2)     \    7      T 

+  (cfw  + 1  6«   +  /3ii  +  1  Ä«  )  /«»  Ä'^  +  1 

Die  ersten  Klammern  mögen  der  Reihe  na^h  mit  e^,  f^j 
il-m?  ^^w?  im  bezeichnet  werden,  also: 

^^  *m^  ^m  + 1  und  6^>  6^^+  1  sind  0,  da  immer  der  eine  Faktor  0  ist, 
denn  6m"  ist  reell  oder  rein  imaginär. 


(46) 


(47) 
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{47  a) 


(48) 


+  /in  {  <^m  Ä'^  +  1  —  «^  +  1  ^«  } 

+  y  m  e^m  «'m  +  1  +  ^  «^«Ä  ^m  +  1 
+  J«  e'«  +  1  ^m  • 

Ebenso  wird  nach  (39): 

A^Am  +  l  +  Bj^  B^  +  1  =  ^m  I  -J-  «An  «^f»  +  1  +  ^w  ^  +  1  I 

+  fm{Jn^in^\  —  «^  +  l  ^m  } 
X  +  5^«  «'»il  «/ii  +  l  +  Am  «^M  ^  +  1 
+  7i»  «^»4  +  1  ^m  • 

Zwischen  den  Bess eischen  Funktionen  bestehen  folgende 
ßekarsionsformeln : 

Dieselben  Formeln  gelten  ftlr  K^i^). 
Schließlich  gilt  noch: 
(  /^  (*)  K^  {x)  -  /,  [x)  Ki  [x)  =  /„  (;r)  K^  + 1  (*) 


(49) 


(50) 


(51) 


Für  00  Argument  wird  nach  49: 

«^m(Ä2'')  =  -«/'m  +  i(Ä,r)  =  +  ^_i(Ä,r)    uud 
A'«;(Ä2r)=  -^^  +  i(Äj,r)  =  +  Jr«_i(Ä,r). 

Für  00  Argument  verschwinden  zwar  sämtliche  Funktionen 
J^  und  K^y  aber  7^/^  verschwindet  von  höherer  Ordnung 
als  Jrn^i(h^r). 

Beachtet  man  (50)  und  (51),  so  wird: 

^^«  +  1  +  ^»ii^m  +  l    +  -^ii-^m  +  l  +  -Sii-B'«  +  1 

=  {2/;  +  A«  -i«}{e^«^«  +  l  -  e/m  +  l  Jf«} 

Und  damit  wird  der  Strahlungsdruck  unabhängig  von  der 
speziellen  Wahl  der  Integrationsfiäche. 


(52) 


(53) 
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Es  ist 

+  ftm-^l  f>m    —  «m  ^m  +  1  —  /9«  ^  +  1  i  • 

Also  wird  (46) 

-  ^^|,  =  -^\'^^i'  ßo"  -  '^  <  ßi'  +  ^i"  -  ^ßo\ 

+  /^m  +  l  ^m   —  «7«  ^TO  +  1  —  /9m  *m  +  1  1  • 

Und  damit  ist  der  Strablungsdruck  für  den  Fall^  daß  die 
elektrische  Kraft  ||  der  Zylinderachse  polarisiert  ist,  exakt 
berechnet.^) 

2.  Teil 

Die  elektrische  Kraft  ist  senkreelit  zur  Zyliuderaehse  polarisiert. 

(±  Fall.) 

§  6.    Das  Feld  im   x  Falle. 

Ist  die  elektrische  Kraft  senkrecht  zur  Zylinderachse  po- 
larisiert, so  verschwinden  ^^,  §  und  6,  und  die  Ableitungen 
nach  z,     Gleichungen  (1)  reduzieren  sich  also: 

^      '      c      d  t  c         ^  n  r 

b)    ^-^  +  ±1^6^= +  14^ 

*      c      d  t  r      f"  d  r  r      d  (p 

Man  differenziere  a,  b,  c  nach  resp.  r,  tf,  t  und  setze 
in  c  ein: 


(54) 


jlg      +     ^.^9^     _1     ^.^r\ 


_  c-«€)      2.  M.  4.1  J^ 

Die  Klammer  ist  aber  gleich   —  —  "t?-?  ^sö: 

^    ^       r-"      df"    ^       e"         f)i  dr^     '     r     dr    ^   r*    d(f*    ' 

1)  Ist  die  Amplitude  der  einfallenden  Welle  nicht  =  1,  sondern  =  A^ 
80  ist  die  rechte  Seite  von  (53)  noch  mit  A^  zu  multiplizieren. 

ADDalen  der  Physik.    IV.  Folge.    62.  36 
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I 


i 


Das    ist   dieselbe  Gleichung   wie   (3),  uur  daß  S  und  ^   vei 
tauscht  sind.     Setzt  man  wieder 


« /u n*         iszi fA  na 

-  --■  -        j 


AS 


80  wird  (55)  allgemeiu  integriert  durch: 

(56)  ^  =  «"'"  i;-»  !'/,„  •/„(* r)  +  c^  h„(k r)  j  cos  m  «^  . 

0 

Ebenso  wie  beim  il  Fall  findet  man: 


(58) 


'X 


$,=«""  S'"  'C  /„  (A,  r)  cos  m(p, 


X 


^t  =  «'"' 2"' K««'» (**»•)  +  c;e«(*,r))  cosmy 

0 


wo  rf„"  =  1  und  d„"  =  2i-  ist 

Die  Koeffizienten  d^  und  c„"  werden  durch  die   Grenz- 
bedingung 

(59) 
bestimmt. 


Es  ist  nach  (54  a)  und  (56) 


8  öS«    ,    4ji<r^  d^ 


int 


oo 


u 

=  ^Ae'"'i^(r,y). 

Ich  setze  (J^  =  C  .  A  •  <?*"'.  /'(/•,  y).     Dann  folgt 


tc 


also: 


•  e  n  —  4  ?r  t  er  * 


(61)  (^^\  =  +  «**"'f'»l'/„'V^'(A,r)  +  C«.'(A,r)}  cos  my  , 

u 


denn 


u 


1.    <^2  =  0      *«   =  -^ 


Also   folgt   aus  (59),   wenn   nach   der  bekannten  Schluß- 
folgerung das  Summenzeichen  weggelassen  wird: 


und 
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wenn 

^^  e 

ist 

Es  folgt: 

((j9^  C    "=    22'«       A  «^m'  (^i  gl)  «^m  (^a  gl)  -   «/m  (Al  gl)  Jy^  (^t  gl) 

"^  '"  /m  (^'i  0, )  (>J  ik^  qÖ  -  ;)i  j;/  (*•,  9|)  <?«  (Ä-^  ^, ) 

oder 

^«"  Pl  Jn!  (h  gl)  '/m  (A'<  gl)  -  '/m  (^Ti  ^i)  JJ  (A?,  ^j)      "^      2    * 

Für  fw  =  0  tritt  an  Stelle  von  2?'"  der  Faktor  1. 

§  7.    EigensohwingUDgen  im   ±  Falle. 

Die   BedinguDgsgleichung    für   Eigenschwingungen    erhält 
man  ebenso  wie  früher: 

(63)         pJ:{K9,)Q^'H9^)  -  «^«(A.  (>,)«»,'(/'.  (>i)  -  0- 

Als    Bedingungsgleichung   für   ungedämpfte   Eigenschwin- 
gungen erhält  man: 

(64)       K  -r.,:  i*.  ci)  a;  (*,  (>,)  -  *,  K  J«  'A  (',)  K'  VAS  (»i)  =  0 , 

da   diese  nur  an  dielektrischen  Zylindern   möglich  sind,  also 
o-,  =  0  ist.  •    • 

§  8.    Berachnung  des  Strahlnngsdrackes  im   ±  Falle.  ^ 
Man  findet  ebenso  wie  früher: 


(6G) 


Nach  (28)  wird  jetzt: 

^  h  '■"  ^3'  cos  (f  +  (e^jjä  cos  (f  -  (®^),2  cos  rf 

Da  |),  (S^,  (S^  im  J.  Falle  mit  @,  $^,  ^^  im  |;  Falle  for- 
mal übereinstimmen  (S^j^  und  6^^^  haben  zwar  das  umgekehrte 

Vorzeichen  wie  .'p^,,  und  ^^  ,  wie  man   sich  aber  sofort  über- 

l)  Vgl.  Formel  (25). 

86* 
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zeugt,  ist  das  gleichgültig],  köDnen  die  Formeln  des  \\   Falles 
sofort  auf  den  j.   Fall  übertragen  werden.    Ist 


// 


und 


m 


=  y."  +  «v 


m  tn       '  «Fi    ' 


so  wird  der  Strahlungsdruck: 

1 


(67) 


-Jx 


g^  \n  rc  V  -  jr Xo" ^i"  +  ri"-  2«?;-} 


cc 


+  i^X^  S^^l^  ^«  +1  ^m  -  ?J  Xm  ^m  +1  +  ^m  +1  // ^^^ 


3.  Teil. 

Numerische  Reehnun^n. 

§  9.    Numerische  Berechnung  des  Strahlungadruoices  auf 
einen  Wasserzylinder  von  1  cm  Badius  im  Vakuum  für  den  ||  Fall. 

Im  folgenden  wird  der  Straldungsdruck  auf  einen  Wasser- 
zylinder von  1  cm  Radius  im  Vakuum  für  den  |{  Fall  nume- 
risch  berechnet.    Ich   gebe   aus   von   der   Formel  (53).     Man 

braucht  zur  Berechnung  von  —  X  nur  die  Kenntnis  der  Koeffi- 
zienten «m  =  <^m  +  «'/Sw-  Für  Wasser  i9t  «^  =  81,  ^  =  1,  o-j  =  0, 
also  wird  Formel  (17  a): 

21"* 


k^  t/i/  t/ji  —  k^  /j,  J^i  2 


Da  Oj  =  l  cm  ist,  wird  Ag  pj  =  A,  =  —  =  -=-,    wo  /.  die 
Länge  der  einfallenden  Welle  im  Vakuum  ist.    Ferner  ist 

*.  =  1^7  =  9*.- 

k^  ^^  ist  das  größte  auftretende  Argument  Die  Funktionen  >/ 
treten  in  (17  a)  von  den  Argumenten  k^o^^  und  ä^öj,  die  Funk- 
tionen K  nur  vom  Argument  k^  o^  auf.  Die  Werte  für  Jf^[x)  und 
Jq'[x)==:  --  J^{x)  liegen  in  den  Funktioncntafeln  von  Jahnke- 
Emde  bis  zum  Argument  x  =  15,5  berechnet  vor.  Ich  konnte 
also  den  Strahlungsdruck  in  dem  Intervall  von  0—1,7  für  ä, 
(d.  h.  von  0 — 15,3  für  kj)  berechnen.  Die  Werte  fiir  die 
£q  (Äg  Oj)  und  K^  (Äg  pj  wurden  dem  gleichen  Tafelwerk  ent- 
nommen.    In  diesem  Intervall  konnte  die  Reihe  (53)  schon  bei 
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w  =  3  abgebrochen  werden,  nnd  zwar  genügten  diese  Glieder 
schon  völlig  bei  Aj  =  1,7.  Bei  kleinerem  k^  konnte  schon  eher 
abgebrochen  werden.  DaiD(53]al3lndex)n+  1  auftritt,  mußten  die 
Koeffizienten  «o" /9("  bis  a^' ß^'  berechnet  werden.  Die  NuU- 
stelten  des  Zählers  von  (17a)  geben  die  EigenschwingaDgen  des 
Zylinders.     Es  wurden  zunächst  die  Koeffizienten  tt"  und  ß" 

1 


n     ni 

lf,J 

(ft,(.,iJi:»'(t,p,i 

-fc,J«' («■,?,)  ff- tfc,p,) 

■m-210 

„       alB 

Funktion 

™.,,  =  =^. 

'W0-20Q 

/ 

\   / 

A       Für 

r»  =  (),  1,2  giltMaÜstab 
m  =  3 

•so  •ISO 

\  / 

m  =  4 

•so -HO 

y 

•  W80 

A 

A 

f\ 

'^"'"i-^ 

M\ 

/A 

UX^u, 

/".'J 

0W\ 

^a\ 

'/^y\/^' 

-2(1.«/ 

\ 

A-JfX^o 

■J 

v2     j 

^ 

V 

i 

m-i 

m-t 

Pig.  a. 

(m  =  0,1  ...  4)  derart  berechnet,  daß  k^  =  0,05,  0,1  and  dann 
immer  um  0,1  wachsend  bis  1,7  gesetzt  wurde.  Daraus  wurden 
annähernd  die  Eigenschwingungen  (fUr  m  =  0,1  ...  4)  berech- 
net und  nun  die  Koeffizienten  für  diese  in  unmittelbarer  Nähe 
der  Ei  gen  Schwingungen  liegenden  Werte  von  A,  berechnet.  Ea 
ergab  sich  so  die  Notwendigkeit,  die  Koeffizienten  fOr  m  >  0,1 . . .  4 
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für  50  verschiedene  WellenläDgen  zu  berechnen.  —  Die  nicht 
in  den  Tafeln  enthaltenen  Funktionswerte  der  höheren  Ord- 
nungen wurden  entweder  mit  Hilfe  der  Rekursionsformeln  (49). 
oder,  wo  diese  Rechnungsart  für  höhere  Ordnungen  und  kleine 
Argumente  zu  ungenau  wurde,  aus  den  Reihen  für  J^  und 
J  '  teilweise  berechnet  und  dazwischenliegende  Argumente  ans 
den  Kurven  graphisch  interpoliert^)  Sämtliche  numerischen 
Rechnungen  sind  mit  dem  Rechenschieber  ausgeführt  In 
Fig.  2  ist  A, /jjÄ'g/ —  Äj/jj'Ä',j  als  Funktion  von  k^  aufge- 
tragen. Mit  wachsendem  m  nehmen  die  Maxima  stark  zu. 
Deswegen  mußte  für  tu  =  3  und  m  ==  4  je  ein  kleinerer  Maß- 
Stab  gewählt  werden.  Die  Nullstellen  geben  die  Eigen- 
schwingungen. Merkwürdig  ist  das  Verhalten  der  Funktion 
für  m «  0  zwischen  0,8  und  1,1.  E^  wird  später  gezeigt 
werden,  daß  sich  die  Koeffizienten  a^'  und  ß\l*  so  verhalten, 
als  ob  bei  k^  «  0,8  eine  Eigenschwingung  sei.  In  der  fol- 
genden Tabelle  1  sind  die  Werte  von  A,,  die  Eigenschwin- 
gungen entsprechen,   für  m  =  0  bis  m  ■>  4  zusammengestellt. 

Tabelle  1. 

Wnraeln  von:  k^J^{^k^)KJ  {k\)  -  9it,  J„'(9Ar,) /r«(ik,)  =  0. 


m 


0 


m 


1 


m 


2 


m  =  3 


m  =  4 


k,  = 


_  I 


4-0,09587*-) 
+  0,4648* 
+  1,0709 
+  1,465« 


+  0,2631* 
+  0,6102 
+  0,9621 
+  1,3170 
+  1,6771 


+  0,4237 
+  0,7752 
+  1,1246 
+  1,4743 


I 


-V. 


+0,5706 
+0,9324 
+  1,2857 
+  1,6379 


+  0,70T3 
+ 1,0825 
+  1,4435 


Der  Abstand    der  Wurzeln  innerhalb  einer  Ordnung  ist 
fast    konstant.    —    V\g,  3    enthält    den    Nenner    von    (17  a): 

^1 '^1*^21""  ^2*^11 '^21  als  Funktion  von  A^.  Man  sieht,  wie  mit 
wachsendem  m  die  Kurven  sich  immer  weiter  der  Abszissen- 
achse anschmiegen.  Kurve  für  m  =  4  ist  in  größerem  Maß- 
stabe gezeichnet.  In  den  Nullpunkten  dieser  Funktion  für  das 
betreflfende  m   werden    a^'  und  ß^'  gleich  0,  wie  man  sich 


1)  Die  durch  Kreise  bezeichneten  Kurveopunkte  sämtlicher  Figuren 
sind  berechnet. 

2)  Die   mit   *    bezeichneten  Wurzeln   sind    schon   von   Schaefer- 
Großmann  angegeben. 
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aus  (Ha)  leicht  tiberzeugt  In  den  Nullpunkten  von  Aj'^n'Ä'j,— 
Ä|  J^^'  Ä'j, ')  für  das  betreffendo  m  werden  abwechselnd  a^"  =  0 
und  ß^'  ™  ±  4/re  (oder  eben  umgekehrt).  Für  m  =  0  wird  in 
den  Eigenschwingungen  a^'  =  0  und  ß^'  =  —  S/jt  (weil  Ä^"™!). 
Man  sieht  dieses  Verhalten  der  Koeffizienten  in  den  Figg,  4, 

i, .'»'  (t.  ¥.)  J- {!■■%  Pi)  -  *t  J'- y-i  Pi) -A.'  1*.  pi) 

als  Funktion  von  frj  =  —  > 

Für   "1  --   0.  1,  2,  3  pit  Maßstab  I 


5  und  6.  Für  m  =>  3  und  4  ist  der  Verlauf  der  Eneffi/ienten 
nicht  gezeichnet,  weil  sie  auBer  an  den  Stellen  der  f^gen- 
schwinguneen  sehr  klein  bleiben.  Man  sieht  in  den  Figg.  4 
bis  6  d''nt1ich  die  durch  die  Eigenschwingungen  des  Zylinders 
herTorgerufenen  Schwankungen  im  Verlauf  der  Koeffizienten. 
Die  Stellen  der  Eigeuschwingungen  der  betreffenden  Ordnung 


1)  AUo 


1  den  EigenBchwinguDgen  der  betreffenden  Ordnung. 


.-.  '.  ••  V 


»ibi:«'»  mLi 
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Ä  *  und  flo»fs  Funktion 


Fig.  5. 


sind  durch  die  gestriclielten  Geraden  bezeichnet.  In  Fij 
sieht  man,  wie  sich  bei  0,8  die  n^  und  ß^  wie  in  der  N 
einer  Eigenschwingung  verhalten.     Ferner  sieht  man,  wie  s 
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die  Koeffizienten  mit  wachsendem  m  immer  weiter  der  Abszissen- 
achse anschmiegen  und  nur  in  der  Nähe  der  Eigenschwin- 
gungen ein  beinahe  unstetiges  Anwachsen  zeigen.^]  In  den 
folgenden  Tabellen  werden  die  Wurzeln  des  Nenners  von  (17  a) 
und  die  Koeffizienten  a^"'  und  ßj'  gegeben. 


Ol2U/fCfp2  s/s 

Funktion  von 
10       k. 


\0,8 
0,6 
0,H 

\0,2 


OJ 


-0.2 
•  -flv 


Fig.  6. 


Tabelle  2. 

Wurzeln  von:  9 Ä-, /«' (9 A;,)  J« (A:,)  -  /fj »/«,  (9 A-,) /«' (/k,)  =  0. 


m  =  ü 


J 


rn  =  1 


/.-..  = 


4-0,4282 

+  0,7847 
+  1,1399 
+  1,4937 


+  0,5708 
+  0,9381 
+  1,2951 
+  1,6495 


w  ^  2 


m 


m 


+  0,7097 
+  1,0871 
+  1,4490 


+  0,8294 
+  1,2298 
+  1,5991 


+  0,9745 
+  1.8680 


1)  Es  »ei  noch  bemerkt,  daß  nur  die  durch  Kreise  bezeichneten 
Kurvenpunkte  berechnet  sind  und  Maxima,  wie  z.  B  der  Kurve  fär  j9/' 
in  Fig.  5  bei  0,63  nur  qualitativ  bewertet  werden  dQrfen. 
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Die  Wurzeln  dieser  Funktion  flir  die  Ordnangen  0,  ] 
fallen  nahe  mit  den  Wurzeln  von 

K  JA^K)  k:  [K)  -  9  h,  j:  (9  *,)  K^  (*,)  -  0 

der  Ordnungen  2,  bzw.  3  und  4-  zusammen.    (Vgl.  Tabelle 

Tabelle  8. 


«, 


// 


und  ft 


// 


rt 


II 


i__.ip''  ._La._ 


II 


Ä" 


0,05 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0 

1,1 

1,2 
1,3 

1,4 
1,5 

1,6 

1,7 

0,096 

0,266 

0,45 

0,461 

0,468 

0,577 

0,612 


+0,1402 
-0,0657 
-0,3130 
-0,3162 
-0,3052 
-0,1453 
-0,1853 
-0,1986 
+0,3110 
-f-0,0514 
-1-0,0453 
-0,0766 
+0,2694 
+0,2466 
+0,2354 
+0,1501 
+0  3178 
+0,3180 

-  0,002422 
-0,3166 
+0,2058 
+0.0354 

-  0,0258 
-0,1849 
-0,1858 


0,03264 
0,6310 
0,3566 
0,3500 
0,2288 
0,5990 
0,5773 
0,5675 
0,3862 
-0,6340 
0,6330 
0,6270 
0,4875 
0,5199 
0,5325 
0,0376 
0,3001 
0,3058 
0,6365 
0,3514 
0,5655 
0,6165 
0,6260 
0,5775 
0,5770 


0,712 

0,75 

0,776 

0,925 

0,95 

0,963 

1,063 

1,085 

1,127 

1,25 

1,287 

1,32 

1,449 

1,461 

1,475 

1,641 

1,679 

0,15 

0,35 

0,85 

1,55 

1,665 

0,41 

0,44 

0,28 


-  0,2068 

-0,2692 

-0,2754 

+0,0475 

+0,0467 

+0,0464 

+0,0126 

-0,0301 

-0,3164 

+0,2494 

+0,2459 

+0,2466 

+0,1532 

+6,43- 10- 

-0,2076 

+0,3180 

+0,8182 

-0,8042 

-0,3176 

+0,0873 

+0,3144 

+0,3179 

-0,2756 

+0,3141 

-0,3168 


0,560C 
0.4S9C 
0,1582 
0,6330 
0,6330 
0,6330 
0,6350 
0,6220 
0,8520 
0,5160 
0,5200 
0,5195 
0,5980 
0,6360 
0,5600 
0,8054 
0,3061 
0,4112 
0,3384 
0,6250 
0,2692 
0,M052 
0,1595 
0,2680 
0,3526 


Tabelle  4. 

«i"  und  j:?,/. 


A_ 

0,05 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0 


n 


Ä' 


*. 


// 


Ä" 


+  3,864.10-« 

+ 1,151. 10-'\ 

+2,526. 10-* 

+0,0438 

+0,0191 

+0,0171 

+0,0408 

+0,1565 

+0,1462 

+0,1001        I 

+0,5645 


+7,02  .10"* 

1,1 

+0,4299 

+  1,211. 10-» 

J,2 

+0,4165 

+  1,795.10-* 

1,3 

+0,0772 

-0,2322 

1,4 

+0,8240 

-0,1547 

1,5 

H- 0,8030 

-0,1467 

1,6 

+0,7095 

+  0,0708 

1,7 

+  1,2120 

-0,4180 

0,096 

+7,41   .10 

-0,4055 

0,266 

+0,9010 

-0,3432 

0,45      i 

+0,01900 

-  0,6830 

0,461    1 

+0,01890 

-0.6020 

-0,5975 

+  0,3036 

-0,6080 

-0,«155 

-0.6325 

-0.2740 

+9,71   .K 

—0,5800 

—0,1560 

—0,1588 
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Tabelle  4  (Fortsetzung). 


«i"  und  ßx" . 

k. 

< 
-f-0,01867 

.  —0,1529 

1,32 

«." 

A" 

0,468 

+  1,252 

i    -0,1583 

0,577 

+  1,163.10"=' 

+0,03846 

1,449 

+0,8000 

-0,6150 

0,612 

+1,222 

—0,2514 

1,461 

+0,8080 

-0,6100 

0,712 

+0,1524 

-0,4135 

1,475 

j   +0,7995 

-0,6150 

0,75 

+0,1468 

-0,4065 

1,641 

+0,2101 

-0,4725 

0,776 

;   +0,1461 

-  0,4060 

1,679 

1   +1,272 

-0,04075 

0,925 

,   +0,0375 

-0,2154 

0,15 

'   +4,15.10-* 

+7,27.10-8 

0,95 

,    +0,2390 

+0,4970 

0,35 

+0,02136 

'■    -0,1635 

0,963 

+  1,268 

-  0,0882 

0,85 

'   +0,1398 

-0,3984 

1,063 

+0,4400 

-  0,6055 

1,55 

+0,7890 

-0,6185 

1,085 

+0,4335 

-0,6025   ■ 

1,665 

;   +1,111 

+0,4240 

1,127 

+0,4280 

-0,6015 

0,41 

+0,01911 

-0,1549 

1,25 

+0,3526 

-0,5700 

0,44 

+0,01911 

-0,1649 

1,287 

:   +0,0730 

-0,2964 

Tabe 

rt,"  un 

0,23 

lle  5. 

d  A". 

+9,79.10"'' 

:   +0,1113 

k. 

< 

A" 

k. 

< 

Ä" 

0,05 

'  -5,065.10-^'' 

+2,016.10-" 

0,712 

-9,625.10"* 

+7,280-10-' 

0,1 

-  3,279.10-^1 

+8,45  .10-» 

0,75 

-  0,04945 

+1,916.10-" 

0,2 

-3,276.10-^ 

+8,41    .10"»« 

0,776 

+0,6360 

+0,6650 

0,3 

-5,72   .10"* 

+2,572.10"' 

0,925 

+0,0700 

+3,85  .10-« 

0,4 

-0,01425 

+  1,597-10"* 

0,95 

+t),0715 

+4,01   -10-» 

0,5 

+0,01285 

+  1,300-10-* 

0,963 

+0,0705 

+3,92     10"« 

0,6 

+  >,011-9       ' 

+  1,114.10"* 

1,063 

+0,0436 

+  1,495.10"» 

0,7 

+3.398.10-»' 

+9,05   .10« 

1,085 

+6,42   .lO-*» 

+3,288.10"^' 

0,8 

+0,1227 

+0,01194 

1,127 

+0,5605 

+0,9385 

0,9 

-0,07080 

+3,96  .10"* 

1,25 

+0,1989 

+0,0318 

1,0 

-rO,06840 

+3,67   .10» 

1,287 

+0,1971 

+0,0312 

1,1 

-  0,0690 

+3,22   .10-=' 

1,32 

+0,1970 

+0.0313 

1,2 

-{-0,2100 

i-0,03506 

1,449 

+4,925.10"'' 

+  1,90  •10-'' 

1,3 

-^0,1968 

+0,0:U26 

1|461 

-  0,2424 

+0,0479 

1,4 

+0,1720 

+0,02374 

1,475 

+0,1384         • 

+1,259 

1,5 

--0,5000 

-0,2426 

1,641 

+0,3758 

+0,1222 

1,6 

+0,3754 

i-0,1223 

1,679 

+0,8746^ 
-4,975.10-« 

+0,121« 

l,T 

-hO,3712 

+0,1192 

0,15      , 

+  1,952.10» 

0,096 

-3,248-10-" 

+8,275.10"** 

0,35 

-2,19   .10'» 

+3,776.10"* 

0,260 

2,236.10^ 

-3,93   .10"^ 

0.85 

+0,0760         1 

+4,54   .lO"« 

0,45 

+0,02164 

+3,684.10-*- 

1,55      , 

+0,3904 

+0.1341 

0,461 

+  0,01718 

-2,32   .10* 

1,665    i 

+0,3740 

+0,1215 

0,468 

+0,01598 

+  2,008.10-* 

0,41 

-  0  0286 

+6,42   .10-* 

0,577 

+0,01166       ' 

+  1,070.10"* 

0,44 

+0,03038       ; 

+7,25   .10* 

0,612    , 

+0,01178 

+  1,090.10"* 

0,23 

-8,425.10"'' 

+5,586.10"* 

-w***^ 
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Tabe 

lle  6. 

(.3"  uud  A". 

k,'_  " 

-2,352. 

_  1 
10" 

-5,475.10-" 

k, 
0,712 

«." 

Ä" 

0,05 

-2,154.10-' 

+  5,235-10* 

0,1 

-2,38   ' 

lo-»-* 

-1,741-10-" 

0,75 

-2,074.10-' 

+5,135-10-* 

0,2 

-9,60   . 

io->^ 

-1,103.10"' 

0,776 

-1,679-10"' 

+4.625- 10'* 

0,3 

-1,821. 

10-'- 

-1,520.10-« 

0,925 

-6,125.10"* 

-  0,02798 

0,4 

-1,91    . 

10-10 

-1,557.10* 

0,95 

-1,924.10"* 

+0.01565 

0,5 

-1,«03. 

10"» 

-1,428.10"* 

0,963 

-8,895.10"* 

+0,01062 

0,6 

-7,36   . 

.10"«  • 

+9,675.10"* 

1,063 

-3,448.10'* 

+6,615.10"» 

0,7 

-2,16 

.10-^ 

+5,25   .10"* 

1,085 

-3,406.10"» 

+6,585-10"» 

0.8 

-  1,009 

.10-' 

+  3,74   .10"* 

1,127 

-3,321-10  ^ 

+6,505-10"» 

0,9 

-1,191 

•  lO-ö 

-3,90  .10"» 

1,25 

-8,826.10"*, 

-6.975-10"^ 

1,0 

-4,12   ' 

.10-5 

+  7,24   .10-« 

1,287 

-  0,2521 

+0,5077 

1,1 

-3,424. 

.  10"*  , 

+6,60   .10"» 

1,32 

-1,646- 10-»! 

+0,04575 

1,2 

- 1,442 

.10» 

+4,28   .10"» 

1,449 

-7,67   .10"* 

+0,08124 

1,3 

-5,33   . 

.10-* 

+0,0822 

1,461 

-7,625.10"* 

+0,03118 

1,4 

-7,79 

.10-» 

+0,03152 

1,475 

-7,535-10"*' 

+0,08099 

1,5 

-7,34 

.10-* 

+0,03054 

1,641 

-0,3168 

+0,5510 

1,6 

-  1,007 

.10-^' 

-1,133.10-» 

1,679 

-0,01071 

+0,1162 

IJ 

-8,10  . 

.10-« 

+0.1013 

0.15 

-  2,070. 10-««i 

-1.621.10"» 

0,096 

-2,064- 

.  10-"* 

-  1,62   .10"^ 

0.35 

-2,746.10-" 

-5,900.10"« 

0,266 

-  3,576 

.  m  »■■ 

-6,75   .10  ' 

0,85 

-4,34   .10-\ 

-2,348.10"* 

0,45 

-1,511 

.lO'-* 

-4,380.10"'^ 

1,55 

-5,37   .10"*' 

+0  02614 

0,461 

-2,421 

.  10-" 

-5,55   .10  '• 

1,665 

-0,01549       i 

+0,1396 

0,468 

-  3,258 

.10-^» 

-6,44   .10"* 

0,41 

-  2,996. 10-«<> 

-1,961-10-* 

0,577 

-  6,365 

.10"« 

+2,846.10"» 

0,44 

-9,97   -10""' 

-3.558-10» 

0,612 

-4,785 

.10"' 

+7,80  .10* 

0,28 

-4,92   .10"^*i 

-2,502-10"' 

Bricht  man  in  Formel  (53)  hinter  m  «  8  ab,  so  bekommt 


man:') 


(68) 


-  Z, 


16 


^|2;i«.Vo'  -  2 «<'/?,"  +  4<  -  4/J„" 


+  w<'^,"-  «a,"/9,"+4/?,"+««," /?,"-«  tf,V," 


^v 


-  4  a,"  +  n  «;'  /?,"  -  n  a'' ß^'  -  2/9,"} . 


Setzt  man  darin  die  Werte  aus  den  Tabb.  3  —  7  ein,  so 
erhält  man  für  -  .Y .  2)  folgende  Werte  der  Tab.  8. 


1)  V"  =  1 ,  W  =  0,  ^>i"»  =  0,  Äi^"'  »  +  2  U8W. 

2)  -  A',.  ist  ein  Druck  in  der  Fortpflanzungsrichtnng  der  einfallen- 


den Welle. 
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Tabelle  7. 

«;'  und  A". 


k. 


(t. 


ff 


0,05 

'  +8,355. 

10-"; 

0,1 

+  1,089. 

10-». 

0,2 

.  +7,84   . 

10"" 

0,3 

+  8,165- 

10-10 

0,4 

+  1,562- 

10"»  , 

0,5 

+  1,876- 

10'^' 

0,6 

+  1,929. 

•10« 

0,7 

+  1,103. 

10-* 

08 

-2,584- 

10"'' 

0,9 

-2,390. 

10-* 

1,0 

+  2,782. 

10-* 

1,1 

-1,108- 

10"^ 

1,2 

-4,670. 

10-* 

1,3 

-4,295. 

10"* 

1,4 

+  7,455 

10-* 

1,5 

-3,768- 

10-* 

1,6 

-3,222. 

10"» 

1,T 

-2,608- 

10-» 

0,096 

+  1,237. 

10-»* 

0,266 

+  1,322- 

10-10 

0,45 

+  5,535. 

10-^ 

0,461 

+  7,280- 

10-« 

0,468 

+  8,740. 

10"*  i 

0,577 

+  1,119- 

10-« 

0,612 

+  2,608- 

10"« 

^ 


// 


A" 


5,495. 
9,325« 
4,830. 
5,245. 
1,922. 
2,772. 
2,924. 
9,585- 
6,245. 
4,495* 
6,075. 
9,655- 
1,710. 
1,451. 
4,370. 
1,117. 
8,17?- 
5,350. 
1,200- 
1,873. 
2,4J0. 
4,170. 
5,995- 
9,820- 
5,355- 


10"" 

10"** 

10-" 

10-»*' 

10-1« 

10-" 

10-»** 

Kr* 

10"»^ 
10-H. 

10-10 

10-' 

10-' 

10-' 

10-' 

10'* 

10"« 

10"« 
,0-9* 

10-*»' 
10-'* 

io->* 

10-»-' 
10"»' 
10-»« 


0,712 

0,75 

0,776 

0,925 

0,95 

0,963 

1,063 

1,085 

1,127 

1,25 

1,287 

1,32 

1,449 

1,461 

1,475 

1,641 

1,679 

0,15 

0,35 

0,85 

1,55 

1,665 

0,41 

0,44 

0,28 


-1,872 
-8,401 
-2,772 

-  2,074 
-1,426 
-8,435 
+  5,975 
-5,950 
-6,115 
-4,625 

-  4,420 
-3,914 
-0,01780 
-7,215 
-4,885 
-3,198 
-2,976 
+  6,380 
+  4,080 

-  2,554 

-  3,262 

-  8,092 
+  1,873 
+  4,075 
+  2,166 


10-* 

10* 

10-* 

10"* 

10-* 

10-ß 

10-*  i 

10*3  j 

IQ-* 

10-* 

10-* 

10* 


I  - 


lO"*^ 

10-» 

10-» 

10-« 

10-»« 

10"^ 

10'* 

10"^ 

10-« 

10-«. 

10-«  j 

10»» 


2,754. 
9,125. 
6,045. 
3,381* 
1,598. 
5,590. 
2,807 . 
2,786. 
2,948. 
1,688* 
1,638. 
1,204. 
2,492 . 
4,085 ' 
1,876. 
8,035. 
6,960. 
3,198- 
1,310. 
5,125. 
8,370- 
7,525. 
2,758- 
1,310. 
3,694. 


10"* 
10-10 

10"»« 
10-10 

10»« 

10"»» 

10-' 

10-* 

10-" 

10-' 

10  • 

10-' 

10"* 

10"^ 

10-* 

lO"*' 

lO*» 

10-** 

10-»' 
10-10 

10"« 

10"' 

10"»" 

10-»'' 
10-« 


Tabelle  8. 


Ä-. 


0,05 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0 

1,1 
1  '> 


-X 


!l 


+  0,1633 
+  1,578 
+  0,4570 
+  0,2119 
+  0,1054 
+  0,2829 
+  0.2510 
+  0,1616 
+  0,1916 
+  0,1798 
+  0,1620 
+  0,1354 
+  0,1589 


k. 


1,3 
1,4 
1,5 
1,6 

1,« 
0,096 

0,266 

0,45 

0,461 

0,468 

0,577 

0,612 

0,712 


-  X 


II 


-f  0,09335 

+0,1452 

-1-0,1294 

+0,1340 

+0,1434 

+  1,659 

•0,4385 
-0,3422 
+0,3384 

-0,3308 
tO,2554 
+0,2502 
+0,1562 


k. 


-  X, 


0,75 

0,776 

0,925 

0,95 

0,963 

1,063 

1,085 

1,127 

1,25 

1,287 

1,82 

1,449 

1,461 


+0,1229 
+0,1541 
-r0,1739 
+0,1654 
+  0,1663 
+0,1476 
+0,1384 
+0,1331 
+0,1484 
4-0,1557 
-f-0,U83 
+0,1368 
+0,1343 


-X: 


1,475 

1,641 

1.679 

0,15 

0,85 

0,85 

1,55 

1,665 

0,41 

0,44 

0,23 


-1-0,1449 

+0,1021 

+0,1416 

+0,6915 

-r0,1878 

+0,1950 

+0,1426 

+0,1179 

-!  0,06765 

-+0,2002 

+-0,4485. 


2jr 


In  Fig.  7  ist  der  Strahlungsdruck, als  Funktion  von  ^  =  -^ 

graphisch  dargestellt.     Die  über  der  Abszissenachse  gezeich- 
neten gestrichelten  Geraden  bezeichnen  die  Stellen  der  Eigen- 


562 


G.  TAäe. 


Bchwiugungen,  diejeuigen  unterhalb  der  AbsziBsenachse  die 
Nulleteilen  von  k^JJ^J^^  —  A,</,j/j,'  =  0,  die  L&nge  der  Ge- 
raden bezeichnet  ihre  Ordnung  m.  An  den  letzteren  Null- 
stellen werden,  wie  bewiesen ,  die  betreffenden  «_"  and  ß^" 
gleich  0;  ist  m  klein,  so  bewirkt  dieses  Verhalten  ein  Klein- 
werden  des  Strahlungsdruckes.  Man  sieht  in  Fig.  7  deutlich 
den  EinäuB  der  Kigenschwingungea  auf  den  Strahlnngsdmck, 


Pig.  7. 

z.  B.  das  Anwachsen  bei  der  1.  und  2.  Eigenschwingung  der 
Ordnung  0  (Ag  =  0,09587  und  A,  =  0,4648)  und  die  Verzöge- 
rung des  Druckabfalles  bei  der  1.  EigenschwinguDg  von  m  ^  l 
(A,  =  0,2631).  Ebenso  siebt  man  ein  deutliches  Uinimum  bei 
A,  =  0,4282  (1.  Nullstelle  von  A,  /„'  /jj  -  k,  /j,  J„-  =  0  för 
m  =  0).  Im  weiteren  Verlauf  der  Kurve  verwischt  sich  der 
Einfluß   dieser  NulUlellen  und  der  Eigenscbwingungen  mehr. 
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offenbar  lagern  sich  zu  viele  derartige  Einflüsse  übereinander. 
Merkwürdig  ist  das  Minimum  bei  k^  =  1,3.  Es  ist  nicht  aus- 
geschlossen, daß  sich  bei  Berechnung  von  noch  mehr  Kurven- 
punkten noch  mehr  derartige  Extrema  zeigen. 


§  10.    Ergebnisse. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  habe  ich  exakte  Formeln  für 
den  Strahlungsdruck  abgeleitet,  den  eine  ebene,  elektro- 
magnetische Welle  auf  die  Längeneinheit  eines  Kreiszylinders 
aus    beliebigem  Material   ausübt,    wenn  die  elektrische  Kraft 

a)  parallel^ 

b)  senkrecht  ^-'•**" 

zur  Zylinderachse  polarisiert  ist.  Der  Strahlungsdruck  wurde 
dann  für  einen  Wasserzylinder  von  1  cm  Radius  für  50  ver- 
schiedene Längen  der  einfallenden  Welle  berechnet,  und  zwar 
variierte  die  Wellenlänge  von  Ä=  125,6  cm  bis  A  =  3,7  cm. 
Es  zeigt  sich  in  diesem  Intervall  eine  starke  Beeinflussung 
des  Strahlungsdruckes  durch  die  Eigenschwingungen,  der 
Druck  wirkt  in  der  Fortpflanzungsriohtung  der  einfallenden 
Welle. 

Anhang:. 

Im  Anhang  soll  noch  der  experimentell  wichtige  Fall 
behandelt  werden,  daß  zwei  koaxiale  Zylinder  aus  beliebigem 


Ric*>^ung  der  itn/a/Zemfen 


VfenUi 


Raum  i 


Material  das  Feld  stören.  Der  innerste  ßaum  (Raum  1)  habe 
die  Konstanten  e^,  ju^,  Cj,  der  Zylinderring  (Raum  2)  c^,  f*,,  er,, 
der  Außenraum  (Raum  8)  6g  =  1 ,  /Wg  =*  1 ,  (Tj  =  0 . 


"\ 


1^  -nifc»  Ifc  j»i 
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§  11.    Das  Feld  im  ||  Falle. 

Man  kann  die  Integration  der  Gleichungen  unverändert 
von  dem  Falle  eines  Zylinders  übernehmen.  Im  Baum  1 
bzw.  2,  8  seien  die  Konstanten  a\  V  bzw.  a",  h"  und  a"\  b"\ 
Allgemeines  Integral  war  nach  (7): 

Es  wird  also: 


(69) 


ffi,= 


00 


,tnt 


5» " '  21,'"  *^'  '^«  (^'i  ^)  COS  m  (f , 

ü 

DO 


®,  =  e' " '  2«  i  V  -'« (*j  »•)  +  <'  ^.(A2  r  ( cos  m  9-. , 


u 

oo 


©3  =  e' "'2-1  K''rjK  r)  -  «,'"  «. (A,  r) } cos  m  qr . 


Bei  @3  muß  wieder  wegen  der  Ausstrahlungsbedingung  Q^ 
für  A',^  gesetzt  werden,  bei  (Sg  liegt  kein  Grund  vor,  die 
Formel  (7)  zu  ändern.     Die  Grenzbedingungen  lauten: 

oder  dafür  nach  Formel  (2) 


(70) 


und 


=  tfe 


=r    fti  "  t  gik  r  fOS  •/ 


t  -   j 


Es  ist  jetzt: 


,   2  _    «i/Wi  w'  4.7  ?>,  ntr» 


'*2     —    ~~Ii 


4  7t  1  /if  n  a, 

^5 


Die    Grenzbedingungen   (70)   liefern   (in   abgekürzter    Be- 
zeichnung): 
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(71) 


(72), 


b"J,,  +  a'K,,=.b-J,,  +  a-q,,, 
Man  findet:  V"  =  ^  -     V  =  2i«   und: 

{—  •/»«'  -^8«— *8  «^«  ^8»  f  {t~«^|1  Kfi—  —  Jii    ÜTii} 

^^     __  ^ .^'t J[J^ ^^1 I    I  tu  ,  ^] 

U'a  *^u  «^8t  ■"  ~"  *^n  ^»i )  \~—~  ^ix  -^ti'  ~"  ~7~  ^u  -^«f 

+    |"^8  '^f'  A,,  —      —    J,j  Äl^'I  |~—  «Al'«^«!  ~"   ~  «Al  »'«l  I 


Für  kleine  Werte  von  (^^  •—  Qi  =  ^ ,  die  experimentell  vor- 
kommen, wenn  man  z.  B.  das  Feld  untersucht^  das  durch  einen 
in  einer  Röhre  eingeschlossenen  Flüssigkeitszylinder  gestört 
wird^  findet  man  einen  Näherungswert  für  (72),  wenn  man  f&r 
das  Argument  ^2^2  ^  ^9i  +  ^^  nsich.  Taylor  entwickelt 
und  die  höheren  Potenzen  von  J  vernachlässigt.  Die  Rech- 
nung ist  elementar,  aber  ziemlich  umständlich.    Nach  (50)  ist: 

■^.'W^,W-«^«(*)^«'(»)=    ~, 

Differentiation  liefert 

•^«"»A'„W-./»JE."(*) Jr- 

Durch   Differentiation  und  Anwendung  der  Rekursionsformeln 
läßt  sich  zeigen,  daß 

ist.     Mit  diesen  Formeln  erhält  man  die  Näherungsformel  f&r 
kleines  J: 


(73). 


^i         __      ^8  «Ml  K^l    ~   ^  «^li    -^1 
^m  ^  «Ml    «^1  ~  ^  *Ml  «^81 


Ql  (^l  «A/  «^81  ~  ^8  «^ll  «^1  )'  2 


1)  Für  m  =  0  heißt  die  linke  Seite      ^ 


«0 


▲nnalM  der  PhTtik.    IV.  Folge.    63.  87 


Hier  ist  ^  =  ^'^  =  1   iinRenonur 
natürlich  in  (17a)  über  [der  Iudex  3 
petzen).     Für  einen  Wasserzylinder 
Tiib.  3  für  k,  =•  U,3  (J.  ~  2Ü  cm) 


-  0,3162 


/ 


Ist  dieser  Wasserzylinder  in  ei 
Wandstärke  (J  =  0,1),  so  wird  nach 


-  =-1,419  +  ^      '    _ 

=  _  1,419  _(K00081t 


Daa  Korrektionsglied  ist  also 
Redieuscliiebergenauigkeit).  Man  ai 
Koeffizienten  der  Ordnung  0  nicht 


3  12.    EigBneohwinguQg 

Die  BedinRungagleichuDgen  t'lir 

liklt   man    wieder  durch   Nullsetzen 

erhJilt  für  gedämpfte  Eigen  seh  wingu 


—  V3s2 


('■1) 


».^.■«..■-^- 


Wie  man  sich  leicLt  überzeug 
der  gleichen  Bedinguogagleichung,  w 
im  Räume  2  in  der  Form  l^'  J^  + 
ja  auch  der  Fall  sein,  da  sich  diese 
durch  nichts  unterscheiden.  —  Brin 
a'^  =  21"  •  '  '  "  ,  so  stimmt  der  Ni 
Seite  von  (74)  überein.     (Vgl  Form' 

Die    BediugungBgleicbung   für 
giiugeri  in  dem  schon  erläuterten  Si 
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(75) 


—    p  'hl  ^33'""  —  «^2a'^3l}  |~  «^11  ^\ 


Nach  dieser  Formel  sind  die  Eigenschwingangen  eines 
Wasserzylinders  vom  Radius  pj  =  1  cm  in  einem  Glasrohr  von 
0,5  cm  Wandstärke  {q^  =  1,5  cm)  für  m  =  0  berechnet  («^  = 
6,25):  Tab.  9. 

Tabelle  9. 


t 


wi  =  0 


A-.  = 


+0,0929 
-1-0,4646 
-1-0,8789 
+  1,2288 
+  1,5489 


Wie  man  sieht,  tritt  eine  Aufspaltung  der  Eigenschwin- 
gungen  für  den  Fall  des  Wasser-Glaszylinders  nicht  ein.  Das 
merkwürdige  Verhalten  der  Kurve  eines  Wasserzylinders  (vgl. 
S.  554  und  J^ig.  2)  zwischen  0,8  und  1,0  zeigt  übrigens  der 
Wasser- Glaszylinder  nicht  Die  Eigenschwingungen  eines 
Wasserzylinders  vom  Radius  1  cm  sind  in  Tab.  1  enthalten, 
diejenigen  für  einen  Wasserzylinder  vom  Radius  1,5  cm  erhält 
man  daraus  durch  Division  mit  1,5.  Aus  Formel  (19)  folgt 
nämlich:  Kennt  man  die  Kurve  der  Eigenschwingangsbedingung 
für  einen  Zylinder  vom  Radius  q\  so  kann  man  die  Kurve 
auch  sofort  für  einen  Zylinder  (aus  demselben  Material!) 
vom  Radius  n"  zeichnen,  indem  man  Ordinaten  und  Abszissen 
mit  ojo"  multipliziert.  Ein  Glaszylinder  hat  in  dem  berechneten 
Intervall  (0,05  bis  1,7)  nur  eine  Eigenschwingung,  und  zwar  ist 
sie  für  den  Radius  1  cm  A3  =  1,275,  für  den  Radius  1,5  cm 
A3  =  0,8435. 

§  13.    Das  Feld  im  ±  Falle. 

Sind  die  Konstanten  im  Räume  1,  2,  3,  bzw.  c' d^  c' d' 

c" d'"y  so  erhält  man  wie  früher: 

d^"  ^  1,      rfj"«2t«». 
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Zur  Bestinmiang  der  c^"  dienen  die  entsprechenden  Grenz- 
bedingungen.    Es  ist  (vgl.  S.  550): 

kic 


00 


®*^  Bn-^niü 


ü 


Man  erhält  aus  den  Qrenzbedingungen  formal  dieselben 
Gleichungen  wie  (71)  und  kann  daher  das  Resultat  direkt  über- 
nehmen.    Es  ist: 


(76) 


c«» 


/^/ 


^ll-"«  1     I 


wo 


^  '  ~"   «1  n  -  4ni  (Ti 


Pi 


Kc 


Pz  =  V  =  ^   i^ 


«,  n  -  4  TT  i  (Tg  ' 

Für  m  =  0  heißt  die  linke  Seite  von  (76)  wieder:  1/c/'. 
Als  Eigenschwingungsbedingung  erhält  man  schlieBlich: 

(Vgl.  Formel  (74)).  Die  Bedingungsgleichung  für  ungedämpfte 
Eigenschwingungen  erhält  man  schlieBlich,  indem  man  in  (77) 
die  Funktion  Q  durch  K  ersetzt  Mit  diesen  Gleichungen  ist 
auch  der  J.  Fall  völlig  behandelt 


(77) 


(EingegaDgen  21.  Dezember  1919.) 
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4.  Kinetnatisehe  und  energetische 

Deftnition  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

elektromagnetischer  Wellen; 

von  J.  Wallot. 


1.  In  einer  kürzlich  ei-schienenen  Arbeit^)  habe  ich  den 
Durchgang  elektromagnetischer  Wellen  durch  eine  Übergangs- 
schicht, in  der  sich  die  Dielektrizitätskonstante  nach  einem 
ganz  bestimmten  Gesetze  stetig  ändert,  untersucht  und  dabei 
auch  die  Frage  der  Foitpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen 
in  und  vor  der  Schicht  behandelt.  Aus  den  für  das  betiachtete 
ganz  spezielle  Problem  abgeleiteten  Formeln  konnte  ich  u.  a. 
das  Ergebnis  herauslesen,  daß  die  energetisch  definierte  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit V  mit  den  kinematisch  definierten 
mittleren  Fortpflanzungsgesch^^indigkeiten  der  elektrischen  und 
der  magnetischen  Welle  fvi.  und  !;,„agn.  i°  dem  durch  die 
folgende  Gleichung  ausgedrückten  Zusanmienhange  steht: 

Es  ist  klar,  daß  die  Gültigkeit  dieser  einfachen  Beziehung 
nicht  an  die  speziellen  Voraussetzungen  der  in  der  genannten 
Arbeit  durchgeführten  Rechnungen  geknüpft  sein  kann.  Im 
folgenden  soll  genauer  untersucht  werden,  innerhalb  welcher 
Grenzen  die  Gleichung  (1)  gilt;  im  Anschluß  daran  werde 
ich  noch  einige  allgemeine  Bemerkungen  über  die  verschiedenen 
Definitionen  der  Wellengesehwindigkeit  machen. 

2.  Wir  betrachten  zunächst  wie  früher  den  Fall  einer 
einfarbigen  geradlinig  polarisierten  ebenen  elektromagnetischen 
Welle,  die  sich  in  der  Eichtung  der  -e-Achse  fortpflanzen  möge. 
Die  Abhängigkeit  der  Feldvektoren  von  der  Koordinate  z 
lassen  wir  beliebig,  die  von  der  Zeit  werde  durch  den  Faktor  6*"^ 
gegeben.  In  dem  durchstrahlten  Medium  seien  lediglich  die 
Verschiebungsströme  zu  berücksichtigen. 

1)  J.  Wallot,  Ann.  d.  Phys.  (M),  S.  734.  1919. 


-V  ^  ->*"  W 


o7()  J'  ^yMoi. 

Dann  gelten,  wenn  wir  für  cli<'  Feldvektoren  die  Ansätze 

machen  (B^,  H^,  7?,  ;f  sind  Funktionen  von  z)  und  die 
JJiffeientiation  nach  z  dnreh  einen  Strich  andeuten,  die 
Gleichnnfjien  {e       J)ielektrizitälskbnstante,  c  --  3'10^®  cni/see): 


(3) 


tne 
c 

in 


Ak  „kinematisch  definierte  Fort jjflanzungsgesch windig- 
keit** V  habe  ich  nun^)  den  zeitHchen  Mittelsvert  der  Geseh-win- 
digkeit  bezeichnet,  mit  der  sich  ein  fest  angenommener  Wert 
des  betreffenden  Feldvektors  mit  der  Zeit  verschiebt.  Hier- 
nach ist  Vi  z.  B.  für  die  elektrische  Feldstärke  in  der  folgenden 
Weise  sehr  einfach  zu  berechnen:    Man  fordert 

setzt  aus  der  zweiten  Gleichung  (3)  den  Wert  für  (S^'^  ein: 

läßt  dai;  Imaginäre  weg: 

H^ cos  [ni  -\-  x)  ^z  ~  cE^ cos  {nt  -{-  (p)  dt  ^ 

_   d  ?  __         E,  cos  (w  t  ■\-  if) 
^*''-  ""   ä/  ■"  ^  *  JIyCoI{nT+~x)  ' 

bildet  den  zeitlichen  Mittelwert  füi  eint  Periode")  und  erhält  so 
schheßlich 

(4)  -  -  ''' 


^•el.   =  C 


H. 


COS  (qP  —  /) . 


Entsprechend  ergibt  sich: 
(5) 


V 


iiiaüfi 


.     £f-  COS  (qp  - /)  . 


Setzt  man  diese  Werte  in  Gleichung  (1)  ein,   so  folgt  für  V 
der  Wert: 


(6) 


V  ^  On     ^x  H„  cos  (y  -  x^ 


1)  A.  a.  O.   8.  744. 

2)  Ähnlich  wie  a.  a.  O.   S.  74ö. 


FCine/inaHschc  und  energeiischc  DefiniHon  i4su\  571 

Das  i.st  al)er  iiiclits  aii(l(M»^s  als  die  P'oitptlanzungsgeschwin- 
(ligkc'it  di^v  Energie,  \venn  n«an  diese  als  das  Verhältnis  der 
FuittltMcn  Strahlung  zur  mittleren  Kiiergiedichte  definiert. 

nie  Beziehung  (1)  folgt  also  für  die  einfaihigt^  geiad- 
linig  polaiisierte  ebene  Welle  uiit  Notwendigkeit  und  in  sein- 
einfache)-  Weise  aus  den  Definitionen  und  den  Maxwel liehen 
Gleic-hungen. 

Jl  Es  fragt  sieh  nun,  ob  diest^  lietiachtung  noch  verall- 
gemeinert weiden  kann. 

•|)ie  nächstliegende  Yeiallgemeinerung  wäie  die,  die  Voraus- 
setzung dci'  geiadlinigen  Polarisation  fallen  zu  lassen,  also 
nno  nach  wi('  vor  eindimensionale,  ab«  i  beliebig  elliptisch 
polaiisi(^ite  Welle  der  Rechnung  zugrunde  zu  legen.  J)a  sich 
djp  kinematische  Definition  der  Geschwindigkeit  auf  diesen 
Fall  ohne  weit ei es  übertragen  läßt,  möchte  rnan  es  auf  den 
ersten  Blick  für  sehr  wahischeinlich  halten,  daß  sich  auch 
unter  diesen  allgemeineren  Voraussetzungen  die  Gleichung  (1) 
beweisen  lassen  müsse. 

niese  Vermulung  bestätigt  sich  jedoch  nicht.  Die  Durch- 
rechnung, deren  Einzelheiten  ich  nicht  wiedergebe,  zeigt,  daß 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (1)  im  Nenner  nur  dann 
die  mittlen»  Strahlung  und  im  Zähler  nur  dann  die  mittlere 
Energiedichte  auftiitt,  wenn  die  elektrische  und  die  magnetische 
Welle  geradlinig  und  senkrecht  zueinander  polarisiert  sind. 
Mit  dieser  Einschiänkung  kommen  wir  aber  wieder  zu  unserer 
einfachen  Ableitung  in  Nr.  2  zurück. 

4.  Hi(nnach  wäre  es  zwecklos,  eine  Erweiterung  unserer 
Beti  acht  ungell  auf  das  dreidimensionale  allgemeine  Wechsel- 
fcld  zu  vei-suchen.  Das  verbietet  sich  auch  deshalb,  weil 
ilann  zur  kinematischen  Definition  der  Geschwindigkeit  der 
in  Ni-.  2  b('nutzte  allgemeine  Grundsatz  nicht  mehr  aus- 
reichen würde.  Gerade  darin  aber,  daß  sich  die  Gleichung  (1) 
aus  T'inem  so  einfachen  uiid  unmittelbar  einleuchtenden  Grund- 
satz ableiten  läßt,  sehe  ich  den  Hauptwert  der  ganzen  Be- 
trachtung. 

5.  Die  kinematische  Definition  der  Geschwindigkeit  kann 
natürlich  nicht  nur  auf  Einzelwellen,  sondern  auch  auf  be- 
liebige (bereinanderlageruugen  von  Einzelwellen  gleicher 
Schwingungszahl   angewandt   werden.     So   habe  ich   die   Ge- 
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schwindigkeit  v  beispielsweise  berechnet^)  für  die  „Wellen- 
gruppe", die  bei  der  Reflexion  einer  Welle  an  einer  Übergangt;- 
schicbt  duicb  die  Übereinanderlagerung  der  durchgehenden 
und  der  reflektierten  Einzelwellen  entsteht;  für  die  sich  sei 
ergebende  Geschwindigkeit  habe  ich  die  Bezeichnung  ,, Grup- 
pengeschwindigkeit'* eingeführt.  Bekanntüch  haben  zuerst 
lieynolds  und  Rayleigh  bei  Untersuchung  der  Fortpflanzung 
von  Wellen  in  einem  dispergierenden  Medium  zwischen  Ein- 
zelwellengeschwindigkeit und  Gruppengeschwindigkeit  unter- 
schieden. Die  Übertragung  des  Ausdrucks  Gruppengeschwin- 
digkeit auf  das  von  mir  untersuchte  Problem  ist  m.  E.  be- 
rechtigt, obgleich  das  Wort  „Gruppe**  in  beiden  Fällen  in 
etwas  verschiedenem  Sinne  gebraucht  wird;  denn  beide 
Gruppengeschwindigkeiten  treten  rein  kinematisch  bei  Über- 
einanderlagerung zweier  Wellen  neben  den  Einzelwellenge- 
schwindigkeiten neu  auf,  und  beide  stehen  in  einem  nahen 
Zusammenhang  nüt  der  Energiegeschwiridigkeit.^) 

Weniger  brauchbar  ist,  wie  schon  früher^)  bemerkt,  der 
Begriff  der  Phasengeschwindigkeit,  d.  h.  der  Geschwindigkeit, 
mit  der  sich  eine  fest  angenommene  Phase  mit  der  Zeit  ver- 
schiebt. Sie  hat  nur  für  solche  Wellen  Bedeutung,  die  sich 
in  der  komplexen  Ebene  nahezu  durch^Kr  eis  bahnen  darstellen 
lassen.*)  Da  sie  aber  für  diese  mit  unserer  Geschwindigkeit  f 
zusammenfällt,  ist  ihre  Einführung  nicht  nötig. 

Clausthal  im  Harz,  Physik.  Institut  der  Bergakademie, 
Januar  1920. 


1)  A.  a.   O.   S.  752. 

2)  \V1.  z.  B.   Lord   Rayleigh,  Proc.  of  tho  Lond.  Math.  Soc.  ». 
S.  21.   1877  (Scientific   Papcrs.  Cambridge   1899.  1.   S.  322.) 

3)  A.  a.  O.   S.  737.   Anm. 

4)  \>l.  a.  a.   O.    S.  744ff. 

(EiDgegaugeu  29.  Januar  1920.) 
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1.  Experi^nentaluntersuch/ungen  an  trüben 

Medien^); 

von  Teöfilo  Isnardi. 

(('biTsetzt  und  mitgeteilt  von   R.  GanR.) 

Herr  Prof.  (xans  schlug  mir  vor,  einige  Experiraental- 
unteisucbung(?ii  an  trüben  Medien  anzuBtellen,  um  gegebenen- 
falls tlie  Resultate  auf  die  Formbestimmung  der  Partikeln 
anyjuvenden.  Im  ersten  Teile  der  vorliegenden  Arbeit  habe 
ich  mich  mit  nichtmetallischen  Teilchen  beschäftigt,  während 
tlei-  zweite  metallischen  Partikeln  gei;\-idmet  ist. 

1.  Teil.    Niohtmetollische  Teilchen. 

Ich  entsdiied  mich  dafür,  mit  Harzen  zu  arbeiten,  be- 
sonders mit  Gunmiigutt  imd  Mastix. 

Da  ihre  (optischen  Konstanten  nicht  bekannt  waren, 
mußte  ich  dieselben  zunächst  bestimmen. 

Um  Brechungsindex  und  Absorptionskoeffizienten  des 
Guiiimigutt  zu  messen,  habe  ich  mir  planparallele  Platten 
v(>rschiedener  Dicke  aus  dieser  Substanz  gema<?ht,  und  zwar 
in  folgendei'  Weise.  Das  Handelsprodukt  wurde  mit  Alkohol 
behandelt,  welcher  das  Harz  löst,  während  der  farblose  und 
in  hfaßem  Wasser  lösliche  Gummi  auf  dem  Filter  zurück- 
bleibt. (Gummigutt  besteht  nämlich  aus  einem  Harz  und 
einem  Gummi).  Nachdem  der  Gummi  auf  diese  Weise  ent- 
fernt wai',  wurde  die  alkoholische  Lösung  bei  lüO**  in  einem 
Trockenschrank  eingedampft.  Nachdem  die  kalt  gewordene 
Substanz  glasiges  Aussehen  angenommen  hatte,  'wnirde  sie 
pulveiisieit  und  mehrmals  im  Vakuum  geschmolzen,  um  die 
letzten  Keste  Alkohol  und  die  Luftblasen  zu  entfernen. 
Schließlich  wurde  die  flüssige  Substanz  auf  einen  Zelluloid- 
film gegossen,  um  die  Platte  zu  erhalten,  die  sich  ohne  Schwie- 
rigkeit vom  Zelluloid  abtrennen  läßt. 

J)  Vgl.  C'oiitribuciön  al  estudio  de  las  ciencias  Univ.  Naciuoal 
de  La   Plata  2.   8.287.   1918;   S.  377.   1919. 
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Es  sei  beiin^rkt.  daß  viele  zeitraubende  Yei*suche,  die 
Giiinmigutt platten  auf  (ilas  vm  gießen,  nicht  «^Kickten,  da 
beim  Abkühlen  der  (Tummigntt  stets  sprang,  was  bei  Zelluloid 
niemals  vorkam. 

Der  Brechunjjjsindex  wurde  mit  dem  Ab  besehen  Halb- 
kngelrefraktometer  gemessen,  indem  der  optische  Kontakt  mit 
Monobromnaphthalin  hergestellt  wurde.  Da  die  Sulystanz  in 
diesei"  Flüssigkeit  etwas  loslich  ist,  mußte  man  schnell  ar- 
beiten. An  drei  Stollen  des  Spektrums  wurde  beobachtet, 
und  zwar  mittels  der  roten  H-Linie,  der  gelben  Xa-Linie  und 
der  grünen  Tl-Linie.  Mit  den  erhaltenen  Werten  berechneten 
sich  die  Konstanten  <ler  Hartmannschen  Formel: 


(1) 

und  es  er^ab  sich 


w  =  w.  4-  7 


C 


Ä-  Ao  ' 


//•o  -  1 ,5642 ;     ('  ^  20,201 :     /o  =-■  249.2 fjju . 

So  erhält  man  die  folgenden  Werte  von  n  für  vei-schiedene 
Wellenlängen. 

Tabelle  1. 


667.8     I     587,6         501,6     ,     492,2     i     471,3  447,2 


X  in  uft 

n  1.6125    \    1,6239        1,6442    !    1,6473    ;     1,6552   |     1,6664 

An  denselben  Platten  wurden  die  AbsorptionsmesBungen 
mit  dem  König-Martensschen  Spektralphotometer  ange- 
stellt. Für  die  verschiedenen  Spektralbezirke  mußten  Platten 
verschiedene!-  Dicke  verwendet  werden.  Mit  ZAvei  nachein- 
'ander  benutzten  Platten  wurden  relative  Messimgen  an 
wenigstens  einer  gemeinsamen  Stelle  des  Spektruiui*  aas- 
geführt:  so  konnte  man  die  relative  Absorption  im  ganzen 
Spektrum  ermitteln.  Die  absoluten  W'erte  wurden  bestimmt, 
indem  man  die  Dicke  der  dickeren  Platten  maß,  die  im  roten 
Teile  des  Spektrums  verwendet  wurden.  Die  folgende  Tabelle 
enthält  die  Resultate  unserei-  Beobachtungen  gemäß  der  Formel 


m 


I  =  he 


-hx 


WO  X  die  Dicke  des  Plättchens  in  Zentimetern,  Iq  die  Inten- 
sität des  einfallenden,  I  die  des  austretenden  Strahls  bedeutet. 
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Tabelle  2. 

X 

667,8 

587,9          501,6          492,2 
15,84           344,6           524,4 

471,3           447,2 

h 

6,567 

1277            3065 

Mit  den  so  erhaltenen  Werten  von  n  und  h  berechneten 
wii'  die  Absorption  kolloidaler  Gumniiguttlösungen  nach  den 
von  Gans  entwickelten  Formeln  für  drei  Grenzfälle:  Scheiben, 
Kugeln  und  Stäbchen.^) 

Bekannthch  ergibt  sich  die  Absorption  einer  kolloidalen 
Lösung  im  allgemeinen  als  Überlagerung  zweier  Phänomene, 
erstens  der  eigentlichen  Absorption  der  Teilchen  (Venvandlung 
des  Lichts  in  Wärme)  und  zweitens  der  seithchen  Ausstrahlung 
(Zerstreuung  des  Lichts  ohne  Änderung  der  W^ellenlänge). 

Die  Formeln  der  bisher  entwickelten  Theorie  sind  an- 
wendbar, wenn  das  Beersche  Gesetz  gilt,  d.  h.  wenn  die  Ab- 
sorption h  der  Konzentration  c  proportional  ist.  Dann  kann 
der  Aböorptionskoeffizient  h  in  der  Form 

(8)  h=kc 

geschrieben  werden,  wo  A:  unabhängig  von  c  ist.  Das  wird 
stets  gültig  sein,  solange  die  Konzentration  einen  bestimmten 
Betrag  nicht  überschreitet. 

]Jie  eigentliche  Absorption  h^  kleiner  Teilchen  ist  dem 
Teilchenvolumen  v  proportional,  während  die  Absorption 
durch  Ausstrahlung  h^  dem  Quadrat  des  Volumens  propor- 
tional ist.  Bei  sehr  kleinen  Teilchen  muß  also  der  erste  Ein- 
fluß maßgebend  sein,  doch  setzt  das  voraus,  daß  der  kom- 
plexe Brechungsexponent  m  =n  {\  -  ik)  einen  imaginären 
Teil  besitzt,  der  groß  genug  ist. 

Welcher  Einfluß  die  Absorption  bedingt,  läßt  sich  also 
nicht  von  vornherein  sagen,  da  das  von  x  und  v  abhängt. 
Wir  w^ollen  deshalb  die  Beobachtungen  mit  der  Theorie  ver- 
gleichen und  zunächst  die  in  Betracht  kommenden  Formeln 
angeben. 

a)  Eigentliche  Absorption  der  Teilchen. 

Es  gilt  2) 


1)  R.  Gans,    Ann.  d.   Phys.  87.    S.  881.    1912,   Formeln  (3)   bis 
(6).  (19)  und  (21). 

2)  R   Gan.s,  Ann.  d.  Phys.  87.   S.  886.  1912. 
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In    (lie&ei    Formel   bedeutet   c  —  Nv  daF   Gesamtvolumen 
der    in    1  cm^    (enthaltenen    Teilchen,    das    Symbol    3m    den 

ima^änären  Teil  des  Klauuneransdrucks,  //  =  ---   die   Wellen- 

läiii:;e  im  ^Vas^^er  {m^  Brechnngsexponent  des  Wassers). 

J)ie  Werte  a^  und  «/  berechnen  Mch  mittels  der  Formeln 


(5) 

«1=     -3 

8  +  (m,'  -  1)  ,„  P 

wu 

(6) 

n(l-iA-) 
"»1  =        .„-  - 

'h  =  - 


Wl«  -  1 


3 


3  +  (mj»  -  1)  ;,     P' 


^  == 


bedeutet.    P  und  P'  sind  P^aktoren.  die  von  der  Teilchenform 
abhängen,  und  zwar  ist 


für 

Kn^lu 

Stäbchen 

Scheiben 


P' 


4n  3     4fi/3 
0         -271 
471    .      0 


Die  folgende  Tabelle  gibt  die  nach  obigen  Formeln  be- 
rechneten Werte  von  k^  für  die  drei  Teilchenformen  und  ver- 
schiederu^  Wellenlängen. 

Tabelle  3. 


587,6 
501,6 
492,2 
471,3 
447,2 


^•i 


Stäbchen 

6.138 
14,78 
320.1 
4S6,7 
11J7 
2769 


Kugeln 


Scheiben 


5,962 
14,31 
308.6 
468,9 
1138 
2720 


6,532 
15.78 
344,5 
524,7 
.  1279 
3076 


Nebenbei  bemerkt  ist  übrigens  der  Verlauf  dieser  für 
kolloidale  üummiguttlösungen  äußerst  kleiner  Teilchen  gül- 
tigen Kurven  dem  der  Absorptioaskurve  für  Gumnügutt- 
plättchen  sehr  ähnlich. 

b)  Seitliche  Ausstrahlung. 
Diese  berechnet  sich  nach  den  folgenden  Formeln^): 


1)  Die   folgenden    Formeln  sind  alle   drei  in  der  allgemeineren 

enthalten;  . 
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Kugeln :       /u  =  ^,- 


A  I  m^*  -  1 


(7)    {  Stäbchen:    ä, 
Scheiben:     ä» 


A'*    l  3  \        3        j    "^  27  \w/,''  4-  1  j   j 
r*    3  \       3       /    \2m/  ^    / 


Hier  ist  -4  eine  Abkürzung  füj- 
(8)  A  -=  24  N  V-  n^  , 

und  in  nij^  ist  nur  der  reelle  Teil  dieser  durch  ((>)  definierten 
Größe  zu  nehmen,  da  wir  ja  annehmen  wollen,  daß  die  Ab- 
sorption sich  ledighch  durch  Ausstrahlung  erklärt. 

In  der  folgenden  Tabelle  haben  wir  die  Werte  112/ A  für 
die  drei  behandelten  Körperformen  und  veischiedene  Weilen- 
längen zusannnengestelll. 

Tabelle  4. 


-^10-^ 

A 


667,8 
587,6 
501,6 
492,2 
471,3 
447,2 


Kugeln       I     Stäbchen    i     »Scheiben 

_  • 1 . 


2,82 
5,11 
10,92 
12,01 
14,98 
19,42 


2,93 
5,28 
11,33 
12,47 
15,58 
20.23 


3,11 
5,63 
12,19 
13,44 
16,86 
21,96 


Man  sieht  aus  den  Tabellen  S  und  4.  daß  man  in  keinem 
der  beiden  Fälle  die  Teilchenform  durch  die  Absoiption  der 
Lösung  ermitteln  kami,  weil  diese  zu  wenig  von  ihr  abhängt, 
ganz  im  Gegensatz  zu  metaUischen  Kolloidlösungen,  wo  dies 
ja  mit  bestem  Erfolg  geschehen  ist.  Der  Grund  ist  die  Klein- 
heit des  Absor])tionskoeffizienten  x  bei  nichtmetaUischen 
Lösungt'ii. 

Die  Absorption. 

Trotzdem  schien  es  uns  von  Interesse,  die  Absorption 
koHoidaler  Gummigut  tlösungen  zu  messen.  Zunächst  sollte 
das  Beersche  Gesetz  studiert  werden.  Hierzu  dienten  folgende 
vier  Lösungen. 
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Losung  .4:  r)})roiiüll.  alkoholische  Gummiguttlösung 
Wasser 


cm* 
100 
100 


200 

Lösung  ß:  Lösung /l : 20,0 

Wasser 30.0 


Lösung  C:  Lösung  A 
Wasser  . 


50.0 

16,7 
83,3 


100,0 

Lösung/):  Lösung  .4 1G,0 

Wasser 184,0 

200.0"^ 

Die 'Messungen  wurden  so  angestellt,  daß  die  Lösungen  bzw. 
in  Kolne  de]  vier  Längen  /  =  2.0  cm;  5.0  cm:  12,0  cm;  25,0  cm 
gefülh.  wurden.  Auf  diese  Weise  war  in  den  \ier  Fällen 
cl—QouM.  Die  liesultate  dieser  Messungen  für  Na-Licht 
finden  sich  in  der  folgenden  Tabelle. 

Nach  8  Tagen  wurden  die  Messun- 
gen an  denselben  Lösungen  wiederholt 
und  ergaben  praktisch  die  gleichen 
Weile.  Da,s  Beersche  Gesetz  gilt 
also,  denn  die  Abweichungen  liegen 
inneihalb  der  Fehlergrenze. 

Dann  untei-suchten  wir   die  Ab- 
sorption   in  ihrer  Abhängigkeit  von 
der  Wellenlänge,   um  zu  entscheiden,  ob  sie  dui*ch  eigentliche 
Absoiption  der  Teilchen  oder  seitliche  Ausstrahlung  veranlaßt 
war.    Es  ergab  sich  die  folgende  Tabelle. 

Tabelle  (». 


rabt'llf  o. 


Lösung 

J 
B 

r 
1) 


k^   h.c 

26o:^ 

2629 
26(iS 
2(>2() 


r)87,H 
öOl.fi 
47 1 .:{ 
471,:{ 
447,2 


Litsuiig 

A 
A 
A 
A 
B 
B 


BcnuTkun^cn 


1741 
2665 
4980 
7072 
6828 
8704 


f/:^2,5  10-*gr/cni2 
/  ~  l  cm 

I        ;  -.  1  om 
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Im  Diagramm  Fig.  1  sind  die  beobachteten  Werte  von 
k  durch  kleine  Kreise  und  in  willkürlichen  Einheiten  die  be- 
rechneten Werte  von  h^'A 
für  Kugeln  (vgl.  Tab.  4),  so- 
wie in  einer  anderen  Kurve 
die  berechneten  Werte  von 
fei  für  Kugeln  (vgl.  Tab.  3) 
dargestellt.  Die  hj A-Kurve 
fällt  fast  vollständig  mit  der  20 
der  Beobachtungen  js^asani- 
men.  Die  eigentliche  Absorp- 
tion der  Teilchen  ist  also  im 
Vergleich  mit  der  seitlichen  ^g  ^ 
Ausstrahlung  zu  vernachläs- 
sigen; letzterer  ist  demnach 
die  Absorption  der  Gummi- 
guttlösungen  fast  ausschließ- 
lich zuzuschreiben. 

Dies  Ergebnis  gestattet 
uns.  <lie  Theorie  quantitativ 
zu  prüfen,  indem  wir  den 
]{adius  der  als  kugelförmig 
angenommenen  Teilchen  be- 
rechnen. 

Aus  Tab.  6  entnehmen 
wir  für  /  =  501,5 ///i  den 
beobachteten  Wert  fe-=4989; 
nach  Tab.  4  ist 


ßff  - 


3  - 


HfO 


(9) 


^  =  10,92.  lO^S 
Ä  ' 


WT>  A  den  in  trhichung  (8)  angegebenen  Wert 

3271*  cf« 


(10) 


A^  24{Nv)vn'^  ^ 


hat.  Hier  bedeutet  r  den  Teilchenradius,  d  die  Dichtigkeit 
des  (rummigutt.  die  nach  Perrin^)  den  Wert  d  —  1,196  hat. 
Also  ist  nach  Gleichung  (10) 


I)   J.  Pcrrin,   Consoil   Solvay    1911,  deutsch   vcu    A.  Euoken, 
S.  142,   Hallo  J914. 
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A-^  = 


32  .  n*  r« 
d 


10,92  .  10^^  . 


Daraus  eij^iibt  sich  der  Dui'chmesser  2r  —  112^, 
Läßt  man  einen  Tropfen  der  Lösung  auf  einem  Objekt- 
träger eintrocknen,  kann  man  mit  dem  Mikroskop  Teilchen 
sehen,  doch  stimmt  ihie  Größenordnung  mit  obigem  Wert 
nicht  überein,  da  viele  Partikeln  Durchmesser  hatten,  die 
bis  zu  10 mal  so  groß  waren  wie  der  berechnete  Wert. 


r^^Slö 


5,  S, 


Die  Depolarisatioxi. 

Sodann  haben  wii'  die  von  der  Lösung  liervorgenifene 
Depolarisation  des  seitlich  ausgestrahlten  Lichts  gemessen. 
Die  Versuchsanordnung  war  die  folgende.^)  Vor  die  zieinhch 
weit  geöffnete  Spalte  des  König-Martensschen  Spektral- 
photometers  wurde  ein   Jjeyboldscher   Trog    2^   {^'S^-    t'i^.  -j 

mit  der  trüben  Lcismig  gesetzt, 
der  von  parallelen  Lichtstrahlen 
'  durchsetzt  wurde.  Diese  kamen 
entweder  von  der  Bogenlamjie 
L^oder  von  der  Bogenlampe  Lj. 
Man  maß  mit  Licht  das  von 
rechts  und  mit  solchem,  das  von 
links  einfiel,  um  den  Fehler  zu 
vermeiden,  der  in  der  Absorp- 
tion der  Losung  seine  Ursiu-he 
hat.  Bekanntlich  sieht  man  im 
Königschen  Photometer  die  Hälfte  des  Gesichtsfeldes  von 
Licht  erleuchtet,  das  von  dem  Spalte  S^^  kommt  und  vertikal 
polarisiert  ist,  während  das  Licht  der  anderen  Hälfte  des  Ge- 
sichtsfeldes von  S'g  konnnt  und  horizontal  ix)larisieit  ist.  Xeniit 
man  die  beiden  Halbschattenablesungen,  die  den  Beleuch. 
tungen  von  links  und  rechts  entsprechen.  9?,  bz^v.  y^g,  und 
setzt  man 

J       tg9^i-tg9^2  =tg2(^, 

so  ist  der  De])()larisationsgi'ad,  wie  ihn  (lans*^)  in  seiner  l^heiirie 
definiert,  .  ^  .  ^ 

1  -  j        1  *  tg«<|) 


FHff.   2. 


f->  = 


1)  VgJ.  W.  Stoubing,  Ann.  d.   Phyn.  26.   S.  343.   1908. 

2)  R.  Gans,  Ann.  d.  Phys.  «3.  S.  331.    1920.   Formel  (43). 
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Schon  bei  cUm  ersten  Messungen  fiel  mir  auf.  daß  tue 
Depolarisation  von  der  Konzentration  abhängt.  Diese  Er- 
scheinung veranlaßte  Hrn.  Gans,  die  Wechselwirkung  der 
Teilchen  bei  der  theoretischen  Ableitung  mit  zu  berück- 
sichtigen.^) Wir  haben  deshalb  die  I)eiK)laiisation  in  ihrer 
Abhängigkeit  von  der  Konzentration  beobachtet  und  zwar 
für  natürliches  und  für  lineai*  polarisiertes  einfallendes  Licht 
(Polarisationsebeue  horizontal). 

Die  folgende 'Tabelle  und  das  Diagianim  Fig.  «i  enthahen 
die  Resultate  füi-  ?.  -----  501  ///y. 


fO  20 

X  polar  Licht 
o  na tür.  Licht 

Fig.  3 

Tabelle  7. 


C'W 


37,5 
30,0 
25,0 
18,7 
15,0 
12,5 
9,37 
7,50 
fi,25 


& 

polar.  natürl. 

Licht 


0,332 

0,206 

0,153 

0,0935 

0.0682 

0,0541 

0,0378 

0,0273 

0,0237 


0,517 
0,406 
0,304 
0,218 
0,175 
0,139 
0,105 
0,085 
0.0746 


clO^ 


4,69 
4,17 
3,75 
3,12 
2,50 
2,35 
2,08 
1,89 


polar.  iiatlir!. 

Licht 


0.0164 
0.0140 

0,0100 
0,0091 


0,0575 

0,0438 
0,0376 

0,0350 


Man  sieht,  daß  die  Kurven  für  sehr  große  Verdünnungen 
auf  den  NuUpimkt  zustreben.    Die  kleine  DejKjlarisation,  die 


1)  R.  (ians,  Ann.  d.  Phyj*.  62.  S.  331.  1920 


5H2 
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man  im  Falle  natürlichen  Lichts  beobachtet,  liegt  innerhalb 
der  Fehler,  die  durch  die  l'nvollkoumienheiten  des  Apparats 
bedingt  werden.  Vergleichen  wir  diese  Resultate  mit  der 
Theorie,  die  Hr.  Gans  nachträglich  entwickelt  hat.  Er  findet 
für  die  Depolarisation  ))ei  polarisiertem  Licht^) 

=  aC 


(11) 

^  -  B, 

und 

l)ei 

hatüi 

lichem 

Licht  2) 

(12) 

6^'  -  &o 

bC, 


w()  b  =  2a  und  &q~  2  0q  sein  muß.    Hier  bedeuten  Oq  und  a 
bzw.  Gq   und  b  Konstanten.  C  die  Konzentration. 

Füi'  natürliches  Licht  bestimmte  ich  die  Konstanten 
mittel  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu  Ö/—- 0,026; 
b  =  728,  und  es  ergab  sich 


Tab 

eil 

e  S. 

f-y 

(MO^ 

beob. 

._ 

C105 
luTcchn. 

i; 

S' 

rio* 

beob. 

btTechn. 

0,517 

37,5 

36,5 

~  * 

0,085 

7,50 

7,15 

0,406 

30.0 

31,4 

0,075 

6,25 

6,02 

0,304 

25,0 

25,5 

0,058 

4,17 

4,03 

0.218 

18,7 

19,5 

0,044 

3,12 

2.32 

0,175 

15,0 

15,9 

0,038 

2,50 

1,56 

0,139 

12.5 

12.7 

0,035 

2,08 

1,1S 

OJ05 

9.37 

9,30 

Die  Kesultate  sind  giaphisch  in  Fig.  4  dargestellt.  Die 
t'bereinstimmung  ist  über  Erwarten  gut.  weil  die  Theorie 
für  subultramikroskopische  Teilchen  entwickelt  ist,  die  Guninu- 
gutt Partikeln  aber  mikroskopisch  sind. 

Y\\\  polarisiertes  Ijicht  folgte 

e^  _-.-  0.0049:     ii  =  420,ti. 

Dei  negative  Wert  von  0^  ist  theoretisch  unmöglich, 
denn  Q^  bedeutet  die  Dei)olarisation  füi*  unendlich  kleine 
Konzentration,    doch   ist    der    erhaltene   Zahlenwert    so    klein, 


1)  K.  Gans.  Ann.  d.   Phys.  62.  S.  331.   1920.  Foiuul  (50). 

2)  R.  Gans,  ebenda  Pormel  (60). 
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daß  er  praktisch  Null  ist.    Tab.  9  und  Vi^,  5  enthalten  die 
Resultate. 


CfOi 


Fig.  5. 


Tabe 

He  9. 

e 

beob. 

berechn. 

G 

beob. 

C105 
bcrechn. 

0..332 

37,5 

38,0 

0.027 

7,50 

6,96 

0,206 

30,0 

29,7 

0.024 

6,25 

6,36 

0,1. -):j 

25.0 

24,9 

0,016 

4,59 

4,7^ 

0,094 

18.7 

17,9 

0,014 

3,75 

4,29 

0.06S 

15,0 

14,2 

0,010 

2,35 

3,43 

o,or)4 

12,5 

11,9          !      0,009 

1,89 

3,21 

0.0.3S 

9.37 

9,05 

1 

Dit^    t  bereinstininmng    betrifft   jedoch,    wie    das    bei    so 
gioßen  TeilchcMi  kaum  anders  erwartet  werden  kann,  nur  die 


5S4 


T.  Ijüuardi. 


Form  der  Kurvu.  ])v*im  l)orechiiet  man  nach  der  Ganshcht'D 
Thei^rie  den  Werl  r/5,  wo  r  den  Teilchenradius,  s  den  Mini- 
malabstand  zweiei*  Di|)oIe  bedeutet,  nach  der  für  Kugeln 
gültigen  Formel  bei  Beleuchtung  mit  polarisiertem  liicht  V) 


(13) 


HO  erj^Mbt  sich 

r  s   :- 85,1  für  natüiliches  Licht, 

r/6  —  BB,2  f\ir  polarisiertes  Licht. 

B(Mde  Uesultatt^  sind  sinnlos,  da  2r  <s  sein. muß. 

Schüeßhch  maßen  wir  an  derselben  L()sung  die  L^epolari- 
sation  in  iluor  Abhängigkeit  von  der  Wellenlänge,  w<»bei  sich 
folg('nd(^  Tabelle  ergab. 

Tabelle  10. 

0  =s  4- 10--»  ^rr/cm» 


4m> 


486 


511 


541 


I 


578 


026 


I    . 


<->-l()2         r),89(?)    1      5,18 


4.97 


4,71 


4,55 


Mastixlösungen"  zeigen  ähnliche  Erscheinungen, 
aus  dn]-  folgenden  Tabelle  ersieht. 


4,36 

wie  man 


ia 

bl 

>lle 

11. 

Natürl. 

Lic 

ht 

Polaris. 

Licht 

Rrlativo 
K(>nz«*ntniti<)n 

&'\(r^ 

Kt'lative 
Konzi^ntnition 

1 

1 

eio-' 

18,0 

:i,4« 

18,0 

.' 

1,89 

12,0 

2,63 

12,0 

1 

1 ,43 

1),0 

2,22 

9,0 

1,26 

7,2 

1,92 

7,2 

; 

1,13 

5,0 

1,78 

5,0  ' 

: 

1.02 

4,0 

1,71 

3,0 

t 

0,89 

.{.0 

1  ,5:j 

I 

2.4 

1,46 

2.0 

1,40 

1,5 

I  ,:u 

Aus  dit^en  Beobachtungen  erhellt  ein  deutlichei*  weehsel- 
seitigej  Einfluß  dei-  Paitikeln  auf  die  Depolarisation.  Will 
man  aus  dieser  also  einen  Schluß  auf  die  Teilchenforni  ziehen, 


I>  K.Ciuns.Ann.rl.Phys.eS.  {S.331.1920.1'oriiieln(ll).(18)u.(50), 
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b(»  muß  man  sich  zunächst  überzeugen,  ob  sie  auch  nicht  von 
der  Konzentration  abhängt,  und  sollte  dai^  der  Fall  sein,  hat 
man  diese  Abhängigkeit  zu  beobachten  und  auf  unendliche 
Verdünnung  zu  extraiH)lieren. 

2.  Teil.     Metallische  Teilchen. 

Jn  <len  folgenden  Versuchen  habe  ich  den  Einfluß  der 
Herstellungsniethode  und  Ultrafiltration  kolloidaler  Silber- 
K)sungen  auf  die  Teilchenforni  studiert  und  letztere  sowohl 
mittels  der  Absorption  als  auch  der  Depolarisation  bestinnnt. 

Ich  begann  mit  der  Ultrafiltration  von  KoUargollösungen. 
Im  Laufe  dieser  Beobachtungen  konnte  ich  feststellen,  daß 
di(^  I )uichlässigkeit  der  Kollo diunifilter  nicht  nur  von  der 
Monge  zugesetzten  Eisessigs,  sondern  auch  vom  Alter  der 
Kollodiumlösung,  oder  besser  gesagt  von  der  Zeit  abhängt, 
die  nach  dem  Zusatz  von  Essigsäure  verstrichen  ist.  So  gibt 
eine  KoUodiumlösurtg,  der  man  bis  G  Proz.  Essigsäure  zu- 
setzt, vollkonnuen  undurchlässige  Piltei-,  wenn  man  die  Ijösung 
sofoit  verwendet.  Häufig  haben  diese  Filter  äußerst  kleine 
Löcher,  die  zwaj-  die  Flüssigkeit  nur  unter  Druck  hindurch- 
lassen, aber  doch  nicht  ak  Poren  angesehen  werden  können. 
Solche  vereinzelte  Löcher  lassen  eine  Lösung  hindurch,  welche 
völlig  wie  eine  ultrafiltrierte  aussieht,  besonders  nachdem 
zunächst  ein  Teil  der  Lösung  durchs  Filter  gegangen  ist  und 
mittels  seiner  größeren  Teilchen  die  Löchei*  teilweise  ver- 
stopft hat.  So  erhaltene  Filtrate  zeigen  keinen  merklichen 
UnterscTiied  ihrer  Depolarisation  gegenüber  den  Ausgangs- 
lösungen, wenn  ihr  Aussehen  infolge  der  Verminderung  der 
Konzentration  und  des  Fehlens  ganz  großer  Ttilchen  auch 
von  diesen  verschieden  ist. 

T'm  die  MögUchkeit  solcher  falschen  Resultate  auszu- 
schalten, legte  ich  zwei  Ultrafilter  übereinander.  Die  Ultra- 
filtration wurde  mit  dem  Gansschen  Ultrafiltrierappaiat") 
bewerkstelligt.  Indem  ich  so  vorging,  konnte  ich  feststellen, 
daß  die  KoUodiundösungen,  denen  man  Eisessig  frisch  zu- 
gesetzt hat,  undmchlässige  Filter  geben,  die  leicht  an  ihrer 
völligen  Durchsichtigkeit  kenntUch  sind,  während  die  durch- 
lässigen Filtei-  schwach  opaleszierend  aussehen. 

I)   R.  Gaus.  Ann.  tl.  Phvß.  62.  S.  327.  1920. 
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Kist  nach  zwoi  Wochen  waren  die  Filter  vollkoinnien 
honi()t^'('n  und  mehr  oder  wtmijjjer  durchlässig,  je  nach  der  zu- 
gesetzten Kssi^säur  ernenne. 

Ich  stellte  dann  Versuche  an  alten  und  frischen  Kullar- 
gollosun«j;en  an.  Die  alten  Kollargollösungen  verlieren  durch 
Verdünnen  nicht  ihren  rötlichen  Schein,  dagegen  sind  frische 
sehr  verdünnte  hcisungen  rein  gelb.  Sicher  rührt  dieser  l'nter- 
schied  von  der  Konglomerat i(Hi  der  Partikehi  in  den  alten 
Losungen  her,  und  deshalb  Mar  zu  erwarten,  daß  man  auch 
durch  ritrafiltration  keine  befriedigenden  Resultate  mit  diesen 
erhalten  könne.  Tatsächhch  waren  die  Filtrate  derselben 
mittels  wenig  durchlässiger  Filter  (1  Proz.  Essigsäui*e)  vi>ll- 
konnnen  farblos  und  zeigten  praktisch  keine  seitliche  Au>- 
strahlung.  Mit  viel  }x>rc)seren  Filtern  (bis  6  Pioz.  Essigsäure) 
erhielt  man  schwach  gefärbte  Filtrate,  deren  Depolari.satiüu 
<les  Tyndall-Liehtes  gi-ößer  war  als  die  frischer,  nicht  ultra- 
filtrierter  Lösungen. •  « 

Als  ich  mit  frischen  Lösungen  arbeitete,  die  duix'h  wenig 
durchlässige  Filter  filtriert  waren  (0,5—1  Proz.  Essigsäure), 
erhielt  ich  schwach  gelb  gefärbte  Lösungen,  deren  seitliche 
Ausstrahhnig  blaugiün  war,  und  deren  mit  dem  König- 
Martensschen  »Spektralphotometer  gemessene  Depolarisation 
im  (irünen  (/.  --^  500//^/)  nur  16®  betrug,  während  die  Aus- 
gangslösungen 28*^  r)ej)olarisation  aufwiesen.  (Die  Angabe  der 
Dej)olarisation  in  (iraden  bezieht  sich  auf  die  Einstellung  d«5 
Okularnikols.  die  den  Wert  von  J  nach  der  Formel  tg-^  --  J 
berechnen  läßt).^) 

Dies  Ergebnis  lic^ß  vermuten,  daß  vielleicht  mittels  ver- 
vollkonnnneter  Ultrafiltration  odn*  anderer  Herstellungsweise 
Lösungen  mit  noch  geringerer  Depolaiisation  gewonnen  werden 
könnten,  d.  h.  mit  Teilchen,  die  sich  der  Kugelform  noch  mehr 
näherten. 

Das  war  auch  tatsächhch  so.  Frische  KoUargollösungen, 
die  mehrnuils  durch  dasselbe  Ultrafilter  gepreßt  waren,  gaben 
ein  meiklich  farbloses  Filtrat,  dessen  seitlich  ausgestrahlt«^ 
Licht  bei  Beh^uchtung  mit  einer  Bogenlampe  jedoch  noch 
deutlich  sichtbar  war.  Die  Depolarisation  betrug  füi-  },  =  500/^ 
nur    noch    l'i,;")**,   was   nach   den    Gansschen   Berechnungen*) 

1)  R.  Gans,  Ann.  d.  Phys.  «2.   S.  331.  1920.  §3. 

2)  K.  (ians,  ebenda.  Fin.  3. 
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einem  Achsenverhältnis  B/  A  ~  0,75  der  als  verlängerte  Rota- 
tionsellipsoide aufgefaßten  Teilchen  entspricht. 

Die  Resultate  diesw  Messungen  führen  zu  dem  Schluß, 
daß  die  kolloidalen  Silberteilchen  sich  um  so  mehr  der  Kugel- 
form nähern,  je  kleiner  sie  sind. 

Dann  stnllte  ich  nnr  Lösungen  nach  dem  Verfahren  von 
The  Svedherg^)  her  mittels  eines  Funkeninduktors,  der  mit 
Wehnelt-lJnterbrecher  betrieben  wiude.  Der  Schwingungskreis 
enthielt  Leidener  Flaschen  und  Selbstinduktion.  Der  Funke 
sprang  55wischen  Elektroden  aus  Silberdiaht  in  Wasser  über. 
Es  ist  aber  notwendig,  daß  das  Wasser  sehr  rein  ist,  damit 
sich  satt  gelbe,  völlig  reine  Lösungen  bilden  können. 

Diese  zeigen  ohne  Ultrafiltration  eine  seithche  Aus- 
strahlung, die  blaugi'ün  ist,  und  Depolarisationswinkel  von 
18—20**.  Treibt  man  sie  mehrfach  durchs  Ultrafilter,  so  ver- 
lieren sie  merklich  ihre  Färbmig,  zeigen  aber  deutliche  seitliche 
Ausstrahlung,  die  rein  blau  ist,  und  der  Depolarisationswinkel 
nimmt  im  Grünen  (A  =  oOOjn/n)  bis  8,5^  ab.  Die  Teilchen 
nähern  sich  hiei-  also  noch  mehr  der  Kugelform  als  bei  den 
KoUargollösungen,  und  das  Achsenverhqjtnis  ergibt  sich  nach 
(Jans  zu  B/A  =^  0,85. 

Der  so  beobachtete^  Winkel  ist  noch  etwas  zu  groß  in- 
folge von  Fehlerquellen,  die  dem  Spektralphotometer  an- 
haften (falsche  Rejektionen  im  Innern).  Dies  ließ  sich  fest- 
stellen durch  Beobachtungen  mit  gekreuzten  Nikols,  die  immer 
noch  2— B**  anstatt  0**  gaben. 

Li  Fig.  6  ist  der  Meridianschnitt  des  Elhpsoids  zur  Vei- 
anschaulichung  in  natürlichen  Verhältnissen  gezeichnet  worden. 

Es  blieb  noch  übrig,  die  Resultate  der  beiden  Methoden 
miteinander  zu  vergleichen,  die  zur  Bestimmung  der  Form 
subultramikroskopischer  Paitikeln  dienen  können,  nämhch 
mittels  Depolarisation  des  Tyndall-Lichts,  sowie  durch  Beob- 
achtung der  Absorption  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Wellen- 
länge. 

Die  Ultrafiltrate  der  bei  den  oben  angegebenen  Messungen 
benutzten  Lösungen  zeigten  eine  so  schwache  Absorption,  daß 
sie  praktisch  nicht  gemessen  werden  konnte. 

1)  Tht*   Svedberg,    Xova    acta    regiae    societatis    Bcientiarum 
Upsaliensis  (4)  2.   1907. 
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2.  Vher  die  Anregung  des  kontinuierlichen,  Serien- 

und  Bandenspektrums  des  Wasserstoffs  durch  die 

langsamen  Kanal-  und  Kathodenstrahlen  des 

positiven  Spitzenstroms; 

von  Max  Weth. 

( CJreif.s walder   Dissfitation.) 


l,  Einleitung. 

a)  Problemsieüunq.  Die  Fiag(^  nach  den  Tiägein  der  ver- 
scliiedcneu  Spektren  eines  Elements  ist  von  Bedeutung  sowohl 
fiii  die  Theorie  der  Spektren  wie  die  der  Atome.  Besonders 
wichtig'  ist  in  dieser  Beziehung  der  Wasseistoff ;  für  seine  Linien 
wurd<*  zueilt  durch  Balmer  eine  »Serien beziehung  aufgefunden, 
(lif  neuerdings  N.  Bohr  schon  aus  der  einfachsten  Form  seiner 
Atointheorie  dtmtt^n  konnte.  Anderseits  sind  über  die  Emission 
dci  Halmerschen  Serie  zahlreiche  Experimentaluntersuchungen 
aufgestellt  woiden,  die  aber  noch  keineswegs  zu  einer  allgemein 
antrf-iKnnmenen  Ansicht  über  ihren  Ursprung  geführt  haben. 
\'(>n  d(M-  einen  Seite  wird  als  Träger  das  neutrale  Atom  hin- 
gestellt, wie  es  die  Bohrsche  Theorie  verlangt.  Danach  wäre  der 
eigeiil liehe  Erreger  der  Linien  das  den  positiven  Kern  um- 
kreisende Elektron:  Emission  findet  statt,  wenn  es  aus  einer 
dei  äußeren  .»statischen'*  Bahnen  in  eine  bestinunte  innere 
springt.  Die  Radien  der  Kreisbahnen  und  die  Viequenz  des 
Lichts  sind  durch  Quantenbedingungen  bestimmt.  Demgegen- 
über ist  .F.  Stark  bei  seiner  alten  Ansicht  geblieben,  der  Träger 
der  Wasserstoffserie  sei  das  Atom,  von  dem  da,s  äußere  Elektron 
ganz  oder  wenigstens  soweit  entfernt  sei,  daß  es  keinen  Einfluß 
ni(^hi  auf  das  innere  Atomfeld  habe;  von  dessen  Schwingungen 
soll  die  Lichterregung  ausgehen,  und  diese  werden  durch  die 
Entfernung  des  Außenek^ktrons  seifet  verständlich  andere  als  im 
neutralen  Atom. 

Auch  in  den  Erklärungen  der  beiden  neuerdings  von  Stark 
l>ei    Gasentladungen  nachgewiesenen  kontinuierlichen   Spektren 
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goheii  die  Ansicht  Ol)  aiLseimuider.  Stark  ^)  ließ  sieh  bei  ilei 
Sncho  nach  ihnen  von  der  thwretischen  Folgerung  leiten 
während  dei-  AnliijiTeniiijj;  oint^  Elektrons  an  ein  ix>.sitives  Atom 
oder  Molrkülion  müsse  das  innere  Atonifeld  kontinuierlich  AVb 
dem  tMnen  stabilen  Znstand  in  den  anderen  übei-gehen,  deuinacl 
dit'  Eig(*nfi«»quenzen  sieh  ebenfalls  kontinuierlich  ändern  un<! 
di(»  emittierten  Linien  sich  über  einen  geN^issen  Spektrall>ereiol: 
vei-schieben.  um  so  langsamer,  je  aümählieher  das  Elektron  auJ 
seiner  Sj)iralbahn  sich  dem  Kern  nähert.  Für  Auge  und  Spek- 
trogiaph,  clic  erstens  über  die  vei-schiedenen  Übei-gangspha^iei 
\md  zweitens  über  die  Emission  vieler  Tiiiger  integrieren,  ent- 
steht so  ein  kontinuierliches  Sj)ektnim:  seinen  Träger,  das  iii] 
Überj^anjj;  vom  positiven  zum  neutralen  Zustand  bejmffHU^ 
Atom  oder  Molekül  bezeichnet  Stark  als  Quantenpaar.  Auch 
Bohr*-)  biinj^'t  das  kontinuierliche  Wai^seiytoffspektrum  in  Zu- 
.sannnenhan<:]j  mit  der  Entfernung  eines  Elektrons  vom  Ktm 
bz^v.  seiner  Wiederanlagening,  zieht  aber  erstens  nui*  da*?  At<iiij 
in  Betracht  und  stellt  sich  zweitens  den  Mechanismus  der  Emission 
andei-s  vor:  nach  seinei*  Auffassung  sind  viele  verschiedene  kon- 
tiniii  erliche  S|  »ekt  ra  *  möglich. 

tJber  das  Bandenspektrum  hat  sich  bisher  nur  Stark  be- 
stinnnt  gi'äußert:  er  schreibt  (>s  dem  Molekülion  (H^)  zu.  Bohr 
äußert  a.  a.  0.  beiläufig.  wt»gen  seiner  Kompliziertheit  wtTde 
es  dem  Molekül  zuzueignen  sein,  und  stellt  eine  eingehenden^ 
Theorie  für  später  in  Aussicht. 

Am  lebhaftesten  ist  der  Str<*it  um  den  Träger  der  Bahner- 
serie gewissen.  Ihm  lagen  in  der  Hauptsache  Beobachtungen 
an  Kanalstrahlen  zugi-unde.  Unter  der  ursprünglichen  Annahme, 
daß  diese  aus  bewegten  positiven  Atomen  bestünden,  schienen 
1905  nach  Starks  Entdeckung  des  KanaLstrahlendopplereffektfl 
der  Serienlinien  nui*  diese  Ionen  als  Tiäger  in  Frage  zu  kommen; 
Zweif(^l  könnt (^n  wit^der  aufkommen,  als  in  den  nächsten  Jahren 
besonders  durch  W.  Wiens  ^Vrlx^iten  ans  Licht  trat,  daß  wegen 
der  Ihnladungsvorgänge  die  Kanalstrahlen  auch  schnell  bewegt« 
ncnitrale  Paitikel  enthalten  und  zAvar  u.  a.  einen  sehr  erheblichen 
Anteil. 


1)  J.  Stark,  Ann.  d.   Phys.  W.   S.  266.  1917. 

2)  N.  Bohr.  Kgl.  Danske  Vidensk.   Selsk.   Skriftcr.  NatufT.  oj 
Math.   Afd.  8.   Raekkc  IV.  1.   S.  98. 
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Um  neu(^  Material  zu  dieser  Frage  zu  liefern,  schien  es 
deswegen  erwünscht,  unter  Umständen  zu  beobachten,  wo  Um- 
ladungen ausgeschlossen  waren.  Eine  Mögliclikeit  hierzu  bieten 
Kanalstrahlen,  deren  Geschwindigkeit  untei-  der  zm*  Ionisation 
durch  Stoß  nötigen  liegt,  denn  wenn  keine  Elektronen  aus 
neutralen  Molekülen  freigemacht  und  auch  nicht  andei-weitig 
zugeführt  werden,  müssen  die  Ionen  ihren  Ladungszustand  bei- 
behalten. Strahlen  solch  kleiner  Geschwindigkeit  werden  nach 
Starks  Theorie  weiter  zahlreiche  Fälle  unvollständiger  Ioni- 
sation liefern,  also  Quantenpaare,  und  damit  ein  kräftiges  kon- 
tinuierliches Spektrum  erregen. 

Langsame  Kanakti-ahlen  Mn  elektronenannen  bis  -freiem 
Gas  sind  nun  anzunehmen  an  der  Anode  des  i)Ositiven  Spitzen- 
stroms, es  bietet  sich  ako  die  Aufgabe,  die  Lichtemission  an 
dieser  Stelle  zu  imtersuchen.  Dabei  ist  noch  die  Theorie  des 
Spitzenstroms  experimentell  zu  prüfen.  Daß  er  spektralana- 
lytisch bis  jetzt  überhaupt  noch  nicht  untersucht  worden  ist, 
gibt  dieser  Aufgabe  ein  weiteres  Interesse. 

b)  Wesen  des  negatir^i  und  posiiiv&th  Spitze7is1ro7ns,  Als 
Spitzeasti-om  bezeichnen  wir  allgemein  die  Entladung  zwischen 
einer  Spitze  und  einer  veihältnismäßig  gioßen  Platte  als  Elek- 
troden, mit  den  Zusätzen  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die 
Spitze  Anode  oder  Kathode  ist.  Der  negative  Spitzenstiom  ist 
stets  ein  Gümmsti-om.  Stark  ^)  wies  dies  für  kleine  Gaijdrucke 
an  der  Ausbildung  der  charakteristischen  Glimmstromkathoden- 
schichten  an  der  Spitze  nach,  die  dann  Warburg  rnit  dem 
Mikroskop  auch  bei  Atmosphärendruck  unteiiicheiden  konnte. 
Auch  mit  positiver  Spitze  kami  sich  ein  Ghmmstrom  bilden; 
da*?  Kennzeichen  ist  das  KathodenUcht  an  der  Platte.  Daneben 
ist  unter  bestinmiten  tJmständen  mit  letzterer  Anordnung  aber 
auch  eine  Entladung  möglich,  bei  der  an  der  Kathode  keinerlei 
Leuchten  auftritt  und  wobei  das  Lichtbüschel  an. der  Anode 
ganz  anders  aussieht.  Sie  wurde  von  Stark  a.  a.  0.  im  engtren 
Sinne  „positiver  Spitzenstrom**  genannt  und  kann  nach  seiner 
Theorie  bestimmt  werden  als  eine  selbständige  Entladimg,  bei 
der  sich  infolge  der  Fonn  der  Elektroden  Potentialabfall  und 
lonisieiiing  an  der  kleinen  Anod^^  konzentrieren,  derart,  daß 
an   der   Kathode  nur   langsam  heranströmende  jK)sitive  Ionen 


1)   J.  Stark,  Verh.  Phys.  Gca.  6.   S.  113.  1904. 
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autti('t«'ii,  du-  wedn'  Louchton  noch  Ionit;atioii  liei-voiTufen;  vuu 
(In    Anode  aus   laufni   positivt»  lomai  mit  ziuiäehst   wachi^oiuI<^i 
(it'«-li\vin(li{^'k('it  ins  Gas  und  ionisieren  diesoß,  subald  itire  Ge- 
scliwindi^kcit    hierzu    ausreicht.     Durch    lunisioriuigsarbeit    und 
Zusaninienstöße   mit    den    (4asmolekehi   niuunt   ihre    (70seh\snn- 
di«ikeit  in  dem  schwächer  werdenden  Feld  danach  ^neder  ab,  s*» 
djiß  sie  zunächst  nur  noch  Licht  ern^gen  können  und  weiterhin 
jjfanz.  ohnr  >ich  bemerk biu-  zu   macheu,  zur  Kathode  wandern. 
l)ie  im   (iase  freirr^-wordenen  Elektronen  erzeugen  durch  Ober- 
fliichenionisation    an    der    Anode    die    eistei-wühnten    |K»i5itiven 
loiH'ii.    So  zu  deutende  Licht ei-seheinungen  an  positiven  Spitzen 
hal  Stark  in  Luft  und  Stickstoff  bei  Drucken  bis  heiab  zu  1  nun 
b«M)l)acbtet.    Es  handelt  sich  offeiisichtlich  um  eine  ganz  andere 
]\ntlachmgsf()rm  als  Glinimstrom,  in  den  sie  aber  beponden«  l>ei 
ni(<hit,'em    Druck    und    giößerer    Sti-onistärke    leicht    übei-geht. 
l»ies«M    ])iotzliche   Umschlag  ist   unverkennbar  wegen   <U^   Auf- 
tret«'ns  des  Kathodenleuchtens  und  der  Umwandlung  des  Anoden- 
licht l)üscliels  in  da,<  «les  (ilimmstroms.    Der  Spaimungsabfall  an 
d(^r  Anode  sinkt  dal)ei  von  mehieren  hundert  Volt  auf  den  kleinen 
Wert    des    (TÜmmstromanodenabfalls.     Im    allgemt^inen    ist    der 
(diirnnstiom   die  stabilere  Entladungsform;   zum   Bestehen  dt« 
Spit/enstioms  ist   erforderlich,  daß  die  Sti-oiastärke  unterhalb, 
]\athod(^ngröße  und  -abstand  oberhalb  gewisser  Werte  bleiben. 
l>rr   (iienzweit   ftu'  einen  Faktor  hängt  dabei  mit   ab  von  der 
(iiößc  der  andiTen  Faktoren.    Stets  bildet  sich  Glimnißtrom  aus, 
wHin  die  Kathode  klein,  z.  B.  auch  eine  Spitze  ist.    Mit  dicker 
Anoidnung    bat    v.  hechend^)    nach    Vorarbeiten    von    Hini- 
st edi    die   Spektren   der   Spitzenentladung  in  mehreren    Gasen 
untr-i sucht,   also    (ilimmstrom,  nicht  positiven   Spitzenstrom  in 
i'n.L'ti  «-nj  Sinn  «irehabt,  der,  wie  bereits  gesagt,  noch  nicht  spektit)- 
skopisch  unteisucht  worden  ist;  v.  Dechends  Arbeit  ist  uändieh 
neben    einer     beiläufig    ausgeführten    Aufnahme    W^arburgs-) 
m<*in(s  Wissens  die  einzige  derartige  über  Spitzenentladung. 

c)  Die  KanalMrahJm  im  fosiHvmi  Spif^en^trofn,  Gemäß  der 
damaligen  Kenntnisse  der  Gasionisation  nahm  Stark  an,  daß 
von  der  Anode  rein  ix)silive  Strahlen  ausgingen.  Diese  Auf- 
fas>nng  müssen  wii"  heute  (^igänzen.    Wir  wissen  aus  der  elektio- 

1)  H.  V.  Dt'iIuiKi,   J>iss.    Frei  bürg  i.  B.    lOüiK     Ann.   d.    Pliys. 
80.    S.  719.    190». 

2)  E.  Warhurg,   Aim.  d.   Plivs.  10,   8.  180.    1903. 
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magnetiöchen  Analyse  der  Kanalstiahleu,  daß  i>ich  positive  loiiiai 
(U^to  schnelle^!'  luiiladc^n,  in  je  diohtereni  Gas  sie  verlaufori.  Nun 
ist  beim  Öi)itzenstroni  der  Dnick  viel  höher,  als  in  einer  Kanal- 
stiahlenröhre,  es  ist  also  lobhafte  Neutralisation  zu  erwaitcn, 
wenigstens  wo  hierzu  Elektionen  frei  sind,  oder  frei  gemacht 
werden  können,  und  die  resultierende  von  der  Spitzenstiom- 
ano de  ausgehende  Strahlung  wird  qualitativ  die  Zusammensetzung 
der  (ilimmsti-omkanalstT-ahlen  haben,  mit  welcher  Bezeichmuig 
man  heute  ja  das  ganzi^  Gemisch  aus  Ionen,  neutralen  Partikeln 
und  Quantenpaaren  meint.  Es  sei  deshalb  erlaubt,  dei-  Kürze 
halbei-  auch  von  dt^n  ,,Kanalstralden*'  des  positiven  S])itzen- 
stroms  zu  sprechen,  deren  Existenz  allerdings  noch  nachzu- 
weisen ist.  Für  den  vorüegenden  Zweck  ist  die  Wahrschein- 
hchkeit  w-esentlich.  daß  sich  in  (^ner  gewissen  lilntfernung  von 
dei'  Anode,  nach  V'eriangsamung  durch  Zusammt^nstöße  mit  den 
Gasmolekeln,  nur  noch  die  positiven  IVilchen  zui-  Ldchtemissic^n 
(»negen  können,  und  daß  wii-  hier  also  bewegte  Emissionszentren 
]nit  Geschwindigkeiten  ))is  zu  <len  kleinsten  heiab  haben  w<'i'den. 
die  ihren  Tjadungszustand  nicht  mehr  ändern  können. 

2.  Methoden. 

a)  ^^tromröhre.  Für  den  vorliegenden  Zweck  ist  es  erwünscht, 
die  verschiedenen  Teile  deö  Anodenlicht büschels  einzeln  mit  dem 
Spektrogiaphen  zu  erfassen.  Die  übliche  Anordnung,  den  Hpitzen- 
strom  von  einer  wirklichen  »Spitze  auijgehen  zu  lassen,  gestattet 
dies  nicht  sauber  genug,  da  sich  bei  der  Projektion  auf  den  Spalt 
<les  Spektiogiaphen  das  Jjicht  aus  äußeren  und  inneren  Schichten 
überlagert.  Dazu  ist  das  Büschel  in  seinen  Ausläufein  wegen  der 
starken  AiL^breitung  sehr  lichtschwach,  und  weiter  das  F(»ld  an 
der  Spitze  wenig  übei^sichtlich.  Die  Ausdehnung  dei'  Ei><cheinung 
an  der  Anode  brachte  mich  auf  den  Gedanken,  daß  bei  den 
niedrigen  Diucken,  die  zum  deutlichen  Auseinanderziehen  des 
Lichtbüschc^ls  allein  in  Betiacht  konmien.  wegi-n  der  größeren 
freiem  Weglänge  auch  ohne  scharfe  Spitze  mit  eine}-  kleinen 
ebenen  Anode  ein  hinreichender  Spannungsabfall  zu  erzielen 
sein  werde.  Ein  Vei-such  mit  einem  1,5  mm  dicken  Messing- 
sfift,  der  in  ein  Gla^i'öhjchen  eingeschmolzen  und  mit  diesem 
zusammen. glatt  abgeschliffen  wurde,  ähnlich  wie  Fig.  1  b  (S.  594) 
es  zeigt,  bestätigte  dicv,  und  ich  habe  weiteihin  derartige  Elek- 
troden bis  zu  5  mm  Durchmesser  benutzt«;  ^^elleicht  kami  man 
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auch  an  noch  j^rcißeren  Anoden  Öpitzenstrum  herstellen.  Bt*i 
seitlich«*!  l^etiachtun^'  lieben  sich  an  einer  solchen  Anode  die 
zienihch   ebenen    Schichten    des   Anodenbil^chek    deutlich    von- 

einander  ab;  wejjen  ihrer  Tiefe 
.1.  ^Y?  J"   *'^^'   Sehrichtung    sind   sie 

I  Hchtstärker  als    die   an  einer 

J    l  Spitze:    dies   ist  wichtig,    da 

^o^        «^  die    Lichtschwäche     der    Er- 

scheinung eine  der  Haupt- 
schwierigkeiten dieser  Unter- 
suchung ist.  Die  dritte  Mog- 
liclikeit,  einen  dünnen  Draht 
Siegellack  in  der  Achse  eines  Hohlzylin- 
ders zu  verwenden,  habe  ich 
nicht  versucht,  da  keinln-isserw 
Resultat  abzusehen  ist.  Es  ist 
vielleicht  von  Interesse,  daS 
bis  herunter  zu  Drucken  von 
1,8  nun  Hg  in  Wassei^toff, 
1  mm  in  Stickstoff  eine  Scheibe 
von  15  mm  l)urchniei>tier  in 
13  nun  Abstand  von  der  Anode 
als  Kathode  aa^ri'ichte.  Viel 
bequemer  und  sicherer  läßt 
sich  allerdings  dtT  Spitzeii- 
sti-om  in  Wasserstoff  mit 
größeren  Kathod(*n  in  gmße- 
rem  Abstand  unterhalten.  Bei 
engen  (Iht^gefäßen  kc>!men 
\Va  ndladungen  st  ark  st  ören ; 
Berühren  oder  nur  Anblasen 
d<M  Röhre  nift  daiui  l  inschlag 
d«*s  Spitzensti-oms  in  (jünmi- 
stmni  und  umgekehrt  her- 
vor. Wegen  iMMdei-  liiL^tände  erhielt  die  Röhre  schlieBIich 
die  (rt^stalt  nach  Fig.  la.  Die  untere  Kalotte  eines  1  l-Kolbeiis 
wurde  samt  dem  obenan  Teil  eines  Ansät  ziohrep  duixüh 
chemischen  Niedeischlag  mehrfach  vei-silbert;  dieser  SillwT- 
spiegel  (h'ente  als  Kathode.  Ein  in  den  Kolbenhak  ein- 
gekittetes   (ilasrohi'    trug   am    unteren   verjüngten   Ende    einen 
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M(*ssiiigzapfeii  eiDgekittet,  aii  den  die  eigentlicheu,  zylindrischen 
Anoden  angeschraubt  wurden.  Ein  genau  imi  den  Ansatz 
passendes  Gla*<röhi  eben  schloß  ihn  bis  auf  die  untere  Grund- 
fläche ab.  Die  Anode  ^inde  i^oweit  aus  dem  Mittelpunkt  der 
Kugel  gerückt,  daß  die  starken  Reflexe  an  der  Kolbenwand 
nicht  störten.  Ein  Tubus  mit  Quarzfenstei-  h'eß  das  ultraviolette 
Licht  austreten. 

b)  Siwmquelk  und  ScJialfu7ig.  Den  Sti-om  lieferte  eine 
Dynamomaschine  von  3500  Volt  Höchstspannung.  Sie  wuide 
passend  eriegt  und  durch  ein  U-Rohr  mit  destilliertem  Wasser 
von  einigen  MiUionen  Ohm  Widei-stand  geschlossen.  Mit  zwei 
in  die  Schenkel  tauchenden  Sonden  ließ  sich  dann  jede  ge- 
Inauchte  niedrigere  Spannung  abnehmen.  Diese*  Abzweig\'or- 
richtung  war  sehr*  bequem,  sowohl  zum  schnellen  Spannungs- 
wechsel wie  zum  Ausgleich  von  Spannungsschwankungen  der 
Maschine,  die  von  solchen  des  Stadtnetzes  heirührten.  Die 
Maschine  läßt  sich  auf  diese  Art  auch  gleichzeitig  für  andere 
Zwecke  benutzen.  Vor  der  Rcihre  lag  ein  Widei"stand  von 
10"  -4-10^  Ohm  in  Form  von  Wassersäulen  oder  Bleistifi- 
stricheii  auf  Trockenplatten.  Das  Galvanometer  war  vor  die 
Anodt^  geschaltet  und  geerdet. 

cj  Gas,  Den  Wasserstoff  ließ  ich  durch  ein  Palladium- 
löhichen  lein  in  die  Röhre  eindiffundieien.  wa*;  recht  schnell 
geht:  beim  Erhitzen  mit  einer  P/g^^^^^  hohen  Wasserstofflamme 
tiat  in  8  Minuten  etwa  1  1  Gas  von  2  mm  Druck  durch  daß 
Metall:  gereinigt  wurde  die  Röhre  dmch  wiederholtes  Aus- 
j)um])en  auf  Hochvakuum  und  Spülen  mit  Wasserstoff  unter 
Erhitzen  der  Wand  mit  einer  Bunsenflamme.  Zur  Entgasung 
der  Elektroden  wurden  beim  W'eitei>ipülen  kräftige  Ströme 
durchgeschickt,  wenn  das  Gas  als  einigermaßen  rein  angenommen 
weiden  konnte.  Durch  Stehenlassen  der  evakuierten  Röhre 
überzeugte  ich  mich  von  ihrer  Dichtheit.  Auf  den  danach  er- 
haltenen Spektmgrammen  waren  keine  Verunreinigungen  mehr 
angedeutet.  Ich  nujchte  hier  einschalte,  daß  für  diese  Methode 
dei  Reinigung  Rohgas  aus  einem  Kippschen  Apparat  mit 
Vorsicht  zu  gebrauchen  ist,  da  Aisen  und  wahrscheinlich  auch 
andere  Verumeinigungc^n  in  wenigen  Minuten  dae  Palladium 
verdei'ben. 

d)  Spektrographe7i,  Die  Lichtemission  beim  positiven  Spitzen- 
strom  ist  so  gering,  daß  sie  nur  mit  Prismenapparaten  unter- 
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Bucht   \vt*r(l«'n  kann.    l)as  sieht l)are  Sptiktniin  wiirH»*  iiiii   riiiftn 

lichtsiarkt'ii,     von     Zoiss     gel)auten     (Tlass[)ektroj:,'i-ajihHii     jüif- 

j^tMKmmuMi.    Sein  Kollimator  ist  ein  Achroiiiat  noji  8"2  cm  I».  U. 

und  T)  cm  ()t'fnunjz.  (la>  Kamcraohjoktiv  ein  Tessar  von  :U)  ein  K.W. 

und  der  Offnuiif^  //^,5.    Sein  IVisma  ist  aus  2  +  S  EiiizoljMisu.ru 

/iLsammcn^'ckittct.     Für   das  l'ltra violett   stainl    nin   Qnarzs|M*k- 

tn»^'ra|)h  von  St  ein  heil  zur  Verfüj^unj::  Kollimator  niid  Kani*-!.*- 

<d)jektiv  hai>en  (»twa    U)  cm  H.  W.  und  4  cm  Offnunjjf;  ila>  (oi- 

nuscli«*  Piisma  liat   00^  hrK'henden  Winkel.    Das  <raiizf»  liehi-t 

von  il^  i)is  ins  ä.ußei"sie  zuj^änj^liche  Tltraviolett   ließ  >-icli  nijf 

einer   Vkittenstellun^   für   «len   vorliej^enden   /Avecik    auMeich^ii-i 

scharf  aufnehmen.    l)as  vertikal«'  liichthüschel  wurde  durch  di»^ 

Kolheiiwaml   mit    einem   Tessar  von  5  cm   B.W.    und    dei    Ott- 

nunjj  /'^'•*>  scharf  auf  den  Sj)alt  des  (Tla<si)ekti'o>iraj)hen,  «iun-h 

das  l^uarzfenster  mit  einem  Quarz- Fl ußsi»atachnuuaton  auf  dr-n 

di*s    Quarzsi)«*ktro^ia)»hen    al)^<*l)ildet.   so    daß    die    ÖehwärzuiiL: 

liinp^    einer  ,Linie   ihnT    Intensität    in    den    veischiodenen    Ah- 

ständen  von  der  Anode  entsprach.    Das  Verhältnis  Linienlän;:e 

zu   Holu'   des    Kmissionsj^i'hiets   war  für   den    (U&^apparat    0.\ 

für   den    Quaizni>|)arat    O.t).     Beide   .\ufnahmen   wurden   »ileicli- 

zeitijj;   «gemacht :   we^en   der  größeren   Lichtstärke   war    di«*   uiit 

dem  (ilasspektro»zra}>hHn  natürlich  früher  fertig'. 


3.  Beobaohtuns^en. 

iX)  Attssr.lu'n  (//'.s-  posifinn  Spiicfmsfnrnui  in  Waj^serstnff,  lifi 
mein-  als  10  nun  if«^-l)ruck  j^eht  hei  der  j^ewählten  Anordnuui: 
der  S|)itz(Mistrom   nur  von  einem  Teil  der  freien  Anodenfi;iche, 

meist  dem  Hände,  aus.  In  der  räumlicli  stlii 
Glasrohr  Ixschränkten  Lichterschoinnng  sind  daini  knuin 
'Anode  vei-schiedene  Teile  zu  unterscheiden.  Mit  >inken- 
dem  l)ruck  dehnt  sich  das  Leuchten  üher  dit* 
«^'anze  Anode  und  weiter  ias  Gas  hinein  au>. 
Vj^  bietet  sich  dann  folj^endes  Bild  (v;:».  Fii:.  *2 
die  Zahlenanj^'abon  l)eziehen  sich  aut  *i  nun 
hruck).  i>ie  Anode  i.st  überzogen  von  i-iner 
dünnen,  ziemlich  hellen,  weißhlauen  Jiichl- 
haut  a.  Ihr  fol^t  eine  0.8  nun  dicke  dunkel- 
blaue Schicht  />,  die  fast  den  Eindruck  eines?  l)unkehaums 
niacht ;  ihi-  Durchmesser  scheint  etwas  geringer  als  der  von  fi. 
Auf    ihr    «-itzt    mit    der    (irundfläche   ein   weißlicher    Kf*?^el    r. 
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der  ganz  alhnälilich  in  einen  ihn  uniliüUenden  braunrot  lieben 
liichtpiniüel  d  von  etwa  12  mm  Länge  übeigebt.  dei'  diffu^^  im 
(la»sranm  aa«iläaft.  Bei  ganz  niedrig^'n  Drucken  wurde  das 
Büschel  bis  25  nun  lang;  leider  sinkt  «labei  die  Lichtstärke  so 
sehr,  daß  keine  Spoktrogranune  mehi-  zu  erhalten  sind.  Bei 
gleichem  Druck  wächst  die  Lnnge  des  wahrnehmbaren  Pinseb 
mit  der  Stromstärke.  Wegen  dei-  Jjichtschw-äche  sind  diese  An- 
gaben über  Farbtöne  und  Masse  unsicher.  Die  größt(^  mögliche 
Stromstärke  des  Spitzenstroms  sinkt  schnell  mit  abnehmendem 
Druck  und  ist  auch  bei  anscheinend  gleichen  Verhältnissen  nicht 
immer  dieselbe.  Bei  2^  —  8  nun  betrug  sie  bu?  zu  iyOtf  A.  bei 
p  —  1  nun  nur  noch  einige  ^.4.  B(»i  noch  niedrigeren  Drucken 
läßt  sich  der  Spit.zenstR)m  nicht  mehr  sicher  zünden;  um  ihn 
zu  erhalten,  nuiß  man  ihn  bei  h()heren  Drucken  Iieistellen  und 
dann  voi-sichtig  (W  abpumpen. 

b)  Spektren.  Die  Spektn)grannne  zeigen,  daß  alle  drei 
Wassei-st<)ffs))ektren,  die  eingangs  besprochen^ ^^1n  den.  in  allen 
Teilen  des  Anodenbüschels  auftreten,  abei-  in  verschiedenem 
Intensitätsverhältnis.  Das  nähere  zeigen  die  mit  einem  Hait- 
mannschen  Miki-ophotometer  aufgenommenen  S<*hwärzungs- 
kurven     (Fig.  8).      Am    auffallendsten    ist     da<     kontinuierliche 

p  =  2,4  mm  llg 

4-  -  4-  -  4-  Serienlinie  H^ 

o~o — o    Bandenlinie A-4572A.K. 

• — •— •    Kontin.  Spektrum 

X  =  3600  A.E. 


2.5- 
^2.0- 

0,5 
0,0 


7     8     9  mm 


p  =  1,4  mm  Ug 

+    H — H   Serienlinie  H^ 
0—0—0    ßanden1inieil=4572A.E. 


23¥56      7      89 

Abstand  von  der  Anode  in  mm 

Fig.  3. 
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Spektiuin,   diis   sich  vom  Blauf,nün   bis  jeiujeits   /.  -  2800  Ä  J?., 
ei-strt»ckt   iinfl  dc^n  ^nößteii  Teil  der  photogiaphisch  wirksamen 
JJchteiiiission  diustellt.   Es  ist,  ^\^e  die  beiden  anderen  Spektren. 
am  stärksten  in   der  Anodt^nhaut.   hat  ein  tiefes   Minimum  in 
der  Gegend  d(*s  I)unk(»lraums.  steigt  in  dem  weißlichen  Kegel 
ziemlich   i)l()tzlich   wieder   zu  großer   Intensität   an   und    klingt 
dann    langsamer    ab.     Die    Inteasität    der    Serienlinieii    ninmit 
ständig  mit  wachsendem  Abstand  von  der  Anode  ab:  eharaktt^ 
ristisch  ist    die  plötzliche  Yerlangsamung  der  Abnahme  an  der 
Stelle,  wo  das  kontinuierliche»  Spektnmi  sein  zweites  Maximum 
eben  übei-schiitten  hat:  die  Schwärzungskm-ve  zeigt  hier  ein^n 
leichten  Buckel.    Im   Gegensatz  hierzu  nimmt  an  dieser  St'elle 
die  Helligkeit  der  Bandenlinien  rascher  ab.    Besondere  deutlieh 
tritt   das  vei-schiedene  Verhalten  von  Serien-  und  Bandenlinien 
auf  der  Aufnahme  bei  1,4  mm  Druck  hervor;  bei  direkter  Be- 
tra<-htiuig  sieht   man  hier  erstere  fa»st  doppelt  so  lang  als  die 
stärksten  Bandenünien.    Fiu'  den    Quarzspektrographen  ist  bei 
dies(Mu  Druck  das  Büschel  schon  zu  lichtschwach,  über  das  kon- 
tinuierliche Sj)ektrum  läßt  sich  deshalb  nichts  bestimmtes  sag^n: 
nacth  den   Spuren  seines   Anfangs  auf  der  Aufnahme  mit   dem 
Glasapparat  zu  uiteihMi  scheint  es  etw'as  zurückgetreten  zu  sein. 

4.  KazialBtrahlendopplereffekt. 

Die  oben  angeführte  Ansicht,  daß  von  der  Anode  dets  posi- 
tiven Spitzenstroms  Kanalstrahlen  ausgingen,  ist  zwar  ganz 
plausibel  und  wird  auch  durch  das  Aussehen  des  Anodenbüschek 
gestützt,  doch  scheint  immerhin  noch  ein  besonderer  Nachweis 
envünscht.  Es  lag  nahe,  ihn  in  der  gh'ichen  Weise  zu  führen, 
Avie  seinerzeit  Staik  die  Bewegung  der  Träger  des  Kanal- 
strahlenlichts  zeigte,  nämlich  durch  Nachw^eis  des  Doppler- 
effekts. J)ie  sonst  unveränderte  Bohre  erhielt  dazu  Anoden 
nach  Fig.  Ib.  J)er  Messing-  oder  Ku})ferstift  ist  in  das  Glasruhr 
eingeschmolzen,  und  dies  unten  lechtwinklig  abgebogen,  so  daß 
die  vermuteten  Strahlen  auf  den  Spalt  zu  laufen  mußten.  Den 
luftdichten  Abschluß  am  Anodenstift  besorgten  SiegeJack  und 
QuK'ksilber.  Das  Anodenbüschel  zeigte  dasselbe  Aussehen  wie 
fiülier.  ein  seithches  Abliegen  zur  Kathode  hin  war  nicht  fest- 
zustellen. Die  Anodenfläche  wurd(^  in  halber  Größe  auf  den  Spalt 
projizieii.  Wegen  dei*  Erweiterung  des  Büschels  von  der  Anode 
w(^g  zeigten  dann  die  äußeistt^n  Enden  der  Spektrallinien  nm- 
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(las  Licht   d(^  äußeren  Mantels  den  Pinselend«<,  während  sich 
in  der  Spalt-  und  Linienmitte  die  Emission  aller  Schichten  über- 
lagert.    Die    Dispeision    des    Glasspektrogi aphen   wuide   durch 
Einschaltiuig   eines    zweiten    Verbundpiismas    auf    22  Ä.E./uun 
für   H^,   10  Ä.E./mm  für  H    gebracht.     Durch  entsprechende 
Priönienstellung   hätte   sie   sich   noch   veigrößein   lassen,    doch 
reichte  dann  die  Lichtstärke  nicht  mehr  aus;  H^  kam  so  schon 
nu7-  ganz  scliwach  heraus.    Auf  den  derart  gewonnenen  Spektro- 
giammen  zeigt,  sich  H^  wie  schematisch  in 
Fig.  4  angegeben.    Neben  der  kurzen  inten-        /      .      . 
siven  ruhenden  Linie,  die  nach  außen  all-       r'VergleiCnSlinie 
mählich   abkUngt,   hegt  auf  der   Seite  des       ' 
Violett  ein  bewegter  Streifen,  der  nach  außen 
erheblich   über   die  ruhende   Linie   hinaus- 
ragt.    Auf  einzelnen  Aufnahmen  biegt  sein 
äußei-st(»s  Ende    etwas    nach    Rot    zurück. 
Seine  Grenze  entspricht   unter  Berücksich-       | 

tigung^  der   Spaltbreite  einer  Verschiebung       V^VcrQleichslinie 
mn  3  Ä.E.,  also  einer  Geschwindigkeit  von        iT      " 
180  Volt,     ßemerkensweilei-weise  ist  weder        \ 
bei    direkter    Betrachtung   noch    mit    dem  pjg  4^ 

Photometer  die  Spur  eines  Inteasitäts- 
minimmns  neben  der  ruhenden  Linie  zu  entdecken,  auch 
dort  nicht,  wo  die  ruhende  Linie  nach  außen  hin  schwach 
ausläuft ,  also  jedenfalls  ein  Mininmm  nicht  restlos  über- 
strahlen"  kann.  An  Hy  ist  nur  der  bew^te  Streifen  festzu- 
stellen. Das  Auftreten  des  bewegten  Streifens  beweist,  daß 
von  dei*  Anode  Kaniilstrahlen  von  bis  zu  180  Volt  Geschwin- 
digkeit ausgehen,  das  Fehlen  eines  Inteasitätsmininmms  in  ihm, 
daß  auch  die  ganz  langsamen  Strahlen  leuchten.  Allerdings 
muß  man  hier  auch  die  Möghchkeit  in  Betracht  ziehen,  daß  die 
den  kleinen  Vei^^chiebungen  entsprechenden  Geschwindigkeiten 
nur  kleine  K()iu]K)nenten  sehr  stark  gegen  die  Blickrichtung 
geneigter  giößerei  GeschN\'indigkeiten  sein  können.  In  dem 
verhältnismäßig  dichten  Gas  sind  ja  starke  Ablenkungen  eines 
Paitikels  aus  seiner  Richtung  anzunehmen.  Wegen  der  großen 
Intensität  des  ^  wenig  verschobenen  Streifens 'glaube  ich  aber 
nicht,  daß  die  Zei-streuung  allein  zur  Erkli^iung  ausreicht.  Dies 
zugegeb(»n.  sclunnt  daraus  für  die  Glimmst romkanaLstmhlen  zu 
fc»lgen.  daß  ganz  langsame  Träger  der  SerienJinien  in  ihnen  sehr 
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st'ltrii  VinKumiiM'U.  »1;»  ilii  Ijicht  iiiclil  anl'lult  und  *\)i'  Ai\]*^^M\iii>- 
hecliiij^iin^M'ii  illinliclj*'  ww  boirii  Sj»it.zensti(Hii  s«.mij  «lüifT».^ii.  In 
den  äuß<^ist''n  Scliich1(*ii  des  röllielieu  Pinsels  lialn^n  wir  uiu 
Sericnlinicii  in  bcwi^^loi  Intensiläl.  das  Licht  j^elit  also  nni  vuu 
den  Si?alilt«*il<-ln'n  aus.  nicht  von  den  anj:jest<»ßenen  (lasmulekelii. 

o.  Theoretische  Auswertung. 

;i)  irä(H'r  (irr  Hnlnwrsrrir.  jAuf  (iriind  der  li^tzt<tu  Tat- 
sach«* alii'in  kann  noch  niclit  «»ntsdiieden  werden,  ol»  <li*-  Serii'»- 
linifii  vniM  neiitialen  oder  <:(?ladencn  At<nn  aiisg«>itrahlt  wenleii. 
Nun  hiit  ahci  1  )<*nii»ster ^)  i^'ofunden.  <laB  die  jmsitivon  Toilclu-n 
der  Kanalstrahh'n  his  z\i  d(»n  kl<*inslen  (it^cbwindigkeiton  Liclit. 
ausrit^n^lcn.  die  ni'utraleii  nur  l)ei  (.ieschwindif»keitf»n  nherhalb 
i)i)  Volt.  Hfi  Veicinip[un)^'  dieses  Befunds  mit  dei*  uhi^vn  Tat- 
sache t'oj^M.  daß  »las  Ijicht  lan^sainstev  Kanalstralilen  von  den 
j)ositiv  u'<'la<l<'iK-n  Atomen  stammt,  di»se  also  dit»  Tiäper  dni 
l'nhiM'i'inien  sind. 

I))  l'onjthnir  ivi  Spit.zcih'sfrtrnL  \>U'  ft^tj^<vt eilten  Tatsache]» 
entsprechen  dem.  was  nach  der  Theorie  dt>s  Sj>itzcnstn»nis  /u 
envaileii  war.  Aul  die  Anode  treffen  Elektronen  von  ««iniiien 
hundeil  Voh  Cnschwindi^rkiMt.  Am  Metall  lö.sen  sie  lanjisame 
sekundäre  Kat hodenstrahlen  aus.  und  werden  teilwoise  mit 
kleimr  ( n^schwindi^^'keit  reflektieii.  J)iese  lanjisanieii  Kli-k- 
1  rollen  \ver<len  vom  pVld  zurück^ehoh  und  mögh'chelwei^e  noch- 
mal>  reflektieii  usw.  l)icht  an  der  Anode  hal)en  wir  als«»  <»inf'n 
dichten  Schwann  von  Elektronen  <ler  vei-schiedensten  <ii*schwin- 
dit^keiti'U  uml  damit  starke  h)nisation.  Die  hier  entstellenden 
Atom-  und  M(»lekiilionen  erhHlten  bei  <ler  Ionisation  den  ersten 
Anstoß  zur  Emissioti  des  Serien-  bzw.  Bamlenspektnnns,  die 
de>halh  in  dei  Anodenlicht  haut  stark  auftreten.  Ihe  lanj.j.-^aui^ten 
Elekti'onen,  die  keine  vollstämlij^e  Ionisation  mehi  he^xiiken 
k«innen.  hild(*n  (^uantenpaare.  womit  das  kontinuii*rliche  Sp<*k- 
tium  eiklärt  ist.  |)a  das  yuantenjiaar  vom  Feld  nicht  fort- 
p<'tiihrt  wird,  haben  wir  sein  Jjicht  mn*  an  der  Anode  in  git>ßi*r 
Stäike.  Eine  zweite  St(»lle  intensiver  lonisieiung  ist  der  weißliche 
l\f^tr(^l  hinter  <leui  Dunkelraum:  hier  haben  die  von  der  An«ide 
kommendrn  Kanaisttahlen  die  zm*  Ionisation  nftti^e  (leschwin- 
di^'keit  e]Jan<^'t  und  bilden  aus  dem  (ias  neue  H'^-Ionen.    Pmm  iick- 
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t?ichti^'t  man,  daß  der  Qiiei.^chuitt  des  Stiahlenbüiidek  in  der 
btvalileniichtuno;  gioßei-  wird,  «o  Lsl-  ans  der  plötzlichen  Vur- 
lin^M-rung  det^  Jntensitätsabfalls  an  dies^er  Stelle  wohl  auf  eine 
Zunahme  der  Zahliluer  Träger  im  Gesamtquei schnitt  zuschließen. 
Etwas  näher  der  Anode  kömien  die  Kanalstiahlen  noch  nicht 
Ionen,  wohl  aber  schon  Quantenpaare  bilden:  diesen  haben  war 
das  hioj  ziemlich  plötzlich  einsetzende  kontinuierliche  Spektium 
dt>s  (ras)'aums  zuzuordnen. 

In  dem  dichten  Gas  verlieren  die  bewegen  Pai-tikel  an 
(ieschwindigkeit,  sobald  die  Feldstärke  unter  einen  gewissen 
Betrag'  sinkt,  von  dem  zweiten  lonisationsherd  weiter  ins  (iaR 
hinein  haben  wii-  deshalb  inmier  langsamei-  weidende  Kanal- 
strahlen, die  nicht  mein-  ionisieren,  wohl  aber  zunächst  noch 
(^uantenpaare  bilden  und  sich  selbst  zur  Lichtemission  anlegen 
können.  Umladungen  sind  an  dieser  Stelle  nicht  niehi*  möglich, 
da  keine  pjlektronen  freigemacht  werden.  Damit  stimmt  überein, 
daß  sich  kontinuierliches  und  Serienspektrum  am  weitesten  in 
den  <lasraum  hinein  erstrecken. 

Vom  nandenspektrum  ist  bekaiml,  daß  es  vt)rzugsweiöe 
V(ni  langsamc^n  Kathodenstrahlen  angeregt,  wird:  wirklich  finden 
wii  es  in  großer  Intensität  in  dem  Gebiet,  das  die  aus  dem  Gas 
l'iri;iemachten  Elektronen  auf  dem  Weg  zm*  Anode  dmchlaufen, 
um!  der  plötzliche  Anstieg  seiner  Intensität  im  lonisations- 
gebit'i  tjiitgegen  der  Kichtung  der  KanaLstrahlen  ist  zwanglos 
zu  t^rklärcni  durch  die  Zunahme  der  Elektronendichte  auf  dieser 
Siivcke. 

nie  einzelnen  Schichten  beim  |X)sitiven  Spitzenstrom  sind 
nicht  so  scharf  l)egrenzt  wie  die  Kat hodenschichten  des  Glimni- 
stioms.  weil  beim  Spitzenstrom  die  Vorgänge  an  der  Anode  in 
eistei   Linie  von  der  räumlichen  GeschwindigkeitsveH eilung  der 
Kanalstrahlen  abhängt,  materielle  Strahlen  aber  bei 
dem    NtMliältnismäßig  hohem  Druck  wegen  der  Zu-        ^ 
samnienstöße  trotz    gleichen   durchlaufenden  Feldes        ^ 
keiiK-  einheitliche  Geschwindigkeit  annehmen.     Die        i|||| 
schTi«'llst(^n    ^Feilchen    finden    sich    nicht    sehr   weit     /J/fn^ 
von  der  Anode,  daher  ist  der  Dopplei-streifen  in  der   ^^  ^^ 
Mitte  der  Linie  am  breitesten;  da^s  auf  einigen  Spek-      p.     g 
ti()«^nammen  bemerkbare  Umbiegen  der  Linienenden 
zm-  »uhenden  Linie  hin  rührt  vielleicht   mehr  davon   her,   daß 
die  be\vc^ten  IVilchen   im   äußersten  Pinsehnantel  radial  nach 
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außen  abbiegen,  als  von  der  Geschwindigkeitsverringerung.  Ich 
schließe  da^  daraus,  daß  bei  höheien  Drucken  und  Strciuri- 
8tärk(ai  <l<*r  Pinsel  ein  Bild  nach  Fig.  5  bildet;  das  Ende  stellt 
gich  als  leuchtender  Hohlkegel  dar;  eine  Erklärung  für  die  Ei- 
scheinung  habe  ich  noch  nicht  gefunden. 

ZasammenfaBSung. 

1.  Diuch  Untersuchung  der  Lichteniission  der  hyix>the- 
tischen  langsamen  Kanalstrahlen  des  jwsitiven  Spitzenstix>n)S 
sollte  Material  zui*  Fiage  nach  den  Tnigern  der  Wassei-stoff- 
spektren  gewonnen  werden. 

2.  Der  positive  Spitzenstrom  wurde  mit  einer  neuen  Anoden- 
fonn  erzeugt;  seine  spektralanalytische  Untersuchung  bestätigte 
die  nach  heutigen  Anschauungen  ergänzte  Starksche  Theorie 
des  Spitzeastroms,  insbesondere  die  Existenz  der  Kanalstrahlen 
durch  Nachweis  ihres  Dopplereffekts;  das  kontinuierliche  Wassser- 
fitoffspektnun  tritt  in  gioßer  Intensität  auf. 

3.  Aus  den  Ergebnissen  in  Verbindung  mit  Beobachtungen 
Dempsters  wird  geschlossen,  daß  die  Balmerserie  vom  ix>sitiv 
geladenen  Wassei^toffatom  einittiert  wird. 

Die  voi-stehende  Untei^uchung  ist  im  Phjvikahschen  In- 
stitut der  Universität  üreifswald  angestellt  worden:  für  die 
Anregung  zu  ihr  mid  die  Förderung  bei  ihrer  Durchführung 
bin  ich  Herrn  Professor  Dr.  Stark  zu  großem  Dank  verpflichtet. 

Greifswald.  Phys.  Inst.  d.  Univ.,  12.  Sept.  1919. 

(EingegaDgen  29.  Januar  1920.) 
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H.  Theorie  der  Pigmente  von  größter  Leuchtkraft; 

von  Erwin  Schrödinger. 

§  1.    Problemstellung. 

Die  Farbe  des  Lichtes,  das  yon  einem  Pigmentaufstrich 
zurückgeworfen  wird,  erreicht  bekanntlich  niemals  jenen  Grad 
von  Sätäffufiff,  den  reine  Spektrallichter  besitzen,  sondern  er- 
scheint neben  dem  reinen  Licht  gleichen  Farbtons  stets  mehr 
oder  weniger  weißlich.  Sie  läßt  sich  aus  ihm  und  einer  ge- 
wissen Menge  weißen  Lichtes  ermischen.  Die  Unmöglichkeit, 
Farben  von  spektraler  Sättigung  durch  Pigmente  zu  verwirk- 
lichen, ist  nicht  eine  technische,  sondern  bis  zu  einem  gewissen 
Grade  eine  prinzipielle.  Sie  ist  dadurch  bedingt,  daß  die 
Mischung  zweier  Spektrallichter,  die  im  Spektrum  nicht  zu 
weit  voneinander  entfernt  liegen,  einem  bestimmten  zwischen 
ihnen  gelegenen  Licht  zwar  im  Farbton  gleicht,  aber  im  all- 
gemeinen weißlicher  ist  als  es.  Um  die  volle  Sättigung  eines 
Spektrallichtes  zu  erreichen,  müßte  also  das  Pigment  wirklich 
nur  einen  infinitesimalen  Wellenlängenbereich  remittieren, 
alle  anderen  vollständig  verschlucken.  Dann  würde  es  uns 
aber  natürlich  —  wie  schon  Helmholtz  bemerkt  hat  — 
außerordentlich  dunkel,  im  Grenzfall  schwarz  erscheinen. 

Pigmente  von  spektraler  Sättigung  lassen  sieh  im  allgemeinen 
(auf  die  notwendige  Einschränkung  kommen  wir  sogleich  zurück) 
nur  in  verschwindender  Lichtstärke  herstellen.   — 

Anschaulicher  wird  der  Grund  für  die  Weißlichkeit  aller 
Pigmentfarben  durch  Betrachtung  der  Newton-Eönigschen 
FarbentafeL  Er  liegt  in  der  Konvexität  der  Spektralkurve 
RGF  (vgl,  Fig.  1).  Die  Farbe  des  Pigments  wird  dargestellt 
durch  den  Schwerpunkt  einer  gewissen  linearen  Massenver- 
teilung entlang  der  Spektralkurve,  welche  Massen  Verteilung 
durch  die  Remissionsfunktion  (Remissionskoeffizient  als  Funktion 
der  Wellenlänge)  und  durch  die  Beleuchtung  bestimmt  ist. 
Dieser  Schwerpunkt   P  wird   im   allgemeinen  ins  Innere  des 
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Fig.  1. 


reellen  Farbeusegments  (begrenzt  von  der  Spektralkurve  and 
der  yjPurpurgeraden''  R  T)  fallen,  demnach  aus  einem  gewissen 
Spektrallicht  S  und  weißem  Licht  W  oder  eventuell  aus  W 
und  einem  bestimmten  Purpurgemisch)  ermischbar  sein. 

Eine  Ausnahme  erleidet  dieser  Sachverhalt  nur  dann, 
wenn  die  Remission  ganz  auf  das  kurzwellige  oder  ganz  auf 

das  langwellige  Ende  des  Spek- 
trums beschränkt  ist,  derart,  daB 
die  Massenverteilnng  entweder  nor 
von  rbis /(^ca.475  ^/i)  oder  nur 
von  It  bis  0  (A  ca.  630  mi)  reicht 
Diese  Endstücke  der  Spektralkurve, 
deren  angegebene  Grenzen  übrigens 
naturgemäfS  unscharf  sind,  sind 
nach  König  streng  geradlinig.  Die  Schwerpunkte  solcher 
Pigmente  würden  also  auf  die  Spektralkurve  fallen,  sie  würden 
den  betreffenden  Spektrallichtern  an  Sättigung  nicht  nachstehen. 
Rot'orange  und  indigo-violette  Pigmente  Itusen  sich  in  end* 
licher  (wenn  auch  sicher  nicht  sehr  erheblicher)  Lichtstärke  und 
vollkommen  spektraler  Sättigung  herstellen. 

Zu  erinnern  ist  noch,  daB  die  Punkte  R  und  V  je  einem 
endlichen  W'ellenlängenbereich ,  nämlich  den  beiden  monochro- 
matischen Endstücken  des  Spektrums  (bis  Ä  =  655  bzw. 
/  sr  430)  entsprechen,  daher  je  eine  endliche  Punktmasse  auf- 
nehmen (nicht  bloß  eine  Liniendichte),  wenn  in  dem  betreffenden 
Endstück  Remission  stattfindet. 

Man  kann  nun  für  irgendeinen  Punkt  der  Rot-orange  oder 
der  Indigo-violett-Strecke,  und  ganz  ebenso  für  einen  Punkt 
der  Purpurgeraden  die  Frage  aufwerfen,  in  welcher  maximalen 
Lichtstärke  er  sich  durch  ein  Pigment  verwirklichen  läßt.  Man 
kann  weiterhin  —  auf  die  äußerste,  mit  reinen  Lichtern  er- 
reichbare Sättigung  zugunsten  der  Lichtstärke  verzichtend  — 
dieselbe  Frage  stellen  ftir  Punkte,  welche  der  Berandung  des 
Segments  mindestens  nahe  liegen.  Und  so  wird  man  dazu 
geführt  y  schließlich  für  einen  beliebigen  Punkt  der  reellen 
Farbfläche  zu  fragen: 

In  welcher  maximalen  Lichtstärke  läßt  sich  dieser  Punkt 
durch  ein  Pigment  verwirklichen  und  wie  müssen  die  Pigmenie^ 
d.  h.  ihre  Remissionsfunktionen  beschaffen  sein^  welche  das  leisten? 
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Die  Beantwortung  dieser  Frage  ist  Gegenstand  der  vor- 
liegenden Notiz. 

Denkt  man  sich  in  der  Farbenebene  irgend  drei  nicht  auf 
einer  Geraden  liegende  Bezugspunkte  gewählt,  mögen  es  nun 
die  Königschen  Grundempfindungspunkte  sein  oder  Punkte, 
die  drei  reellen  Eichlichtern  entsprechen,  oder  sonst  irgend 
drei  Punkte  im  Innern  oder  außerhalb  des  reellen  Farben- 
segments ^  und  denkt  man  sich  die  Einheitsquanta  für  diese 
Punkte  irgendwie  festgesetzt,  so  pflegt  man  bekanntlich  jede 
Farbe  durch  ein  Zahlentripel  zu  definieren,  nämlich  durch  die 
Quanta  der  drei  gewählten  Grundfarben,  aus  denen  sie  im 
eigentlichen  oder  uneigentlichen  Sinne  ^),  zu  mischen  ist.  Als 
Verhältniszahlen  betrachtet,  bilden  die  drei  Eichwerte  die  pro- 
jektiven baryzentrischen  Dreieckskoordinaten  ^)  des  die  Farbe 
darstellenden  Punktes  bezogen  auf  das  Gruuddreieck  als  Ko- 
ordinatendreieck. Die  Summe  der  Eichwerte  ist  die  Masse 
des  darstellenden  Punktes  und  wird  als  Quantum  oder  Quan- 
^tität  der  Farbe  bezeichnet.  Sie  ist  zwischen  Farben  von  ver- 
schiedener Lage  des  darstellenden  Punktes  (Farben  verschiedener 
^yReizarV\  wie  von  Kries  treffend  sagt)  keineswegs  ein  Matt 
ihres  i/eZ/^A^z^verhältnisses,  außer  —  vielleicht  —  bei  ganz 
bestimmter  Wahl  der  Einheitsquanta  der  gewählten  Grund- 
farben; eine  noch  unentschiedene  Frage,  die  hier  aber  gar 
nicht  angeschnitten  zu  werden  braucht. 

Für  Farben  gleicher  Reizart  (die  in  denselben  Punkt  falle«, 
durch  bloße  Änderung  der  objektiven  Intensität  gleich  gemacht 
werden  können)  ist  die  Quantität  der  objektiven  Intensität 
proportional,  demnach  sicherlich  —  ceteris  paribus  —  ein 
monotones  Maß  der  Helligkeit.  Ergänzen  wir  also  unsere 
räumlich  zweidimensionale  Darstellung  des  Farbengebietes  zu 
einer   dreidimensionalen    dadurch,   daß   wir   in  jedem   reellen 

1)  Im  uueigentlichen  Sinne  mischbar  nenne  ich  eine  Farbe,  die 
aiiBerhalb  des  gewählten  Grunddreiecks  liegt ,  für  die  daher  ein  oder 
zwei  Eichwei'te  negativ  ausfallen.  Die  konkrete  Bedeutung  hiervon  ist 
bekannt. 

2)  Als  ,ybari/xentrisclr^  bezeichne  ich  ein  Dreieckskoordinatensystem, 
dessen  .^Kinhcitspunkt*'  in  den  Schwerpunkt  des  Koordinatendreiecks 
fällt.  Diese  Tatsache  ist  nicht  zu  verwechseln  mit  der  willkürlichen, 
aber  bequemen  und  daher  meistens  durchgeführten  Verlegung  des  Weifi- 
puyiktes  in  den  Schwerpunkt. 

Annalen  der  Physik.   IV.  Folge.    62.  40 
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Farbpunkt  sein  Quantum  senkrecht  zur  Farbentafel  als  Ordinate 
errichten,  so  werden  die  Pigmentfarben  größter  Quantität  oder 
größter  Lichtstärke  oder  von  —  ceteris  paribas  —  größter 
Helligkeit,  nach  denen  wir  gefragt  haben,  eine  Fläche  über 
dem  reellen  Farben  segment  bilden,  die  in  der  Mitte  irgendwie 
verläuft  und  entlang  dem  gekrümmten  Teil  der  Berandang  zum 
Ordinatenwert  Null,  entlang  den  drei  geradlinigen  Randstücken 
zu  kleinen,  in  stetigem  Eurvenzug  aneinanderschließenden 
Ordinaten werten  herabsinkt.  Diese  Fläche,  zusammen  mit  den 
drei  von  den  Randordinaten  gebildeten  vertikalen  Wänden  und 
der  gewöhnlichen,  Fig.  1  dargestellten,  reellen  Farbenfläohe  ak 
Basis  begrenzt  das  Gebiet  der  durch  Pigmente  darstellbaren 
Farben  in  unserer  dreidimensionalen  Darstellung,  die  wir 
übrigens  nur  für  den  Augenblick  zur  Veranschaulichung  gewählt 
haben  und  auf  die  weiter  kein  Gewicht  gelegt  wird  (sie  ist 
unpraktisch,  weil  dem  Fehlen  objektiven  Lichtes  nicht  ein 
Punkt,  sondern  die  ganze  Basisfläche  entspricht). 

Alles  bisher  Gesagte  gilt  für  jede  beliebige  Beleuchtung^ 
der  Pigmente,  nur  muß  dieselbe  von  vornherein  ihrer  genauen 
physikalischen  Zusammensetzung  und  Intensität  nach  bestimmt 
gewählt  und  bei  allen  Überlegungen  festgehalten  werden.  Mit 
der  Beleuchtung  ändert  sich  natürlich  die  Lage  der  Fläche, 
die  in  unserer  Darstellung  das  Gebiet  der  Pigmente  nach  oben 
hin  begrenzt.  Nicht  nur  wachsen  alle  ihre  Ordinaten  pro- 
portional der  Intensität  der  Beleuchtung,  sondern  mit  der  Zu^ 
sammensetzung  der  letzteren  variiert  auch  die  Gestalt  der  Fläche. 
Z.  B.  werden  für  bläuliche  Beleuchtung  blaue  Töne  relativ 
leichter  in  beträchtlicher  Sättigung  und  Lichtstärke  heigestellt 
werden  können  als  für  weiße  oder  rötliche  Beleuchtung,  w^lch 
letztere  dagegen  die  Herstellung  gesättigter,  lichtstarker  roter 
Pigmentfarben  erleichtem  wird  usw.  Das  Resultat,  zu  dem 
wir  gelangen  werden  hinsichtlich  der  Pigmente  von  —  bei 
gegebener  Reizart  —  größter  Leuchtkraft,  der  optimalen  Pig* 
mente,  wie  ich  sie  kurz  nennen  will,  das  Resultat ,  sage  ich, 
wird  gleichwohl  in  gewissem  Sinn  von  der  Beleuchtung  ganz 
unabhängig  sein.  Es  wird  sich  nämlich  herausstellen,  daß  es 
dieselben  Pigmente  sind,  die  für  eine  ganz  beliebige  Beleuchtung 
stets  optimalen  Charakter  tragen;  oder  mindestens,  daß  doh 
eine  zweidimensionale  Mannigfaltigkeit   von  Pigmenten,    d  b. 
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von  RemissionsfuDktioneD,  angeben  läßt,  welche  unabhängig 
Yom  Beleuchtungslicht,  ja  selbst  unabhängig  von  der  genauen 
Gestalt  der  Spektralkurve  der  Fig.  1  definiert  sind,  und  bei 
jeder  beliebigen  Beleuchtung  gerade  die  Mannigfaltigkeit  der 
für  diese  Beleuchtung  optimalen  Pigmentfarben  darstellen. 

§  2.     Aufsuchung  einer,  die  Qrenzflaohe  realisierenden  Figment- 

mannigfaltigkeit. 

Um  die  Vorstellungen  zu  fixieren,  wählen  wir  folgende 
spezielle  Koordinatenstellung  für  Pigmente.  Als  Bezugspunkte 
wählen  wir  die  Königschen  Grundempfindungspunkte  Das 
Beleuchtungslicht  sei  beliebig  bestimmt,  nur  soll  es,  vorder- 
band, alle  sichtbaren  Wellenlängen  überhaupt  enthalten;  wir 
mögen  uns  immerhin  Sonnenlicht  darunter  denken.  In  den 
Schwerpunkt  des  Dreiecks  verlegen  wir  die  Farbe  der  ideal 
weißen  und  aller  neutral  grauen  Pigmente  in  diesem  Licht, 
d.  h.  aller  Pigmente  mit  konstanter  Remissionsfunktion;  und 
zwar  soll  das  ideal  weiße  Pigment  mit  der  Remission  1  die 
Koordinaten  1,  1,  1  erhalten.    Sind  dann 

x^{X)         x,(A)         x^i}.) 

die  Königschen  Grundempfindungskurven  für  das  Interferenz- 
spektrum des  Beleüchtungslichtes  and  zwar  in  solchem  Maß- 
stab, daß 

(1)  Jx^{k)dl=Jx^a)dk^Jx^{l)d}.^  1, 

so  sind  die  Koordinaten  eines  Pigments  mit  der  Remissions- 
funktion r(A) 

(2i     p^  =  jx^{l)r{X)dX,    p^  =  jx^{k)r[l)d}.,    p^  =  jx^(hr(X)dk, 

seine  Quantität  ist  ^ 

(3)  ^  =Pl+P2+P3  =/ <^l  +^2  +  ^3»^^^- 

Für  r  lassen  wir  natürlich  nur  Werte  zwischen  0  und  1  ein- 
schließlich der  Grenzen  zu.  Den  gleichen  Spielrauni  haben 
dann  die  /?,  während  q  zwischen  0  und  3  liegt  Von  der 
Intensität  des  Beleuchtungslichtes  ist  die  Koordinatendarstellung 
unabhängig,  da  zufolge  der  Festsetzung  über  die  Koordinaten 
des  weißen  Pigments  die  „Einheitsquanta  der  Grundempfin- 
dungen'' automatisch  mitvariieren. 

40* 
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Die  möglichen  Gestalten  der  Remissionsfunktion  optimaler 
Pigmente  schränken  wir  nun  zunächst  durch  folgenden,  für 
unsere  kleine  Untersuchung  fundamentalen  Satz  ein: 

JFenn  ein  Pigmeiä  in  der  Umgebung  dreier  Stellen  de* 
Spektrums,  die  im  Farbendreieck  nicht  auf  einer  Geraden  liegen^ 
eine  von  0  und  von  1  verschiedene j  also  zwischen  0  und  1  liegende 
/Demission  hat,  so  läßt  sich  die  Remission  an  diesen  drei  Stellen 
so  abändern,  daß  ein  lichtstärkeres  Pigment  derselben  Reizart 
entsteht. 

Denn  aus  jenen  drei  reinen  Lichtern  läfit  sich  dann  ein 
positives  Quantum  der  Farbe^  die  das  Pigment  besitzt,  jeden- 
falls im  uneigentlichen  Sinn  ermischen,  d.  h.  eventuell  mit  1 
oder  2  negativen  Mischungskoeffizienten.  Liegt  nun  die  Re- 
mission an  den  drei  Stellen  zwischen  0  und  1^  so  kann  ich, 
sie  um  kleine  Beträge  abändern  (vermehren  oder  vermindern), 
derart,  daß  die  hinzutretenden  Farbquanta  im  richtigen  Ver- 
hältnis  stehen  und  ein  lichtstärkeres  Pigment  derselben  Reizart 
entsteht.  —  In  Zeichen:  seien 

A  =  a,         i  =  />,         ).  =  c 

die   drei  Stellen   im    Spektrum.      Dann   liegt   in   der   Voraus- 
setzung, dab 


(4) 


^1  ■«) 

•^2  (^') 

'sW 

^1  />) 

^2  {^A 

^3(^) 

^'l '  c) 

•^2  (^) 

^sW 

=^0. 


Die  Gleichungen 

Xj  (ö)  f)\  +  x^  (b)  d\  +  x^  (c)  d\  =  /?!  r^" 

(5)  ^    ^'2  («)  '\  +  ^2  (^)  ^h  +  ^2  (^)  ^c  =  7^2  ^ 

•^3  («)  '^a  +  ^3  (^^)  ^\  +  ^3  (^)  ^c  =  P3  <^' 

haben  dann,  für  ein  vorgegebenes  kleines  d>  0,  Lösungen. in  d 
rV^,  ö^.     Ändert  man  nun  auf  den  kleinen  Strecken  (e  >  0) 

(6)  tf  <  A  <  ^/  +  f ,       ^  <  A  <  Ä  +  €  ,       c  <  i  <  c  -h  « , 
die  Remission  ri),)  ab  auf  beziehungsweise 

(7)  r  («)  +  <>„,  r[b]  +  \,  r{c)  +  ä^ 

so  ändern  sich   die   Pigmentkoordinaten  nach  (2)  um  die  mit 
e  multiplizierten  linken  Seiten  von  (5),  die  Reizart  also,  tcegen 
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(5)  nicht,  das  Quantum  nach  (B)  um  die  posiÜTe  Größe 

«^(ft  +P%  +P3)  =  €d7, 

was  zu  beweisen  war. 

Es  folgte  daß  die  Remission  eines  optimalen  Pigments  auf 
keinem  endlichen  Stück  des  gekrümmten  Teils  der  Spektral- 
kurve und  ebensowenig  auf  endlichen  Stücken  beider  gerad- 
linigen Endteile  von  Null  und  von  Eins  verschieden  sein  kann, 
sondern  sicherlich  auf  dem  gekrümmten  und  einem  der  gerad- 
linigen Stücke  nur  einen  dieser  beiden  Grenzwerte  besitzt. 

Der  Kürze  wegen  will  ich  ein  Pigment  zweiwertig  nennen 
in  einem  Wellenlängengebiet,  wo  seine  Remission  durchwegs 
Null  oder  Eins  ist,  und  als  zweiwertige  Pigmente  schlechthin 
solche  bezeichnen,  deren  Remission  im  ganzen  Spektrum  nur 
einen  dieser  beiden  Werte  annimmt 

Für  eine  der  beiden  geradlinigen  (,,dichromatischen'0 
Spektralstrecken  versagt  der  obige  Beweis  wegen  des  Ver- 
sehwindens  der  Determinante  (4).  Femer  ist  zu  bedenken,  daß 
die  Endpunkte  R  und  F  der  Spektralkurve  je  einem  endlichen 
(,,monochromatischen")  Wellenlängenbereich  entsprechen.  Unser 
Beweis  schließt  also  auch  den  Fall  nicht  aus.  daß  in  beiden 
monochromatischen  Bereichen  gleichzeitig  —  dann  aber  auch 
sonst  nirgends  —  Abweichungen  von  der  Zweiwertigkeit  auf- 
treten. Solche  Abweichungen  erscheinen  also  noch  möglich 
entweder 

a)  in  einem  dichromatischen  einschließlich  des  angrenzenden 
monochromatischen  Bereiches  oder 

b)  in  beiden  monochromatischen  Beweisen  gleichzeitig. 

Trotzdem  dürfen  wir  unsere  Betrachtungen  auf  zweiwertige 
Pigmente  beschränken,  wenn  wir  nur  darauf  Wert  legen,  jede 
optimale  Pigmentfarbe  wenigstens  in  einem  ihrer  Vertreter 
kennen  zu  lernen  und  uns  nichts  daran  liegt,  physiologische 
Duplikate  auszuscheiden.  Es  ist  nämlich  leicht  einzusehen,  daß 
die  Zweiwertigkeit  in  den  Fällen  a)  und  b)  durch  sukzessive 
Abänderung  der  Remissionsfunktion  ohne  Änderung  im  Aussehen 
des  Pigments  herbeigeführt  werden  kann. 

Liegen  nämlich  die  3  Punkte  a,  b,  c  in  der  Farbentafel 
auf  einer  Geraden,  so  verschwindet  die  Determinante  (4)  und 
die    Gleichungen    (5)    haben    nichtverschwindende    Lösungen 
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in  8^,  d\j  f\.  für  tf  =  0.  Die  entsprechende  Abänderung  (7) 
ändert  das  Aussehen  des  Pigments  nicht  und  kann  solange  in 
demselben  Sinne  fortgesetzt  (oder  auch  von  Haus  aus  endlicli 
und  so  groß  gewählt)  werden,  bis  eine  der  drei  Zahlen  r(a), 
r  {b)j  r  (c)  auf  Null  oder  Eins  gebracht  ist.  Das  Verfahren  läßt 
sich  fortsetzen,  solange  r[X}  noch  an  drei  Stellen  gegen  die 
Zweiwertigkeit  verstößt,  d.  h.  das  Pigment  kann  durch  ein 
zweiwertiges  ersetzt  werden  ohne  Änderung  seines  Aussehens. 
Was  zu  beweisen  war. 

Wir  beschränken  unsere  Betrachtung  also  jetzt  auf  zwei- 
wertige Pigmente  und  haben  unter  ihnen  die  optimalen  heraus- 
zusuchen. Die  Remission  eines  zweiwertigen  Pigments  ist  eine 
unstetige  Funktion  von  l,  sie  springt  an  einer  oder  mehreren 
Stellen  von  Null  auf  Eins  oder  von  Eins  auf  Null.  Eine  solche 
Stelle  nenne  ich  eine  Sprungstelle  (1  ->-  0)  oder  (0  ->- 1),  die 
Pfeile  natürlich  im  Sinne  wachsender  Wellenlänge  verstanden. 
Man  überlegt  nun  leicht,  daß  die  Zahl  der  Sprungstellen  über- 
haupt für  optimale  Pigmente  nicht  größer  als  zwei  sein  kann  — 
wobei  allerdings  wieder  Duplikate  ausgeschieden  werden.  Zu- 
nächst gilt  folgender,  dem  ersten  in  vieler  Beziehung  analoge 
Satz: 

Besitzt  ein  Pigment  drei  auf  der  Farbentafel  nicht  in  einer 
Geraden  liegende  Sprung  stellen  j  so  läßt  sich  seine  Remission  durch 
Ferschiebung  der  Sprungstellen  so  abändern  daß  ein  lichtstärkeres 
Pigment  derselben  Beizart  entsteht.  Es  kann  also  nicht  optimal  sein. 
Der  Beweis  verläuft  völlig  analog  wie  früher  und  braucht 
darum  wohl  nicht  in  extenso  durchgeführt  zu  werden.  Er 
beruht  darauf,  daß  die  Farbe  des  Pigments  aus  den  drei 
Sprungfarben  mindestens  in  uneigentlichem  Sinne  mischbar 
ist,  so  daß  eine  nach  Sinn  und  Größe  geeignet  gewählte  Ver- 
schiebung der  Sprungstellen  die  gewünschte  Verstärkung  der 
Leuchtkraft  ohne  Änderung  der  Reizart  herbeif&hrt. 

Drei  und  mehr  kollineare  Sprungstellen  erscheinen  wieder 
möglich.  Aber  solange  ihrer  noch  mindestens  drei  vorhanden 
sind;  lassen  sie  sich  ohne  Änderung  im  Aussehen  des  Pigments 
verschieben,  bis  sie  zusammenschließen,  so  daß  schließlich 
höchstens  noch  zwei  vorhanden  sind.  Besser  noch  als  durch 
eine  der  früheren  analoge  Rechnung  läßt  sich  dies  auf  folgende 
Art  direkt  einsehen,  z.  B.  für  das  langwellige  Stück  J?  O. 
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Vorgelegt  sei  ein  im  übrigen  Spektrum  zweiwertiges  Pig- 
ment, dessen  Eemission  aber  auf  der  Spektralstrecke  R  0  (ein- 
schließlich der  Grenzen)  ganz  beliebig  beschaffen  sein  mag. 
(Vergleiche  die  etwas  eigenartige,  aber  wohl  leicht  verständ- 
liche Fig.  2,  in  welcher  der  Remissionskoeffizient  auf  den  Nor- 
malen der  Spektralkurve  nach 
außen  aufgetragen  ist.)  Die  Auf- 
gabe ist,  daß  vorgelegte  Pigment 
durch  ein  auch  auf  HO  zwei- 
wertiges mit  möglichst  wenig 
Sprungstellen  auf  dieser  Strecke 
zu  ersetzen,  das  ihm  physiologisch  /; 
gleich  ist. 

Damit    letzteres    der    Fajl  Fig.  2. 

sei,   muß   —   nach   dem  Graß- 

m an n sehen  Satze,  daß  gleichaussehende  Lichter  gemischt 
gleichaussehende  Lichter  ergeben  —  die  von  der  Remission 
auf  B  0  allein  erzeugte  „Teilfarbe"  für  das  abgeänderte  Pig- 
ment dieselbe  sein,  wie  für  das  vorgegebene.  Der  Punkt,  der 
dieser  Teilfarbe  entspricht,  liegt  jedenfalls  irgendwo  auf  RO, 
Um  zum  Schluß  mögUchst  wenig  Sprungstellen  zu  haben,  „er- 
zeugen" wir  die  Teilfarbe  auf  verschiedene  Weise,  je  nachdem 
das  vorgelegte  Pigment  auf  dem  bei  0  violettwärts  anschließen- 
den Stück  vollständig  remittiert  oder  vollständig  absorbiert. 

In  beiden  Fällen  gehen  wir  aus  von  vollständiger  Ab- 
sorption auf  R  0.  Dann  schieben  wir  im  erst^  Fall  (dem  die 
Zeichnung  entspricht)  eine  Sprungstelle  (0  ->- 1)  vom  roten 
Ende  des  Spektrums  violettwärts  und  gleichzeitig  die  Sprung- 
stelle (1  ->-  0)  von  0  rotwärts  vor,  in  solchem  relativen  Tempo, 
daß  die  im  Gebiet  R  0  auf  diese  Weise  entstehende  Remission 
immer  die  Reizart  der  Teilfarbe  trifft,  was  offenbar  möglich 
ist  und  sich  solange  fortsetzen  läßt,  bis  auch  das  Quantum  der 
Teilfarbe  erreicht  ist.  Die  Fortsetzung  des  Prozesses  könnte 
nur  dadurch  vereitelt  werden,  daß  eine  der  Sprungstellen  den 
Ort  der  Teilfarbe  überschreitet.  Das  kann  aber  nicht  eintreten, 
bevor  das  Quantum  der  Teilfarbe  erreicht  ist,  denn  dann 
würden  ,,un verwendet"  zwischen  den  Sprungstellen  nur  Spektral- 
lichter  übrig  bleiben,  die  entweder  durchweg  röter  oder  durch- 
weg gelber  wäien  als  die  Teilfarbe,  aus  denen  sich  also  über- 
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haupt  kein  Quautum  der  Teilfarbe  mehr  ermischen  I&Bt;  letztere 
wäre  also  aus  dem  zur  Verfügung  stehenden  Licht  überhaupt 
nicht  in  hinreichender  Quantität  ermischbar,  was  den  Annahmen 
widerspricht.   — 

Im  zweiten  Fall,  wo  von  0  yiolettwärts  ein  Absorption»' 
(jebiet  anschließt,  erzeugen  wir  die  Teilfarbe  in  wachsender 
Stärke  durch  ein  einziges  Remissionsgebiet,  das  den  Punkt 
der  Teilfarbe  in  seinem  Innern  enthält.  Wir  schieben,  wieder 
von  identisch  verschwindendem  r  in  RO  ausgehend,  eine  Sprung- 
stelle (1  >►  0)  von  der  Teilfarbe  rotwärts  und  gleichzeitig  eine 
Sprungstelle  (0  ->- 1)  von  der  Teilfarbe  violettwärts  vor,  in 
solchem  relativen  Tempo,  daß  die  Reizart  der  Teilfarbe  ge- 
troffen wird.  Aus  ähnlichem  Grunde  wie  früher  muß  auf  diese 
Weise  auch  ihr  Quantum  erreieht  werden,  bevor  oder  schlimm- 
stenfalls in  eben  dem  Augenblick^  wo  die  Fortsetzung  des 
Prozesses  dadurch  vereitelt  wird,  daß  die  erste  Sprungstelle 
das  rote  Ende  des  Spektrums  oder  die  zweite  den  Punkt  0 
erreicht.  — 

Damit  ist  unsere  Aufgabe  gelöst. 

Wird  man  auf  dem  geschilderten  Wege  nur  zu  einer 
Sprungstelle  geführt,  was  ausnahmsweise  vorkommen  kann,  so 
ist  noch  eine  zweite  irgendwie  im  Spektrum  möglich;  resultieren 
aber  zwei,  so  müssen  es  die  einzigen  sein,  wenn  das  Pigment 
ein  optimales  sein  soll. 

Nur  das  eine  kann  passieren,  daß  die  zwei  Sprungstellen, 
auf  die  man  geführt  wird,  beide  in  der  monochromatischen 
Endstrecke  liegen.  Sie  fallen  dann  in  denselben  Punkt  R  der 
Farbentafel  und  es  ist  noch  eine  dritte  Sprungstelle  irgendwo 
im  Spektrum  möglich.  Aber  man  erkennt  sofort,  daß  das 
isolierte  monochromatische  Remissions-  oder  Absorptionsgebiet, 
um  das  es  sich  diesfalls  handelt,  ganz  an  das  Ende  des  Spek- 
trums geschoben  werden  kann,  so  daß  nur  mehr  eine  mono- 
chromatische Sprungstelle  vorliegt.  — 

Überschauen  wir  das  Gesagte,  so  behalten  wir  also  schließe 
lichy  nacli  Ausscheidung  vieler  Duplikate,  für  die  optimalen 
Ptfjmente  nur  die  zweidimensionale  Mannigfaltigkeit  der  zwei' 
wertigen  Pigmente  mit  ein  oder  zwei  Sprungstellen  übrig.  Unter 
ihnen  muß  jede  optimale  Pigmentfarbe  mindestens  einen  Ver- 
treter haben.    Wir  haben  nun  nur  noch  einige  kleinere  Gruppen, 
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die  sicher  nicht  optimal  sind,  auszuscheiden.  Von  dem  Best 
wird  sich  zeigen  lassen,  daß  darunter  keine  zwei  Pigmente 
gleicher  Reizart  mehr  vorkommen.  Damit  wird  bewieaen  sein, 
daß  diese  Pigmente  auch  wirklich  alle  optimal  sind,  und  daß 
sie  genau  die  eingangs  erwähnte  Grenzmannigfaltigkeit  und 
zwar  in  je  einem  Exemplar,  ohne  Duplikate,  darstellen. 

Zunächst  ordnen  wir  die  ein-  und  zweisprüngigen  zwei- 
wertigen Pigmente  in  folgende  Gruppen,  die  durch  die  bei- 
gefügte Fig.  3  wohl  ohne  weiteres  verständlich  sind.  Die  ab- 
gegrenzte Strecke  ist  das  sichtbare  Spektrum,  als  Ordinate 
ist  die  Eemission  aufgetragen. 


1.  Laugendpigmente 


2.  Mittelpigmente 


8.  Kurzeudpigmente 


4.  Mittelfehl pigmente 


i 


rat 


te 


viofetf 


rot 


violett 


rot 


violett 


I  .     ■ 


rot 


violett 


Fig.  3. 


Als  sicher  nichtoptimal  scheiden  nun  noch  aus: 

a)  von  den  Langendpigmenten  jene,  deren  Remission 
nicht  bis  an  die  kurzwellige  Grenze  des  monochromatischen 
Eot  reicht; 

b)  von  den  Mittelpigmenten  jene,  deren  Sprungstellen 
beide  entweder  zwischen  dem  roten  Spektralende  und  0,  oder 
beide  zirische/i  J  und  dem  kurzwelligen  Ende  liegen.  Für 
solche  ist  offenbar  eine  Vermehrung  der  Lichtstärke  durch 
Ausdehnung  des  Remissionsgebietes  möglich; 

c)  von  den  Eurzendpigmenten  jene,  deren  Remission 
nicht  bis  an  die  langwellige  Grenze  des  monochromatischen 
Violett  reicht; 

d)  von  den  Mittelfehlpigmenten  jene,  welche  eine  Sprung- 
stelle im  Inneren  des  monochromatischen  Rot^  die  andere  im 
Inneren  des  monochromatischen  Violett  haben;  denn  das  be- 
treffende Purpur  läßt  sich  durch  Ausdehnung  der  beiden  Re- 
missionsgebiete verstärken,  solange  bis  eine  der  beiden  Sprung- 
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stellen  die  Grenze  des  monochromatischen  Bereiches  erreicht 
(Die  mit  zwei  gleichfarbigen  monochromatischen  Sprungstellen 
wurden  schon  früher  als  Duplikate  ausgeschieden  und  durch 
Endpigmente  ersetzt.) 

Es  ist  nun  noch  der  Nachweis  zu  tuhreo,  daß  die  nach 
den  Ausscheidungen  a]  bis  d)  übrig  behaltenen  Pigmente  alle 
untereinander  von  verschiedener  Reizart  sind. 

Bei  dieser  Überlegung  nehmen  wir  vorweg  jene  drei  Unter- 
gruppen, deren  darstellende  Punkte  auf  eines  der  drei  gerad- 
linigen ßerandungsstücke  fallen.  Sie  treten  nur  je  unter  sich 
in  Konkurrenz.  Für  sie  ist  die  Richtigkeit  der  Behauptung 
ohne  weiteres  klar  und  wurde  eben  durch  die  Ausscheidungen 
a)  bis  d)  herbeigeführt. 

Für  die  übrigen  muß  der  Nachweis  —  wenig  elegant  — 
partienweise  gefühi't  werden,  d.  h.  es  muß  zunächst  jede  der 
vier  Gruppen  unter  sich  und  dann  mit  jeder  anderen  ver- 
glichen und  alle  möglichen  Lagenkombinationen  der  Sprung- 
stellen in  Betracht  gezogen  werden.  Immerhin  dürfen  wir 
uns  dabei  gestatten^  von  den  Endpigmenten  abzusehen,  da  sie 
ja  schließlich  als  Ausartungen  sowohl  der  Mittelpigmente  als 
der  Mittelfehlpigmente  mit  berücksichtigt  sind.  Wir  vergleichen 
also  zunächst: 

A.    Mittelpigmente  unter  sich. 

Bei  ganz  getrennter  Lage  der  Remissionsgebiete  ist  Koni- 
zidenz  der  Schwerpunkte  offenbar  unmöglich.  Ebenso  bei  um- 
schließender Lage.  Denn  da  (nach  obiger  Vorwegnähme  der 
spektral  gesättigten  Pigmente)  die  Remissionsgebiete  auch  ge- 
krümmte Teile  der  Spektralkurve  enthalten  müssen ,  fallt  der 
Schwerpunkt  der  nichtgemeinsamen  Außenteile  des  umfang- 
reicheren Remissionsgebietes  außerhalb  des  zu  dem  kleineren 
Remissionsgebiete  gehörigen  Segments  und  muß  den  Schwer- 
punkt des  letzteren  verlagern.  Ebenso  wenn  die  Remissions- 
gebiete nur  übergreifen.  Der  gemeinsame  Mittelteil,  mit  je 
einem  nichtgemeinsamen  Außenteil  kombiniert,  kann  nicht  beide- 
male  auf  denselben  Punkt  führen. 

B.    Mittelfehlpigmente  iint^T  sich. 

Hier  ist  stets  von  einem  Pigment  auszugehen,  daß  beide 
Absorptionsgebiete  zusammen  besitzt,  und  zu  überdenken,  daß 
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durch  die  entsprechenden  Ergänzungen  der  Schwerpunkt  dieses 
„Differenzpigjnents**  in  verschiedener  Weise  verlagert  wird. 

C.    Mittelpigmente  mit  MittelfehlpigmenteD. 

a)  Das  Remissionsgebiet  des  ersten  und  das  Absorptions- 
gebiet des  zweiten  Pigments  liegen  ganz  getrennt.  Das  Mittel- 
fehlpigment entsteht  dann  aus  dem  Mittelpigment  durch  Hin- 
zufugung  von  Remissionen,  die  seinen  Schwerpunkt  unmöglich 
ungeändert  lassen  können. 

ß]  Das  Remissionsgebiet  liegt  innerhalb  des  Absorptions- 
gebietes.    Dieser  Fall  bedarf  keines  Wortes. 

/)  Das  Absorptionsgebiet  liegt  innerhalb  des  Remissions- 
gebietes (s.  Fig.  A\     Das  ganze  Farbengebiet  zerfällt  dann  in 


Fig.  4. 


Fig.  5. 


drei  Streifen,  deren  Schwerpunkte  (d.  h.  die  der  sie  begrenzenden 
Teile  der  Spektralkurven),  wenn  die  Pigmente  von  gleicher 
Reizart  sein  sollten,  so  auf  einer  Geraden  liegen  müßten,  daß 
der  Schwerpunkt  des  mittleren  Streifens  nicht  in  der  Mitte 
liegt;  was  offenbar  unmöglich  ist. 

d)  Absorptionsgebiet  und  Remissionsgebiet  übergreifen  (siehe 
Fig.  5).  Es  müßte  im  Innern  der  schraffierten  Gebiete  I,II,  III  je 
ein  Punkt  namhaft  gemacht  werden  können,  derart,  daß  die  drei 
Punkte  auf  einer  Geraden  liegen,  und  zwar  der  Punkt  III 
nicht  in  der  Mitte  zwischen  I  und  II.  Denn  es  müßte  ja  die 
Hinzufügung  des  Bogens  II  zu  III  den  Schwerpunkt  von  III 
in  denselben  Punkt  bringen  wie  die  Hinzufügung  des  ßogen- 
paares  I.     Das  ist  offenbar  unmöglich.  —  —  — 

1  )ie  zweidimensionale  Pigmentmannigfaltigkeit,  auf  die  wir 
geführt  wurden,  stellt  also  die  optimalen  Pigmentfarben  voll- 
ständig und  in  je  einem  Exemplare  dar.  und  zwar,  wie  vor- 
ausgreifend bemerkt  war,  für  ein  ganz  beliebiges  Beleuchtung 8" 
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lichi,  das  nur  alle  Wellenläna;en  überhaupt  enthält.  Deou 
weder  enthält  die  Definition  unserer  Pigmente  irgendeine  Be- 
ziehung auf  das  Beleuchtungslicht,  noch  haben  wir  im  Verlauf 
unserer  Untersuchung  irgendeine  andere  Eigenschaft  desselbeo 
benützt,  als  stillschweigend  die,  daß  keine  homogene  Lichtart 
darin  gänzlich  fehlen  sollte. 

Daß  unsere  Pigmente  ihren  optimalen  Charakter  nicht 
verlieren,  auch  wenn  das  Belenchtungslicht  spektrale  Lücken 
aufweist,  erkennt  man  übrigens  sofort  durch  Grenzübergang 
von  einer  nur  wenig  verschiedenen  Beleuchtung,  in  der  die 
Lücken  mit  kleinen  Ordinaten werten  ausgefüllt  sind,  die  man 
nach  irgendeinem  Gesetz  gegen  Null  abnehmen  läßt.  Dabei 
ändert  zwar  ein  Pigment  im  allgemeinen  seinen  Ort  in  der 
Farbentafel,  aber  nicht  seine  physische  Beschaffenheit^  bleibt 
also  optimal  auch  im  Grenzfall.  Die  eindeutige  Zuordnung 
zwischen  der  Pigmentmannigfaltigkeit  und  den  Optimalfarben 
bleibt  aber  natürlich  nicht  erhalten,  weil  große  Gruppen 
von  Pigmenten  farbeugleich  werden,  nämlich  alle  jene,  deren 
Sprungstelle  in  eine  spektrale  Lücke  des  Beleuchtungslichtes 
fällt;  wie  ja  überhaupt  in  diesem  Fall  der  Verlauf  der  Re- 
mission innerhalb  einer  solchen  Lücke  völlig  ohne  Einfluß  auf 
das  Aussehen  des  Pigments  ist. 

Für  eine  kurze,  von  den  eingeführten  Eunstausdrücken 
freie  Zusammenfassung  des  nunmehr  festgestellten  ELaupt- 
ergebuisses  unserer  Untersuchung  verweise  ich  an  das  Ende 
dieser  Note  (Zusammenfassung?  S.  621  u.  622). 

^  8.  Über  die  Beantwortung  der  Fragen  nach  der  gröAt«n  ef 
reichbaren  Lichtstärke,  nach  der  höchsten  errreiohbaren  8&ttigung 
und    nach    den    notwendigen   Bedingungen   für   liohtst&rlrate 

Pigmente. 

Es  ist  klar,  wie  man  rechnerisch  vorzugehen  hätte,  um 
nun  den  ersten  Teil  der  avf  S,  fi04  gestellten  Fragt  in  irgend- 
einem speziellen  Fall  zu  beantworten:  in  welcher  maximalen 
Lichtstärke  läßt  sich  ein  hestimmfer  Punkt  der  Farbentafel  durch 
ein  Pigment  vertoirklichenf 

Diese  Frage  hat  natürlich  nur  bei  vorgegebenem  Beleuch- 
tungslicht einen  Sinn.  Man  wird  sich  dann  als  Vorarbeit  aus 
den  auf  das  Interferenzspektrum  dieses  Lichtes  umgerechneten 
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Grundempfindungskurven    eine   Tafel   der   drei   Integrale   be- 
rechnen 

k  k  X 

jx^{X)dl,  Lr^{/.)dly  /ar,(/,)(/A, 

'■0  i,,  ^0 

wo  },Q  die  kurzwellige  Grenze  des  sichtbaren  Spektrums  ist, 
während  die  obere  Integralgrenze  von  A^  bis  an  das  lang- 
wellige Ende  variiert.  Aus  dieser  Tafel  lassen  sich  die  Ko- 
ordinaten der  optimalen  Farben  mit  leichter  Mühe  ablesen, 
bei  häufigerem  Gebrauch  wird  man  sie  in  einer  Tafel  mit  zwei 
bingängen  vereinigen.  Durch  vernünftiges  Probieren  —  ich 
sehe  keinen  einfacheren  Weg  —  am  besten  vielleicht  graphisch, 
indem  man  immer  ein  Integral  als  Funktion  des  anderen  auf- 
trägt und  auf  den  entstehenden  Kurven  Sehnen  von  richtiger 
Neigung  aufsucht  —  auf  solche  Art  also  wird  man  jene 
Sprungstellen  (Integrationsgrenzen)  ermitteln,  flir  welche  die 
drei  Koordinaten  des  Pigments  das  durch  den  Punkt  in  der 
Tafel  vorgegebene  Verhältnis  aufweisen.  Diese  drei  Koordi- 
naten geben  dann  an,  welche  Bruchteile  der  durch  ein  ideal 
weißes  Pigment  bei  dieser  Beleuchtung  erregten  Rot-,  Grün-, 
Blauempfindung  durch  ein  Pigment,  das  bei  dieser  Beleuch- 
tung die  vorgegebene  Reizart  realisiert»  maximal  erregt  werden 
können. 

Natürlich  läßt  sich  ganz  dieselbe  Überlegung  und  Rech- 
nung auch  unter  Benutzung  irgendwelcher  anderer,  etwa  auf 
drei  reelle  Eichlichter  bezogener  Eichkurven  an  Stelle  der 
Grundempfindungskurven  durchführen;  wobei  dann  die  opti- 
malen Koordinaten  eine  noch  konkretere,  von  jeder  Hypothese 
über  das  Zustandekommen  der  Farbempfindung  auch  äußerlich 
freie  Bedeutung  bekommen. 

Die  geschilderten  rechnerischen  Vorarbeiten  hier  wirklich 
zu  leisten,  würde  ich  deshalb  für  fast  verlorene  Mühe  halten, 
weil  es  so  sehr  unsicher  ist,  ob  der  erste,  der  die  vorstehenden 
Resultate  etwa  praktisch  zu  verwerten  wünscht,  dies  gerade 
für  Tageslicht  und  für  die  Königschen  Eichkurven  in  ihrer 
heute  vorliegenden  Form  wird  tun  wollen.  — 

Eine  der  eben  behandelten  verwandte,  dem  Praktiker  viel- 
leicht näherliegende  Frage  möchte  ich  hier  nur  kurz  streifen, 
nämlich   diese:    in   welcher  maximalen  Sättigung  läßt  sich  ein 
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bestimmter  Farbton   durch   ein  Pigment  herstellen,   wenn  eine 
bestimmte  Helligkeit  nicht  unterschritten  werden  soll? 

Ohne  Zweifel  ist  das  nachgefragte  Pigment  in  unserer 
Grenzmannigfaltigkeit  zu  suchen  und  zivar  auf  einem  Halb- 
strahl durch  den  Weißpunkt  ^)  möglichst  weit  aaßen,  so  weit 
daß  die  gewünschte  Helligkeit  eben  noch  nicht  nnterschritten 
wird.  Man  müßte  sich  also  in  derselben  Art  wie  früher  die 
,,Quantitätsüäche^S  j^^^^  ^^^^  „H^Ilig^eitsfläche^^  über  dem 
Farbensegment  errichten,  deren  Ordinaten  in  jedem  Punkt  die 
Helligkeit  der  optimalen  Farbe  darstellen.  Diese  muB  sich, 
wenn  ihre  Begriffsbestimmung  nur  überhaupt  eindeutig  sein 
soll,  aus  den  gefundenen  drei  Koordinaten,  die  ja  die  Pigment- 
farbe eindeutig  definieren,  eindeutig  berechnen  lassen.  Aber 
die  Ansichten,  wie  das  zu  geschehen  hat,  gehen  heute  noch 
weit  auseinander.  Einige  halten  die  Helligkeit  für  eine  lineare 
Funktion  der  Koordinaten  mit  konstanten  Koeffizienten,  den 
„spezifischen  Helligkeiten^'  der  Orundempfindungen;  andere, 
darunter  Helmholtz  in  seinen  Abhandlungen  über  die  Über- 
tragung des  Fechner sehen  Gesetzes  auf  das  Farbensystem, 
glauben,  daß  nicht  einfache  additive  Verknüpfung  vorliegt 

Die  Frage  nach  der  richtigen  Fassung  des  BegrüSes  der 
heterochromen  Helligkeit  •  ist  eine  ungemein  wichtige  und  von 
sehr  yiel  größerer  Tragweite  als  die  vorliegende  Untersuchung; 
ich  werde  demnächst  in  anderem  Znsammenhang  viel  aus- 
führlicher darauf  eingehen.  Für  uns  hier  spielt  sie  aber  offen- 
bar nur  eine  Nebenrolle.  Würde  man  die  optimalen  Licht* 
gemische  des  herzustellenden  Farbtons  in  zunehmender  Sätti- 
gung nach  den  gegebenen  Vorschriften  wirklich  herstellen,  so 
würde  sich  aus  ihnen  dasjenige  sogleich  herausfinden  lassen, 
das  der  Forderung  eben  noch  genügt,  wofern  diese  überhaupt 
vernünftig  gestellt  und  nicht  eine  bloße  Verbalforderung  ist 

Was  nun  den  zweiten  Teil  der  auf  S.  604  gestellien  Frage 
betrifft:  icie  müssen  die  optimalen  Pigmente^  d.  h,  ihre  Bemisswns* 
funktionen,  beschaffen  sein'^  —  so  wird  sie  durch  unsere  zwei- 


1)  Man  beachte,  daß  in  der  Farbentafel,  die  wir  für  unsere  Pigmente 
angelegt  haben,  nicht  Sonnenweiß,  sondern  die  Farbe  der  ideal  remit- 
tierenden Fläche,  also  die  Farbe  des  Beleuchtungslichtes  im  Schwerpunkt 
liegt.  Hier  ist  natürlich  mit  „Weißpunkt"  nicht  dieser  Schwerpunkt, 
sondern  der  Ort  des  Sonnenweiß  gemeint. 
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dimensionale  Pigmentmannigfaltigkeit  natürlich  durchaus  nicht 
erschöpfend  beantwortet.  Alle  ausgeschiedenen  Duplikate  sind 
ja  gleichfalls  optimal.  Ein  optimales  Pigment  braucht  also 
durchaus  nicht  zweiwertig  zu  sein,  es  kann  mehr  als  zwei 
Sprünge  besitzen  usw. 

Die  Unbestimmtheiten,  die  auftreten,  haben  alle  ihren 
Grund  in  der  Existenz  dichromatischer  und  monochromatischer 
Bezirke  im  Spektrum;  in  diesen  Bezirken  ist  die  Remissions- 
funktion unter  Umständen  in  weitestem  Maße  willkürlich.  Was 
da  gestattet  ist  und  was  nicht,  läßt  sich  aber  an  Hand  unserer 
früheren  Überlegungen  in  jedem  Falle  leicht  übersehen  und 
ich  halte  eine  lückenlose  Aufzählung  aller  möglichen  Fälle  für 
uninteressant  und  überflüssig.  Die  Frage  ist  immer  die,  ob 
sich  der  Remissionsfunktion  durch  geeignete  Abänderung  eine 
der  ausgezeichneten  Formen  geben  läßt  oder  nicht. 

So  wird  beispielsweise  ein  Pigment,  das  vom  kurzwelligen 
Ende  bis  zum  Punkt  0  (Grenze  des  Orange),  vollständig  re- 
mittiert, optimal  sein,  wie  immer  auch  seine  Remission  im 
langwelligen  Teil  verlaufen  mag.  Denn  es  läßt  sich  in  ein 
Mittelfehlpigment  verwandeln. 

Dagegen  sind  bei  Pigmenten,  deren  Remission  auf  das 
langwellige  Ende  bis  zum  Punkt  0  beschränkt  ist,  Abweichungen 
von  der  Zweiwertigkeit  im  dichromatischen  Teil  unzulässig,  im 
monochromatischen  nur  dann  zulässig,  wenn  der  dichromatische 
vollständig  remittiert  Sonst  würde  das  Pigment  bei  der  Ver- 
wandlung auf  ein  verbotenes  Mittelpigment  führen  (s.oben  S.613b). 

Ganz  entsprechendes  gilt  natürlich  für  die  analogen  Fälle 
am  kurzwelligen  Ende. 

§  4.   Vergleich  mit  der  Erfahrung. 

Wilhelm  Ostwald  hat  aus  seinen  umfangreichen  Ek- 
perimentaluntersuchungen  über  Pigmente  rein  empirisch  die 
Folgerung  gezogen,  daß  zur  Erzielung  größter  Farbenreinheit 
bei  einem  Pigment  möglichst  nur  die  Remissionen  Null  und 
Eins,  mit  tunlichst  schroffem  Übergang,  vorkommen  sollen, 
femer*^  nur  entweder  ein  geschlossenes  Remissionsgebiet  oder 
ein  geschlossenes  Absorptionsgebiet.^) 

1)  W.  Ostwald,  König!.  Sfichs.  Ges.  d.  Wiss.,  Abh.  d.  Math.-Phjs. 
Kl.  U.  Nr.  3.  S.  471  ff.  1017;  Phjs.  Zeitschv.  17.  S.  d28ff.  1916. 
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Soweit  trifft  Ostwalds  empirische  Feststellung  mit  der 
von  uns  für  optimale  Pigmente  theoretisoh  aufgestellten  Be- 
dingungen der  Hauptsache  nach  völlig  zusammen. 

Ostwald  fordert  weiter  zur  Erzielung  größter  Reinheit,  daÜ 
die  Absorption  bzw.  die  Remission  genau  ein  j, Farbenhalb'-  um- 
tasscn,  d.  h.  genau  von  einer  Spektralfarbe  bis  zu  ihrer  Komple- 
mentärfarbe reichen  soll.  Um  für  diese  Forderung  wenigstens 
ein  qualitatives  Verständnis  zu  gewinnen,  erinnern  wir  daran,  daü 
Ostwald  unter  Jieinheit  den  Bruchteil  reiner  Farbe  verstanden 
wissen  will,  der  in  dem  Gesamteindruck,  den  das  Gemisch  her- 
vorruft, enthalten  sein  soll  und  aus  ihm  l)egrifi'lich  sieh  soll 
abtrennen  lassen;  zu  diesem  Bruchteil  reiner  F'arbe  treten 
dann  noch  gewisse  Bruchteile  Ifeiß  und  Schwarz  als  Verunrei- 
nigungen oder  Trübungen. 

Nun  läßt  sich  nach  Ostwald  der  Schwarzgehalt  einer 
Farbe  z.  H.  dadurch  erhöhen,  daß  man  sie  auf  dem  Furben- 
kreisel  mit  einem  ideal  schwarzen,  d.h.  nicht  remittierenden 
Pigment  oder  am  sichersten  mit  einem  schwarzen  Loch  mischt. 
Daraus  läßt  sich  mit  Rücksicht  auf  das  Talbotsche  Gesetz 
schließen,  daß  —  wie  immer  man  über  die  Natur  des  Schwarz 
als  Empiiudung  urteilen  mag  -  jedenfalls  das  objektive  Korrelat 
dessen,  was  Ostwald  den  Schwarzgehalt  nennt,  eine  r^loüv 
gerintfe    Lichtstärh^  ist. 

Nun  ist  klar,  daß  jene  optimalen  Pigmente,  deren  Se- 
missirtn  auf  einen  allzu  kleinen  Teil  des  Spektrums  beschrankt 
ist,  sehr  lichtschwach  sein,  d.  h.  nach  Ostwald  einen  hohen 
Schwarzgehalt  und  aus  diesem  Grunde  geringe  Reinheit  zeigen 
werden.  —  Anderseits  werden  Pigmente,  deren  Remission  einen 
all/u  tjrolSen  Teil  des  Spektrums  umfaßt,  zwar  sehr  lichtstark 
sein,  daher  wenig  Schwarz,  dafür  aber  sehr  viel  Weiß  ent- 
halten —  letzteres  nach  den  bekannten  allgemeinen  Gesetzen 
der  Lichtinischung.  —  Daß  überhaupt  die  Ostwaldscheu  Pig- 
mente grr)ßter  Reinheit  nur  unter  unseren  optimalen  zu  suchen 
sind,  folgt  natürlich  aus  der  Überlegung,  daß  ein  Pigment  ge- 
ringerer Lichtstärke  und  gleicher  Reizart  gleichen  Weißgehalt, 
aber  höheren  Schwarzgehalt  besitzt,  also  geringere  Reinheit. 

Die  Bescliränkung  des  Kemissionsgebietes  auf  das  Gebiet 
zwischen  zwei  Komplementärfarben  ist  offenbar  ein  praktisch 
bewährtes  Kompromiß  zwischen  der  Scylla  der  weißlichen  und 
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der  Gharybdis  der  schwärzlichen  Trübung;  oder  in  der,  Helmhol  tz 
folgenden,  mehr  auf  die  objektive  Beschafifenheit  des  Strahlen- 
gemisches gerichteten  Ausdrucksform:  ein  Mittel  zur  Erzielung 
möglichst  hoher  Farbensättigung  ohne  allzu  große  Lichtverluste 
durch  Absorption. 

Wegen  dieses  Eompromißcharakters  wäre  zu  erwarten, 
daß  die  Qualität  der,  den  besten  von  Ostwald  hergestellten 
Pigmentfarben  noch  anhaftenden  Trübung,  die  eines  mittleren 
Grau  ist,  aus  nicht  gar  zu  sehr  verschiedenen  Anteilen  Weiß 
und  Schwarz  gemischt  Für  einen  Teil  derselben  trifft  das 
nach  Ostwalds  Beinheitsbestimmungen  (a.  a.  0.  S.  560)  recht 
angenähert  zu.  Für  viele,  namentlich  für  die  blauen  und 
grünen,  ist  allerdings  der  Schwarzanteil  erheblich  größer  als 
der  Weißanteil. 

Ich  kann  übrigens  nicht  unterlassen,  au  bemerken,  daß 
ich  die  ganze  Ostwaldsche  Terminologie  hier  nur  benutzt 
habe,  um  die  von  ihm  gefundenen  Tatsachen  mit  meinen  theo- 
retischen Ergebnissen  einigermaßen  vergleichen  zu  können ;  nicht 
als  ob  ich  schon  überzeugt  wäre,  daß  den  Begriffsbildungen, 
wie  „Keinheit**,  „Schwarzgehalt'S  „Grau"  dieselbe  quantitative 
Bestimmtheit  zukommt,  wie  etwa  denen  der  Helmholtz- 
Eönig  sehen  physiologischen  Farbenmetrik.  Bei  aller  Hoch- 
achtung vor  Ostwalds  wertvollen  und  mühsam  erarbeiteten 
Erfolgen  halte  ich  doch  z.  B.  seine  Absolutbestimmungen  von 
„Reinheit"  und  „Grau"  aus  dem  Werte  der  Remission  an  nur 
ztjDeij  wenn  auch  ausgezeichneten  Stellen  des  Spektrums  (Maxi- 
mum und  Minimum),  für  nichts  mehr  als  bestenfalls  eine  gute 
Faustregel,  keineswegs  geeignet  zur  exakten  Definition  dieser 
Begriffe. 

Zusammenfassung. 

1.  Die  größte  Lichtstärke  bei  vorgegebener  Keizart  haben 
die  Pigmente  von  folgender  Beschaffenheit: 

a)  Sie  besitzen  an  keiner  Stelle  des  Spektrums  einen 
anderen  Remissionskoeffizienten  als  nur  Null  oder  Eins. 

b)  Ihre  Kemission  zeigt  nur  höchstens  zwei  Unstetigkeits- 
stellen  („Sprünge"  von  0  auf  1  oder  von  1  auf  0)  und  ist  nicht 
durchweg  Null. 

Annalen  der  Physik.   Vi,  Folg«.    62.  -41 
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c)  Beschränkt  sich  die  Reipission  auf  einen  der  beiden 
dichromatischeD  Spektralbezirke,  eiDschließlich  des  angrenzenden 
monochromatischen,  so  reicht  sie  mindestens  bis  an  das  eine 
Ende  dieses  Gebietes. 

d)  Beschränkt  sich  die  Remission  auf  die  monochroma- 
tischen Bezirke,  so  umfaßt  sicr  mindestens  einen  von  beiden  ganz. 

e)  Beschränkt  sich  die  Absorption  auf  einen  monochro- 
matischen Bezirk,  so  beginnt  sie  am  Spektralende. 

2.  Die  beschriebenen  Pigmente  besitzen  die  angegebene 
Eigenschaft  für  jede  beliebige  Beleuchtung;  d.  h.  bei  einer  gani 
beliebigen  Beleuchtung  wird  keines  von  ihnen  an  Lichtstärke 
übertroffen  von  irgendeinem  Pigment,  das  mit  ihm  bei  eben 
dieser  Beleuchtung  Licht  von  gleicher  ßeizart  remittiert. 

3.  Weist  das  Beleuchtungslicht  keine  spektralen  Lücken 
auf,  so  sind  die  Pigmente  alle  untereinander  phyBiologisch 
yerschieden  und  überdecken  das  reelle  Farbensegment  ein- 
schließlich der  Berandung  genau  einfach. 

4.  Außer  den  unter  1.  genannten  Pigmenten  gibt  es  noch 
andere  lichtstärkste  Vertreter  ihrer  Reizart  Diese  Eigenschaft 
kommt  beispielsweise  allen  jenen  Pigmenten  zu,  deren  ÄbeorpHem 
auf  ein  mono-  und  dichromatisches  Ende  des  Spektrums  be- 
schränkt ist,  sie  mag  dort  im  übrigen  ganz  beliebig  yerlanfien. 
Überhaupt  beziehen  sich  die  erlaubten  Abweichungen  von  den 
unter  1.  aufgeführten  Eigenschaften  durchweg  auf  die  mono- 
und  dichromatischen  Bezirke.  Natürlich  wird  jedes  solche  ab- 
weichend beschaffene  Pigment  einem  Pigment  der  erstgenannten 
Mannigfaltigkeit  völlig  gleichen  —  welchem  ^  hängt  allerdings 
im  allgemeinen  von  der  Beleuchtung  ab. 

5.  Diese  theoretischen  Elrgebnisse  treffen  mit  einigen 
empirischen  Feststellungen  Wilhelm  Ostwalds  zusammen. 

Wien,  im  Dezember  1919,  IL  physik.  Inst.  d.  Universität 

(Eingegangen  22.  Desember  1919.) 
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4.  Experimentelle  und  theoreUscIie  Untersuchungen 
über  Kranzerscheinungen  im  homogenen  Nebeli 

von  Reinhard  Mecke. 

(Fortsetzung.) 

II.  Teil:  Theoretische  Untenmohnngen  (Bengnngstheorie  kleiner 

Kugellinsen). 

(Marburger  Inaugural-Dissertation  1019.) 


Inhalt:  §  1.  Beugungsersohcinungen  an  undurchsichtigen 
Kugeln.  —  §  2.  Beugung  und  Interferenz  an  durchsichtigen  Kugeli/.  — 
§  3.  Berechnung  der  Phasenverschiebung  Ö  und  der  Amplitude  6.  — 
§  4.  Einfluß  des  an  der  Oberfläche  vom  Tropfen  reflektierten  Lichts 
auf  die  Beugungserscheinung.  —  §  5.  Anwendung  der* Beugungsformel 
kleiner  Kugellinsen  zur  Erklärung  der  Beugungserscheinungen  im 
homogenön  Nebel.  —  Zusammenfassung.  '^ 

In  der  folgenden  theoretischen  Untersuchung  soll  nun 
eine  Thcorir  gegeben  werden,  welche  die  im  vorhergehenden 
experimentellen  Teile  i)  gefundenen  Kranzerscheinungen  und 
ihre  Abweichungen  von  der  Beugungstheorie  kreisförmiger 
Scheibchen  erklärt. 

Der  Versuch  einer  solchen  ist  nämlich,  soweit  die  Er- 
scheinungen schon  bekannt  waren,  meines  Wissens  noch  nicht 
gemacht  worden.  Kiessling*)  stellt  zwar  die  Vermutung 
auf,  daß  außer  eines  geringen  Anteils  der  Dispersion  an  der 
FarbenentT\'icklung  neben  der  Lichtbeugung  am  Rande  der 
Nebelkörperchen  auch  Interferenz  im  Innern  derselben  zur 
Entstehung  der  Farben  beiträgt.  Näheren  Aufschluß  darüber 
köimte  aber  erst  eine  experimentell  zu  prüfende  analytische 
Behandlung  des  Problems  gewähren.  Und  Barus®)  findet,  daß 
für  die  Färbung  der  Lichtquelle  (axial  colours)  diese  Erklärung 
durch  einfache  Interferenzfarben  dünner  Blättchen  night  ge- 
nü^M,  da  die  Tropfen  ungefähr  sechsmal  größer  sind,  als  sie  für 

1)  I.  Teil  vgl.  Ann.  d.  Phys.  61.  S.  471-500.  1920. 

2)  Meteorol.  Zeitschr.  1.  S.  117f.  1884;  J.  Kiessling,  Die 
Dänimerungserscheinungen.    Hamburg  1886.  S.  141. 

.3)  C.  Barus,  Sill.  Joum.  26,  S.  224-226.  1908 

41* 


-T-T^ 


♦'••21 


/;.    Mrrkr.. 


lntcil«'i«ii/1ariH'!i  in  l>i'lrarlit  k«»imii«'ii.  An  <li]  Ilnijil  lii-r  tii-- 
ii'ti>rlHii  .\l)liainllniiL'  \«»n  V»*r<l<*t  üln-r  lain«'lhn«-  (liTt».- 
iT^rh«MniinL'«*n  k<»miiit  i-r  /n  «Irm  Scliluss**.  (\i^^^  ilir  I-ütKi. 
(I«'i'  Licht  (jinll«'  L'l''i<'li  «l<ii»*n  «liiniirr  lilättclu-n  ^fin  kon!i:  ••: . 
«Irnn  l)icl<r  'irf/i  '1»  h«'trä«;t.ij  Eine  ViTallvrtMjjtiut  :i;  .. 
cli»'<«r  AnnalniM*  für  «lii-  Krldänui«^'  (l«'r  Fjnl)f*nf<»li:r  im  .-  - 
h'uh'n  Frlär  und  in  «l'^n  l\riiu:rn  <\'\  ji-ilnclj  niclit  «»hin*  \v»it.-- 
an'jänui.u'.  «la  man  liitv  auf  uniihiTwimlbare  Scli\vi»-riuk«  K  ' 
st(»l.^n  wind«'.  in>lM>»)nd»ri-  ^fii-n  (li«'s  die  zu»"  Lii-lU')».' li- 
liitniph'tnrntiirr  Kärl>nnLf  df-  zi-nfraltii  Fi'ld<'<  iiml  --«in»-  -a'r:i 
|*;nd»t«»in*. 

;:}  1.  BeugungserBcheinungen  an  undurchBlchtisen  Kugeln. 
Zum  l»«'v.^».|iM  Vi'i>tiintlni^>»'  diT  nun  fid^finlt-n  Th--»::* 
muL*»  i«di  iidu.di  /u«  r-t  n«M-|i  rinmal  km/  die  ( il»-ic-|iuni:.  i.  •:.• 
dir  iJruL^ni'j  an  undun'li>i(ditiL'«-n  kr<*i>fr»r!ni;ifii  Srh»ii»«-Ii- ■: 
«uli-r  kl'in'-n  l\uu'*ln  aM«itrn.  um  >o  im-ln*  als  in  «Ini  l»i>li"V^' !■ 
AMi'iliMi'.'tn  luri-^l'-n^  nui  «lii*  Intensität  dfi  l''j><*h«'iinnij  i-- 
1  iick-i(dit  i'jt  AVtiidtn  i>t.  \välu'»*nd  dii*  7V/r/.sv//ä>/</r//*//r/  d»-?  |jrl:t- 
('n^■^un^^  auf  dir  i-^  l»ri  Intrrfrrrnzrisclu-iniui^'rn  ImxiIi  1.  > 
anktunmt.   untTwälmt   tiridirln-n  ist. 

h«>h;iili    m:  (j   iidi    aurli    \nn    drill    II U  Vi^r  n>>chrn    l':;!i.. 
in   dtr  -irrn'jtM«'!!   matln-m;i!iMdnii   Fa»un;:j  V(»ii    K  i  i  cliln.i  :-" 
aU'-L"'li''n.  d;i  nu!  di»'^r^.  rm^rL^i-n  d«r  »'infarli»-rrn  hirs  nr|-«*!"i 
l*a--un.L:.   «ii«-   IMia-»'  licditiu'  riL'il»!. 

In  d«  II  juilHn  |jitf«-inunL:r!i  /*j  bzw.    l\\  /Avi>rh<'ij   Lirir- 

ijUrlli'    und     rnnh.udltlMlL'^liUnkt     /'    lirfilldrt    sJcli    rin    Tn»|»!rll" 

nut   d«ni   l'a«liu-  /.     (I«'lin!(dif    dann  di«-  Jji(*htausi>M*it iniL'   d^-ii: 
(irsri  /•• 

1,  N         ^/COSli.Ti   ,j.  ~     .-), 

-n    i.-i     du-     Ijii  lii'«  •  «junL'     im     iM-^diarlitun^^punkT»'     «ri-^ffiM-u 

dlllrli 


— ' r/«7  , 


,.  '/    «-OS    '/  I,'...      -    ^^^^  (W  Ii.i       i*    •       4»       i    ^ 

-■    ■■'•■■ 7;/.-..  '    j-«m2,T(^.-- 

WO   '////,.    und     fi  li\>   die    llirlituiiLT^winkrl  gegi-n   dir    Noiiual»- 
d«'     l5«ujuh-.:-rlM-ii«'    l«-d«ufrn.     Iiri   srnkrrcht    zur    Beii«nin»'s- 

!•    |)n>.-    l'.iJLiti unj    i-l    ii.H-li    ini*in<-'r  TlKMirio    nioht    zutri'lf<'iui. 

\l'.    ^    »"»L'll    lill'l    <il7. 

-     <•    Ksn  l.li.ft.  Optik.  N.  27:  l*.  hnnlr,  Lvlirbm-h  iit*r  Optik. 
^.  IT«»   i!ii«!     IT"» 
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ehone  f'iiifallernleiii  |iaiallfleii  Lichte  ist  nun  cos  (n  /^,)  -  1 
und  cos  {n  i?2)  —  -  cos  q  ^).  wenn  man  unter  q  den  Beufrungs- 
winlvel  versteht,  somit 

(2a)  cos (m  Ä,)  -  cos  (//  /»',)=-  2 cos- 1   • 

Setze  icli  nocli 

^   _   i<i   ^   t' 

was  nur  einer  Verlej^un»;  dfv  Zeitanfan^'S|mnkti's  j^loichknumit, 
ferner  zur  Abkürzung: 

cos   ".'    f)'  d  fT  , 

I    b;     5=1  sin  -    d  d(T, 
s(»  ist   dnr  Sc hwin^'un«:](s zustand  im  Punkte  P  <?ege})en  durch 


—  a  cos'*  -V 


(4)        .V=-  ;^ß 

|)ie  Liclitstärke  ist 


C  sin  2;r  (y  -  j)  ""  '^  ^^®  '"^'"^  (  7'  "^  t) 


—  ri  COS*   -  \ 


(5;  .»/=^     ^^  '/[6-  +  .v^ 

Nach  Einführung  \(>n  Polarkoordinaten  mit  defli  Mittel- 
punkt des  Tropfens  als  Irsiirun^  und  uach  dei'  für  kleine 
Tropfen  erlaubten  Vernachlässi«^un^  von  (rliedern  der  Ordnung 
.T  r-  /  /)*  führt  die  Lr>sun^  (Iva  Integrales  (3a)  für  die  untero 
(ivruy.r  r  bekannthch^)  auf  eine  Hesseische  Funktion  erster 
()i«hiunj^.  welche  sieb  in  die  konvergente  un«^ndhche  li«*ihe 

(^»'  Jy  W  =  7  i  ^"  ^2^7  "^^  "2T4.4.6    *"    74ir4.T8  •  •  •) 

(iit\vick«"ln  läßt.     F^ier  bedeutet 

271  r    . 

( I ;  z  =  -v-    sm y . 

|)ie   Fuidvtion  ist    periodisch;   Nullstellen   sind    vorhanden    bei 
:,  -  l,'2-2  .T.     32       -2,233  et,     ?.-,  ^  3.238  .t  usw. 

1)  Rieht unjirssinn  rU-r  Nornmlcu  i^tt  zu  beachten! 

2)  Vif],  z.  B.  G.  Kirrhhoff,  Optik  S.  91ff.  oder  Verdet, 
Wellonthforie  T.  S.  203ff. 


•J^»»-« 


6-2r» 
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Maxima  mit  dvu  rasch  abiH'hiuenden  Funk tioiis werten 

1         0.0175        0,00416        0,001  HO 


liefTf.n   bei 
c,       0 

Für   (lit 


Cj  ---r--  1,63  TT      -i'j  -~  *^»^*''^  ^      ^8  ="  5i,7ü  rr   usw. 

obere  Grenze  verschwindet,  der  Wert  für  dsu 
Integral,  ebt»nso  ist  das  Integral  (3  b)  Null,  da  sin  2  n/  /.  d  eini 
ungerade  Funktion  ist.  Man  erhält  somit  für  die  Lichtent^un* 
im  Punkte  P  den  Ausdruck 


(«) 


Sp 


an  r*  co8^  ~ 

Tr 


lj^(z)]tän2n[^-^) 


und  für  die  Intensität  das  Amplitudenquadrat,  duvon. 

Die  gebeugten  Strahlen  erleiden  also  neben  einer  erheb 
liehen,  periodisch  schwankenden  Schwächung  ihrer  Lieht 
stärke  hoch  eine  Phasenverschiehung  von  n/2  gegenüber  d»*] 
ungehindtntt^n  Fortpflanzung. 

Füj-  die  Verallgemeineiiing  der  Fonneln  auf  eine  groß« 
Anzahl  unregelmäßig  verteilter  Tröpfchen  kann  ich  auf  dit 
Lehrbücher^)  verweisen.  Durch  Einführung  von  neuen  Koor- 
dinaten in  bezug  auf  ein  in  der  Beugungsebene  beliebig  ge- 
legenes Koordinatt»nsystem  und  Summierung  über  die  vor- 
handene Anzahl  von  Tröpfchen  findet  man,  daß  die  Intensität 
proiK)rtional  dieser  Anzahl  wächst.  Allerdings  liegen  beim 
Nebel  div  Tn)pf(^n  nicht  alle  in  einer  Ebene  und  die  Suni- 
mienmg.  ist  auch  über  die  Tiefendimension  zu  ei-strecken, 
doch  wird  I)ei  niclit  zu  großiT  Dichte  des  Nebels  hierdurch 
das  Resultat-^)  nicht  geändert.  Für  die  Lichtquelle  selbst,  we 
ja  auch  das  Babinetsche  Theorem  von  der  Gleichheit  dei 
Erscheinung  komi)lementÄrer  Beugungsschirme  versagt .  gilt 
diest^  G(^etz  nicht.  Eine  Berechnung  der  Intensität  ist  hiei 
aber  sehr  erschwert  und  würde  auch  an  dieser  Stelle  zu  weil 
führen,  da  diese  Überlegungen  nur  für  die  ev.  Erklärung 
der  Färbung  der  Lichtquelle  selbst  (axial  colours)  in  Betraehl 
konniien.  worauf   aber   nicht   näher   eingegangen    werden   rsol 


1)  P.  Drude,  Lehrbuch  d.  Optik,  ö.  206;  G.  Kirchhoff,  Optik 
S.  98ff.;  VtMdet,  WeJlentheorie,  S.  200  u.  210. 

2)  Der  Beweis   wird  ganz  anAlog  wie  bei  einoT  BeugungBebeni 
durchgeführt. 


* 
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(vgl.  ö.  629  u.  647).  Im  allgemeinen  muß  sie  sich  für  diesen 
zentralen  Fleck  in  die  zu  (16)  analoge  Form 

(9)  3y;  =  «ä  +  «,a''(^)' 

bringen  lassen,  wobei  n^  mit  wachstjnder  Dicke  und  J)ichte 
der  Nebelschicht  abnehmen  und  sogar  bei  sehr  großer  Anzahl 
der  vorhandenen  Nebeltröpfchen  infolge  der  damit  verbundenen 
Intensitätsabnahme  erhebliche  negative  Werte  annehmen  muß. 
DieBeugungsei-scheinung  besteht  im  monochromatischen  Ijichte 
also  aus  einem  hellen  Fleck  in  der  Mitte  von  der  Intensität  Mq 
umgeben  vr)n  konzentrischen  Bingen,  deren  Lage  und  relative 
Helligkeit  (8)  ergibt.  Im  weißen  Lichte  setzt  sich  die  Er- 
scheinung aus  farbigen  Ringen  zusammen,  welche  in  einer  be- 
stimmten Anordnung  aufeinander  folgen,  und  zwar  ist  diese 
Reihenfolge  wwbhängig  vmi  der  Trojpfengröße,  Für  das  zentrale 
Feld,  d.  h.  für  den  dem  hellen  zentralen  Fleck  sich  unmittelbar 
anschließenden  Teil  des  inneren  Beugungsbildes,  nmß  dieser 
Farbenton  infolge  der  geringen  Abhängigkeit^)  von  der  Wellen- 
länge nahezu  weiß  mit  einem  bläulichen  Tone  sein,  alles  in 
fjbereinstinmiung  mit  den  Beobachtungen  bei  den  Kränzen 
um  Sonne  und  Mond  2)  und  den  Versuchen  an  undurchsich- 
tigen (jder  nur  durchscheinenden,  d.  h.  diffuses  Licht  durch- 
lassenden Teilchen  von  beliebiger  Größe.  Nur  bei  Nebeltröpfchen 
von  etwa  1  —  5/^  Radius  zeigen  sich  gefärbte  zentrale  Felder 
und  Abweichungen  in  der  Farbenfolge,  die  abhängig  sind  von 
dei-  Ti'opfengröße  und  dem  Brechungsexponenten.  Die  Durch- 
dchiujkeit  muß  also  einen  Einfhiß  auf  die  Beugungserscheinung 
haben,  den  ich  nun  untersuchen  will. 

i:^  2.    Beugung  und  Interferenz  an  durohsichtigen  Kugeln. 

Die  Tropfen  des  Nebels  wirken  nämlich  als  Kugellinsen, 
welche  das  auffallende  Licht  durch  zweimahge  Brechung  ablenken 
und  stark  divergent  machen.  Infolge  der  dadurch  bedingten 
großen  Abnahme  der  Lichtstärke  wurde  ein  Einfluß  der  den 
Tropfen  durchsetzenden  Strahlen  auf  die  Beugungserecheinung 

1)  Die  Intensität  ist  nahezu  durch  den  Ausdruck  1/>1*  gegeben, 
da  dort  2/z  l^(z)  ~  1  ist,  so  daß  blaue  Töne  eine  größere  Intensität 
haben  als  die  roten. 

2)  Vgl.  J.  Pernter,  Moteorol.  Optik,  S.  406-413. 
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oft  al»grspr()ch(*n.M  Dies  scheint  iiud  bei  gi-ußenTiopfen  wirklich 
der  Fall  zu  sein:  hei  Tro])fen,  deren  Kadius  nur  ein  geringes 
Vielfache  der  Wi'llenlänjiije  ist,  dürfte  die  Helligkeit  jedoch  nf^ch 
hinr<'ichend  sein,  um  jent»  großen  Verändeiungen  der'  Er- 
scheinungen hervorzurufen.  Da  das  Licht  beim  Durchgange 
durch  den  Tn>]>fen  einf'  Gangverzögerung  erfährt,  und  <iie 
Stiahlen  kohärent,  also  interferenzfähig,  sind,  so  tuuB  es 
sich  um  eine  Interferenzerscheinung  der  den  Troj)fen  durch- 
setzenden Strahlen  mit  den  gebeugten  handehi.*) 

Die  Lichterregung  aber,  welche  von  den  durch  einen  Tropfen 
gegangenen  Strahlen  im  Punkte  V  hervorgerufen  wird,  läßt 
sich  stets  in  die  Form 


(10, 


s 


f'0os[2n{^-^)-S 


bringen,  wählend  die  dei"  gebeugten  Strahlen  durch  (S)  gt-- 
gelx^n  war.  Hierbei  sind  b  und  d  zunächst  noch  unbeBtimnit, 
ihrr  i^erechnung  erfolgt  eist  im  nächsten  Paragraphen.  Um 
die  (ileich\nig(^n  jedoch  übei-sichtlicher  zu  gestalten,  führe  ich 
vorher  folgende  abkürzende  Bezeichnungen  ein: 


(11) 


.4 
K 


_b 
A 


a 


R 


n  r" cos 


siL 


<■■> 


/=^/,(^). 


Nach  (Ulli  Prinzip  der  SuperjKjsition  der  Licht erregungen 
folgt  dann  aiudog  zu  (8)  und  (4)  aus  (11)  und  (10) 


(12) 


j  6  =  y  +  A'sind', 
1  S  =  AT  cos  ö 


und  die  Int<n>ität   entsprechend  zu  (5). 

l)('i  t'iiur  Vmnehrung  der  Tropfen  wächst   auch  hier  die 
H<'lli',d<«'it  pr()])ortional  ihrei  Anzahl.   Für  die  axialev  Strahlen), 


1)  V^l.  J.  P.rntcr,  Mc^teorol.  Optik  8.434. 

2)  Visl.  (im^  Bt'inerknii^  von  K.  v.  Heim  holt  z  in  Ann.  d.  PIijh. 

27.  s.  "lO.-j-  r>4:\.  I88r>. 
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bei  denen  nuch  ungebnifites  Licht  intfrfpiieifn  kann,  kommt 
mißpideiii  der  Anteil 

-i-  nj-  2o6cos  Ö 
mit  eimr  gewissen  Stärke  n^  hinzu,  welche -\-on  der  Dicke  der 
Kebelschicht  abhängt.    Die  IntensitätHgleit-huug  für  diesen  Teil 
der  Ei-scheinung  läßt  sich  dann  in  der  foini 

I  +  2n,ab  cosd 

schieiben,  wobei  %  wieder  sinken  n  uß,  v^  al)er  mit  wachsender 
Dichte  und  Dicke  des  Nobels  zunimmt.  Eine  Berechnung  der 
(irößenverhültnispe  von  w,  und  n^  zueinander  ist  jedoc}i  ohne 
weiteres  nicht  durchführbar,  da  hier  die  Vorgänge  noch  kom- 
phzierterer  Art  sind  als  bei  undnitrhsichtigen  Scheibchen, 

§  3.    Barttobnaag  d«r  FtaaBenTeraohiabang  d  und  d«r  Amplitad*  6. 

Di'H   tttr ahlengang  deK  Lichtes   durch  den  Tropfen  zeigt 

imii  Fit».  J.     Bedeutet  a  der  Einfallswinkel,  ß  der  Brechungs- 


winkel.  SU    beträgt   ilic  Ablenkung  des  ans  dem  Ti*o|ifen  aua- 

trelfüili'Ti  Strahles 

(141  q    =i{a  -ti) 

o<ler    nach   d(-ui   Krechungs^esetz  sin«/Hin^  ^  ^ «    bei   kleinen 

Winkeln  angenähert 

(14a)  ^.  =  2«-"-'   ■ 
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Für    Wasser   mit    einem   mittleren    Brechuiigsexix^neiilen    voi 
4/3  ^väre  q)  ungefähr  die  Hälfte  des  Einfallswinkels. 

])a  der  Strahl  ein  optisch  dichteres  Medium  durchsetzt 
so  erfährt  er  zur  gleichen  Zeit  eine  Gangverzögeruiig.  derei 
Größe   durch    die   Differenz    CABD-EOF   (Fig.  2)    gegebei 


Fig.  2. 


ist,  wobei  aber  unter  CA  BD  die  optische  Länge  zu  verstehe 
ist.  Aus  der  Figur  läßt  sich  dieser  Wegunterschied  leicht  be 
rechnen  zu 

(15)  J  ~  2  r{n  cos  ß  —  cos  a)  , 

so  daß  zunächst  einmal  eine  Phasenverschiebung  von 


(15  a) 


*i  = 
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(«  cos  ß  —  COS  a) 


auftritt.  Eine  weitere  Phasenänderung  könnte  durcli  eventuelh 
Beugung  entstehen.  Beugung  des  durch  eine  Linse  gugangenei 
Lichtes  findet  aber  mn  in  der  Nähe  ihres  Brennpunktes  statt, 
d.  h.  längs  d(»r  Brennlinie. ^)  Jin  Beobachtungspunkte,  dei 
sich  stets  in  großer  Entfernung  vom  Brennpunkte  befindet, 
kann  eine  solche  Phasenänderung  nie  eintreten.  Es  muß  abei 
die  Tatsache  berücksichtigt  werden,  daß  die  Schwingung  ii 
der  Wellenfläche  nach  Durchgang  durch  einen  Brennj)unk1 
sich  umkehrt,  d.  h.  um  eine  halbe  Periode  beschleunigt  schwingt 
Diese  Phasenanomalie,  welche  experimentell  von  Gouy*'^ 
Zeemann  und   Sagnac*)  aus  der  Umkehr  von   Interferenz- 


J)  Verdct.   VVelJentheorio  J.   Ö.  98. 

2)  (^)uy,  Compt.  rend.  110.   S.  1251-1253.   1890. 

:^)   Stt^riiftc.  Journ.  d.   Phys.  2.   S.  721-722.  1903. 
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erscheinungeil  geschloi^isen  wurde,  ist  von  Debye^)  und 
F.  Keiche^)  thtn^retisch  begründet  worden.  Reiche  "zeigt, 
daß  sie  in  gi*oßer  Entfernung  vor  und  hinter  dem  Brenn- 
punkte 0  bzw.  TZ  beträgt.  In  seinei*  Nähe  fühlt  sie,  eben  in- 
folge von  Beugung,  Schwankungen  aus;  im  Brennpunkte 
selbst  hat  die  Phasenanomalie  den  Wei-t  7r/2,  dort  haben 
wir  es  dann  mit  einem  besonderen  Falle  von  Fraunhofer - 
sehen  Beugungserscheinungen 3)  zu  tun. 

Die  gesamte  Phasenänderung  in  (18)  beträgt  somit 

(16)  ,y«^j  +  ;r. 

Zur  Berechnung  der  Amplitude  b  schlage  ich  ein 
von  F.  ßicharz^)  und  von  ßoth^)  benutztes  Verfahren 
ein,  das  gestattet,  die  Intensität  des  den  Tropfen  durch- 
setzenden Lichtes  zu  berechnen.  Diese  Intensität,  welche  durch 
b^  gegeben  ist,  ist  proportional  dem  Quadrate  der  Amphtude 
des  einfallenden  Lichts  und  umgekehrt  proportional  der 
Divergenz,  d.  h.  pioportional  der  in  die  Raumwinkeleinheit  ge- 
strahlten Lichtmenge.  Die  Amphtude  erfährt  durch  zwei- 
maüge  Brechung  nach  den  Fresi;ielschen  Reflexionsformeln 
eine  Abnahme,  deren  Komponente  senkrecht  zur  Einfallsebene 

(17)  ■  _     *(««o«J-l)' 


und  paiallel  dazu 


«.  =  «■(„..  1). 


beträgt.     Aus    dem    Mittelwert    dieser   Intensitäten   folgt   für 
nicht  zu  große  Winkel  (bis  ca.  (p  —  80^)  genähert 

Die  Divergenz  des  Lichtes  ist  nun  proportional  der  Mäche, 
auf  der  sich  eine  gegebene  Lichtmenge  ausbreitet.   Eine  solche 


1)  l^ebye,  Ann.  d.  Phys.  80.  S.  755 ff.  1909. 

2)  F.  Reiche,    Ann.  d.  Phys.  20.  S.65-93  u.  401—440.    1909. 

3)  VgJ.   E.  Lommel,   Abhdl.  d.  Bayr.   Akad.  16.   S.  257.   1886. 

4)  F.  Rioharz,  Deutsche  Metcorol.  Ztschr.  S.  23.  1908. 

5)  F.  Roth,  Deutsche  Meteorol.  Ztschr.  2.   S.  52.  1885. 
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kleine  Lichtnienge  (Fi^'.  B)  des  paiallelen  Strablenbündeki  vod 
der  Intensität  a^  sei.  bevor  es  zum  Tropfen  gelangt,  auf  dem 
rini^förniigen  Qiiei-scbnitt  d  /  =  2  .t  g  d  ^  verteilt.  Nach  dem 
Durcbgan«^  dmcli  den  Tr(»j)fen  erstreckt  sich  dieselbe  Menge, 


welcbe  jetzt  aber  nacb  der  Brechung  eine  Abnahme  ihrer 
Helligkeit  gemäß  (IH)  auf  a'^  erfahren  hat,  über  die  Fläche 
d  F  -^  2  71  s  '  li  d  (f  des  Kaumwinkels  2  7t  sin  <fd  q.  Die  Licht- 
intensität  im  BK)bacbtungspunkte  ist  also: 


(19) 


"^     dF       ^  ^    Rsii<r 


Nun    bestehen   folgende   Beziehungen  zum   Einfalls-   und  Ab- 
lenkungswinkel: 

(20)  Q  -   f'  ^ii^  ^^      d  ()  ~  r  cos  ada    s  =  K  sin  9^ . 

Streng  genommen  müßte  h*  zwar  vom  Schnittpunkte  der 
Stiahlen  ip  und  <f  *  d  (f  ausgerechnet  werden,  bei  der  Klein- 
heit des  Tropfens  kann  dies  aber  von  seinem  Mittelpunkt  aus 
geschehen. 

Xach  Einführung  dieser  Weite  in  (19)  und  einigen  Um- 
formungen unter  Berücksichtigung  des  Brechungsgesetzes  ergibt 
sich  schließlich  für  die  (iröße  A"  nach  (11)  der  Weit 


(21) 

füf  q 

(22) 


a:  = 


e  '  n  /cos  o  cos  (i 

r         -  '^    1/  <r     ' 

[•TT  COS-—    f        COS  -^- 


0  strel)t   A   dem   (Grenzwerte 

I- 2 

0        (w  +  \)'kn  -  l) 


1 
•  —        ZU. 

r 
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Um  später  d'w  Uiit(Tsuchinigen  nicht  unterbrt'chen  zu 
müssen,  ist  es  angfhraehU  glt^ich  hier  die  muiirrischen  Werte 
von  A  und  K  anschließen  zu  lassen,  die  die  Tab.  1  für  Wasser 
mit  dem  mittleren  Hrechuntjsexponenten  1,8883  bei  ver- 
scliiedenen  Einfallswinkehi  wiedergibt.  Spähe  3  und  4  erit- 
lialten  die  Zunahme  von  J  gegenüber  Aq  —  r-'l  (n  —  1)  ~0,t)6()-r 
(für  fp  —0)  im  absohiten  und  im  Winkehjiaß. 

Diese  Zunahme  ist  hes()n<lers  l)ei  größeren  Tropfenra<lien 
beträchtlich  und  strebt  für  a       W*^  dem  maxiiruilen  Werte  von 

*2  f7/>  -T-    l,7t>3S  zu. 

Tabelle  1. 


a 

V             1     J    -       ^0 

180(.l-Jo) 

f 

«1  /c<)8  n  -con^ 

K 



__ 

A  ]/        C«)K  ifi'l 

()0 

0«       ; 

0,735 

2,000- 1  r 

0,468  •  1/r 

;■)» 

2«  30' 

0,0020  r 

0,36«  r 

0,733 

1.980 

0,465 

10« 

5°    2' 

0,0074 

1 .33« 

0.730 

1 .956 

0,456 

15« 

7«  37' 

0,0 I7S 

3,2<»« 

0.72-'> 

1 ,897 

0,440 

20« 

iO«  1«' 

0,031« 

5.69« 

0.7  J  3 

1,822 

0,4 18 

:{o« 

15«  57' 

0.0734 

13,21« 

0,686 

1 ,623 

0,362 

4if^ 

22«  22' 

0,137« 

24,77» 

0,639 

1,376 

0,291 

50« 

29«  52' 

0,2302 

41,44« 

0.568 

1,10J 

0,214 

«0« 

30« 

05 
OM 
03 

0.2 

0.1 

0,3610 

64,9S« 

0,463 

0.822 

0,136 

1           i           i 

r^ 

*"     \              4        <^ 

• 

700      20^ 


30*>      <«ö^ 
Fig.  4. 


50^      60°     70<> 


Die  infolge  dei-  stärkeren  Schwiichuiig  der  Amplitude  und 
des  Anwachsens  der  Divergenz  I)edingle  Abnahme  von  K  ist 
bei  kleinen  Winkeln  zuerst  gering,  um  dann  aber  ziemlich 
beträchtlich  zu  wer<Ien.  Die  Kurve  K  in  Fig.  4  bringt  die 
VerJiältnisse  noch  besser  zum  Ausdi-uck.  Infolge  der  Dis- 
persion {\{^<i.  Lichtes  beim  Durchgang  durch  den  Tropfen  be- 
steht auch  no' h  eine  geringe  Abhängigkeit  von  zl  und  Ji  von 
de]  Wellenlänge,  welche  Tab.  2  für  4  verschiedene  Fraun- 
hof ersehe  Linien  zeigt. 
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Tu 

.  Mecke, 
boUo  2. 

■ 

1 

/ 

;/ 

1 

i 

Jo' 

;i80(j,'-.jo) 

Ä'o 

B 

n 

E 
G 

0.687  n 
0,589 
0,527 
0.43  i 

1.3306 
1 ,3332 
1 ,3354 
1.3406 

0.6612  r 
0,66r>4 
0.6708 
0.6812 

-0,10r 
-0,04 
-f0,07 
-  0.26 

0,473  l'r 
0,468 
0.464 
0.4Ö3 

Doch  sind  die  Abweichungen  vom  Mittelwerte  nicht  er- 
heblich. Ein  Vergleich  der  Konstanten  Aq  und  Kq  (tp  =  0)  mit 
denen  der  andern  im  experimeni eilen  Teile  benutzten  Flüssig- 
keiten pl)t  die  folgende  Talelle. 

Tabelle  8. 


u 


lo 


I 


JX 


A« 


K/K^ 


\\iiaHvi  .  . 

Äther     .  . 

Alkolu>l  . 
(^hlorofurin 

ToluoJ    .  . 

Benzol  .  . 

AniliD    .  . 


1 ,333 

0,666  r 

1,0 

0,468  1/r 

1.0 

1,354 

0,708        ' 

1,062 

0,439 

0,937 

1.362 

0.725 

1,087 

0,428 

0,915 

1,446 

0,892 

1,338 

0,345 

0,737 

1.499 

0,998 

1.497 

0,306 

0,663 

1,504 

■    1,008 

1,512 

0,302 

0.646 

1 .586 

1,172 

1,758 

0.258 

0,550 

Die  erhebliche  Zunahme  von  Aq  bzw.  Abnahme  von  K^ 
bei  Flüssigkeiten  mit  hohem  Brechungsexponenten  (z.  B.  Anilin) 
kommt  besonders  deutlich  bei  den  zu  Wasser  relativen  Werten 
der  8.  und  5.  Spalte  zum  Ausdruck. 

§  4.    EinfluB  des  an  der  Oberfläche  vom  Tropfen  reflektierten 
Iilohtes  auf  die  BeugungBerBoheinang. 

Es  ist  jetzt  die  Frage  zu  untersuchen,  ob  noch  andere 
'Strahlen  vorhanden  sind,  welche  mit  dem  gebeugten  'Lichte 
merk  bare  Int  erf  erenzerschei  nungen  hervorzurufen  vermögen. 
Von  dem  einfallenden  Lichte  durchsetzt  nämlich  nur  ein  Teil 
den  Tropfen  mit  zweimaliger  Brechung.  Das  übrige  Licht 
wird  teils  an  der  Oberfläche  gleich,  teils  aber  auch  mehrmak 
innen  reflektiert,  um  dann  erst  den  Tropfen  zu  verlassen.^ 
Innere  Reflexionen  kommen  nun  für  Interferenzen  mit  ge- 
beugtem Licht  nicht  in  Betracht.  Der  einmal  innen  zurück- 
geworfene Strahl  tritt  auf  der  Rückseite  dee  Tropfens  aus 
und  gelangt  somit  nicht  in  das  Auge  des  Beobachters;  bei 
mehrmaligen  inneren  Reflexionen  ist  aber  der  Gangunterschied 
zu  groß    und   die  Intensität   zu  gering  geworden,    um    noch 


Expemtientelle  und  theoretische  Untersuchungen  usu\     685 

einen  merklichen  Einfluß  auf  die  Gesamterscheinung  aus- 
üben zu  kömien.  So  sind  bereits  schon  bei  dem  zwei- 
mal reflektierten  Strahl  für  Wasser  und  7?  —  0,  die  Werte 
A  ^  2  r  {1^  n  -  V)  --=  9  A^  und  K  =--  0,()04  K^ ,  und  noch  un- 
günstiger ist  es  bei  drei  inneren  Reflexionen.  Besser  liegen 
die  Verhältnisse  aber  bei  denr  an  der  Oberfläche  reflektierten 
Lichte,  da  hier  die  streif(md,  d.  h.  unter  einem  Einfallswinkel 
von  nahezu  90®  auffallenden  Strahlen  so  kleine  Ablenkungs- 
winkel und  Phasenänderungen  erleiden,  daß  sie  sichtliche 
Interft^ienzen  hervorrufen  können;  auch  ist  die  Intensität 
eine  bedeutend  größere  als  bei  den  inneren  Reflexionen,  aller- 
dings reicht  sie  nicht  an  die  Helligkeit  des  durchgehenden 
Lichtes  heran. 

Aus  Fig.  2  ist  leicht  ei-sichthch,  daß  hier  die  Wegdifferenz 
GHK-EOF  gleich 

(2B)  4  =  _2r8in|-, 

also  negativ  ist.  Zwischen  Einfallswinkel  und  Beugungswinkel 
besteht,  noch  die  Beziehung 

(24)  9;  =  7c  —  2ai ,    - 

woraiis  dann  bei  kleinen  W'inkeln  angenähert 
(23  a)  «iZLiL  =  z        folgt. 

Für  die  Berechnung  der  Amplitude  des  reflektierten  Lichtes 
gelten  dieselben  Überlegungen  wie  bei  den  durch  den  Tropfen 
gehenden  Strahlen.  Das  einfallende  Licht  erleidet  durch  Re- 
flexion die  Schwächung 

/C08{ft+|.)\*  /cotg(|J.+|-)'' 


(Ö5)a"2=(-e^a)^  =  (-a)».i- 


COS 


(a-|)1  ''\^.-^^ 


Da  nun 

(26)  4-  =  -  V 

und  der  Einfallswinkel  negativ  zu  nehmen  ist,  so  erhält  man 
für  die  Amplitude  c  des  reflektierten  Strahles  mit  Rücksicht 
auf  (20)  aus  (19)  den  genauen  Wert 

(27)  c  =  -  -Y-  J  . 


ii8r> 


/.'.    Mprh'.. 


.staut')  i>t.  <l:il;>  •■>  aUo.  ai>;4</st'lK*ii  vod  ilci'  Almahinr  -'»■ii 
Aiiif)litiicU' (/.  i'ilM'rallhiii  >,'l«i<-h  stai'k  rf*fU'kti»*rt  ^vj?■^l.  Ich  \n\ 
ipin  Avi»'«l»'r  «li«'  zu  (11)  aiuil(»i!<'    Vhküvzun«:? 


(28; 


A ,  —  jr  Ä  ==  - 


'I 


•J  .1  r  cos-  -.- 


•>  . 


i'iii.  \v«»ln*i  mir  ./-  «las  Xfriiilltiiis  dfv  liitfii.^itätt'n  vuiii  i».  tl« 
tinit'ii  und  diircli.Lj«*^'an«,'fiieii  Ijiclilr  aiiz<*i«^i.  |)ie  i'uL'<ii 
'^al)t'll^^  enthält  <laini  wi»Mler  für  ili<'S»')b«*ii  Ji<.*ii«iuri;.'swiiik'I  < 
Tal).  1  iVw  (-titspHTlKMidcii  Wcrtf  von  .Ij,  f^.  /v,  und  rr.  Fij[ 
YA''\i^{    in  «'in»T  Kurv»-  A'  dit*  Al»nalitn»*  von   A',   «^n  il|>lJi^l•ll. 

Tahrlle  4. 


I. 


ISO    .1^ 


Ai 


0" 

n.n 

n.o 

I.OiH) 

n.I.-»l>  1  / 

o.:;4o 

2"  :»n 

n.n4:?7    /• 

7,S7*'  •  r 

n.n:U 

o.un 

n,32H 

:»"    L» 

n.os7.s 

lö.SI)» 

<».S72 

n.l;«) 

<i.:jo."^ 

T'^*57' 

o.i:i:{i> 

2;j,i»s" 

o,sU 

«M.H) 

0.2M»« 

lo»'  U\ 

n.i7'jn 

•>•>  •>->ü 

<».7.VJ 

n.l22 

0,2!»  I 

i.")"."»; 

n.277r, 

41Kt»7" 

n.«$.>4 

n,Hir» 

0,2'.»4 

»>.)ji .).) 

<».:;sso 

H'J,S4" 

o,.")r>r> 

«M»i»2 

o.:;iii 

L>!»" .".:' 

n.:>i."i4 

!tl\77» 

n.4«:^ 

t>.t»71» 

i».:jtV.» 

:{«»" 

n.<»<>7«> 

I2n.|7" 

o.:{74 

o,o<»7 

o.4t«i» 

Vau  X'rrLiU'iidi  mit  Sul»stanzt'n  von  anden*n  Jir*  idiiuu 
o.\|i«)in'iJt('n  «'rüli)"i.u't  sicli.  tla  mit'  ^•,  von  //  ahhänj^ij^  i>x.  W 
au.-  d«r  TahflN*  ci^irlitiicli  ist.  l.K'tiä^t  <lej'  Weit  v«»n  ■•  i 
husidisrlitiiit  '  . ,:  daß  alu^r  «lif  Intc-nsitiiti-n  il«'.s  refh-kt i«:!» 
iiml  do  tlnj(di.Lfrlii'ndrn  Ijiolil.^  tiicdif.  wir  >onsl  aiivn-'iinniin« 
wird,  mnilirliliidi  sitid.  /cii^t  f(d;^'Hidr  l 'bi'iirgun.i::  >«'idvi«*cl 
zui  llitdiiun;^  di's  Straldnihiindi-Is  können  mir  die  an  d« 
()l)irllä(dM'  dry  Tr<ipJ'»^n  i«l'K'l\ti<'rt«*n  Sttalileii  ins  Aiij^f^  di-.-  U 
ohaiditeis  .Lj«'lanL!:'*n.  I>irsr.>  Ijicdit,  welches  hei  den  Veisn«'h» 
sein  «ltulli(di  lichMikhar  ist.  besitzt  nun  eine  Intf-nsität  x- 
r-  ti.tH)7  !/•  irr-,  d.  h.  aI<o  tnir  O.O'iT  dt'i  Itit.'iisitüt  des  pfl.-l 
tieFtcii  l»z\\.  t).()(Kil  de>  dujvb^'i'.Lranj^'enen  Lichts  fin  (f  ...0.  \\  ••»: 
man  die  lJIi(d<ricdiluii.u  vnji  7.  !M»*^  bis  7.  0  ändejt.  kann  mü 
aiK  b  d«Mitbeb  «lie  b^triielil liebe  I[elli«j:keitszunahiu<*  beidniclue 

Zu  tb'ui  .L':«l»euL:ten  uud  iletu  duivb  den  Tropfen  ^(\eaiii!en» 
StrabI«'.    Wf-ifdn-    durcdj    die    ( ilei(diuiii4<*n   (^)   UIkI    (10)    »ji/.^.'ln 

I.    \':j\  K.  Ki.l.ar/,.    M.-onrnj.  Zt.<i-hr.  25.    JS.  23.    H»OS. 
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bind,  kuiiiiiit  nun  also  als  diiltei-  und  letzter  btrabl,  der  Inter- 
ferenz hervonufen  könnte,  dei-  an  der  Oberfläche  reflektieite 
hinzu.    Sein  Sehwinguiigszustand  im  Puidvte  P  isl   durch 

,29,  ..._ii^„„,2.(4_*_,y.) 

dai-stelibar,  wu  Amplitude  und  Phase  sich  aus  (27)  l>2\v.  ('25) 
berechnen  lassen.  Da  der  Strahl  den  Biennpunkl.  welchei  auf 
der  Kückseite  des  Tropfens  liegt.,  nicht  passiert,  so  findet 
hier  keine  Phasen vei-sc hiebung  um  n  statt.  Aber  l>ei  der 
Eeflexion  an  einem  ()j)tiöch  dichteren  Medium  wird  nach  den 
Fr esn eischen  Kefl^xionöformeln  die  Am})htucb\  wie  in  (25) 
ersichtHch.  negativ.  Mit  Bücksicht  auf  (l(i).  (21)  und  (28). 
(28)  erhäh  jotzl   Gleichung  (12)  das  Aussehen 

6  = A  sm  -.  -  ZI  +  Aj  sm  -:-  zJj  , 

aS'  =  —  K  cos  ^  /i  —  K,  cos  "  -  A 

und  die  Intensitätsgieichung  erweitert  sich  dann  auf  «lie 
komplizierte  Form 

Selbstverständlich  wächst  auch  hier  die  Intensität  jwopor- 
tional  dei'  Anzahl  der  unregelmäßig  verteilten  Tropfen.  Für 
die  axialen  Strahlen  kann  die  Reflexion  nicht  in  Ret i  acht 
konnuen  und  es  bleibt  die  frühere  (rleichung  (It^)  unverän- 
dert bpstr'hen. 

$^  5.     Anwendung  der  Beugüngsformel  kleiner  KugeUinsen  zur 
Erklärung  der  Beugangserscheinungen  im  homogenen  Nebel. 

In  dem  vorigen  Paragraphen  habe  ich  also  bis  jetzt 
gezeigt,  daß  an  Stelle  der  Beugungsformeln  kreisförmig(^r, 
undurchsichtiger  Scheibchen  (8),  (9)  für  kleine  KugeUinsen  di(^ 
dort  abgeleiteten  (rleichungen  (81)  und  (1J3)  zusetzen  sind.  Ist 
nun  diese  Theorie  auch  imstande,  die  im  experimentellen  Teil^) 
nachgewii.'senen  eigt*nartigen  Beugungserscheinungen  des  homo- 
genen Nebels  zu  erklären?    Nach  Bejahung  dieser  Frage,  und 

i)   Ann.  d.   Phy^*.  61.   S.  471  -500.   1U20. 
AnnaloD  der  PhjBik.    IV.  Folg«.    62.  42 
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i?.  Mecle. 


f. 


•»I 

I 

J 

i 


zwar  sowohl  für  monochroinati^hes  ak  auch  für  weißes  Licl 
wird  (^  noch  von  Wichtigkeit  sein,  zu  wissen,  inwieweit  < 
Hiifgt  stellten  Gleichungen  eine  Bestimmung  der  Tropfengrö 
zulassen. 

a)  Monochromatisches  Licht. 

Die  Intensität  in  einem  beliebigen  Punkte  des  Beugunf 
bildes  hängt  nun  von  dem  Tropfenradius,  von  derWellenJän 
und  vom  Beugungswinkel  ab.  An  Stelle  von  q?  ist  es  jedoch  ( 
zweckmäßiger  z  =  2  nr/ k&in  (p  zu  setzen,  außerdem  treten 
und  A  nur  in  der  Verbindung  r/A  auf,  so  daß  die  Helligkeit 
veiteilung  des  Beugungs bildes  im  Grunde  genommen  ei 
Funktion  der  beiden  unabhängigen  Variabein ^)  2  und  r/X  it 
Die  Lage  der  Maxima  und  Minima  im  monochromatischen  Lic 
würde  sich  aus  dem  ersten  Differentialquotienten  von  (8 
nach  (p  berechnen.  Da  aber  die  direkte  Auswertung  dieser  Gh 
chung  praktisch  wohl  unmöglich  sein  dürfte,  so  blieb  mir  : 
ihrer  Bestinnnung  nur  die  giaphische  Methode  übrig.  Zur  Da 
Stellung  brachte  ich  vorläufig  auch  nur  den  Intensität«verlauf  d 
Beugungabiides  im  Natriumhcht  (A  =  0,589^)  für  die  Tropfe 
radien  2/i,  2,25^  und  2,6^;  der  Wert  der  Variablen  r//  b 
trug  also  stets  8,39  bzw.  3,82  und  4,25,  Die  Werte  von  /  und . 
wurden  der  der  Lo  mm  eischen  Abhandlung*)  beigefügten,  au 
führlichen  Tabelle  Besselscher  Funktionen  entnommen,  zi 
Bestimumng  aller  anderen  Größen  dienten  die  diesbezügliche 
(erweiterten)  Tabellen  dieser  Arbeit.  Außer  für  die  Winkelwen 
von  2,^  J/A,  welche  logarithmisch  berechnet  wurden,  genügi 
füi"  <li^  Rechnungen  ein  Rechenschieber;  ihre  Genauigkeit  un 
Richtigkeit  wurde  außerdem  noch  durch  den  stetigen  Verlai 
der  Kurven  erwiesen.  Auf  diese  W^eise  entstanden  aus  ui 
gefähr  je  30  Punkten  die  in 'Fig.  5  dargestellten  Intensitäti 
kmven,  denen  gleichzeitig  die  Kurve  für  undurchsichtig 
Tropfen  beigefügt  worden  ist.  Der  Unterschied  ist  erheblic 
und  in  die  Augen  fallend.  Während  für  letztere  die  Minin 
stets  bei  z  =  3,83  und  7.01  liegen,  verschieben  sie  sich  b 
einem  Tropfenradius  von  2yu  nach  *■  =  3,35  und  r  =  6,0 
was  Beugungswinkeln  von  9^  und  17*^42'  entsprechen  würd 
Die  Maxima  sind  stark  ausgeprägt  und  haben  eine  bedeuten 

1)  Abgesehen  von  der  geringen  Veränderlichkeit  des  Brechung 
exponenten  mit  der  WellenUUige. 

2)  E.  Lümmel,  Abhdig.  d.   Bayr.  Akad.  Iß.  S.  224— 328.  188 
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größere  Helligkeit  alß  bei  undurchBichtigen  Tropf eu.  Sehr 
charakteristisch  ist  nun  der  Intensitätsverlauf  beim  Tropfen- 
radiiis  2,25^.  Hier  wird  nämlich  gerade  die  in  den  Versuchen 
fio    auffallende    Erscheinung,    daß    die    beiden    ersten    Minima 


undurchsichtig 

r  =  2,0  /i 

r  =  2,5^ 

r  =  2,25  fA 


skih  unter  Umständen  zu  einem  breiten,  dunklen  Ring  ver- 
einigen können,  durch  eine  aus  der  Theorie  folgende  Kurve 
dargestellt.  In  Fig.  5  zeigt  das  bei  z  —  4,8  liegende,  sehr 
kleine  Maximum,  daß  das  sehr  breite  Minimum  zwischen 
5-4  und  z  — -  f)  wirklich  aus  2  Minima  bei  z  =  4,6  und  z  =  5,9 
besteht,  die  sich  nahezu  vereinigt  haben.  Für  den  Badius  2,6/i 
ergeben  sich  die  Minima  bei  z  =  3,90  und  8,1,  gleichbedeutend 
mit  den  Winkeln  8®  22'  und  17^  36'.  Besonders  bemerkenswert  ist 
hier  noch  die  beträchtliche  Abweichung  des  zweiten  Minimums 

42* 


riii) 


//.    Mrrkc. 


Von   «l«i    in.niiab'ii    li.ii:«'   mnl  M.'iiii*   IJrcitc.    ^^H^llt•Il(l    d^'v    ».j- 
dimkl«'    lÜMj^    zi«Mulicli    >rliinnl    bleibt.      Dh    f(-*]nei     ;.i ?  eli    . 
lliHi;jk«il    (li'r  Minini.»    Srliwaiikuii^f-u   uiilcnvDi  l'«-n   ist.  s.»   ! 
wt'is«'ii   «lir  ul»i«^t'ii  iM'i^jiirl«'  avdIi!  >rlion   y.wr   (.Tfiiüge,    diit*   « 
n<'UL'iin^'stln'Mii.-  Ivlci]!»'!   l\ii.i:(t'lliii.seii  imstaiuli'  ist.  «las  uiai:»! 
faltijir,  in  >i:i')  li(-cIiiii'lH'iii'  Aii>sflj<^n  in  ii!!<ii  Kiu/fÜM  ii.  ti 
crkliirt'n.     Aurli  (l»r  l>t'«»liaflitun«:skurv«>  (Fi«}:.  -)  ^)   pa.ofii  ^ 
ilif  Weit«'  tl'T  Iwirlcn  ♦'i>t«n  Minima  v»>u  •2/./  und  2.:"»//,    'i. 
<♦»  un«l  J7"-l'2'  l.zw.  s"  i>-2'  und  17<^8<)'.  nchst   tliT  im  foj^r.-u.i 
l*;UM;iraj>lic'n    iHrfcIniHtf-n    l-nilnmir-i    do  xtniijilfii    Im'M.- 
i\iU    Punkt^Mi    (     \un\    l)    /j<-'ndi(*li   ;^'ut    an.      riiful«,'««    <Kt   *f 
jjrt..^r,.|,^f,.ci,.j^i,.ji  Abwriclninj.'  dtT  Minima  lieL^-n  dir  ^\'ortl'  «it- 
lM'i>aiMnH'n.   s«>  dali  dj^    \ii>scln*n   dfs   i>tMiLMinu'Nliilflo>  fa-T   r 
dniidj    dir   «•t\va>  vrisrliirilrin-  liifilf  d»*i'  Iiinjn-  rharakTt'ri>i' 
war«-.     Xacdi  dies«)-  iJenl.iirhtunj^^kinv«^  miißlrii  sicli  tiann  an« 
für  «iiun  ziciidirli   in   dfi  Mitt<'  /.wiis<dn.*7i   2//  und  'l.T>u\u"x 
d<*n    TM»|>l»'nradin>    di«*    liridcii    Minima    verein i«:!:i'n.     \va>     i 
2.2."»//  ja  (at<ii(dili(di  «'.'fiillt  ist.  alsn  auch  hier  tM)erfin>f  iim,,!,! 
/Avi.-elirn  r>eid.aeljnni-   und  Tlji'nri«*.     Urrecdniet    man   nun    r 
jed«'  »'inzeln*'  TM»|»l"«^nLfri»I:^e   die   dazuueli«»i<-nde    hlten>it;it.'^- 
ieiluuü.  M»  inul.»  ^icdi  >(diließlie]i  eine  <ler  I>»Hd.iaehliui;4  (Fii:.  2 
eni>]»i«'(djend»'  Kui\«-  «TL'eiien.     Mail  erkennt   deutlieli.   dal.»   d 
Ali\vei(diun_L:en  innn«!    i^erinirer  werden  niü»en,   ila    A'  si»  I.!;«. 
uni;.'ekeiirt    piM|K»rti(»nal  di-m   l{adiu^  ahinnunt   und   i\v\    daii. 
unl^•r>^(dlied  mil  Lrr«>I.^«r  werdenden  Th.)])fen  wäelist,  bis  >eldie|.*dir 
dif  dii^liezÜLdiclien  (xlirdriin  (81  \  vernaiddä.ssiiit  weid»'n  k'-nn- 
und         na(di  d^n   lieobatditunL'^'U  von  etwa  ;') //  ab  -  -   Jiiri  r<»c 
i\'d>   normale    lJiMiLrunLi>bild    l^"/r    '\\\m\l    Ideibt.      (Bocdilemu: 
könnt«*  ih«'>«"  NoriraiiL'  noch  duivh  «»inf*  «gewisse  lnln»nu»ir«!::t: 
dev  \»'b«'ls  und  dui(di  die  Ausdelunmjj  d(*i'  Ijieht(ju»'lli'  wi-rd»-i' 
Au^  diesen  (iriindfii  mußten  «'ai  n  aueb  Vei-suelie.  welfdi«'  irb  .i 
cbinn  ausirezoL'i'iien  (ila<ta<len  an<t«-llte.  f'ehl.seblajj;en.  deim  dii- 
I)e«-aß''n   sidinn    eiiii'U    lla«bus  von  nnndesten>   "M)u,    aueli    w. 

■ 

tl»-»    iJj  «(dnnii^'.^f'XiMinem  •'*»  »-in  Lr»V»ß»'rei   ab  bei  Wa.^<t'i. 
1.    \.  .1.  ().  ,S.  41»:;. 

2i  |).i  i]:i' Wirte  :j.:»!i  iiii<i  |.2.'>  von  r  /.  drr  BenM-lmuiii;  ziiuniiii 
IpL'u.  -«'  vin«!  Inj  ihr  r>«-n  l»;u'hfiin^  im  rotten  Lirlit.  (/.  —  0.r»r>  />)  <I 
TrMjifin.  wil'ln-  ihi".<-n  li'U-uiiLisbiUlini  i-nts|>r«'rlir-ii  wiink'ii.  t:itsaoM|f 
üröl/.«  r.  näinlifli  L»,L' u  li/w.  i'.Ta«.     VWv   r    -  '2.'2  fi  ist  (Ia<  z.ntr;»!-  K<i 

LM-ün!i«li'j«-|li  ::«|.iilii    üi:!.    TiL.  7). 
.*»•    \''jl.   unf«  11. 
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Ferner  iM  ersichtlich,  daß  im  riiünochix)matischen  Licht 
Tropfenj^rößen  <  5  /./  nicht  ohne  weiteres  berechnet  ^verclen 
k(H;n«n,  denn  jedem  Tropfenradius  entspricht  ja  ein  gänzlich 
andeiei-  und  deshalb  unbekannter  Wert  der  für  die  Berechnung 
erfor<lerlichen  üröße  z:  es  kann  sogar,  wie  obiges  Beispiel 
andeutet,  in  der  Nähe  der  Spitzen  A  und  B  (Fig.  2)  ^)  der  Fall 
eintreten,  daß  zwei  vei-schiedene  Tropfenradien  fa^t  genau 
dieselben  Beugungsbilder  in  bezug  auf  den  Ringdurchmesser 
der  Minima  haben,  da  die  beiden  Äste  der  Kurve  fast  zu- 
samnienfallen.  besonders  bei  B, 

b)  Weiües  Licht. 

hii  weißen  Licht  beschränkte  ich  mich  auf  die  Berechnung 
des  Farbentones  im  zentralen  Feld,  da  nach  den  Beobachtungen 
nur  für  dieses  (im  Gegensatz  zu  den  komplizierteren  Gesetz- 
mäßigkeiten in  den  Ringen)  ein  regelmäßiger  Farbenwechsel  be- 
st ehf.  Diese  Berechnung  kann  bekanntlich  mit  der  Farben- 
gleichung und  deni  Farbendreiecke  von  Maxwell^)  ausgeführt 
w(r«i<n.  Als  Grundfarben  wählte  Maxwell  ein  Rot  von  der 
Wellrnlänge  0,630/i,  ein  Grün  bei  ?,  =--  0,528//  und  ein  Indigo  bei 
/.  0,457^,  von  denen  nach  seinen  Messungen  24,0  Proz.  Rot, 
8S,8  Proz.  Grün  und  37,7  Proz.  Indigo  zusammen  Weiß  er- 
gaben. Für  die  Farbenbestimmung  ist  es  mm  noch  notwendig, 
den  Anteil  jeder  Spektralfarbe  in  diesen  drei  Grundfarben 
zu  wissen,  um  durch  die  Aufteilung  in  einzelne  Komponenten 
die  verschiedenen  Farben  addieren  zu  können.  Wie  al)er 
Exner  in  seiner  Th(X)rie  des  Regenbogens  gezeigt  hat,  genügt 
es  im  allgeujeinen,  die  Rechnung  für  acht  verschiedene  Wellen- 
längen durchzuführen,  nämlich  für  die  Sj)ektrallinicn  ß,  (', 
7>,  E,  d\  F,  y,  G'.  welche  auch  ich  deshalb  auswählte.  Man 
muß  dami  nur  audi  das  von  Exner  benutzte  Farbendrei(K:^k 
nehmen,  welches  gegenüber  dem  Dreic^ck  von  Maxwell  eine 
kleine  Verschiebung  der  drei  zugrunde  gelegten  Fixpunkte, 
be.s(mders  des  für  Blau  nach  Violett  zu,  aufweist,  da  Maxwell 
seine  Farbberechnungen  mit  22  Wellenlängen  ausführte.  In 
dem  Faibencbeieck  von  Exner  ist  jedoch  noch  m.  E.  eine  kleine 
Änderung  in  d(»r Farbenbenennung  anzubringen,  indem  anstelle 


1)  A.  a.  O.  S.  493. 

2)  J.  ('.  Maxwell,   Phil.  Tran«.   L.  R.  JS.   S.  52.   1860;  vßl.  auch 
AI;is<'iMt,  Traite  d'0])tiqup  I. 
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von  Hosa,  welches  nur  ein  mit  Weiß  gemengtes  Rot  aber  kei 
reine  Farbe  sein  kann,  die  Bezeichnung  ,,Rötlich- Violet 
einzuführen  ist  (vgl.  Fig.  i>  n.  7).  Folgende  der  Exn erseht 
Arbeit^)  entnommene  Tab.  5  zeigt  die  Auflösung  dies 
8  Farben  in  die  8  Komponenten  der  Grundfarben  und  zw 
in  Prozenten  der  Intensität  des  weißen  Sonnenlichts. 

Tabelle  5. 


1 

1 

1 
1 

1 

r 

Rot 

(irün 

Violett 

W<ili 

ß ' 

(),«S7  // 

2,3 

0,0 

0,0          ' 

,            2.3 

(' 

(),65() 

8,5 

0,1 

0,8          i 

':          «,4 

D  '■■ 

0,089 

14,6 

1K7 

-0.1 

1         -^6,2 

E 

0,527 

-0,1 

15.2 

0.2 

15,3 

X 

0,494 

-0,8 

7,1 

5,5 

;         11.8 

F 

0,486 

-0,8 

4,5 

9,3 

!          13,0 

ff    1 

0,449 

0,3 

0,1 

14,8 

15,2 

n 

0,431 

0,0 

-0,4 

7.2 

«,S 

Weiß 

24.0 

■^        38,3        -r         37.7        - 

loo^r*; 

Durch  Addition  erhält  man  dann  die  Parbgleichung  fi 
weißes  Licht,  und  auf  dieselbe  Weise  läßt  sich  auch  bei  ander 
Intensitätsverteilung  der  Anteil  der  einzelnen  Farben  a 
Farbton  feststellen.  Diesen  kann  man  sich  aber  entstand^ 
denken  aus  einer  Mischung  reiner  Spektralfarbe  mit  eine 
bestinnnten  Anteil  Weiß;  so  lautet  z.  B.  die  für  ?  =  2,8  (d.  ] 
für  k  =  0,5H9  jLi  ist  sin  q?  =  1,65  •  l/r  /li)  im  Beugungsbild  u: 
durchsichtiger  Tropfen  durch  Addition  der  Komj>oneiiten  e 
haltene  und  auf  Prozente  der  Gresamtsumme  uuit^erechne 
Farbengleichung 

53,47  R  +  38.28«  +  8,25  V  =  100,0  , 

worin  die  violette  Grundfarbe  am  wenigsten  enthalten  in 
Reduziei-t  man  nun  die  Weißgleichung  (Tab.  5)  auf  diest 
Anteil  Violett,  also  auf  5,25  B  +  8,37 G  +  8,25  P' =  21.8 
80  erhält  man  sofort  den  Prozentgehalt  von  Weiß  in  der  Miscl 
färbe  zu  21,87Proz.;  Spektralfarbe  ist  also  mit  78,13  Pro 
veilreten  und  zwar  sind  davon,  wie  eine  einfache  Rechnui 
zeigt,  48,22  Proz.  Rot  und  29,91  Proz.  Grün.  Die  Bestinnnui 
der  Farbe  geschieht  nun  mittels  eines  gleichseitigen  Dreieck 
dessen  Ecken  die  drei   Grundfarben  einnehmen,   während  d 


1)  J.  Pcrnter,  Metereol.  Optik,  S.  530.  1910. 
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übrigen  Farben  längs  der  Seiten  ausgebreitet  gedacht  sind. 
Die  ungefähren  Grenzen  sind  durch  die  punktierten  Linien 
angedeutet  (Fig.  6),  außerdem  ist  jede  Dreiecksseite  noch  in 
10  gleiche  Teile  geteilt,  so  daß  jede  Farbe  durch  eine  Zahl 
angebbar  ist.  Im  obigen  Beispiel  besteht  die  Farbe  aus 
0,88  Teilen  Grün  und  0,62  Teilen  Bot,  welches  dem  Punkte  8.8 
des  Farbendreiecks  entspricht,  da  sich  die  Abstände  von  dt»n 


Dreiecksecken  umgekehrt  proix)ilioiial  den  Anteilen  an  (Jiund- 
farben  verhalten.  Der  Farbton  für  z  -  2,8  ist  also  ein  tiefes 
Dunkelorange  mit  wenig  Weiß.  Trägt  man  nun  den  durch  die 
Farbengleichung  in  ])reieckskoordinaten  gegebenen  Wert  in 
das  Farbendreieck  ein  und  verbindet  den  entsprechenden 
Punkt  A  mit  dem  Weißpunkt  W,  so  gibt  der  Schnittpunkt 
der  über  A  hinaus  veilängerten  Geraden  mit  der  Dreiecks- 
seite  direkt  die  Spektralfarbe,  während  der  Punkt  A  selbst 
die  8tr(K3ke  im  Verhältnis  des  W^eiß-  und  Farbgehaltes  teilt; 
d.  h.  ^s  ist  WA  :  WF  -  78,18  und  AF:  WF  ^  21,87. 

Auf  diese  oben  nur  kurz  angedeutete  Weise  bestinnute  ich 
nun  zunächst  die  Farbenfolge  in  der  Beugungserscheinung  un- 
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durchsichtiger  Tropfen  und  erhielt  so  iui  Farbeudreiec^k  die  iu 
Fig.  i\  dargestellte  Kui  ve,  während  Tab.  6  die  Farbgleichungen 
und  «lie  aus  ihnen  ber(»chneton  Farbtöne  wiedergibt. 

Tabelle  0. 


Rot 


(iriin 


Viol. 


Int.    !:VNViß 


i'  Proz. 


Farbe 
Proz. 


LM 


0,0 

l.ü 

2,4 

2.8 
a.2 

:{.() 

4.0 
4.4 


21,2:j 

4<>.S1 

01,15 

11. TS 

lO.SO 

10,10 

4,07 

.'),')! 

2,72 

2,00(i 

l  .8(>0 

0,402 

1.041 

o.;wi 

0,206 

0,24 1 

0.108 

0,771 

0,02r> 

0.44") 

0,09() 

0.00:5 

n,r>!M 

0,784 

129,19 

68.Ö 

50,77    , 

96.6 

13.20    ' 

54,6 

4.874  , 

21.9 

1.088 

41.8 

1,180 

:n,i 

1,466 

7,1 

1 .568 

24,7 

31,5 

16,8 

3,4 

13,5 

45,4 

4,6 

78.1 

3,8 

58,2 

1,1 

62.9 

21,8 

92,9 

17.0 

75,3 

15.4 

Farbton  (bcT.) 


weiß]  ich  blau 

weiß 

heligHb 

dnnkeldi'an^'«' 

tit'frot. 

sc'hwarzvii)h'tt 

dunkelblau 

riunkelblnu 


\\u.'  man  sieht,  entspricht  die  Farbenfolge  vollauf  den 
l^eobiU'httuigen  an  Staubplatten  und  homogenen  Nebel  großer 
Trojifen.  Besondeis  b(»nierkenswert  ist  der  schroffe  Farben- 
wechsel zwischen  Kot  und  Violett,  verbunden  mit  einer  b»^ 
trächtliclien  Abnahme  der  Gesamt  int  ensität  (Spalte  5).  so  daB 
das  Minimum  <les  weißen  Lichts  bei  z  =  8,7  (bzw.  3,88  und 
/       0,571)    eine    zur    Messung    gut    geeignete   scharfe    (rrenze 


eri^ibt.     Füi 


l.ti    berührt    die   Kurve   nahezu    den    Weiß- 


punlxt,  infolgt^dt-ssen  dürfte  dort  der  Gesamt  ein  druck  bei 
dem  geringen  Farbgehalt  an  Blau  (8.4  Pmz.),  welcher  unter 
Berücksichtigung  der  Ausdehnung  der  Ijichtquelle  noch  mehr 
herabgesetzt'-)  wird,  reines  Weiß  sein.  Deshalb  benutzte  ich 
für  di»'  Piei-eelmung  dt-r  Färbung  (h'ii  zentralen  Feldes  aiw 
Gleichung  (81)  aiieli  diesen  Weil  von  c,  unisomehr  als  in 
dieser  Fiiiffeinung  von  der  Tjichtquelle  die  diesbezüglichen 
Beobachtungen  in  Tab.  1  bis  4^  auch  ei-st  ausgeführt 
werden  konnlen.  Die  Resultate  gibt  Tab.  7  und  Fig.  7. 
Die  Reflexion  an  der  Oberfläche  kommt  hier  nicht  .so  in 
Betracht,  den  Uau))tanteil  an  der  Farbenentwicklung  haben 
viehneln  die  Strahlen,  welche  den  Tropfen  diwchsetzen.  l»ie 
Tntriferenzerscheimmg  ist  jedoch  nicht  identisch  mit  den 
Farben    dinmer    I^lättchen.    denn   diese  gehorchen   nicht    den« 

1)  Lix^r  (Irr   n-int'n  fc>p<'ktraIfarlM'  im   FArbondreieck  vul.  Fi^.  6. 

2)  V-I.   Mji.sc  art,  Traito  (rOptique  Ilf. 

3)  A.  a.   ().    S.  485. 
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,sw- Gesetz  (81),  sondern  werden  durch  :^ms'i7T//,'\  dar- 
gestellt. Eine  große  Ähnlichkeit  besteht  allerdings  mit 
ihnen,  wie  die  Resultate  zeigen.  Nach  diesen  Werten,  welche 
gerade  die  beiden  ersten  Perioden  des  Farbenwechsels  um- 
fassen,   bestimmte  ich    nun   aus    der  jeweiligen    biobachteten 


Färbung  des  zentralen  Feldes  die  Tropfengröße  in  den  Tab.  1 
und  2,^)  Für  die  dritte  Periode,  d.  h.  für  Tiopfenradien  größer 
als  2,')//.  glaubte  ich  jedoch  die  Farbberechnung  in  dei  an- 
gegebenen Weise  nicht  mehr  durchführen  zu  köimen,  da  daiui 
infolge  des  großen  (languntei'schieds  und  dem  dadurch  be- 
dingten schnellen  Wechsels  von  sin  ÜTtA//.  bzw.  cos  2rr(J^  .Jj/A 
8  Wellenlängen  für  die  Farbengleichung  nicht  mehr  genügen 
dürften. 

Die  V>(M'echnungen  würden  aber  inmier  hellere  Farben- 
töne ergeben,^  bis  schließHch  (bei  etwa  4  —  5^)  kein  Unter- 
schied in  der  Färbmig  des  zentralen  Felden  mehr  zu  erkennen 
ist.  so  <laß  auch  hier  recht  gute  t^bereinstinmmng  mit  jler 
Beobachtung  besteht.  l>ie  Fig.  7  läßt  z.  B.  noch  d(uitlich 
erkennen,    daß    infolge    {]()\    starken    Krümmung    dei-    Kmve 

1)  A.  a.  ().   S.  485. 
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Tabelle  7. 


r 


1,00  ft 

1J25 

1,25 

1 ,375 

1,5 

1,«25 

1 ,75 

1 ,875 

2,00 

2,125 

2,25 

2,375 

2,5 

un- 
durchs. 


Kot 


Grün 


Viol. 


Int.     Weiß 
'  Proz. 


Farbe 
PrOE. 


L') 


20,H 

25,6 

71,5 

8,1 

53,3 

96,8 

1(5,6 

81,8 

78,9 

34,3 

85,7 

44,1 

48,3 

67,5 

28,8 

51,4 

45,7 

42,9 

42,0 

37,0 

62.4 

27,9 

43,9 

65,6 

18,7 

55,9 

51,3 

19,3 

58,8 

36,2 

26,6 

54,1 

38,2 

34,2 

46,6 

47.5 

36,4 

43,9 

52,4 

23,2 

39,2 

37,6 

117,7 
158,2 
177,3 
164,1 
144,6 
140,0 
141,4 
137,4 
125,9 
114,3 
118,9 
128,3 
132,7 

100,0 


56,8 

21,3^ 

39,0 

71,0 

52,8 

81,2 

68,3 

83,3 

62,0 

70,2 

85,2 

94,8 

86,4 

96,6 


43,2 

20,9 

78,7 

16,7 

61,0 

14,9 

29,0 

8,7 

47,2 

5.6 

18,8 

0,8 

31,7 

24,2 

16,7 

20,2 

38,0 

14,6 

29,8 

11,8 

14,8 

8,7 

5,2 

27,5 

13,6 

24,9 

3,4 

13,5 

Färbt  OD 


bellviuk-tt 

dunkelbliiii 

hellblau 

bellgrün 

grünlich  yt-Ib 

rot 

purpur 

violett 

blau 

grün(  bläulich) 

grün 

hell  purpur 

pur[>ui 

weili  (bluu  ) 


bei  2,1  //  die  giüne  Farbe  der  zweiten  Periode  besondei-s  gut 
aus^'e])räf^t  und  beständig  sein  muß.  Ein  Vergleich  aber  der 
so  berechneten  Färbungen  uüi  denen  des  Ost w aidschen 
Farbenatlasses,  wie  ich  ihn  bei  den  Beobachtungen  vei-sucht 
habe,  läßt  sich  hier  nicht  durchführen,  denn  die  obige  Be- 
rechnung beruht  auf  der  dem  Auge  vei-schiedenen,  rein  sulv 
jektiven  Helhgk ei ts Wahrnehmung  der  einzelnen  Farben,  während 
im  Atlas  alle  Farben  (objektiv)  dieselbe  Helligkeit  besitzen, 
außerdem  ist  ihm  auch  ein  für  die  Praxis  bestimmtes  Farben- 
dieieck,  dessen  drei  Ecken  nämlich  die  betreffe7ide  Spektral' 
färbe.  Weiß  und  Schivarz  einnehmen,  zugrunde  gelegt.  ^ 

Aus  Gleichung  (31)  ist  jetzt  auch  die  Abhängigkeit  der 
eigenartigen  Beugungserscheinungen  im  homogenen  Nebel  vom 
BrechungsexjKjnenten  und  die  Erklärung  der  Beobachtungen 
an  anderen  Flüssigkeiten  leicht  ei-sichtlich.  Da  nämlich  die 
Durchsichtigkeit  der  Ti-opfen  (wenigstens  für  das  zentrale 
Feld)  den  größten  Anteil  an  der  anomalen  Farbenent Wicklung 
hat,  so  nuiß,  um  dieselbe  Phasendifferenz  2:tz1/A  und  somit 
auch  dieselbe  Farbenerscheinung  im  Beiigungsbild  zu  be- 
kommen, die  Beziehung  bestehen  (15a) 

r  :  Tj  —  (nj  •  cos  ß^  —  cos  a^) :  (n  •  cos  ß  —  cos  a}  , 

d.*  h.  die  Ti'oi)fenradien  müssen  sich  annähernd  für  kleine 
a  und  ß  umgekehrt  propoi-tional  den  um  eins  verminderten 


1)  VVI.  Fig.  7. 
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Brechungsexponenten  verhalten.  .  Allerdings  benteht  zwischen 
den  Intensitätsgrößen  K  nicht  dasselbe,  rezipioke  Verhältnib 
(vgl.  Tab.  3),  und  dazu  konuut  außerdem  noch  die  nicht  zu 
vernachlässigende  Reflexion  an  der  Oberfläche  des  Trc^pfens. 
Infolgedessen  können  sehr  wohl  kleine  Verschiedenheiten  an 
den  Erscheinungen  in  den  Hingen,  besonders  bei  nionoehro- 
niatischeni  Licht,  auftreten,  so  daß  hierin  die  Messungen 
der  Ringdurchniesser  im  AnihnnebeP),  welche  nicht  genau 
diesem  Verhältnisse  entsprechen,  ihre  Erklärung  finden.  Auf 
jeden  Fall  können  dieselben  Beugungsei-scheinungen  eist  an 
um  so  kleineren  Tropfengrößen  auftreten,  je  größer  der 
ßrechungsexponent  ist,  wie  ja  auch  einwandsfrei  aus  den 
Versuchen  hervorgeht.  Lst  aber  der  Brechungsexponentbekannt, 
so  gestattest  dann  auch  die  jeweilige  Färbung  des  zentralen  Feldes 
die  Tropfengröße  schnell  und  bequem  bis  auf  wenige  Prozente 
genau  zu  bestimmen,  während  dies  im  monochn)matischen 
Licht  aus  den  Beugungswinkeln  der  Minima  ja  nicht  ohne 
weiteres  möglich  wai-.  Die  (xrenze,  bis  zu  der  die  obige 
Methode  anwendbar  ist,  beträgt  bei  Wasser  ungefähr  3—4^. 
Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  die  zum  zentralen  Feld 
meistens  komplementäre  Färbung  der  Lichtquelle  zu  erklären, 
deren  Intensität  durch  die  Formel  (13)  gegeben  war.  Da 
ich  auf  die  Ableitung  dieser  (xleichung  nicht  näher  eingehen 
konnte,  die  Erscheinung  auch  weniger  charakteristisch  und 
überhaupt  schwer  wahrzunehmen  ist,  so  kann  ich  nuch  hier 
kurz  fassen.  Besonders  zu  bemerken  ist,  daß  die  Färbung  erst 
bei  s(»hi-  dichtem  Nebel  auftritt,  wo  also  die  Helligkeit  der 
Lichtquelle  schon  beträchtlich  abgenommen  hat.  Diese  Inten- 
sitätsabnahme  drückt  sich  in  (\oy  Formel  durch  einen  großen 
negativen  Wert  von  n^  aus,  uimI  dieser  Zeichenwechsel  hat 
nun  zur  Folge,  daß  die  Färbung  ins  Komplementäre  umschlägt. 
Dazu  kommt  noch  das  Glied 

2w„  a  •  A  »  K cos  -r-  J 

mit  einer  gewissen  Stärke  n2,  demzufolge  die  Lichtquelle,  wie 
auch  aus  den  Beobachtungen  hervorgeht,  nicht  immer  genau 
komplementär  zum  zentralen  Feld  gefärbt  erscheint.  Die  Ver- 
hältnisse hegen  hier  also  durchaus  nicht  so  einfach,  wie  sie 
ft.wa  Barus  für  seine  Erklärung  annahm,    besonders  ist  die 

J)  A.  a.  O.  S.  498. 


()4S   H.  Mi'ch'.    lixperwHwU'lle  Knd  theoretische  Untersuchungen. 

Schicht du'k^*  (l»*s  Nebt-ls  vou  nicht  goringom  Einfhiß  auf  di»^ 
Siclilbarkt'it  dei  Eii^cht^inung.  Nälieren  Aufschluß  darüber  kann 
aber  «Msl  «'int-  eingehendr  th(X)retische  Untersuchung  über  die 
ljic}itdurrhliis>igk<-it  von  dichivm  Nrbel  geben. 

ZuBammenfaBiuns^. 

|)i«'  IhiupltTgt^bnisse  der  vorUegenden  Unteivuchungni 
liissni  sicii  in  folgender  Weise  zusammenfassen: 

Die  im  (*r.sten  Teil  dieser  AHbeit  [vgl.  die  Zu£;animen- 
fassung*)]  näher  beschriebenen  eigenartigen  Farbenerscheinungen 
und  [ntensitäts Verteilungen  im  Beugungsbild  des  künstlichen 
homogenen  Nebels  lassen  sich  durch  die  Beuguugsthc<jrie  kleiner 
KuLTelHn^en  erklären. 

An  Stelle  der  einfachen  Ht^ugungsformel  uudurchi?ichtiger, 
kiei>f()rmiger  Scheibchen  tritt  hier  eine  bedeutend  kompli- 
ziertere (rleichung  (31).  welche  dadurch  entsteht,  daß  auch 
das  den  Tiopfen  durchsetzende  und  das  an  seiner  Oberfläche 
rel'lrktieiie  hiclii  mit  dem  gebeugten  interferiert.  Infolge- 
<lessen  kann  auch  die  Tropfengröße  aus  den  Durchmessern 
der  Hinge  nicht  mehr  berechnet  werden;  nur  die  Färbung  des 
zentralen  bVlde.s.  welche  den  Farben  dünner  Blättchen  ölmeli, 
«,'estattet  bei  kleinen  Tropfen  durch  seine  Gesetzmäßigkeit  in 
der  Farbenfolge  diese  Bestinnnung  mit  einiger  Genauigkeit 
auszuführen. 

Bei  größeren  Tropfen,  wie  sie  bei  den  Versuchen  von 
V.  Mi  erdel  und  misschließlich  im  natürlichen  Nebel  vorkommen, 
läßt  sich  alleidings  auch  fernerhin  die  alte  Beugungsformel  für 
die  Berechming  der  Tropfenradien  aus  den  Ringdurchmessern 
anwenden,  da  dann  der  Einfluß  der  Durchsichtigkeit  d(*s 
Tropfens  und  der  Pieflexion  an  seiner  Oberfläche  nicht  mehr 
zu  beobachten  ist  und  die  Tropfen  sich  ganz  wie  undurch- 
sichtige. knM^formige  Scheibchen  verhalten. 

Vorstehende  l)is>ertation  wurde  im  Physikaüschen  Institut 
dei  Tniversität  Marlnirg  ausgeführt.  Hrn.  Geheimrat  Prof. 
Dr.  1''.  Bichitrz  und  Hrn.  Prof.  Dr. -F.  A.  Schulze  UK)chte  ich 
auch  an  dieser  Stelle  für  die  freunilliche  Anregung  und  l'nter- 
stiit/ung  meinen  besten   Dank  aussprechen. 

I)    A.  ;i.   ().    s.  4»0. 

(Eingopingen  2.  Krhniar  1920.) 
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5.  Zungenpfeife  und  üöhrensender; 
von  H.  Vogel  und  Jf.  Wien. 

In  einer  kürzlich  in  diesen  Annalen  erschienenen  Unter- 
suchung^) hat  einer  von  uns  die  iZungenpfeife  als  gekoppeltes 
System  behandelt  und  gezeigt,  daß  die  charakteristischen  Ände- 
rungen des  Tones  der  Zungenpfeife  bei  allmählicher  Verlän- 
gerung der  Ansatzröhre  sich  aus  der  Theorie  der  gekoppelten 
Schwingungen  herleiten  lassen. 

Zunge  und  Ansatzrohr  sind  die  beiden  gekoppelten  Systeme. 
Von  den  beiden  freien  Koppelungsschwingungen  der  beiden 
Systeme  ist  im  allgemeinen  die  stärkere  und  weniger  gedämpfte 
die  „tonangebende",  indem  der  die  Schwingungen  unterhaltende 
Luftstrom  durch  die  Zunge  in  der  Periode  dieser  Schwingung 
reguliert  wird.  In  der  Nähe  der  Kesonanz  der  beiden  Systeme 
besitzen  die  beiden  Koppelungsschwingungen  annähernd  die 
gleiche  Amplitude  und  Dämpfung ,  es  müssen  also  hier  labile 
Zustände  bezüglich  der  Tonhöhe  auftreten,  die  sich  in  einer 
schnellen  Änderung  der  Tonhöhe  an  der  Resonanzstelle  bei 
Verlängerung  der  Ansatzröhre  äußern,  oder  bei  enger  Koppe- 
lung sogar  in  einem  eigentümlichen,  plötzlichen  umspringen  des 
Tones.  Diese  Tonänderung  wiederholt  sich  jedesmal  beim  Ver- 
längern des  Rohres,  so  oft  einer  der  Obertöne  der  Röhre  mit 
dem  Ton  der  Zunge  in  Resonanz  tritt.  Der  Verlauf  der  Ton- 
kurve  an  einer  Kesonanzstelle  in  seinei'  Abhängigkeit  von  der 
Koppelung  wird  durch  die  Kurven  derFigg.  la,  2  a  u.  3  a  charak- 
terisiert, die  an  der  von  H.  Vogel  in  seiner  oben  genannten 
Arbeit  untersuchten  Zungenpfeife  gewonnen  wurden. 

Bei  loser  Koppelung  verläuft  die  Tonkurve  verhältnismäßig 
weich  und  stetig  (Fig.  la).  Mit  zunehmender  Koppelung  wird 
die  Tonänderung  größer  und  steiler.  Aus  der  steilen  Ton- 
änderung wird  schließlich  ein  umspringen  des  Tones,  jedoch 

1)  H.  Vogel,  Ann.  d.  Phys.  «2.  Ö.  247.  1920. 
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erfolgt  dies  nicht  genau  an  der  Resonanzstelle ,  sondern,  je 
nachdem  die  Röhre  verlängert  oder  verkürzt  wird,  hinter  oder 
vor  der  Resonanzstelle.     Es  tritt  ein  ,,Ziehen''  des  Tones  ein 

and  dabei  entsteht  beim 
-20  ^^ — -jp  Hin-  und  Hergehen  die 

in  Fig.  2  a  dargestellte 
^'  ^  *•       Ziehschleife". 


» 


Fig.  1  b. 


Fig.  2  a. 


Fig.  2  b. 


Fig.  Sa. 


Bei  ungenügender 
Rückkoppelungond  stär- 
kerer Dämpfung  setzt 
der  Ton  an  der  Beso- 
nanzstelle  aus,  so  daß 
eine  mehr  oder  weniger 
große  Tonlücke  entsteht 
(Fig.  3a). 

Als  im  Laufe  des 
Krieges  der  Röhren- 
Sender  und  der  Audioii- 
empfang  aufkamen  und 
dabei  gekoppelteSchwin- 
gungskreise  angewandt 
wurden,  zeigte  es  sich, 
daß  hier  die  gleichen 
Erscheinungen  auftra- 
ten, wie  sie  uns'  schon 
vor  dem  Kriege  aus  den 
Versuchen  an  Zungen- 
pfeifen bekannt  waren. 

Im  folgenden  soll  nun  diese  Übereinstimmung  zwischen 
Röhrensender  und  Zungenpfeife  eingehend  dargelegt  werden, 
wobei  zuerst  die  grundsätzliche  Übereinstimmung  nachgewiesen 
und  dann  gezeigt  werden  soll,  daß  diei  Ergebnisse  der  Ver- 
suche an  der  Zungenpfeife  sogar  zahlenmäßig  durch  elektrische 
Systeme  wiedergegeben  werden  können.  Gewisse  Abweichungen 
der  Zungenpfeife  von  der  Theorie  der  gekoppelten  Schwin- 
gungen, die  schon  bei  den  Versuchen  von  Weber  hervortraten 
und  sich  auch  bei  unseren  Versuchen  wiederholten,  ließen  sich 
ebenfalls  mit  elektrischen  Schwingungskreisen  durch  eine  be- 


Fig.  8  b. 
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sondere  Form  der  RUckkoppelang  hervorrufen.  Diese  be- 
sondere R&ckkoppelung  verspricht  wieder  für  den  R&hrensender 
und  Atidionempfang  Vorteile,  so  daö  hier,  wie  so  hänfig,  die 
gegenseitige  Befruchtung  akustischer  und  elektrischer  Schwin- 
guugsTersuche  deutlich  io  die  Erscheinung  tritt 

Normal«  KoppelimgaaohwlngaDgan  beim  Röhr ansen dar. 
Jedem,  der  mit  Röhrensendem  oder  Audionempfang  zu  tun 
gehabt  hat,  ist  die  gegenseitige  Beeinflussung  zwischen  Antenne 
und  ZwJachenkreis  beim  Sender,  zwischen  Antenne  und  Audioo- 
kreis  beim  Empfanger  wohl  bekannt,  und  man  findet  dabei 
sogleich  die  charakteristischen  Merkmale  der  gekoppelten  Schwin- 
gung wieder.  Als  Beispiel  sei  hier  die  Änderung  der  Wellen- 
länge eines  Audion-Zwischenkreis-Empfängers  von  Telefunken 
mit  der  Abstimmung  der  Antenne  angeführt. 


^rr- 

DDsmpFang 

2)0äntpf\ingu. 

MJKeppeluna 
vtirherrscXtnd. 

•!^ 
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ß. 

t^ 

\^ 
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w 

^ 

r 

.^ 

^ 

., 

/. 

Fig.  4. 

Fig.  4  ist  einer  früheren  Arbeit^)  entnommen  und  stellt 
die  aus  der  Theorie  berechnete  Änderung  der  Schwingungszahl 
eines  gekoppelten  Systems  in  der  Nähe  der  Resonanz  fUr  drei 
verschiedene  Koppelungsgrade  dar.  In  Fig.  5  sind  die  beob- 
achteten Änderungen  der  Schwingungszahl  eines  Audions  wieder- 
gegeben in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Abstimmung  einer  mit 
ihm  gekoppelten  künstlichen  Antenne  mittlerer  Dämpfung,  und 

1)  M.  Wien,  Wied.  Add.  61.  B.  151.  1697. 
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zwar  ebenfalls  für  drei  verschiedene  Koppelungsgrade  (r  an 
nähernd  =  3  •  IQ-*,  10"^  4  •  lO"»).  Als  Abszisse  ist  die  \\'ellen 
länge  der  Antenne,  als  Ordinate  die  Änderung  der  Schwingungs 
zahl  des  Empfängers  aufj;etragen.  Die  Übereinstimmung  dei 
Fi^'g.  4  u.  5  ist  offensichtlich;  bemerkenswert  ist,  daß  der  Ein 
fluß  der  resonierenden  Antenne  trotz  der  sehr  losen  Koppelung 
bei  dem  Schwebungsempfang  deutlich  hervortritt.  Es  ergibi 
sich  daraus,  wie  schwierig  bei  kurzen  Wellenlängen  eine  Eut 
koppelung  elektrischer  Schwingungskreise  ist,  besonders  wenn 
sie  aufen^'em  Raum  nebeneinander  untergebracht  werden  müssen, 
Die  weitere  Untersuchung  erfolgte  nicht  bei  HochfrequenZj 
sondern  hei  langsamen  elektrischen  Schwingungen  mit  Fre- 
quenzen von  der  gleichen  Griiße  wie  die  der  Zungenpfeil'e. 

EinfluU  der  Koppelung,  Dämpfung,  Rüokkoppelung,  Heisung, 

Auodenspannung. 

Die  Vciäuchsanordnung  war  die  übliche  iFig.  6i.  Als 
Induktionsspulen  im  Schwingungskreis  und  im  Sekundär- 
kreis   wurden    ^Toße    Spulen    benutzt,    die   fllr   Untersuchung 

Ian<;samer  elektrischer  Schwin- 

I \x^^  gungen  von  H.  Birnbaum^  in 

/i\  1         ^  dem  hiesigen  Institut  hergestellt 

""^  und  verwandt  waren.    Sie  waren 

unterteilt,  so  daß  ein  Teil  der 
Spulen  zur  Rückkoppelung  be- 
nutzt werden  konnte.  Der 
Widerstand  war  verhältnismäßig 
Pig.  J3.  irering,  besonders  derjenige  der 

im  Sekundärkreis  verwandten 
Spule,  die  aus  verdrillter  Litze  bestand.  Als  Kapazitäten 
dienten  Glimmer-  und  gute  Papierkondensatoren,  als  Sender- 
n)hre  wurde  für  die  meisten  Versuche  eine  A"- Röhre  von 
Schott  iV:  Gen.,  gelegentlich  auch  eine  B(.>hre  der  A.-E.-G. 
verwandt.  Der  Ton  wurde  mittels  eines  Telephons,  das  lose 
mit  der  Spule  des  Schwingungskreises  gekoppelt  war,  beob- 
achtet, und  die  Tonhöhe  mit  einem  Tonometer  von  Max  Kohl 
in  Chemnitz,  gemessen.  Es  wurde  systematisch  unter  sonst 
gleichbleibenden    Verhältnissen    der    Einfluß    der    Koppelung 

1)  H.  Birnbaum,  Ann.  d.  Phys.  49.  S.  201.  1916. 
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zwischen  Scbwingungskreis  und  Sekundärkreis  beobachtet,  dann 
wurde  durch  Einschaltung  von  Widerstand  in  den  Sekundär- 
kreis die  Änderung  der  Tonkurven  mit  der  Dämpfung  bei 
gleichbleibender  enger  Koppelung  studiert,  schließlich  bei 
gleichbleibender  Koppelung  und  Dämpfung  der  Einfluß  der 
Rückkoppelung,  der  Heizung  der  Glühkathode  und  der  Anoden- 
spannung. 

Bei  sämtlichen  Versuchen  blieb  der  Primärkreis  unver- 
ändert, ij  =  7,1. 10»  cm,  Cj  =  0,22  M.F.,  ebenso  die  Selbst- 
induktion des  Sekundärkreises,  L^  ^  3,75  •  10^  cm.  C^  wurde, 
um  die  Tonkurve  zu  erhalten,  zwischen  C^  «  2,6  M.F.  und 
C^  =  6,0  M.F.  abgeändert.  Der  Ohm  sehe  Widerstand  der 
Sekundärspule  betrug  ca.  3  Ohm. 


30^20   ^JO      0 


'10    '20    -30 


'10    '20  '3 


^30  ^20   ^10      0 


Fig.  7  a. 

Änderung  der  Koppelung.  Bei  der  engsten  angewandten 
Koppelung  t  =  0,15  wurde  die  Fig.  7  (S.  654)  erhalten.  Die  Er- 
scheinung baut  sich  auf  der  Fig.  7  a  auf,  in  der  die  theoretischen 

Aiinalen  der  PhyBlk.    17.  Folge.    62.  48 
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Fig.  7. 
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Fig.  8. 


Koppelungsschwinguugen  für  mittlere  Koppelung  dargestellt 
8ind.^)  Die  verstärkten  Kurvenstücke  sind  die  Teile  der  beiden 
theoretischen  Kurven,  bei  denen  die  Dämpfung  die  geringere 
ist,  die  unverstärkten  die  mit  größerer  Dämpfung.     Es  müßten 

also,  wenn  die  Dämp- 
fung allein  maßgebend 
wäre,  genau  an  der 
Sesonanzstelle  die  eine 
Tonkurve  in  die  andere 
übei-springen,  ohne  daß 
ein  „Ziehen**  auftritt.  Eis 
bleibt  jedoch  die  ein- 
malvorhandene Schwin- 
gung noch  ein  :Stück 
über  den  Resonanz- 
punkt hinaus  bestehen, 
so  daß  beim  Hin- 
und  Hergang  die  Zieh- 
schleife entsteht.  Manch- 
mal kommt  es  dabei  vor, 
daß  in  der  Nähe  der 
Resonanz    beide    Töne 

gleichzeitig,  aber 
schwach   und   unsicher 
aufti^eten,  was  wir  bei 
den  Zungenpfeifen  nicht 
beobachtet  haben. 

Je  loser  die  Koppelung  ist,  um  so  geringer  ist  der  Ton- 
sprung, gleichzeitig  wird  auch  das  Ziehen  schwächer.  In  der 
Fig.  9  ist  der  Sprung  nur  noch  sehr  klein,  kurz  vor  dem- 
selben biegt  die  Tonkurve  von  der  theoretischen  Kurve  ab; 
das  Ziehen  ist  in  Fig.  10  kaum  mehr  merklich.  Schließ- 
lich erhalten  wir  bei  noch  loserer  Koppelung  in  Fig.  11  den 
Sprung-  und  schleifenlosen  Verlauf  der  Tonkurve,  wie  er  den 
Koppelungsschwingungen  mit  vorherrschender  Dämpfung  (Fig.  la) 
entspricht. 
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Fig.  9. 


Fig.  10. 


Fig.  11. 
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1)  Vgl.  M.  Wieu,  a.a.O.  Fig.  4. 
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Verluiderung  der  Dämpfung  (Fig.  12  bis  16).  Vergrößern 
wir.die  DämpfuDg  bei  gleichbleibender  Koppelung  (0,15)  durch 
Einschalten  von  5  Ohm  Widerstand  in  den  Sekundärkreis,  so 
wird  das  Ziehen  geringer  (Fig.  13]  und  auch  der  Sprung  etwas 
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Fig.  12. 


Fig.  13. 


Fig.  14. 


Fig.  15. 


Fig.  16. 
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kleiner  als  ohne  Zusatzwiderstand  (Tr=0,  Fig.  12).  Bei 
weiterer  Vermehrung  der  Dilmpfung  (10  Ohm)  setzt  der  Ton 
in  der  Umgebung  der  Resonanz  aus,  weil  dem  Primärsystem 
zu  viel  Energie  entzogen  wird  (Fig.  14).  Schalten  wir  noch 
mehr  Widerstand  (15  Ohm)  ein,  so  wird  die  Energieentziehung 
wieder  geringer,  wir  erhalten  eine  kontinuierliche,  aber  sprung- 
lose Tonkurve  mit  noch  immer  ziemlich  großer  Tonänderung 
(Fig.  15),  bei  noch  größerer  Dämpfung  (SO  Ohm)  wird  die  Kurve 
immer  flacher  (Fig.  16),  bis  schließlich  die  Wirkung  des  Sekun- 
därsystems überhaupt  verschwindet. 

48* 
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In  Fig.  17  sind  Versuche  wiedei^egeben,  bei  denen  die 
Rückkoppelung  gegenüber  dem  bisherigen  Wert  (ausgezogene 
Kurve,  Sprungstellen  2, 2)  erheblich  vermehrt  und  erheblich  ver- 
mindert wurde.  Die  Vermehrung  (gestrichelte  Kurve,  Sprung- 
stellen 3, 3)  verstärkt  das  Ziehen  bei  annähernd  gleich  großem 
Tonsprung  und  geringer  Änderung  der  Tonkurve.  Bei  der  loseren 
Rückkoppelung  (punktierte  Kurven)  setzt  der  Ton  in  einemi  ziem-: 
lieh  großen  Gebiet  um  die  Kesonanzstelle  herum  aus  (bei  den 
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Fig.  17. 


Fig.  18. 


mit  1  bezeichneten  Stellen).  Die  Tonkurve  zeigt  auch  hier  nur 
eine  geringe  Abweichung  von  der  theoretischen  Kurve. 

Ähnlich  wie  die  Vermehrung  der  Rückkoppelung  wirken 
die  Erhöhung  der  Anodenspannung  (80,  160,  320  Volt,  Fig.  18) 
und  die  Verstärkung  des  Heizstromes  der  Glühkathode  (Sprung- 
stellen a  bei  einem  Heizstrom  von  1,35  Amp.,  b  bei  1,25, 
c  bei  1,05  Amp.).  Beides  vermehrt  das  Zieh^n^  übt  aber  nur 
einen  geringen  Einfluß  auf  die  Größe  des  OTonsprunges  und 
die  Tonkurve  aus. 

Die  Verstärkung  der  Rückkoppelung,  der  Anodenspannung 
und  der  Heizung  bewirken  femer  alle  drei  ein  Herabdrücken 
des  Einflusses  der  Dämpfung  in  dem  Sinne,  daß  das  Aussetzen 
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weniger  leicht  auftntt  und  sich  auf  eine^  kleineren  Bereich 
beschränkt. 

Wir  sehen  aus  dem  Vorstehenden,  daß  die  Form  der  Ton- 
kurven durch  die  Wahl  der  Konstanten  der  elektrischen  Schwin- 
gungskreise in  weiten  Grenzen  abgeändert  werden  kann.  Es 
ist  deshalb  leicht  möglich,  die  Tonkurven  der  Zungenpfeifen 
durch  passende  elektrische  Anordnungen  nachzubilden.  In  den 
Figg.  Ib,  2  b  und  8  b  (S.  650)  sind  die  Ergebnisse  solcher  Ver- 
suche dargestellt,  wobei  zum  bequemen  Vergleich  die  elektrische 
Tonkurve  jedesmal  unter  der  entsprechenden  akustischen  Ton- 
kurre  zum  Abdruck  gelangt  ist.  Die  noch  vorhandenen  ge- 
ringen Abweichungen  der  Figuren  sind  meistens  auf  den  Um- 
stand zurückzuführen,  daß  bei  der  Zungenpfeife  bei  größerer 
Verstimmung  schon  der  Einfluß  des  nächstfolgenden  Obertones 
der  Ansatzröhre  merklich  ist. 

In  anderen  Fällen  weichen  jedoch  die  Tonknrven  der 
Zungenpfeife  von  den  normalen  Koppelungskurven  mehr  ab. 
Hierauf  soll  im  folgenden  näher  eingegangen  und  der  Versuch 
gemacht  werden,  auch  diese  Abweichungen  durch  elektrische 
Systeme  nachzubilden. 

Abweichungen  der  Zungenpfeife  von  der  Koppeliingstheoria. 
Es  wurde  schon  in  der  Arbeit  von  H.  Vogel  mehrfach 
darauf  hingewiesen,  daß  die  Tonkurven  der  Zungenpfeife  oft 
nicht  genau  der  Theorie  entsprechen,  sondern  vor  aUem  bei 
engerer  Koppelung  die  tiefere  Koppelungsschwingnng  gegenüber 
der  höheren  bevorzugt  ist,  so  daß  also  die  Vertiefung  des 
Koppelungstones  gegenüber  dem  Eigenton  der  Zunge  größer 
ist  als  die  entsprechende  Erhöhung.  Ganz  besonders  stark 
tritt  dies  bei  den  Versuchen  von  Weber  hervor,  der  sogar 
nur  von  einer  Vertiefung  des  Tones  gegenüber  dem  Ton 
ohne  Ansatzrohr  spricht  und  auch  seine  Theorie  in  diesem 
Sinne  aufbaut  Bei  loserer  Koppelung  ist  diese  Bevorzugung 
der  tiefen  Töne  geringer  und  schließlich  kaum  mehr  merklich; 
so  waren  bei  den  Versuchen  von  Willis^)  und  den  meisten 
Versuchen  von  H.  Vogel  die  Erhöhungen  und  Vertiefungen 
des  Pfeifentones  gegenüber  dem  Ton  der  Zunge  annähernd 
gleich  groß. 

1)  0.  Willis,  Pogg.  Ann.  24.  S.  397.  1882. 
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In  eleu  Ziehschleifen  der  Zungenpfeite  ist  diese  Bevor- 
zugung der  tieferen  Töne  mehrfach  an  der  Unsymmetrie  der 
Schleifen  erkennbar,  vgl.  z.  B.  Vogel  (Fig.  28  u.  29. i 

Eine  sehr  deutliche  derartige  unsymmetrische  Tonkane 
der  Zungenpfeife  ist  in  Fig.  19a  wiedetgegeben.  Sie  wurde  bei 
enger,  aber  nicht  allzu  enger  Koppelung  erhalten.  Bei  allzu 
enger  Koppelung  tritt  Absorption  ein,  so  daß  ein  mehr  oder 
weniger  großer  Teil  der  Tonkurve  gerade  in  der  Umgebung 
der  Resonanz  ausfällt  und  schließlich  nur  Kurvenstücke,  ähn- 
lich wie  sie  Weber  erhielt,  übrig  bleiben. 


Fig.  19  u. 
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Innerhalb  der  Ziehschleife  der  Fig.  19  a  verläuft  die  Tou- 
kurve  der  höheren  Koppelungsschwingung  nahezu  parallel  der 
Abszissenachse,  die  Tonänderung  ist  demnach  gering;  anders 
bei  der  tieferen  Koppelungsschwingung,  bei  dieser  ist  die  Ton- 
änderung innerhalb  der  Ziehschleife  groß,  so  daß  die  untere 
Seite  der  Ziehschleife  stark  geneigt  ist;  und  infolgedessen  die 
untere  rechte  Ecke  der  Schleife  besonders  stark  ausgebildet 
erscheint 

Gleichzeitig  mit  der  Unsymmetrie  tritt  oft  auch  eine 
Verschiebung   der   Ziehschleife   nach    den  tieferen  Tönen   hin 
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ein,  so  daß  die  Schleife  nicht  genau  an  dem  Ort  der  Reso- 
nanz liegt.  Bei  der  Zungenpfeife  lassen  sich  jedoch  alle  diese 
Erscheinungen  schwer  messend  verfolgen,  weil  die  Tonhöhe 
der  Zunge  nicht  konstant  ist,  und  auch  die  Eigenschwingungen 
der  Ansatzröhre  sich  nicht  mit  Sicherheit  bestimmen  lassen 
(vgl.  Vogel,  S.  255 f.).  Die  wichtigste  Frage  ist  nun:  Kommt 
auch  eine  Bevorzugung  der  höheren  Töne  vor?  Weber  gibt 
an,  daß  bei  Betrieb  seiner  Zungenpfeife  durch  Saugen  anstatt 
durch  Druckluft  die  Erscheinung  sich  umkehrt,  und  der  Ton 
an  der  Resonanzstelle  der  Ansatzröhre  nach  oben  umspringt. 
Weber  hat  jedoch  nur  wenige  Versuche  mit  Saugluft  gemacht, 
aus  denen  sich  nichts  sicheres  über  die  Vorgänge  entnehmen 
läßt.  Auch  uns  gelang  es  bei  dem  Betrieb  der  Zungenpfeife 
mit  Saugluft  nicht,  regelmäßige  Tonkurven  zu  erhalten;  der 
Ton  versagte  in  weiten  Gebieten  ganz  und  ist  auch  sonst  nur 
schwach  und  schwankend.  Besser  und  deutlicher  tritt  die 
Erscheinung  bei  einer  etwas  anderen  Anordnung  hervor,  die 
auf  folgender  Überlegung  beruht:  der  Unterschied  zwischen 
dem  Betrieb  der  Zungenpfeife  mit  Druck-  und  Saugluft  ist 
im  Grunde  genommen  der,  daß  die  Zunge  bei  Druckluft  als 
einschlagende,  bei  Saugluft  als  ausschlagende  Zunge  arbeitet. 
Dieser  Unterschied  kann  aber  auch  dadurch  erzielt  werden, 
daß  man  nach  wie  vor  Druckluft  verwendet,  aber  einen  Ein- 
satz  mit    einer   senkrecht   gegen    den    Luftstrom    gerichteten 


Zi/r?ffe,  emsch/agencf 
Ansatzrohr  1  Winärohr^ 
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Fig.  20. 

Zunge  benutzt  (vgl.  Fig.  20),  der  auch  umgekehrt  eingesetzt 
werden  kann,  so  daß  die  Zunge  einmal  als  einschlagende,  das 
andere  Mal  als  ausschlagende  wirkt.  Hiermit  ließen  sich 
einigermaßen  sichere  Tonkurven  erzielen;  die  Ergebnisse  sind 
in  Fig.  21  dargestellt.  Die  starke  Verschiebung  der  Zieh- 
schleife bei  der  ausschlagenden  Zunge  nach  den  hohen  Tönen, 
bei  der  einschlagenden  Zunge  nach  den  tiefen  tritt  deutlich 
hervor,  und  die  Unsymmetrie  ist  sicher  erkennbar,  obgleich 
die  Ziehschleifen  nur  schmal  sind. 
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Diese  Bevorzugung  einmal  der  tiefen  das  andere  Mal  der 
hohen  Eoppelungsschwingung  hängt  ofiEenbar  mit  der  Art  und 
Wirkung  der  Rückkoppelung  zusammen.  Außer  der  Zunge  wirkt 
bei  der  Bückkoppelung  auch  das  sekundäre  System:  die  8ch¥nQ- 
gende  Luftsäule  mit.  Leider  kann  die  Bückkoppelung  bei  der 
Zungenpfeife  nicht  willkürlich  verändert  werden,  und  die  Eägen- 
töne  der  ungekoppelten  Systeme  sind,  wie  gesagt^  nicht  sicher 
meßbar^  infolge  dessen  ist  eine  systematische  Untersuchung  der 
ganzen  Erscheinung  bei  der  Zungenpfeife  nicht  möglich  und  kann 
nur  bei  den  analogen  elektrischen  Systemen  erfolgen. 


Küokkoppelung  durch  das  Sekundärsyatem  bei  RöhrenBendem. 

Es  gelang,  die  Erscheinimg,  welche  soeben  bei  den  Zangen- 
pfeifen erläutert  wurde,  mittels  der  Bdhrensender  nachzumachen, 
dadurch,   das   neben   der  gewöhnlichen  Bückkoppelung  durch 

den    Primärkreis     eine     zweite 
P — 1|^^  Bückkoppelung       durch       den 

/j^  ^ly  Sekundärkreis  eingef&hrt  wurde. 

.     Dazu   wird   eine   Spule   L\   in 
=    den  Sekundärkreis  eingeschaltet, 
die  induzierend  auf  eine  in  den 
Gitterkreis  eingeschaltete  Spule 
fügiZI       Lg'   wirkt  (vgl  Fig.  22).     Die 
pig  22.  ursprüngliche      Bückkoppelung 

mit  dem  Gitter  durch  L\  — 
primäre  Bückkoppelung  —  wird  durch  diese  „sekundäre  Bück- 
koppelung'' vermehrt  oder  vermindert,  je  nach  der  Phasen- 
differenz der  duroh  sie  bewirkten  Gitterspannungen.  Diese 
Phasendifferenz  kann  durch  umschalten  der  Zuleitungen  von 


e 
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L\  um  180^  verändert  werden.  Je  nach  der  Größe  der  gegen- 
seitigen Induktionen  L\  gegen  Lg  und  L\  gegen  Lg'  kann 
die  primäre  oder  sekundäre  Bückkoppelung  vermehrt  oder  ver- 
mindert werden,  so  daß  die  eine  oder  die  andere  überwiegt 
Li  den  Figuren  23 — 25  sind  eine  Beihe  von  Versuchsergeb- 
nissen wiedergegeben  bei  sonst  gleicher  Anordnung  wie  früher 
in  Fig.  7,  wobei  die  sekundäre  Bückkoppelung  allmählich  ver- 
stärkt wurde. 

Die  Wirkung  dieser  zusätzlichen  sekundären  Bückkoppelung 
ist  die,  daß   die  Ziebschleife  nicht  mehr  symmetrisch  um  die 


ZiiDfftnpfeife  und  Boftrensemler. 
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BeaonaDzstelle    herumliegt,   sondern  ea  bleibt  die   betreffende 
Koppetungsschwiiigung  weit  Über  die  Stelle  der  Resonanz  binauB 
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erhalten,  die  Ziebschleife  ist  nach  rechts  oder  links  Ton  der 
Kesonauzstelle  fort  verschoben;  und  zwar  kann  man  durch 
Umtauschen  der  Zuleitungen  der  Spule  L\  je  nach  Wunsch 
sowohl  die  höhere  wie  die  tiefere  Koppelungsschwingung  bevor- 
zugen, so  daß  die  Verschiebung  nach  rechts  oder  nach  links 
erfolgt.  Bei  starker  sekundärer  Rückkoppelung  kann  die  Ver- 
schiebung der  Ziehschleifen  sehr  groß  werden.  In  dem  Bei- 
spiel der  ITig.  25  erfolgen  die  Tonsprünge  statt  an  der  Re- 
souanzstelle  (405  Schwingungen)  bei  dem  Ton  295  bzw.  510, 
Die  ganze  Form  der  Kurven  entspricht  dem  Bilde  der  Fig.  21, 
das  mit  der  einschlagenden  und  ausschlagenden  Zunge  ge- 
wonnen wurde. 

Das  Ziehen  ist  in  diesen  Beispielen  ziemlich  klein.  Man 
kann  durch  Wahl  einer  Röhre  mit  steilerer  Charakteristik 
—  A.-E.-G.-Röhre  —  auch  breitere  Ziehschleifen  erreichen« 
In  Fig.  19b  (S.  658)  ist  der  Versuch  gemacht  worden,  durch 
passende  Rückkoppelung,  Koppelung,  Dämpfung  usw^.  das  Bild 
der  unsymmetrischen  Ziehschleife  der  Zungeupfeife  (Fig.  19  a) 
möglichst  genau  nachzubilden. 

Um  die  Vorgänge  zu  erklären^  soll  nun  noch  der  extreme 
Fall  untersucht  werden,  bei  dem  die  Gitterkoppelung  mit  dem 


Fig.  27. 

primären  Kreis  ganz  aufgehoben  ist  und  nur  noch  der  Se- 
kundärkreis  mit  dem  Gitter  gekoppelt  ist  Diese  Anordnung 
läßt  sich  bei  Röhrensendern  ohne  weiteres  realisieren  (Fig.  21\ 
während  der  analoge  Fall  bei  der  Zungenpfeife  natürlich  nicht 
herstellbar  ist. 

Der  Vorgang  ist  bei  reiner  sekundärer  Rückkoppelung 
folgender:  Die  Gitterspannung  unterstützt  bei  richtiger  Phase 
die  Schwingungen  im  Primärkreis,  bei  entgegengesetzter  Phase 
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unterdrückt  sie  eine  etwa  vorhandene  Schwingung.^)  Bei  pri- 
märer Rückkoppelung  werden  beide  Koppelungsschwingungen 
entweder  unterstützt  oder  unterdrückt:  sie  sind  um  die  Reso* 
nanz  herum  gleichberechtigt.  Anders  bei  sekundärer  Rück- 
koppelung. Hier  kommt  es  auf  die  Phasendifferenz  der  Schwin- 
gung im  primären  und  sekundären  Kreis  an:  bei  der  tieferen 
Koppelungsschwingung  ist  die  Phase  im  Sekundär-  und  Pri- 
märkreis gleich,  bei  der  höheren  entgegengesetzt.  Demnach 
ist  auch  die  durch  die  sekundäre  Rückkoppelung  bewirkte 
Gitterspannung  bei  den  beiden  Koppelungsschwingungen  ent- 
gegengesetzt gerichtet:  wird  im  Primärkreis  die  eine  durch  die 
Gitterspannung  unterstützt,  so  wird  die  andere  unterdrückt 
und  umgekehrt.  Es  kann  mithin  immer  nur  eine  der  beiden 
Koppelungsschwingungen  auftreten.  Durch  Umschalten  der 
Spule  L\  wird  die  Phase  der  Gitterspannung  um  180^  ge- 
ändert, man  kann  also  durch  Umschalten  entweder  die  eine 
oder  die  andere  Koppelungsschwingung  erhalten. 

In  Fig.  26  (8.  661)  sind  die  Ergebnisse  an  dem  Röhren- 
sender mit  rein  sekundärer  Rückkoppelung  wiedergegeben.  Es 
tritt  entsprechend  dem  eben  Gesagten  immer  nur  eine  der  beiden 
möglichen  Koppelungsschwingungen  auf,  ein  Umspringen  und 
Ziehen  findet  nicht  statt.  Die  beiden  Tonkurven  entsprechen 
im  allgemeinen  den  theoretischen  Koppelungsschwingungen  der 
Fig.  7  a.  Die  Abweichungen  dürften  damit  zusammenhängen, 
daß,  um  die  zur  Unterhaltung  der  Schwingung  in  dem  weiten 
Tonbereich  notwendige  Rückkoppelung  zu  erzielen,  ein  Eisen- 
kern in  der  Koppelungsspule  verwandt  wurde. 

Da  diese  Methode  zur  Vermeidung  des  unbequemen  Ziehens 
und  der  Labilität  der  Wellenlänge  für  die  drahtlose  Telegraphie 
von  Bedeutung  sein  dürfte«  so  bedarf  es  noch  einer  näheren 
Untersuchung  der  Vorgänge  bei  Hochfrequenz,  über  die  in 
Kürze  von  anderer  Seite  berichtet  werden  soll. 

Ist,  wie  bei  den  vorhergehenden  Versuchen,  gleichzeitig 
primäre  und  sekundäre  Rückkoppelung  vorhanden,  so  ist  die- 
jenige der  beiden  Koppelungsschwingungen,  bei  der  die  beiden 
Rückkoppelungen  sich  unterstützen,  bevorzugt,  die  andere,  bei 


1)  Vgl.  z.  B.  M.  Vo8  und  K.  Ziegler,  Jahrb.  d.  drahtl.  Telegr.  14. 
S.  585.  1920. 
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der  sie  gegeneinander  arbeiten,  benachteiligt  Demnach  wird 
auch  der  Umsprang  nicht  in  der  Umgebung  der  Sesonanz  ^- 
folgen,  sondern,  je  nachdem  die  bestehende  Schwingung  die 
benachteiligte  oder  bevorzugte  Eoppelungsschwingong  ist,  vor 
oder  nach  der  Resonanz.  Betrachten  wir  z.  B.  die  Fig.  25 
und  nehmen  an,  es  sei  die  tiefere  KoppelcmgsschwiDgang  —  aus- 
gezogene Kurve  —  die  bevorzugte,  so  erfolgt  der  Umsprang 
bei  allmählichem  Vertiefen  des  sekundären  Systems  nicht  f&r 
den  Ton  406  in  der  Umgebung  der  Resonanz,  sondern  erst, 
nachdem  man  das  Sekundärsystem  noch  über  100  Schwin- 
gungen tiefer  gestimmt  hat,  bei  dem  Ton  ca.  295.  Elrhöht 
man  nun  bei  der  gleichen  Anordnung  den  Ton  des  sekun- 
dären Systems,  so  wird  die  gleiche  Kurve  rückwärts  zurück- 
gelegt, nur  erfolgt  der  Umsprung  von  der  hohen"  auf  die  tiefe 
Koppelungskurve  infolge  des  Ziehens  etwa  7  Schwingungen 
später.  Schaltet  man  L',^  um,  so  wird  die  höhere  Koppelungs- 
schwingung bevorzugt  —  gestrichelte  Kurve  — ,  und  die  Zieh- 
schleife liegt  bei  ca.  500  Schwingungen.  Eigenttünlich  ist  hier 
die  starke  Abweichung  des  kurzen  Stücks  AB  der  tiefen 
Schwingung  von  der  theoretischen  Koppelungskurve. 

Das  Ganze  kann  man 'sich  so  vorstellen,  als  ob  die  die 
beiden  Koppelungskurven  verbindende  Ziehschleife  infolge  der 
sekundären  Rückkoppelung  auf  den  beiden  Koppelungskurven 
nach  rechts  oder  links  verschoben  würde.  Der  Tonsprung  wird  da- 
bei vergrößert,  weil  er  nicht  mehr  an  der  Resonanzstelle  erfolgt 
wo  die  beiden  Koppelungskurven  sich  am  meisten  nähern.  Da 
der  auf  der  „benachteiligten^^  Koppelungskurve  liegende  Teil 
der  Ziehschleife  annähernd  parallel  der  Abszissenachse  ver- 
läuft, der  der  „bevorzugten^^  Koppelungskurve  angehörende 
Teil  der  Ziehscbleife  schon  in  das  steilere  Kurvenstück  der 
Koppelungskurve  fällt,  so  erklärt  sich  hieraus  ohne  weiteres 
die  oben  besprochene  „Unsymmetrie*^  der  Ziehschleife,  die  be- 
sonders bei  breiten  Ziehschleifen  (z.  B.  Fig.  19  b]  deutlich  her- 
vortritt. 

Zusammenfassung. 

Es  wird  gezeigt,  daß  die  Erscheinungen  an  der  Zungen- 
pfeife ^  die  kürzlich  von  einem  von  uns  unter  dem  Gesichts- 
punkt der  gekoppelten  Schwingungen  untersucht  worden  sind, 
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genau  in  der  gleichen  Weise  an  gekoppelten  Röhrensendern 
auftreten.  Es  lassen  sich  mit  elektrischen  Systemen  sogar 
zahlenmäßig  die  Tonkurven  der  Zungenpfeife  nachmachen. 
Auch  die  Bevorzugung  der  höheren  oder  der  tieferen  Eoppe- 
lungsschwingung  bei  der  Zungenpfeife  und  die  damit  verbundene 
Unsjmmetrie  der  Ziehschleife  lassen  sich  bei  elektrischen  Sys- 
temen unter  Zuhilfenahme  „sekundärer  Rückkoppelung^'  re- 
produzieren. Bei  ausschließlich  sekundärer  Bückkoppelung  tritt 
nur  eine  der  beiden  Eoppelungsschwingungen  auf,  so  daß  kein 
Umspringen  und  Ziehen  des  Tones  erfolgt. 

Jena,  Physikal.  Institut  d.  Universität, 
5.  April  1920.  ^ 

(EingegaDgen  6.  April  1920.) 
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6.  I>ie  Magnetisierbarkeit 
von  Kupfer  '  Zinklegierungen ; 

vmi  Rudolf  H.  Weher. 

(Nach  Messnngeu  von  Konrad  Greulich 7  berichtet.) 

1.  Herr  K.  Greulich^)  hat  im  Jahre  1914  auf  meine 
Veranlassung  eine  große  Anzahl  von  Eapfer-Zinldegieningea 
verschiedenen  Prozentgehaltes  hergestellt  und  ihre  Magnetisier- 
barkeit untersucht.  Ein  Nebenzweck  dieser  Untersuchungen 
war  es,  festzustellen,  ob  sich  aus  der  Kurve  Suszeptibüität - 
Prozentgehalt  vielleicht,  ähnlich  wie  bei  der  Leitfähigkeits- 
kurve ^.  ein  Anhalt  ergäbe  für  die  Existenz  chemisch  bevor- 
zugter Mischungsverhältnisse,  wie  sie  etwa  bei  chemischen  Ver- 
bindungen —  z.  B.  Cu  Zn  —  zu  erwarten  sein  würde. 

2.  Die  Legierungen  wurden  im  BöBlerschen  Schmelzofen 
und  zwar  nach  zwei  verschiedenen  Methoden  hergestellt.  Ein- 
mal wurde  das  Zink  bis  zum  Schmelzen  erhitzt,  und  dann  in 
kleinen  Portionen  fein  verteiltes  Kupfer  mit  Salmiak  gemischt, 
hinzugegeben,  wobei  allmählich  die  Temperatur  gesteigert 
wurde  (Tab.  I).  Diese  Methode  gestattet,  zur  Herstellung  die 
Temperatur  so  niedrig  zu  halten,  wie  es  der  jeweiligen  Legierung 
entspricht.  Andererseits  wurde  Kupfer  unter  Borax  geschmolzen 
und  das  Zink  hinzugegeben  (Tab.  II).  Hier  ist  also  die  fier- 
stellungstemperatur  anfänglich  stets  höher,  als  die  Schmelz- 
temperatur. Ein  tlbelstand  dieser  Methode  ist  es,  daß  die 
Herstellung  infolge  Verbrennens  und  Verdampfens  mit  nicht 
unbeträchtlichem  Zinkverlust  verbunden  ist. 

Da  Schamotte-  und  Graphittiegel  eisenhaltig  sind  und  Eisen 
in  geringen  Mengen  an  das  Schmelzgut  abgeben  —  die  Folge 

1)  K.  Greulich,  Rostocker  Dissertation  1915  und  Sitxungsbericht« 
und  Abhandl.  d.  naturforschenden  Gesellschaft  zu  Rostock ,  N.  P.  VT, 
S.  227,  1915.  Herr  K.  Greulich  ist  im  Kriege  gefallen,  deshalb  habe 
ich  die  Bearbeitung  seiner  Untersuchungen  fQr  die  Annalen  übernommen. 

2)  Vgl.  R.  H.  Weber,  Wied.  Ann.  86.  S.  705.  1899. 
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hiervon  war  seinerzeit  die  Auffindung  der  ,,MetamagnetiBcben 
Legierungen*'  durch  K.  0 verbeck*)  — ,  was  für  unsere  Zwecke 
natürlich  streng  vermieden  werden  mußte,  so  wurden  zum  Her- 
stellen der  Schmelzen  jetzt  Berliner  Porzellantiegel  von  7,5  cm 
Höhe  und  5,5  cm  oberem  Durchmesser  verwendet,  die  bequem 
in  den  Schmelzraum  des  Rößler sehen  Ofens  passen. 

Als  Grundmetalle  wurden  gekörntes  elektrolytisches  Kupfer 
und  granuliertes  Zink  I  der  Firma  Kahlbaum  verwendet. 
Verkleinerung  mittels  Eiseninstrumenten  war  bei  diesen  unnötig. 

3.  Der  Guß  erfolgte  in  Formen  aus  Formsand,  deren 
Hohlraum  mit  aufgeschlämmter  Chilekleie  überzogen  war,  teils 
um  die  Oberfläche  glatter  zu  gestalten,  teils  um  den  direkten 
Kontakt  des  noch  flüssigen  Gusses  mit  dem  etwas  eisenhaltigen 
Formsand  zu  vermeiden.  Die  fertigen  Legierungen  erwiesen 
sich  nach  diesen  Vorsichtsmaßregeln  in  der  Tat  völlig  eisenfrei. 

Die  Formen  hatten  parallelepipedischen  Gußraum  4x15 
X  80  mm.  Die  gegossenen  Stücke  wurden  dann  etwas  kürzer 
geschnitten  (rund  60  mm  lang)  und  die  Abfallstücke  zur 
Analyse  verwendet.  Die  weitere  Bearbeitung  geschah  mittels 
Feilens  und  Schleifens.  Die  Legierungen  von  60  bis  70  Proz.  Zn 
sind  30  spröde,  daß  die  Bearbeitung  sehr  schwierig  ist  und 
sich  im  wesentlichen  auf  Schleifen  beschränken  muß,  da  sie 
nicht  einmal  das  Einschrauben  in  einen  Schraubstock  gestatten. 

4.  Die  Analysen  wurden  elektrolytisch  in  der  Platinschale 
aus  salpetersaurer  Lösung  vorgenommen.  Außerdem  wurden 
die  Dichten  im  Pyknometer  bestimmt,  die  aber  teilweise  einen 
unregelmäßigen  Gang  aufwiesen  (siehe  Tabellen],  wohl  infolge 
von  Gußfehlern.  Auf  die  magnetischen  Messungen  haben  solche 
Fehler  keinen  Einfluß,  wenn  sie  nicht  zufällig  gerade  an  die 
Stelle  des  stärksten  Abfalles  des  magnetischen  Feldes  zu  liegen 
kommen. 

5.  Die  magnetische  Meßmethode  war  die  folgende.  Die 
zylindrischen  Polschuhe  eines  du  Bois sehen  Halbringelektro- 
inagneten    hatten    einen  Durchmesser  von  4  cm  und  standen 

1)  K.  0 verbeck,  Rostocker  Dissertation  1914.  Sitzungsberichte 
und  Abhandl.  d.  na  tur  forsch  enden  Gesellschaft  zu  Rostock,  VI,  S.  141. 
1914.  In  den  Dissertationen  von  K.  Overbeck  und  K.  Greulich  findet 
sich  eine  ausführlichere  Besprechung  der  Herstellungsmethoden. 
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sich  im  Abstand  von  6  mm  gegenüber.  Zwei  kleine  Messing- 
klötzchen hielten  diesen  Abstand  auch  bei  Erregung  des 
Magneten  konstant  Über  den  Polschuhen,  etwas  seitlich  von 
ihnen,  endete  ein  vertikales,  von  der  Zimmerwand  aus  ge- 
tragenes, 2^4  ni  langes,  5  cm  weites  Rohr,  anfangs  aus  Glas, 
später  aus  Messing,  oben  und  unten  mit  Glasansätzen  (6as- 
^  lichtzy lindern],    in    dem    zwei    parallele   Seidenfaden    abwärts 

liefen.     An    diesen    wurden   mittels   geeigneter   Aufhängevor- 
*  richtung  die  Legierungen  horizontal  befestigt^  so  daß  sie  mit 

einem  Ende  zwischen  die  Polschuhe  des  Magneten  ragten. 
Am  anderen  Ende  der  Legierungen  waren  Glimmerblättchen 
angeklebt,  auf  denen  ein  vertikaler  Nadelstrich  eingekratzt 
war.  Auf  diesen  wird  ein  Ablesemikroskop  mit  auswechsel- 
I  barer   Vergrößerung    eingestellt      Legierung    und    Aufhänge- 

vorrichtung   war    von   einem   geeignet   gebauten   Glasgehäuse 

I 

umgeben,  um  Luftströmungen  zu  vermeiden.^) 
;  6.  Die  Suszeptibilität  berechnet  sich  aus   der  durch  Er- 

I  regung  des  Magnetfeldes  E  erfolgenden  Verschiebung  «<^°^  der 

j  Legierung,  deren  Querschnitt  q  ist,  nach  der  Formel 

\  worin  g   die  Erdbeschleunigung,   l  die  Länge   der  Aufhänge- 

■  faden   und    M  die   Masse   der  Legierung,    vermehrt   um   die 

Massen  der  Aufhängevorrichtung,   des  angeklebten  Glimmer- 
*       blättchens  und  der  Hälfte  der  Aufhängefaden  ist    Das  Magnet- 
feld war  durch  Vergleich  mit  einem  Gans  sehen  magnetischen 
[  Etalon  (Firma  Edelmann)  für   verschiedene  Stromstärken   im 

Elektromagneten  ermittelt  worden.    Im  folgenden  wurde  durch- 
weg ein  Feld  von  9000  Gauss  verwendet    Das  Rückstandfeld 
(  war  nachgewiesenermaßen  zu  vernachlässigen.    Die  Messungen 

[  sind   der  Formel  (1)  gemäß   absolute,   worauf  aber  kein  be- 

\  sonderer  Wert  zu  legen  ist 

\  7.    Die    folgenden    zwei   Tabellen    sowie    die   Figur    auf 

[  S.  671  geben  die  Meßresultate  von  E.  Greulich  wieder. 

ttberraschend  ist  der  abnorm  hohe  Diamagnetismus  der 
Legierungen  um  30  Proz,  Kupfer,  für  die  —  x  •  10*  über  5  Eän- 


1 )  Eine  ausführlichere  Besprechung  der  Methode  findet  sich  in  der 
[  Dissertation  von  Overbeck. 
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heiten  erreicht.  Es  ist  das  nächst  dem  des  Wismuts  (15  Ein- 
heiten) der  höchste  bekannte  Wert.  An  dritter  Stelle  kommt 
Antimon  mit  4.6  Einheiten. 

In  der  Figur  sind  die  Daten  der  Tab.  I  als  kleine  Kreise, 
die  der  Tab.  II  als  Kreuze  eingetragen.  Die  beiden  Serien 
fügen  sich,  mit  geringen  Abweichungen,  gut  ineinander  ein. 
Die  Herstellungsweise  hat  also  keinen  E^inäuß  auf  die 
Suszeptibilität.M 

I.  Tabelle  für  die  Legierungen  ausgebend   vom  reinen  Zink. 


Nr. 

^0  Cu 

Dichte 

Ab- 
lenkung: 

Ver- 
groß. 

1 
Querschnitt 

Gewicht  + 
Glimmer- 
blSttchen 

-x.lO« 

Zn 

0,0 

7,101 

63 

41,3  X 

0,373.1,43 

26,7940 

0,877 

I  l 

1,996 

7,178 

68 

.  41,3 

0,380 

•1,435 

28,0017 

0,964 

I  2 

4,160 

7,294 

77 

41,8 

:  0,384 

•1,435 

28,1044 

1,084 

I  3 

5,801 

7,361 

83 

41.3 

:  0,380 

.1,43 

27,9575 

1,175 

I  4 

7,346 

7,422 

88 

41,3 

0,380 

.  I-,43 

27,9069 

1,229 

I  5 

7,77 

7,423 

88 

41,3 

0,380  < 

.1,50 

27,6178 

1,244 

I  6 

9,849 

7,437 

97 

41,3 

0,400 

1,46 

29,7647 

1,86 

I  7 

14,18 

6,846 

67 

20  X 

0,380' 

'1,48 

27,6474 

1,54 

I   8 

15,25 

6,816 

76   ; 

26 

0,400- 

1,46 

27,7189 

1,584 

I  9 

18,24 

7,099 

84 

26 

0,410. 

1,465 

29,1942 

1,787 

I  10 

20,07 

7,237 

87   , 

26 

0,350 

1,37 

23,9622 

1,926 

I  11 

23,77 

7,656 

94  ; 

28 

0,'380  ■ 

1,40 

29,4667 

2,89 

I  12 

25,25 

7,565 

70 

14  X 

0,320- 

1,39 

28,0586 

8,005 

I  13 

25,66 

7,718 

71 

14 

0,320- 

•1,39 

28,8791 

3,152 

I  14 

28,15 

7,643 

90   ; 

14 

0,380 

1,40 

27,8055 

3,868 

I  15 

30,03 

7,944 

106 

14 

0,390' 

1,47 

31,9112 

4,77 

I  16 

35,65 

7,90 

99 

14 

0,380  ■ 

1,42 

32,0578 

4,371 

I  17 

40,60 

8,015 

40 

14 

0,420' 

1,45 

33,1005  , 

1,756 

I  18 

44,95 

8,145 

36  \ 

14 

0,360. 

1.47 

29,4038  , 

1,628 

I  19 

52,52 

8,278 

81   ! 

14 

0,360. 

-1.40 

29,4559  ! 

1,475 

I  20 

59,63 

8,465  : 

26 

14 

0,850- 

1,48  . 

28,9304 

1,224 

I  21 

61,47 

8,468 

.  25 

14 

0,880. 

1,41 

31,2996 

1,18 

8.  Die  Kurve  der  Figur  macht  den  Eindruck,  als  ob  sie  aus 
mehreren  geradlinigen,  durch  stetige  Übergänge  verbundenen 
Ästen  zusammengesetzt  sei,  doch  fallen,  abgesehen  von  einer 
Stelle,  keine  ausgezeichneten  Punkte  an  Orte  einfacher  che- 
mischer Verbindungsmöglichkeiten,  besonders  auch  nicht  an 
die  Stelle  einer  Verbindung  CuZn,  wo  ein  solches  .Zusammen- 
treffen erwartet  werden  könnte. 

Besonders  auffallend  ist  der  geradlinige  Verlauf  der  zwei 


1;  Vgl.  K.  Overbeck,  Ann.  d.  Phys.  46.  S.  680.     1915. 
AonaleD  der  Physik.  IV.  Folge.  62.  44 
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steil  ansteigenden  Aste  der  Punkte  1, 2, 3, 4,  5  und  6,  7, 8, 9. 10. 
Setzt  man  den  Prozentgehalt  und  die  Suszeptibilität 

so  genügen  diese  Geraden  den  Gleichungen 

(1  bis   5)      ;/  =      0,3639  x  -    6,233  , 
(7  bis  10)      //  =  -  0,4069  -r  +  1«,878  , 
worin    die    Koeffizienten     nach    der    Methode    der    kleinsten 
Quadrate  berechnet  sind.    Bei  letzterer  ist  der  Punkt  6  nicht 


(2) 


I 


II.  Tabelle  für  die  Legierungen  aasgehend  vom  reinen  Kupfer. 


Nr. 

"/o  Cu 

Dichte 

Ab- 
lenkung 

Ver- 
größ. 

Querschnitt  ' 

Gewicht  + 
Qllmnier- 
blftltchcD 

-x-lO* 

11    1 

96,78 

7,095 

40 

4I,3x 

0,890- 

1,425   i 

86,0729 

0.706 

11    2 

86,05    I 

8,627 

45 

41,3 

.  0,385« 

>  1.40     , 

28,7388 

0,759 

II    B 

64,0S    ; 

8,365 

70 

41,3 

0,365- 

1,40     • 

30,1856 

1.136 

II    4 

63,47    1 

8,396 

49 

26  X 

0,375 . 

1,40 

28,8469 

1,160 

II     5 

55,95 

8,369 

•     79 

41,3X 

0,370. 

1,43 

31.9756 

1,807 

II     6 

54,78    ' 

8,278 

55 

26  X 

0,335- 

1,48 

28,1548 

1,821 

II     7 

52,52 

8,288 

56 

26 

0,355- 

1,44 

80,5732 

1,891 

II     H 

52,22 

8,087 

68 

26 

0,365- 

1,44      . 

29,3918 

1,440 

II    9 

52,03 

8,227 

60 

26 

0,360- 

•1,40 

29,6678 

1,448 

II  10 

50,89 

8,136 

70      ' 

26 

0,345  - 

1,44 

23,8797 

1,494 

Uli 

50,20 

9.169 

60 

26 

0,340 

1,44 

28,5485 

1,507 

II  12 

45,32 

8,156 

35 

14  X 

0,390- 

.1,44 

38,9672 

1,705 

II  13 

42,58 

8,012 

53 

14 

0,420 

■1,395 

24,7928 

1,844 

II  14 

41.16 

8.0  Hi 

47 

14 

0,415 

•I,*« 

32,0708 

1,996 

11  15 

38,95 

7,938 

69 

14 

0,400- 

1,43 

32,1059 

3,129 

II  16 

37,82 

7,928 

77 

14 

0,410 

1,45 

88,7200 

8,600 

II  17 

33,29 

7,714 

112 

14 

0,885 

•1,47 

32,9667 

5,262 

11  18 

19,22 

7,286 

87 

26  X 

0,370 

-1,465 

25,5852 

1,812 

11  19 

17,91 

7,301 

90 

26 

0,390 

•1,445  ; 

25,9722 

1,789 

II  20 

16,98 

7,299 

72 

26 

0,365 

.1,46       : 

27,7300 

1,642 

II  21 

12,70 

7,111 

58 

26 

0,370 

•1,445 

27,4286 

1.886 

li  22 

9,271 

7,221 

56 

26 

0,360 

1,45 

28,3209 

1,169 

II  28 

5,846 

7,187 

50 

26 

0,340« 

•1.445 

24,9542 

1,12-' 

mit  berücksichtigt,  weil  er  möglicherweise  schon  auf  einem 
stetigen  Übergang  zwischen  beiden  Asten  liegt,  was  übrigens 
auf  die  Schlußfolgerung  keinen  wesentlichen  Einfluß  hat  Diesen 
Gleichungen  entsprechend  sind  die  beiden  Geraden  in  die  Kurve 
eingezeichnet  Die  übrigen  geradlinigen  Stücke  der  Kurve  sind 
nach  Gutdünken  gezogen.  Aus  ihnen  soll  auch  nichts  ge- 
folgert werden. 

9.  Ob  ein  solcher  stetiger  Übergang  zwischen  diesen  zwei 
Hauptästen  überhaupt  stattfindet,  oder  ob  sie  geradlinig  bis  zu 
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ihrem  Schnitt  weiter  yerlaufen,  läßt  sich  zurzeit  nicht  ent- 
scheiden. Sicher  aber  kann  man  aus  diesem  Schnittpunkt 
sehr  genau  die  :r- Koordinate,  also  den  Prozentgehalt  des 
Scheitelpunktes  ermitteln.     Der  Schnittpunkt  liegt  bei 

X  =  32,776  Proz.;     y  =  5,694 . 


Die   chemische  Verbindung  CuZuj  würde  einen  Kupfer- 
gehalt von 

/;  =  32,716  Proz. 

erfordern.     Das  stimmt  mit  obigem  Werte  J-  so  gut  überein, 
daß  es  schwer  wird,  an  einen  reinen  Zufall  zu  glauben. 


672     //.  IL  ß'eber.  Magnetisierbarkeit  voii  Kupfer- ZinUegierungen. 

Nimmt  man  übrigens  den  Punkt  6  mit  in  die  Berechnung 
der  Koeffizienten  der  zweiten  Gleichung  (2)  auf,  so  wird 

5^-32,578;     y  =  5,622  . 

Auch  dieser  Wert  x  gibt  noch  innerhalb  der  Beobachtungs- 
fehler  eine  vollkommene  Übereinstimmung  mit  /?. 

10.  Die  Legierung  CuZn2  (32,716  Proz.  Cu)  hat  ein  eigen- 
artiges Aussehen.  Man  könnte  sie  eher  für  ein  Mineral  (Erz] 
halten,  als  für  ein  Metall.  Sie  ist  sehr  spröde  und  kann  mit 
einem  Hammerschlag  zertrümmert  werden.  An  Zink  erinnert 
sie  gar  nicht,  ist  aber  noch  rein  weiß  bzw.  metallisch  grau, 
während  eine  35prozentige  Legierung  schon  deutlich  gelblich 
ist.  Bei  40  Proz.  sind  die  Legierungen  auch  noch  sehr  spröde 
und  können  mit  dem  Hammer  zerspalten  werden.  Der  Bruch 
ist  glatter  als  bei  CuZn^,  sehr  schön  goldgelb  gefärbt  und  bleibt 
glänzend,  ohne,  wie  Messing,  anzulaufen.  CuZn  (49,302  Proz.  Cu) 
ist  richtiges  Messing. 

11.  Zusammenfassung:  Während  bisherige  Leitfähigkeits- 
bestimmungen an  CuZn-Legierungen  für  eine  Bevorzugung  der 
Legierung  CuZn  sprechen,  lassen  die  Untersuchungen  der 
Magnetisierbarkeit  eher  eine  Besonderheit  fär  das  Mischungs- 
verhältnis Cu-Zn^  vermuten,  dem  ein  sehr  großer  Diamagnetis- 
mus (mindestens  x  =  —  5,8  •  10"®)  zukommt.  Weitere  Unter- 
suchungen zur  Klärung  dieser  Frage  werden  hier  vorgenommen. 

Rostock,  8.  Februar.  1920. 

(Eingegapgen  13.  Februar  1920.) 
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1.    Theorie  der  Sch/neidentöne; 
von  F.  Krüger. 

(Hieraa  Tafel  I.) 


Die  Entstehungsweise  der  SchneidentöDe  ist  trotz  erheb- 
licher Fortschritte  in  ihrer  E^rkenntnis  noch  keineswegs  völlig 
geklärt.  R.  Wachsmuth^]  faßt  das  Resultat  seiner  und  seiner 
Schüler^  Arbeiten  über  Schneidentöne  folgendermaßen  zu- 
sammen: ,,Nach  alledem  wären  also  die  Schneidentöne  Töne^ 
welche  aus  der  Störung  des  Gleichgewichts  einer  frei  aus- 
strömenden Luftlamelle  durch  eine  Einlage  entstehen.  Durch 
Stauung  des  Luft  ström  es  an  der  (stumpfen)  Kante,  welche  dem- 
selben entgegensteht,  wird  eine  Pendelung  um  die  Gleich- 
gewichtslage eingeleitet,  bei  welcher  die  Lamelle  ihrer  ganzen 
Länge  nach  um  die  Einlage  hin-  und  herpendelt  oder  —  bei 
größerem  Abstände  —  in  Unterabteilungen  (einzelne  Bände] 
zerfällt  und  sich  in  diesen  gegen  die  Einlage  bewegt"  Wie 
schon  W.  König^  betont,  ist  hiermit  ein  klarer  Einblick  in 
den  Mechanismus  dieser  Tonerzeugung  noch  nicht  gewonnen: 
Die  Ursache  der  Pendelung  ist  nicht  aufgeklärt,  ferner  steht 
die  Deutung  der  empirisch  gefundenen  Tatsache  der  Konstanz 
des  Produktes  aus  der  Tonhöhe  und  Schneidenabstand  noch 
"aus,  ebenso  die  des  mehrfachen  plötzlichen  Springens  der  Ton- 
höhe in  die  höhere  Oktave  bei  Vergrößerung  des  Schneiden- 
abstandes. König^  selbst  hat  dann  eine  Theorie  dieser  letz- 
teren Erscheinung  zu  entwickeln  gesucht,  die  auf  der  Rück- 
wirkung der  Stauung  der  Lamelle  an  der  Schneide  auf  den 
Austritt  der  Flüssigkeit  aus  dem  Spalt  beruht;  aber  er  gibt 
selbst  zu,  daß  diese  Theorie  die  Tatsache  nicht  erklärt,  daß 


1)  R.  Wachsmuth,  Ann.  d.  Phys.  (4)  14.  S.  469.  1904. 

2)  Literatur   vgl.  R.  Göller,   Dissertation   Gießen   1912,   und  bei 
J.  Rieht,  Dissertation  Gießen  1917. 

3)  W.  König,  Physikal.  Zeitschr.  13.  S.  1058.  1912. 
Annalen  d«r  Pbyiik.    IV.  Folge.   62.  45 
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die  Tonbildung  erst  von  einem  bestimmten,  nicht  zu  kleinen 
Schneidenabstande  an  erfolgt,  und  ferner  die  Ursache  der 
Oktavenspriinge  im  Duukeln  läßt.  Der  Erklärung  der  Schneiden- 
töne durch  Wirbelbildung,  die  schon  durch  die  photographischen 
Schlierenaufnahmen  der  Schneidentöne  durch  Wachsmuth 
nahegelegt  war  und  auf  die  in  der  Diskussion  zu  dem  König- 
schen  Vortrage  mehrfach  hingewiesen  wurde,  glaubte  sich  König 
unter  Hinweis  auf  die  Schwierigkeiten  der  Deutung  der  Ge- 
setzmäßigkeiten der  Schneidentöne  auf  dieser  Grundlage  nicht 
anschließen  zu  können. 

Die  von  E.  Schmidtke']  im  hiesigen  Institut  an  einer 
ausströmenden  Wasserlamelle  angestellten  Messungen  haben  die 
völlige  Analogie  der  Pendelungen'der  Wasserlamelle  beim  Auf- 
treffen auf  eine  Schneide  mit  den  Schneidentönen  einer  Luft- 
lamelle erwiesen  und  den  Zusammenhang  der  Pendelungen  mit 
der  Wirbelablösung  sichergestellt.  Im  folgenden  soll  gezeigt 
werden^  daß  sich  auf  dieser  Basis  eine  klare  Theorie  der 
Schneidentöne  geben  läßt. 

Wie  früher^)  gezeigt  wurde,  besitzt  eine  frei  ausströmende 
Flüssigkeitslamelle  infolge  der  abwechselnd  rechts  und  links 
am  Spalt  erfolgenden  Wirbelablösung  eine  pendelnde  Bewegung, 
die  die  Ursache  der  sogenannten  Spalttöne  bildet  Die  von 
W.  Kohlrausch^)  gemessene  Tonhöhe  der  Spalttöne  ließ  sich 
aus  den  Eonstanten  der  an  der  Wasserlamelle  beobachteten 
Wirbelbildung  berechnen. 

Bezeichnet  u  die  Wanderungsgeschwindigkeit  des  Wirbel- 
systems, /  den  Abstand  zweier  aufeinander  folgender  Wirbel, 
so  gilt  für  die  Tonhöhe  N,  falls  sie  eben  der  Anzahl  der  in 
der  Zeiteinheit  abgelösten  Wirbel  gleichgesetzt  wird, 

eine  Formel,  die  übrigens  formal  mit  der  bekannten  Wellen- 
gleichung N  =  ^..  (A  =  Wellenlänge,  v  a  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit)  übereinstimmt.    Da  das  Verhältnis  der  Wirbelgeschwin* 

1)  £.  Schmidtke,  Ann.  d.  Phys.  60.  S.  715.  1919. 

2)  F.  Krüger  u.  £.  Schmidtke,  Ann.  d.  Phjs.  60.  S.  701.  1919. 

3)  W.  Kohl  rausch,  Pogg.  Ann.  d.  Phye.  u.  Chem.  13.  S.  645.  1881. 
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digkeit  u  zur  Strömungsgeschwindigkeit  U  konstant  ist  und  sich 
experimentell  zu  0,23  ergab,  da  ferner  das  ebenfalls  konstante 
Verhältnis  des  Abstandes  /  zweier  aufeinander  folgender  Wirbel 
zu  der  Spaltbreite  D  gleich  4,9  bestimmt  wurde,  so  ergab  sich 
in  guter  Übereinstimmung  mit  den  akustisch  bestimmten 
Werten 

^-jj^  ^  0,05         oder         N  ^  0,05  •  —'. 

Wird  der  frei  ausströmenden  Flüssigkeitslamelle  ein  Keil 
oder  eine  Schneide  gegenübergestellt,  so  erfolgt,  falls  der 
Schneidenabstand  nicht  zu  klein  ist,  ein  Pendeln  der  Lamelle 
von  der  einen  auf  die  andere  Seite  der  Schneide,  wobei  die, 
wie  bei  der  freien  Lamelle,  abwechselnd  rechts  und  links  am 
Spalt  abgelösten,  wenn  auch  erst  in  einiger  Entfernung  vom 
Spalt,  meistens  erst  nahe  an  der  Schneide  deutlich  sichtbar 
werdenden  rechts-  bzw.  linksdrehenden  Wirbel  sich  durch  dies 
eben  durch  sie  bewirkte  Pendeln  an  der  Schneide  so  teilen, 
daß  alle  rechts  drehenden  Wirbel  an  der  rechten  Seite  der 
Schneide,  alle  links  drehenden  Wirbel  an  der  linken  Seite  der 
Schneide  entlang  wandern,  wie  das  in  der  Arbeit  von 
E.  Schmidtke  eingehend  beschrieben  ist  Bei  diesem  Vorbei- 
pendeln der  Lamelle  an  der  Schneide  werden  aber,  wie  in  der 
genannten  Arbeit  weitcrgefunden  ist,  an  der  Schneide  neue 
Wirbel  gebildet,  ganz  analog  wie  die  Wirbel  an  einem  Stab- 
hindernis und  bei  den  sog.  Hiebtönen  gebildet  werden.  Diese 
Wirbel  haben  jeweils  entgegengesetzten  Drehungssinn  wie  die 
vor  der  Schneide  durch  die  Wirkung  des  Spalts  entstandenen. 
Sie  ergänzen  die  einseitig  drehenden  Spaltwirbel  auf  jeder  Seite 
der  Schneide  zu  einem  dem  v.  Karm an  sehen  ähnlichen  Wirbel- 
Bystem  abwechselnd  rechts-  und  linksdrehender  Wirbel.  Treten 
diese  an  der  Schneide  entstandenen  Wirbel  wegen  der  Reibung 
an  der  Keilüäche  auch  schwächer  in  Erscheinung,  so  sind  sie 
doch  bei  stärkerem  Strömen  der  Lamelle  deutlich  zu  erkennen. 

Die"  Rückwirkung  dieser  mit  dem  AuftreflFen  eines  Spalt- 
wirbels auf  die  Schneide  verbundenen  Stauung  führt  nun  zu 
einer  resonanzartigen  Beeinflussung  der  Frequenz  der  ^^'irbel- 
ablösung.  Ein  Anlaß  zur  Bildung  eines  neuen  Wirbelkeimes 
am  Spalt  wird  jedesmal  gegeben  sein,  wenn  die  Stauung  des 
vorhergehenden  Spaltwirbels  mit  gleichem  Drehungssinn  an  der 
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Schneide  rticklaufend  am  Spalt  angelangt  ist,  eine  Stauung, 
die  ja  auch  mit  einer  Seitwärtsablenkung  der  Flüssigkeits- 
lamelle und  also  einer  Knickung  derselben  am  Spalt  verbunden 
ist.  Die  Dauer  der  Periode  dieses  erregenden  Vorganges  oder 
der  damit  identischen  Periode  der  erzwungenen  Schwingung 
ist  durch  die  Summe  der  Laufzeiten  gegeben^  welche  einer- 
seits ein  Wirbel  braucht,  um  die  Strecke  vom  Spalt  zur  Schneide 
zu  ilurcheilen,  und  welche  andererseits  die  Stauungswelle  zum 
Durchlaufen  derselben  Strecke,  aber  in  umgekehrter  Richtung, 
von  der  Schneide  zum  Spalt,  benötigt.  Die  Ausbreitungs- 
geschwindigkeit der  Stauungswelle  erfolgt  mit  der  fiir  die  je- 
weilige Flüssigkeit  charakteristischen  Schallgeschwindigkeit  c, 
welche  natürlich  groß  gegenüber  der  Wanderungsgeschwindig- 
keit H  des  Wirbelsystems  ist  Bedeutet  also  f  den  Schneiden- 
abstand, so  ist  die  Dauer  T  der  genannten  Periode 

T^f-  +  -L  =  f.  ''-^^  =  I, 

da  Uy  wie  erwähnt,  gegen  c  zu  vernachlässigen  ist  Die  Fre- 
quenz N  der  Wirbelablösung  oder  die  damit  identische  Hohe 
des  Schueidentones  ist  also  durch  die  Beziehung 

\'  —  ^  —  ** 

gegeben. 

Der  Abstand  zweier  aufeinanderfolgender  Spaltwirbel  mit 
gleichem  Drehungssinn    ist   hiernach  also  stets  einfach  gleich 
dem    Schneidenabstand  /';   er   ist  unabhängig  sowohl  von  der 
Wirbelgeschwindigkeit  u  wie  von  der  Spaltbreite  Ä     Bei  der 
frei  ausströmenden    Lamelle   ohne  entgegenstehende  Schneide 
ist   der   Abstand  /   zweier   aufeinander  folgender  Wirbel    mit 
gleichem  Drehungssinn  zwar  auch  unabhängig  von  der  Wirbel- 
geschwindigkeit w,  aber  abhängig  von  der  Spaltbreite  D,  und 
zwar  dieser  direkt  proportional  (/  =  4,9  D\     Hier  aber  ist  der 
AX'irbelabstand  von  der  Spaltbreite  imabhängig  und  wird  durch 
den    Schneidenabstand    bedingt;   hier  ist  also  /«■/'.     Zu  be- 
merken ist  noch,  daß,   damit  die  Frequenz  N  eines  Schneide- 
tones und  eines  Spalttones  gleich  ist,  nicht  nur  der  Schneiden- 
abstand gleich  dem  ^^  irbelabstand  bei  der  frei  ausströmenden 
Lamelle  (/  =  4,9  D\  sondern  daß  auch  die  Wirbelgeschwindig- 
keit in  beiden  Fällen  dieselbe  sein  muß.    Dies  bedeutet  aber 
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nicht  etwa  auch  Gleichheit  der  Ausströmungsgeschwindigkeit  C/, 
da  das  Verhältnis  der  Wirbelgeschwindigkeit  u  zur  Ausströ- 
mungsgeschwindigkeit f/,  wie  noch  des  weiteren  besprochen 
werden  wird,  nicht  dasselbe  ist,  sondern  im  ersten  Falle  etwa 
gleich  0,4,  im  letzteren  etwa  gleich  0,2  ist. 

Die  Vorstellung  einer  ähnlichen  Rückwirkung  der  Stauung 
auf  den  Ausströmungsvorgang  am  Spalt  ist  wohl  zuerst  bei 
Lord  Rayleigh^)  angedeutet,  unabhängig  davon  und  in 
quantitativer  Form  ist  sie  jedoch  von  W.  König  entwickelt. 

Der  wesentliche  unterschied  der  hier  gegebenen  Analyse 
des  Vorgangs  gegenüber  der  von  König  und  Lord  Rayleigh 
besteht  jedoch  einmal  darin,  daß  hier  die  Wirbelgeschwindig- 
keit u  als  maßgebender  Faktor  auftritt,  während  bei  jenen  die 
Strömungsgeschwindigkeit  (.'  der  Lamelle  selbst  an  deren  Stelle 
steht;  diese  beiden  Geschwindigkeiten  sind  aber  durchaus  ver- 
schieden, die  Wirbelgeschwindigkeit  ist  immer  sehr  viel  kleiner 
als  die  Strömungsgeschwindigkeit  und  beträgt,  wie  unten  ;^^e- 
zeigt,  weniger  als  die  Hälfte  der  letzteren. 

Der  zweite,  ebenso  wichtige  Unterschied  ist  darin  zu  er- 
blicken, daß  nach  der  hier  gegebenen  Theorie  der  durch  die 
Laufzeiten  bedingte  Wirbelabstand/' sich  nach  Analogie  des  Vor- 
ganges der  erzwungenen  Schwingungen  an  die  Stelle  des  natür- 
lichen Wirbelabstandes  /  der  frei  ausströmenden  Lamelle  setzt, 
dieser  also  ihren  eigenen  Wirbelabstand  aufzwingt.  Der  Fall 
der  Resonanz  oder  des  stärksten  Pendeins  wird  also  vorhanden 
sein,  wenn  der  natürliche  Wirbelabstand  /  gleich  dem  Schneiden- 
abstand /'  ist.  Wegen  der  starken  Dämpfung  der  Ei.L,^en- 
schwingung  der  frei  ausströmenden  Lamelle  wird  die  Resonanz- 
kurve jedoch  sehr  flach  und  breit  sein,  also  auch  bei  erheb- 
licher Dififerenz  von  /  und  /*  wird  noch  ein  starkes  Mitschwingen 
stattfinden.  Mit  zunehmender  Differenz  von  beiden  wird  die 
erzwungene  Schwingung  schwächer  und  schwächer.  Wird  mit 
wachsenden  Schneidenabstand  /'  der  Wirbelabstand  der  er- 
zwungenen Pendelung  immer  größer  und  nähert  sich  dem 
Doppelten  des  Wirbelabstandes  bei  der  frei  strömenden  La- 
.melle,  so  wird  der  „Zwang"  für  den  erzwungenen  Wirbelabstand 
viel  geringer,  wenn  dieser  Wirbelabstand  dadurch  auf  die  Hälfte 

1)  Lord  Rayleigh.  Theory  of  soiind,  vol.  II,  p.  412.  London  1896. 
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und  damit  wieder/  nahe  auf  den  Wert  des  Wirbelabstandes 
der  frei  pendelnden  Lamelle  gebracht  wird,  daß  in  der  Mitte 
zwischen   dem  Wirbel   an   der  Schneide   und    dem  Spalt  ein 

neuer  Spaltwirbel  auftritt,  so  daß  jetzt  /  «  ^  wird  und  somit 

2 

iV  =:      •  u.     Die  Tonhöhe  ist  damit  plötzlich  um  eine  Oktare 

gesprungen.  In  Übereinstimmung  mit  dieser  Hesonanztheorie 
des  Oktavensprunges  steht  die  Tatsache,  daß  der  Schneidenton 
nach  dem  Oktavensprunge  erheblich  lauter  ist  als  vor  dem- 
selben, eben  wegen  der  besseren  Resonanz  mit  dem  Spaltton, 
und  mit  wachsendem  Schneidenabstand  und  sinkender  Tonhöhe 
stetig  in  seiner  Intensität  abnimmt.  Mit  zunehmendem  Schneiden- 
abstand tritt  dann  wieder  eine  .^erzwungene"  Vergrößemng  des 
Wirbelabstandes  und  damit  umgekehrt  proportional  ein  Sinken 
der  Tonhöhe  ein.  Wegen  der  erwähnten  starken  Dämpfung 
der  Eigenschwingung  der  frei  ausströmenden  Lamelle  und  der 
damit  verbundenen  flachen  Resonanzkurve  findet  aber  ein  teil- 
weises'  Überdecken  der  Schwingungsintervalle  I  und  II  statt; 
d.h.  es  gibt  gewisse  Werte  des  Schneidenabstandes,  in  denen 
sowohl  der  Grundton  wie  seine  Oktave  auftreten,  dies  Inter- 
vall des  Schneidenabstandes  erstreckte  sich  z.  B.  bei  einem 
Versuch  von  R.  H.  Qöller  (a.  a.  0.)  von  0,554  bis  0,616  cm 
(Spaltdicke  2) :  1  mm).  Man  erhält  den  einen  oder  den  anderen 
Ton,  je  nachdem  man  die  Tonhöhe  durch  Vergrößerung  im 
I.  Intervall  oder  durch  Verkleinerung  des  Schneidenabstandes 
im  II.  Intervall  ändert.  Dieser  Oktavensprung  wird  sich  wieder- 
holen, so  oft  ein  ganzzahliger  Bruchteil  des  Schneidenabstandes 
angenähert  gleich  dem  Wirbelabstand  bei  der  frei  ausströmenden 
Lamelle  geworden  ist.  Die  Erklärung  der  Oktavensprunge  er- 
gibt sich  hier  also  als  unmittelbare  Eonsequenz  der  theore* 
tischen  Grundvorstellungen. 

Es  ist  hiemach  femer  verständlich,  weshalb  der  Schneiden- 
abstand nicht  unter  einen  gewissen  Minimalwert  f^  sinken  dart 
damit  noch  ein  Ton  entstehen  kann.  Der  natürliche  Wirbel- 
abstand der  frei  ausströmenden  Lamelle  läßt  sich  eben  durch 
den  Zwang  der  regulierenden  Wirkung  der  Stauung  der  Schneide 
nicht  unter  einen  gewissen  Wert  herabdrücken,  dann  versagt 
die  Wirbelbildung.    Wie  Versuche  von  Göller  (a.  a.  O.^  lehren. 
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ist  diese  untere  Grenze  des  Scheidenabstandes  etwa  gleich  dem 
halben  Abstand  zweier  aufeinander  folgender  Wirbel  mit  gleichem 
Drehungssinn  bei-  der  frei  ausströmenden  Lamelle,  also  etwa 

/^^  «5  --;  flir  einen  Spalt  von  der  Breite  1  mm  findet  Göller 

nämlich  diesen  Minimalwert  zu  2,86  nam,  während-—  =  —  •  4,9  i> 

=  2,45  mm  ist.  Aus  den  Versuchen  von  J.  Rieth  ergibt  sich 
jedoch,  daß  der  Minimalabstand  /^  für  den  Beginn  der  Ton- 
entstehung näher  bei  /,  dem  Wirbelabstand  der  frei  aus- 
strömenden Lamelle  selbst  liegt.  Wegen  der  Stauungsrtick- 
wirkung  der  Schneide  kann  der  für  die  Ausbildung  der  ersten 
Wirbel  erforderliche  Baum  bei  der  freien  Lamelle  nur  ein  an- 
genähertes Maß  für  den  flii*  die  Wirbelbildung  erforderlichen 
Minimalraum  bei  den  Schneidentönen  bilden. 

Aus  der  Gleichung  N  ^  -r  würde  sich   nun  sogleich  die 

Abhängigkeit  der  Tonhöhe  N  der  Schneidentöne  oder  der  Fre- 
quenz der  Wirbelablösung  von  der  Strömungsgeschwindigkeit  U 
ergeben,  wenn  die  Beziehung  zwischen  der  Wirbelgeschwindig- 
keit u  und  der  Strömungsgeschwindigkeit  U  bekannt  wäre.  Für 
die  Wirbelablösung  hinter  stabformigen  Hindernissen  ist  nach 
den  Beobachtungen  von  Bönard^)  und  nach  den  theoretischen 

Betrachtungen  von  v.  Kärman-)  das  Verhältnis  -p  =  a  eine 

Konstante;  dasselbe  gilt  mit  einem  etwas  anderen  Wert  der 
Konstanten  für  die  Wirbelbildung  an  Spalten.^     Es  erscheint 

daher  berechtigt,  die  Konstanz  des  Verhältnisses   "    auch    hier 

für  die  Schneidentöne  anzunehmen;  die  unten  folgenden  direkten 
Messungen  von  u  und  U  werden  diese  Annahme  experimentell 
^  bestätigen.     Wir  setzen   daher  u  ^  a  -  U.     So  ergibt  sich  für 
die  Frequenz  der  Schneidentöne 

jy=    .  =        .  oder  /   =  a  . 


1)  H.  B^nard,  Compt.  Rend.  147.  8.839.  1908. 

2)  Th.  V.  K.ir man,  GöttiDger  Nachricht.  S.  541.  1912;  Th.  v.  Kär- 
mAn  u.  A.  Rubach,  Phys.  Zeitachr.  13.  S.  49.  1912. 

3)  F.  Krüger  u.  E.  Schmidtke,  Ann.  d.  Phys.  60.  8.  701.  1920. 
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Diese  Konstante  a  hat  also  physikalisch  die  Bedeutung 
des  Verhältnisses  der  Wirbelgeschwiodigkeit  zur  Strömungs- 
geschwindigkeit, sie  ist  nach  den  Beobachtungen  ungefähr  gleich 
0,4.  Der  genaue  Wert  0,50,  wie  ihn  die  Königsche  Theorie 
verlangt,  ist  hiernach  f&r  die  Eonstante  a  jedenfalls  nicht  zu 
erwarten. 

Im  zweiten  Intervall  ist  analog 


»> 


entsprechend   ergibt  sich  für  das  dritte  Intervall  ^(  =  a  usw. 

l  ber  den  Wert  der  Konstanten  a  =  -j^  läßt  sich  theore- 
tisch zurzeit  nichts  irgendwie  Sicheres  voraussagen.  EIxperi- 
mentell  findet  sich  ein  Wert,  der  etwa  bei  0,4  liegt;  er  ist 
ungefähr  das  Doppelte  des  entsprechenden  Wertes,  der  bei 
freier  Strömung  an  einer  Platte  zu  0,20,  an  einem  Stabe  za 
0,14,  an    einem  Spalt  zu  0,23  bestimmt  ist.      Darf   man  die 

V.  K  arm  an  sehe   Formel   ?/  =       _    (/  =  Wirbelstärke),   auch 

hier  heranziehen,  so  liegt  die  Deutung  nahe,  daß  die  Ver- 
doppelung von  —   durch  eine  Verminderung  des  /   auf  seinen 

halben  Wert  verursacht  wird.  Denn  infolge  der  geschilderten 
Neubildung  von  Wirbeln  am  Keil  «wird  die  Gresamtzahl  der 
Wirbel  pro  Längeneinheit  verdoppelt.  Übrigens  beträgt  in  der 
noch  nicht  aufgerollten  Grenzschicht,  in  welcher  sich  ein  kon- 
tinuierliches System  linearer  Elementarwirbel  mit  der  Geschwin- 
digkeit ?/  fortbewegt,  der  Wert  von  ^  0,5. 

Von  der  Veränderung  des  Wirbelabstandes  durch  Ände- 
rung  des  Schneidenabstandes   darf  jedoch  das  Verhältnis  -^ 

nicht  abhängen,  wenn  man  annehmen  darf,  daß  bei  sonst  un- 
geänderten  Verhältnissen  pro  Längeneinheit  der  Trennungs- 
Häche  der  Lamelle  und  ruhender  Flüssigkeit  dieselbe  Wirbel- 
stärke gebildet  wird.  Dann  wächst  eben  die  Wirbelstärke  F 
in  demselben  Verhältnis  wie  der  Wirbelabstand  /,  und  die  Ge- 
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schwindigkeit  des  Wirbelsystems  u  =  -  -      bleibt  konstant,  also 

auch  das  Verhältnis  -^ .     Die  Messungen,   die  natürlich  auch 

hier  letzten  Endes  allein  entscheidend  sein  können,  bestätigten 

in  der  Tat  die  Unabhängigkeit  des  Verhältnisses   =j  von   dem 

Wirbelabstand  /  bei  den  Schneidentönen.  Dies  gilt  auch  noch, 
wenn  bei  dem  Oktavensprung  plötzlich  pro  Längeneinheit 
doppelt  80  viel  Wirbel  gebildet  werden.     Dann  bleibt  das  Ver- 

hältnis  -pr  konstant,    da   mit   dem    Wirbelabstand  /   auch    die 

Wirbelstärke  F  auf  die  Hälfte  sinkt,  so  daß  wieder  die  Wirbel- 

r     *  xi 

geschwindigkeit  u  =  und  damit    das   Verhältnis  -zt  kon- 

stant bleibt.  Diese  Konstanz  des  Verhältnisses  beim  Oktaven- 
Sprung,  also  beim  Übergang  vom  I.  in  das  II.  Intervall  ist 
auch  durch  direkte,  unten  wiedergegebene  Messungen  fest- 
gestellt. 

Die  Richtigkeit  dieser  Theorie  ist  zuerst  durch  den  Nach- 
weis zu  erbringen,  daß  im  I.  Intervall  der  Wirbelabstand  gleich 
dem  Schneidenabstand,  im  zweiten  gleich  der  Hälfte  des 
Schneidenabstandes  ist  usw.  Ks  wurden  zu  diesem  Zweck  mit 
dem  in  der  Arbeit  von  E.  Schmidtke  beschriebenen  Strö- 
mungsapparat  neue  Aufnahmen  gemacht,  um  recht  deutliche 
Wirbelbilder  des  'Vorganges  zu  erhalten.  Nach  mehrfachen 
Versuchen  gelang  es,  gegentiber  den  früheren  wesentlich  schönere 
Wirbelbilder  zu  erhalten  dadurch,  daß  zunächst  statt  Lyko- 
podiumpulver  gewöhnliche,  nicht  entfettete,  also  auf  der  Ober- 
fläche schwimmende  Aluminiumbronze  verwandt  wurde.  Ferner 
wurde  das  Wasser  mit  Kaliumpermanganat  tief  rot  gefärl)t: 
auf  diesem  dunklen  Untergrund  hebt  sich  das  glänzende  Alu- 
miniumpulver leichter  ab  und  läßt  die  Wirbel  mit  großer 
Deutlichkeit  hervortreten.  Man  streut  das  Pulver  entweder 
in  den  Ausströmungskasten  oder  in  die  Nähe  des  Spaltes  in 
das  Wasser  im  großen  Reservoir,  es  braucht  dann  lange  Zeit 
nicht  erneuert  zu  werden.  Der  Spalt  und  der  Keil  wurden 
dann  soweit  abgeschnitten,  daß  sie  nur  wenige  Millimeter  aus 
dem  Wasser  herausragteu,  so  daß  ihre  Umrisse  in  der  Photo- 
graphie sehr  scharf  wurden.     Eine  so  für  das  1.  Intervall  er- 
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haltene  Photographie,  die  mit  dem  gleichen  Apparat  in  der 
selben  Weise  durch  Belichtung  mit  Blitzlichtpulver  in  de 
Arbeit  von  E.  Schmidtke  aufgenommen  wurde,  zeigt  Fig.  1 
(vgl.  Taf.  I). 

Man  sieht  auf  beiden  Seiten  des  Keils,  der  einen  Winke 
von  52"  und  eine  Seitenlänge  von  7  cm  hat,  je  drei  Wirbel 
Der  Abstand  je  zweier  dieser  Wirbel  ist  gleich  13,8,  13,1 
11,5  und  (10,1)  mm,  im  Mittel  also,  wenn  man  den  letztei 
offenbar  infolge  einer  Störung  herausfallenden  Wert  fort)|L6t 
gleich  12,8  mm.  Der  Schneidenabstand  der  F^gur  ist  gleicli 
13  mm;  also  ist  in  der  Tat  recht  genau  der  Wirbelabstand 
gleich  dem  Schneidenabstand.  Die  erst  an  der  Schneide  ge- 
bildeten neuen  Wirbel  sind  in  der  Figur  kaum  zu  sehen,  sie 
sind,  wie  schon  erwähnt,  natürlich  durch  die  Reibung  an  der 
Wand  stark  gedämpft.  Man  kann  sie  jedoch  bei  direkter 
Beobachtung  mit  dem  Auge  gut  erkennen,  wenn  man  die 
Flüssigkeit  mit  großer  Geschwindigkeit  ausströmen  läßt,  so 
daß  starke  Wirbelbildung  auftritt;  für  die  Photographie  ist 
aber  solche  schnelle  Strömung  weniger  geeignet. 

Fig.  2  und  3  (vgl.  Taf.  I)  zeigen  die  analogen  Aufnahmen 
für  das  II.  Strömungsintervall.  Man  sieht,  besonders  gut  bei 
der  direkten  Beobachtung  mit  dem  Auge,  aber  auch  recht  gat 
auf  der  Aufnahme  2,  daß  hier  ein  Wirbel  schon  in  der  Mitte 
zwischen  Spalt  und  Schneide  vorhanden  ist.  Die  Wirbel  er- 
halten sich  nicht  lange,  doch  sind  auf  jeder  der  beiden  Auf- 
nahmen wenigstens  zwei  deutlich  erkennbar,  deren  AbstaDO 
gemessen  werden  kann.  Es  ergibt  sich  so  für  den  Wirbel- 
abstand auf  der  Fig.  2  (vgl.  Taf.  I)  der  Wert  10  mm,  auf  der 
Fig.  3  (vgl.  Taf.  I)  der  Wert  9,2  mm,  im  Mittel  also  9,6  mm. 
Der  Schneidenabstand  beträgt  20  mm.  Hier  ist  also  in  der 
Tat  der  Wirbelabstand  sehr  nahe  gleich  dem  halben  Schneiden- 
abstand. 

Zur  weiteren  Bestäti^'un^  der  Theorie  müssen  nun  die 
oben  abgeleiteten  Beziehungen  zwischen  der  Wirbelfrequefix 
(Tonhöhe)  iV,  dem  Schneidenabstand  f  und  der  Wirbelgeschwin- 
digkeit  u  bzw.  der  Strömungsgeschwindigkeit  V  abgeleiteten 
Beziehungen  geprüft  werden;  d.h.  also,  die  Gleichungen iV-/*« « 

und  A'/.  =  ,  =  ii  . 
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Znr  Messung  der  in  diesen  Gleichungen  vorkommenden 
Größen  diente  die  schon  von  E.  Schmidtke  benutzte  und  be- 
schriebene Apparatur.  Die  Pendelungsfrequenz  N  der  Flüssig- 
keitslamelle wurde  mit  der  Stoppuhr  gemessen^  indem  etwa 
sechsmal  oder  öfters  die  Zeit  für  20  Pendelungen  bestimmt 
wurde.  Zur  Messung  der  Wirbelgeschwindigkeit  u  waren  an  der 
einen  Seit^  des  als  Schneide  dienenden  Keils  über  der  Wasser- 
oberfläche in  etwa  1  cm  Abstand  voneinander  zwei  Drähte  be- 
festigt, über  die  quer  in  Abständen  von  je  1  cm  dünne  Drähte 
gelötet  waren.  Dann  wurde  die  Zeit,  bei  diesem  Versuch  zu- 
nächst mit  der  Stoppuhr,  gemessen,  die  ein  Wirbel  zum  Durch- 
laufen der  durch  diese  Querdrähte  fixierten  Strecke  von  5  cm 
gebrauchte.  Die  Spaltbreite  des  wie  bei  Schmidtke  aus  zwei 
Blechen  unter  einer  Neif^ung  von  70®  bestehenden  Spaltes  be- 
trug 1,9  mm;  der  hier  benutzte  Keil  hatte,  wie  schon  erwähnt, 
einen  Winkel  von  52 '^  und  eine  Seitenlänge  von  7  cm. 

Die  Strömungsgeschwindigkeit  wurde  zunächst  wie  bei 
E.  Schmidtke  indirekt  bestimmt,  indem  die  Geschwindigkeit  U' 
im  Ausströmungskasten  gemessen  wurde,  aus  der  sich  durch 
Multiplikation  mit  /lem  Verhältnis  der  Kastenbreite  zur  Spalt- 
breite die  Ausströmungsgeschwindigkeit  U  im  Spalt  selbst  be- 
rechnet. Es  war  jedoch  sehr  schwierig  und  unsicher,  U'  durch 
Messen  der  Geschwindigk;eit  suspendierter  Aluminiumteilchen 
zu  bestimmen,  da  diese  Teilchen  doch  ziemlich  schnell  zu 
Boden  sanken.  Messungen  an  auf  der  Flüssigkeitsoberfläche 
schwimmenden  Teilchen  etwa  von  Lykopodium  oder  nicht  ent- 
fettetem Aluminiumpulver  waren,  wie  schon  Schmidtke  be- 
tont, ganz  unmöglich,  da  die  Oberflächen  schiebt  in  dem  Kasten 
bisweilen  völlig  stagniert.  Es  wurden  daher  besondere  Schwim- 
mer konstruiert^  zunächst  aus  einer  kleinen  Glühlampe,  wie 
sie  für  Taschenlampenbatterien  dienen,  dann  aus  einer  größeren 
geblasenen  Glaskugel  von  etwa  2  cm  Durchmesser.  Sie  wurden 
durch  unten  angehängte  Gewichte  aus  dünnen  Draht  beschwert, 
so  daß  sie  möglichst  ganz  unter  Wasser  schwammen.  Es  ge- 
lang jedoch  bei  der  geringen  Wassertiefe  von  etwa  7  cm  nicht, 
sie  gerade  ^anz  unter  Wasser  zum  Schwimmen  zu  bringen. 
Um  aber  den  störenden  Einfluß  der  Wasseroberfläche  auf  ein 
Minimum  zu  bringen,  wurden  auf  der  oberen  Seite  der  Schwim- 
mer ganz  dünne  Drähte  von  0,1  mm  Durchmesser  und  etwa 


/ 
\ 


:J*'i 


6S4 


/•'.  Kruf/p}\ 


1  cm  Liiii^e  betodtiiii;  ilie^ju*  berührten  daoii  mit  ihrer  S|' 
elu'ii  «lir  Wass^roberHäche  und  hielten  den  Schwimmer  se 
in  ^tabik'r  Lage  j?anz  unter  Wasser.  So  wurde  aus  IH  Ein 
m(\ssuiiL"*n  der  Zeit  die  der  Schwimmer  gel)rauchte  um 
b/w    I  cm  /urückzulepeu,  das  Mittel  genommen.     Ks  ergab 

/  '  •=         cm/s«'c  für  die  Strömungsgeschwindigkeit  im  Kas 

11*4 

l>urcli  Multiplikation  mit    "'   ,  dem  Verhältnis  «1er  Kastenbr 

zur  Spalt  breite,  ergab  sich  hieraus  die  AusströmuuLr^geseh> 
digkcit  im  Spalt  zu  A'  -  r>,80  cm  sec.  Beim  Schueidenabsr 
/'-  2.2  cm  ergab  .sich  die  Pendelungsfrcquenz  zu  .\  =  Ij. 
D.MS  pHKlukt  aus  Pendeluugslrejiuenz  mal  Schneidenabsi. 
botriigt  hier  also  .V  •  /  =  2,87.  Für  die  Wirbelge>cbwij»( 
keit  ergab  sich  als  Mittel  aus  4^^  Kinzelmessungen  dei  V^ 
2,-11  cm  SfC.  Die  oben  abgeleitete  Heziehun;^  .\'-/'— '/ 
hioi  in  iler  Tat  gut  erfüllt.  .\us  dem  eben  angegebenen  We 
von    '     iKMVcbnet  sieb 


r 


=  rt   =  U.41 


\hv  Konstantt.wy'  ist  nun  in  der  Tat  gleich  dem  Verhaitni>  « 
Wiibelirescbwindiiikeif  zur  Ströniungsgeschwindisrkeit.  denn  lii 


•o"©' 


-\4  I 


tVu    ui.'rirhnel  .sich  in  ^ehr  j3:uter  Übereinstimmung  -  U,« 

I)i«.-st  (-Ileichung  muß  natürlich  erfüllt  sein,  da  ja  schon  \ 
vorluTgoiicndc   Gleichung    \  -  f -..  h    durch    die    Versuche    f 

!<tiiMm   \>\. 

I)er  hier  gefundene  Wert  Ü.41  für  den  Ausdruck  y.  <\\\ii 

nun  /w:ir  gut  mit  dem  von  Uöller  a.a.O.;  erhaltenen,  i 
aN  Mitt<*I  Von  fünf  bei  verschiedenen  Schneidenabständ»:'n  : 
fnndt'iiei:  Zahlen  den  \V(»rt  0,42  angibt,  weniger  gut  lod» 
njii  den  Zahlen  von  .1.  Rieth,  der  als  Mittelwi^rt  n,."S(»  ti:n 
un»!  mit  d«'n  an  der  Wasserlamelle  erhaltenen  Zah!«.Mi  n 
Sc hmidtke,  der  im  Mittel  auch  etwa  0,50  erhielt.  Tni  » 
meine  Beobachtungen  mit  denen  Schmidtkes  besser  t 
gleichen  zu  kr>nncn.  wurde  der  von  letzterem  benutzte  Keil  ' 
3,7  «Mn  Seitcidiingc  und  einem  Schneidenwinkel  von  52*^  an.sti 
des  oi.M.  II  bcnui/ten  eingesetzt.  Da  ferner  bei  den  S[»alttö! 
diu  Projiortionalitäi  der  Tonhöhe  mit  der  Ausströmuugsgeschv 
diffkeit  nur  für  nicht  zu  enge  Spalten  gilt,  so  wurde  die  .Sp 
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breit«  aas  Vorsicht  auf  4  mui  erweitert.  Schließlich  wurde 
die  Messung  der  Wirbelgeschwindigkeit  erhöht,  indem  statt  der 
einfachen  Stoppuhr  zur  Messung  der  Zeiten  ein  Chronograph 
benutzt  wurde.  Dieser*  war  eine  Kopie  des  nach  den  Au- 
gaben  von  A.  t.  Brunn-  für  die  Sternwarte  der  Xaturforschen- 
den  Gesellschaft  in  Danzig  konstruierten.  Bei  der  angewandten 
Belastung  von  50  kg  betrug  die  vom  Papierstreifen  während 
einer  Sekunde  durchlaufene  Strecke  *i,55  cm.  Bei  den  hier 
zu  messenden  Zeiten  von  etwa  0.3  Sekunden  wäre  eine  Stopp- 
uhr ganz  unzureichend  gewesen,  während  die  Messung  mit 
Hilfe  des  Chronographen  gut  gelang. 

Vor  allem  wurde  aber  auch  noch  die  Genauigkeit  der 
Messung  der  Ausströmungsgeschwindigkeit  l'  erhöht.  Dies  ge- 
schah einfach  in  der  Weise,  daß  die  aus  dem  Bassin  pro  Se- 
kunde ausfließende  Wassermenge  gemessen  wurde.  In  der 
Regel  wurde  die  in  15  Sekunden  austiießende  Menge  mit  einem 
Meßzylinder  gemessen.  So  ließ  sich  die  Austlußgeschwindig- 
keit  genau  und  sicher  bestimmen  ohne  die  Bedenken,  denen 
die  oben  geschilderte  indirekte  Methode  immerhin  noch  aus- 
gesetzt ist.  Es  ergab  sich,  daß  die  mit  dem  oben  beschriebenen 
großen  Schwimmer  bei  sehr  sorgfältigem  Messen  erhaltenen 
Vierte  mit  den  sichereren  aus  der  Austiußmenge  bestimmten 
in  hinreichender  Übereinstimmung  waren. 

So    ergab    sich  in   dem   folgenden  Versuch   die  Austiuß- 


menge zu 


280  cm 
278    .. 
27:»    ., 
270    ,. 
275    .. 


im  Mittel  also  zu  274,6  cm-*.    Da  die  Spalthreite  0,40  cm  und 
die   Wasserhöhe  im  Spalt  6,5  cm  betrug,  so  ergibt  sich 


U  ^ : — - —  =  1,04  cm  sec. 

15.  0.5 -0.40 


1;  Für  die  liebeDswürdige  Überlassung  des  Chrouographüu  äpreohe 
ich  Hrn.  Prof.  Dr.  Egger t  auch  au  dieser  Stelle  meinen  verbindlichsten 
Dank  aus. 

2)  A.  V.  Brunn,  Schriften  der  Natu rtbrsch.  Ges.  zu  Danzig.  X.  F. 
12.  4.  Heft.  1910. 
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Die  Messung  nach  der  indirekten  Methode  mit  dem  ScbwimDi 
ergab  in  diesem  Fall  7,26  cm/sec;  es  soll  jedoch  hier  mit  dt 
sichereren  ersten  Werte  gerechnet  werden.  In  der  Reg 
waren  die  nach  der  indirekten  Methode  mit  Hilfe  eim 
Schwimmers  bestimmten  Werte  zu  klein. 

Zunächst  wurde  nun  die  Eonstanz  des  Produktes  y  •  f  \ 
verschiedenen  Schneidenabständen  f  geprüft;  die  Pendelnnj 
t'requenz  A"  .wurde  wie  oben  aus  der  Zeit  für  20  Pendelung 
bestimmt    So  ergab  sich  die  folgende  Tabelle. 

Tabelle  1. 


Das  Produkt  h  •  f  ist  also  in  der  Tat  gut  konstant.  I 
ist  das  vor  allem  ein  sicheres  Kriterium  dafür,  daß  keine  £ige: 
Schwingung  des  Wassers  im  Bassin  störend  eingewirkt  hat,  eil 
Störung,  auf  die  schon  E,  Schmidtke  in  dem  zuerst  von  ih 
benutzten  GefäÜe  gestoßen  war,  die  ich  aber  anch  in  dem  j 
den  späteren  Versuchen  von  Schmidtke  nnd  hier  beaatlt« 
großem  Bassin  gelegentlich  wiederfand,  wenn  gerade  die  Au 
Strömungsgeschwindigkeit  V  unglücklich  gewählt  war.  In  solche 
Falle  war  die  Peudelungsfrequenz  weitgehend  unabhängig  to 
Schneidenabstand;  man  erkennt  diesen  Zustand  leicht  dara 
daß  dann  in  dem  ganzen  Bassin  die  Wassermasse  in  deutlictii 
Schwingung,  wenn  auch  nur  mit  bleiner  Amplitude  begrifft 
ist,  was  man  an  den  auf  der  OberHäche  schwimmendeit  Koi 
glumeruten  von  AlumiDiumpuher  leicht  konstatiert.  Diese  R 
sonanz  entspricht  also  ganz  der  Resonaozwirknng  der  Pfeifei 
rohie,  dei-en  Wirkung  schon  von  R.  Wachsmutb  (a.  a.  C 
eingehend  auseinandergesetzt  ist. 

Die  Wirbelseschwindigkeit  u  wurde  hier  gemeasen,  inde 
mit  dem  Chronographen  die  Zeit  bestimmt  wurde,  in  der  d 
^^'irbel  den  Weg  von  1  cm  zurücklegten;  die  Wirbel  waren  b 
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Yerwen4j}ng  des  kurzen  Keiles  nicht  gut  auf  längeren  Strecken 
zu  beobachten.  Die  Messungen  waren  infolgedessen  recht 
schwierig  und  anstrengend.  Es  wurden  so  für  die  Zeiten,  die 
ein  Wirbel  zum  Duichlaufen  einer  Strecke  gebrauchte,  folgende 
Werte  erhalten: 


0,36 
0,32 
0,24 
0,26 
0,34 
0,42 
0,42 
0,30 


0,42  j  0,32 

0,36  !  0,34 

0,30  0,32 

0,36  !  0,36 

0,32  0,29 

0,30  ,  0,32 

0,40  ;  0,32 


I 


Das  Mittel  aus  diesen  Zahlen  ist  0,336,  folglich  wird 

// ^-   =  2,94  ^^   . 

0,336  '       sec 

Dieser  Wert  stimmt  mit  dem  Mittelwert  2,65  aus  den  obigen 
Werten  für  N » f  in  Anbetracht  der  Schwierigkeit  der  Be- 
stimmung von  u  hinreichend  überein. 

Der  natürliche  Wirbelabstand  bei  fi'ei  ausströmender  La- 
melle ohne  gegenüberstehende  Schneide,  der  ja  gleich  dem 
4,9 fachen  der  Spaltbreite  (0,19  cm)  ist,  wäre  also  hier  gleich 
0,93  cm;  die  resonanzartige  Wirkung  der  Stauung  an  der 
Schneide  hat  also  den  Wirbelabstand  bis  auf  1,9  cm,  also  auf 
mehr  als  das  Doppelte  vergrößert.  Bei  einer  gerinfreren  weiteren 
Vergrößerung  des  Schneidenabstandes  tritt  deshalb  der  Oktaven- 
Sprung  und  damit  die  Verringerung  des  Wirbelabstandes  auf 
die  Hälfte  ein ;  nach  dem  unten  angegebenen  Versuch  ist  dies 
bei  einem  Schneidenabstand  von  2,4  cm  bereits  eingetreten.  Da- 
durch wird  der  erzwungene  Wirbelabstand,  der  dann  1,2  cm 
beträgt,  dem  natürlichen  Wirbelabstand  von  0,93  cm  in  der 
Tat  stark  genähert,  der  „Zwangt'  wird  also  durch  den  Oktaven- 
sprung stark  herabgesetzt 

Durch  Vergrößerung  des  Schneidenabstandes  wurde  nun 
das  zweite  Schwingungsintervall  erhalten,  in  dem,  wie  oben 
auseinandergesetzt,  der  Wirbelabstand  gleich  dem  halben 
Schneidenabstand  ist.  Es  ist  dies  also  der  Zustand  nach  dem 
ersten  Oktavensprung  oder  der  Verdoppelung  der  Pendelungs- 
frequenz.    Hier  ergaben  sich  folgende  Werte: 


:'l 


\ 


:■■-) 


"l 


!/ 
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/'.  Kr  äff  er. 
Tabelle  2. 


/■ 


2,4  cm 


X 


2,40 


-V'/^ 


5,76 


U 

0,82 


her  Ausdruck 


A'-/ 


hat  also  den  Wert  0,41,   stim 


also   mit  den  für  das  erste  Intervall  gefundenen  Weiten 
Nf'il  gut  überein. 

Für  dies  Intervall  muß  nach  dem  obigen 

jV  =  —-     oder     u  =  -  A  •  /* 


l 


■^em. 


Für  //  eingab  sich  als  Mittel  aus  12  Einzelmessuugen  ( 
Wert  3,02.  der  mit  ^A7'=2,88  hinreichend  übereinstimi 
Uas  Verhältnis  ujV  ist  also  in  der  Tat  im  zweiten  Interv 
dasselbe  wie  im  ersten. 

Der  hier  wie  in  den  Schmidtkeschen  Messungen  henut: 
Spalt  unterscheidet  sich  von  den  in  den  akustischen  Versuch 
von  GöUer  und  Rieth  benutzten  dadurch,  daß  hier  dun 
Spaltwände  unter  einem  Winkel  von  70^  aufeinander  treffi 

während  dort  ein  mehrere  Zen 
meter  tiefer  Spalt  aus  parallel 
^^'änden  benutzt  wurde.  Um 
sehen,  ob  hierdurch  vielleic 
eine  Veränderung  der  Konstan 
N'fl  U  bedingt  sein  könnte,  seta 
ich  in  den  bisherigen  Spalt  ein 
ebenfalls  aus  Va  ^^  dickem  Ble 
bestehenden.  3,9  cm  langen  und  0,3  cm  breiten  Spalt  ein, 
daß  nun  der  Spalt  die  Form  der  Fig.  4  besaß. 

Bei  dem  hiermit  angestellten  Versuche  ergab  sich  i 
Mittel  für  die  in  15  Sekunden  ausgeflossene  Wassermeni 
270  cm^;  daraus  berechnet  sich,  da  die  Wasserhöhe  in  de 
0,3  cm  breiten  Spalte  6,55  cm  betrug,  dieAusströmungsgeschwi 
(ligkeit  zu 

270 


Fig.  4. 


f'  = 


15  •  6,55  -  0,30 


=  9,23 


cm 

860 
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Die  bei  dieser  Strömungsgeschwindigkeit  bei  zwei  ?er- 
schiedenen  Schneidenabständen  f  erhaltenen  Werte  f&r  N^ 
N  •  f  und  ^'  'fjÜ  im  ersten  Pendelnngsintervall  sind  in  d^ 
folgenden  Tab.  3  wiedergegeben. 

Tabelle  8. 


1 

f 

N 

2,30 
1,90 

N*f 

N>f 
ü 

1,60  cm 
1,85   „ 

3,68 
3,52 

0,40 
0,88 

Also  auch  hier  ergibt  sich  für  den  Ausdruck  N-fj  ü  wieder 
nahezu  der  Wert  0,40,  die  Form  der  Austrittsöffhung  der  La- 
melle hat  also  offenbar  recht  wenig  Einfluß  auf  den  Wert  dieser 
Eonstanten.  Der  früher  von  Schmidtke  an  Flüssigkeits- 
lamellen  gefundene  Wert  0^50  ist  jedenfalls  zu  groß,  die  Ab- 
weichung dürfte  in  der  sehr  schwierigen  und  nicht  sehr  zu- 
verlässigen indirekten  Bestimmung  der  AusfluBgeschwindigkeit  ü 
mit  Hilfe  suspendierter  Aluminiumteilchen  begründet  sein.  Hier- 
nach wäre  auch  wohl  für  die  akustisch  bestimmten  Werte  des 
Ausdrucks  N*flU  anzunehmen,  daß  der  von  Göller  gefundene 
Wert  0,42  richtiger  ist,  als  der  später  von  Hieth  gefundene 
Werth  0,50. 

Die  von  Göller  sowohl  wie  von  Bieth  gefundene  geringe 
Zunahme  des  Ausdrucks  N'ffU'i^  worin  für  i  jeweils  die 
Zahl  des  betreffenden  Intervalls  einzusetzen  ist,  dürfte  wohl  in 
den  höheren  Intervallen  nach  Hieth  durch  die  Abnahme  der 
Strömungsgeschwindigkeit  infolge  des  Elnergieverlustes  durch 
Reibung  zu  erklären  sein. 

Die  hier  gegebene  Wirbeltheorie  der  Schneidentöne  wird  ' 
also  durch  die  Versuche  durchaus  bestätigt. 

Über  den  Zusammenhang  der  Schneidentöne  mit  den 
Pfeifentönen  läßt  sich  kurz  noch  folgendes  sagen:  Durch  ein 
angesetztes  Besonanzrohr  werden  die  Schneidentöne  zu  Pfeifen- 
tönen. Bei  ihnen  regelt,  wie  das  R  Waqhsmuth  (a.a.O.)  ein- 
gehend und  klar  dargelegt  hat,  die  Eigenfrequenz  des  Resonanz- 
rohres  in  weiten  Grenzen  die  Frequenz  des  Schneidentones. 
Der  Vorgang  der  Schwiugungserregung  in  einer  Pfeife  entspricht- 
also  einem  doppelt  gekoppelten  Systeme,  bei  dem  zunächst  die 

▲nnalen  dar  Phjtik.  IV.  Folge.    62.  46 
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F.  Kruger.     Theorie  der  SehnetdmUane. 


FrequeDz  der  Spalttöne  durch  den  Schneidenabstand  bzw.  di 
Maulweite  y  die  Frequenz  der  SchneidentSne  wiederom  durc 
den  Einfluß  des  PfeifonrohreB  resonanzartig  beeinfloBt  win 
Beiden  BesonanzYorgftngen  sind  Grenzen  gezogen,  anBeriial 
deren  das  Mitschwingen  Tersagt.  Zu  einem  maximalen  Mit 
schwingen  bzw.  Anq>rechen  der  Pfeife  mttssen  also  Spaltfareiti 
Maulweite  und  Besonanzrohr  aufeinander  abgestimmt  seil 
Immer  aber  ist  zu  berdeksichtigen,  da^  w^en  der  staika 
Dämpfung  weder  der  erste,  nodi  der  zweite  resonanzartig 
SchwingungsTorgang  eine  genaue  Abstimmung  erfordert,  dal 
Tielmehr  die  zulässigen  Grenzen,  innerhalb  deren  *  noch  eu 
Mitschwingen  stattfindet»  sehr  weite  sind. 

Der  Vorgang  der  Schwingungserregnng  in  Pfeifen  kaai 
hiemach  wohl  im  wesentlichen  als  aufklärt  betrachtet  werden 

Danzig-Langfuhr,  Physik. Institut  d.  Tedm. Hocfaschiik 


(Eingogaogen  5.  Januar  1920.) 
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2.  Madiomeierkra/te  und  Ehrenhaftsche 

Photophorese  ^); 

von  A.  Mubinowien. 

I  (I.  Mittoilini^J 


Bixüttitiuig« 

F.  Ehrenhaft*)  hat  in  einer  mit  großem  experimen- 
tellen Qeschick  durchgeführten  Untersuchung  gezeigt,  daß 
kleine  Kügelchen,  mit  einem  Badius  von  der  Größenordnung 
10-^  cm/  einseitig  mit  stark  konzentriertem  Lichte  bestrahlt, 
je  nach  ihrer  materiellen  Beschaffenheit  sich  entweder  dem 
Lichte  zu  oder  vom  Liciite  n^g  bewegen.  Die  hier  wirksamen 
Kräfte  bezeichnet  Ehrenhaft  als  „positiv'*  bzw.  „negativ** 
photophoretische  Kräfte.  Aus  den  bisherigen  Untersuchungen 
von  Ehrenhaft  und  L  Parankiewicz*)  scheint  hervor- 
zugehen, daß  diese  photophoretischen  Kräfte  vom  Drucke, 
sowie  von  der  chemischen  Beschaffenheit  des  das  Kügelchen 
umgebenden  Gases  völlig  unabhängig  sind.  Ehrenhaft  zieht 
daraus  den  Schluß^  daß  es  sich  bei  der  Photophorese  daher  um 
Kräfte  handle,  die  allein  der  Wechselwirkung  zwischen  Licht 
und  Materie  entspringen  und  nicht  etwa,  wie  die  Badiometer- 

kräfte,  durch  das  umgebende  Gas  mitbedicgt  werden.   Da  ein 
• 

1)  Anm.  bei  der  Komkhir  (20.  Febmar  1020).  Duioh  ein  bedauer- 
liches Versehen,  auf  das  mich  Frl.  Dr.  Norst  freundlichst  aufmerksam  * 
machte,  habe  ich  in  dem  ursprünglich  an  die  Redaktion  eingesohiokten 
Manuskripte  den  hier  mitgeteilten  Rechnungen  gerade  die  entgegen- 
gesetzte EinfallsrioMung  des  LicLtcs  Euginnde  gelegt,  als  esDebye  in 
seiner  hier  benutzten  Arbeit  tut.  Dies  hat  auf  unsere  Rechnungen 
keinerlei  weiteren  Einfluß,  als  daß  in  dem  Aasdrook  für  die  Radiometer, 
kraft  das  Vorzefcten  ge&ndeit  werden  mußte.  Dadurch  sah  ich  mich 
auch  veranlaßt»  einen  Teil  der  Diskussion  der  vorliegenden  ersten  Mit- 
teilung durch  die  Ausführungen  in  der  anschließend  folgenden  Mitteilung 
zu  ersetzen.  Die  in  dieser  ersten  Mitteihmg  bei  der  Korrektur  sonst 
ge&nderten  Stellen  sind  zwischen  zwei  Sterne  * ...  *  gesetzt. 

2)  F.  Ehrenhaft,  Ann.  d.  Phys.  5«.  S.  81.  1918. 

3)  I.  Parankiewicz,  Wien.  Ak.  Ber.  Ha,  187.  S.  1446,  1918. 

46« 
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„negativer*'  Lichtdruck  nicht  bekannt  ist,  würde  die  Ehren- 
haft sehe  Auffassung,  besonders  bei  der  Deutung  der  negativen 
Photophorese,  das  Vorhandensein  neuer,  bisher  unbekannter 
Naturkräfte  postulieren,  die  die  Einheitlichkeit  unseres  heutigen, 
recht  harmonischen  Weltbildes  zerstören  und  daher  mit  gutem 
Grunde  als  äußerst  unwillkommene  Eindringlinge  gelten  müßten. 
So  ist  also  das  Bestreben  wohl  begreiflich,  die  Ehrenhaf  tschen 
Versuche  ohne  Annahme  neuer  Kräfte  zu  deuten. 

Für  eine  derartige  Erklärung  wird  man  vor  allem  die 
Lichtdruck-  und  Radiometerkräfte  in  Betracht  zu  ziehen  haben. 
Während  nun  der  Lichtdruck  auf  Kugeln  von  beliebigem 
Material  nach  den  Untersuchungen  von  Debye^)  berechnet 
werden  kann,  sind  die  auf  ein  Kügelchen  ausgeübten  Badio- 
meterkräfte  noch  nicht  einmal  abgeschätzt  worden.  Di^  vor- 
liegende Arbeit  hat  daher  zum  Ziele,  diese  Badiometerkräfte 
exakt  zu  berechnen,  um  dadurch  die  Grundlage  für  die  Ent- 
scheidung des  Photo phorese pro blems^u  schaffen.    * 

*Da  die  direkte  numerische  Auswertung  unseres  strengen 
Ausdruckes  für  die  Badiometerkraft  sehr  langwierige  Zahlen- 
rechnungen  erfordert,  begnügen  wir  uns  hier  zunächst  damit, 
für  eine  erste  Orientierung  mit  Näherungsformeln  zu  arbeiten; 
und  zwar  wollen  wir  in  der  vorliegenden  ersten  Mitteilung 
Näherungsformeln  aufstellen  für  den  Fall  eines  gegenüber  der 
Wellenlänge  des  einfallenden  Lichtes  kleinen  imd  in  der  an- 
schließend folgenden  Mitteilung  für  den  Fall  eines  großen 
Badius.  Dabei  beschränken  Wir  uns  in  der  zweiten  Mitteilung 
auf  sehr  schwach  absorbierende  Substanzen.  Unsere  Bech- 
nungen  ergeben  nun,  daß  für  (gegenüber  der  Wellenlänge) 
kleine  Kugeln  die  Badiometerkraft  im  Sinne  einer  positiv  — , 
für  große,  schwach  absorbierende,  im  Sinpe  einer  negativ 
photophoretischen  Kraft  wirkt.  Unter  diesen  Umständen  ist 
es  verständlich,  daß  die  numerische  Berechnung  der  Badio- 
meterkraft im  Falle  der  Ehrenhaf  tschen  Versuchs  bedin- 
gungen  auf  große  Schwierigkeiten  stößt.  Denn  Ehrenhaft 
benutzt  bei  seinen  Versuchen  das  kontinuierliche  Spektrum 
einer  Bogenlampe  und  Teilchen  von  der  Größenordnung  der 
Wellenlänge  des  verwendeten  Lichtes.  Die  von  ihm  beob- 
achteten Kräfte^  sind   also    (abgesehen  vom  Lichtdruck)   als 

» 
1)  *.  Debye,  Ann.  d.  thys.  30.  S.  57.  1909. 
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Eesultat  der  Superposition  positiver  und  negativer  (für  große 
und  kleine  Wellenlängen)  Eadiqmeterkräfte  anzusehen.  Bei 
der  Berechnung  müßte  man  daher  schrittif^ceise  vorgehend  in 
einem  großen  .Gebiet  des  Spektrums  unsere  exakte  Formel 
auswerten,  da  die  Näherungsformeln  nur  in  dem  Grenzfalle 
sehr  großer  und  sehr  kleiner  Wellenlängen  Giltigkeit  haben. 

Für  einen  exakten  Vergleich  der  Theorie  mit  der  Elr/ahrung 
wäre  es  daher  notwendig,  Versuche  mit  monochromatischem 
oder  wenigstens  annähernd  monochromatischem  ^Lichte  anzu« 
stellen,  um  so  die  exakte  nijmerische  Auswertung  unserer 
Formeln  praktisch  durchführbar  zu  machen.  Selbstverstä^d- 
lieh  müßten  für  die  zur  Prüfung  der  Theorie  angestellten 
Versuche  alle  in  unseren  Formeln  auftretenden  Daten  be- 
kannt sein.* 

Der  Berechnung  der  Badiometerwirkung,  die  eine  ein-« 
seitig  bestrahlte,  in  einem  Gas  befindliche  Kugel  erleidet,  Uegt 
naturgemäß  folgender  Gedankengang  zugrunde.  Die  vo^  det 
Kugel  absorbierte  Lichtenergie  erwärmt  sie,  so  daß  ihre^  Ver- 
schiedenen Teile  verschiedene  Tepiperatur  besitzen.  Dutch 
Betrachtung  der  Impulsänderung,  die  die  auf  das  Kügelchen 
auftreffenden  Gasmoleküle  erleiden,  kann  man  dann  den  Druck 
des  Gases  auf  das  getroffene  Oberflächenelement  in  seiner 
Abhängigkeit  von  dessen  Temperatur  berechnen.  Damit  ist 
das  Radiometer  Problem  auf  ein  Wärme  leitungs  pro  bleni  zurück- 
geführt, nämlich  auf  die  Berechnung  der  Temperatur  Verteilung 
auf. der  Oberfläche  der  Kugel.  Dieses  Wärmeleitungsproblem 
ist  nun  einerseits  durch  die  Wärmeleitungsgleichung,  anderer- 
seits durch  eine  Bandbedingung  bestimmt,  die  nur  besagt.,  in 
welcher  Weise  die  Wärme  durch  die  auftreffenden  Moleküle 
von  der  Kugeloberfläche  in  das  Gas  wegtransportiert  wir^i. 

Unsere  Arbeit  zerfällt  dem  Wesen  der  Sache  nach  in  zwei 
Teile:  In  dem  ersten  weit  kürzeren,  werden  im  wesept liehen 
nach  Arbeiten  von  Knudsen^)  die  Formeln  angeführt,  die 
das  gaskinetische  Problem  lösen,  d.  h.  die  Abhängigkeit  deß * 
Radiometerdruckes  von  der  Temperatur  des  Oberfliächen- 
#elementes  bestimmen  und  den  theoretischen  Wert  für  die 
äußere  Wärmeleitfähigkeit  angeben,  die  ihrerseits  die   Band- 

* 

1)  M.  Knudsen,  Ann.  d.  Phys.  32.  S.  809.  1910  und  34.  S.  593. 
1911.  -^ 
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bedingung  unseres  Wärme leitungsproblems  festlegt.  Der  zweit« 
Teil  enthält  die  Lösung  des  JV&rmeleitungsproblems  und  den 
Vergleich  zwischen  Theorie  und  Elrfahrui^  soweit  dies  hier 
eben  schon  durchführbar  ist.  . 

0 

I.  GaskUellMlM  Betnektug^a. 

In  diesem  Abschnitt  betraohteii  wir  zunächst  ein  in  einem 
Gase  eingebettetes,  materielles  Kägelchen,  auf  dessen  Ober- 
fläche eine  Temperatur  Verschiedenheit  .herrscht,  und  frage» 
uns  nach  der  Kraft,  die  es  unter  dem  Einfluß  seiner  Umgebung 
erfährt.       Diese    Badiometerkraft   ist   gegeben    durch: 


üC=J'Pcos#'d/, 


wo  ^'  den  Winkel  bedeutet,  den  die  dem  einfallenden  Lichte 
*  entgegengesetzte  Bichtung  mit  dem  Badiusvektor  (vom  Kugel- 
mitt^lpunkt'  aus)  nach  dem  Flächenelement  df  einschließt 
und  P  der  Badiometerdruck  des  Gases  auf  df  ist.  Bezeichnen 
wir  ferner  mit  q>'  den  Wickel,  den  die  Ebene  durch  die 
Bichtung  des  einfallenden  Lichtes  und  den  Badiusvektor 
mit  einer  festen,  durch  die  Bichtung  des  einfallenden  Lichtes 
gelegten  Ebene  bildet  und  schließlich  mit  Y  den  Badius- 
vektor (die  Punkte  der  Kugeloberfläche  seien  durch  /  =  a 
gegeben),  so  haben  wir  ein  System  von  Polarkoordinaten 
r',  (f'j  ^'y  ii^  d^i^  sich  das  Fiächenelement  dj  ausdrückt  durch: 

a/  =  a*sin*'d*'d9'; 

• 

Zur  Berechnung  der  Kraft  K  ist  es  also  notwendig,  den  Badio- 
meterdruck P,  den  das  umgebende  Gas  auf  unser  Kügelchen 
ausübt,  in  seiner  Abhängigkeit  Von  den  Koordinaten  der  Ober- 
fläche q>'  und  y>'  anzugeben. 

Dabei  genügt  das  Vorzeichen  von  K  der  Ehrenhaft- 
sehen  Terminologie;  es  entspricht  nämlich  dem  positiven 
Vorzeichen  von  K  eine  Kraft,  die  das  Teilchen  in  der  Bich- 
tung der  forteilenden  Licfatwelle  treibt,  also  eine  positiv 
photophoretische  Kraft,  während  wir  es  bei  negativem  Zeichen 
von  K  mit  lichtnegativer  Photophorese  zu  tun  haben.  Wir 
wollen  aber  im  folgenden  durchwegs,  um  den  Ursprung  der 
von  uns  zu  rechnenden  Kraft  K  zu  betonen,  die  Kraft  K  ab 
Badiometerwirkung  bezeichnen; 
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Für  den  Badiometer druck  P  erhält  man  nun  mit  Hilfe 
gaskinetischer  Überlegungen  in  erster  Näherung  den  Wert*): 

wo  JB  die  auf  ein  Mol  bezogene  Gaskonstante,  d  die  Dichte 
des  Gases,  M  dessen  Molekulargewicht  und  r  den  Tempe- 
raturüberschuß des  Oberflächenelementes  gegenüber  der  Tem- 
peratur des  umgebenden  Gases  bedeutet,  y  ist  der  Ak- 
kommodationskoeffizient,  ein  Zahlenfaktor,  der  im  wesent- 
lichen besagt,  inwieweit  das  Molekül,  das  an  einem  Körper 
reflektiert  wird,  dessen  Temperatur  bei  der  Reflexion  an- 
nimmt und  der  selbstverständlich  von  der  Natur  des  Gases 
und  der  die  Moleküle  reflektierenden  Oberfläche  abhängt. 
y  ist  stets  kleiner  als  1  und  erreicht  diesen  Wert  nur  an  „voll- 
kommen rauhen**  Oberflächen.  Für  blankes  Platin  in  H,  hat 
y  z.  B.  den  Wert  0,8ö8;  in  0«  den  Wert  0,835,  für  stark  plati- 
niertes  Platin  in  H,  ist  y  =  0,712,  in  0,  hat  es  den  Wert  0,966, 
für  Glas  in  H,  0,26  usw. 

Es  ist  zu  bemerken,  daß  der  oben  angegebene  Ausdruck 
für  P  nur  dann  verwendet  werden  darf,  wenn  die  Dimensionen 
der  Kugel  klein  sind  gegenüber  der  freien  Weglänge  des  Gases. 
Alle  folgenden  Überlegungen  gelten  daher  nur  unter  dieser 
Annahme. 

Setzen  wir  unseren  Wert  für  P  in  den  Ausdruck  für  die 
Eadiometerkraft  K  ein,  so  erhalten  wir  endlich 


(1) 


K^^r-^JrooB&'df 


2jt 

dB 


^^r^^^j    JrooB&'sm^d&'dip' 


^  =  0    y'aO 


Nun  wollen  wir  noch  die  Randbedingung  für  das  im 
folgenden  zu  behandelnde-  Wärmeleitungsproblem  angeben. 
Sie  folgt  einfach  aus  der  Tatsache,  daß  die,  von  den  an  dem 
Flächenelement  d  f  reflektierten  Molekülen  weggeführte  Wärme- 

1)  M.  Knudsen,  a.  a.  O.    Wir  benützen  den  tod  M.  ▼.  Smo- 
luchoweki  (Ann.  d.  Phys.  35.  S.  983.  1911,  Formel  20,  8.  1002)  an- 
-gegebenen    Ausdruck  für    P,  indem   wir  gleichzeitig   dem  umstände 
Rechnung  tragen,  daß  t  eine  kleine   Größe  ist. 


696 


A,  Bvibinowicz. 
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menge  gleich  sein  muß  derjenigen,  die  dlirch  dieses  Fläcl 
element  hindurchdringt.  Die  erstere  nun  ist  nach  Knudj 
gleich 


Cr 


q  « Y 

^  - 1 

Ct 


^^l^YTSrdt, 


wemi  p^  und  c„  die   beiden  spezifischen  Wärmen  des   G« 
und  T  seine  Temperatur  bezeichnen.    Die  durch  das  Fläch 

element  hindu rehströmende  Wärmeinenge  hingegen  ist 

# 


wenn  w  den  Wärmeleitungskoeffizienten  bedeutet.  Die  Glei 
Setzung  der  beiden  letzten  Ausdrücke  liefert  dann  die  gesuol 
Bandbedingung : 


(2) 


ÄT  +  IO-g^  =  0, 


WO  Ä,  der  äußere  Wärmeleitungskoeffizient,  gegeben  ist  dui 


(8) 


Cr 


Tl4"f»'?'- 


Zahlenmäßig  erhalten  wir  für  den  Fall,  daß  das  Gas  si 

,  bei  der  Temperatur  T  =  273  und  unter  äem  Drucke  p  =  10*  d 

befindet,  nach  Knudsen  für  li  in  H^  den  Wert  ä  =ylO,8 

.  4,188  .  10'  =  y  .  4,598  •  10«  ^^l^^^.,^  ,    in    0,    den    W 
Ä  =  y  •  2,808  .  4,188  •  10'  =  y  •  1,174  •  10^  g^^dü-i^  ' 


Wenn  wii*  uns  im  vorangehenden  auch  vollständig  s 
den  Standpunkt  von  Knudsen  gestellt  haben,  wollen.  \ 
uns  doch  nicht  verhehlen,  daiß  er  nicht  in  jeder  Hinsicht  1 
friedigend  ist.  Jedenfalls  steht  es  aber  fest,  daß  die  Knu 
senschen  Angaben  sicherlich  die  richtige  Größenordnung  gel 
und  dies  genügt  vorläufig  vollständig  für  unsere  Zwecke. 
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IL  Betraehtiingr  über  die  Temperatarrertelluif  In  der  Kogtl. 

§  1,    Formulieruxig  der  WfirmeleitangBaiifgabe. 

Nach  den  im  ersten  Teile  entwickelten  Überlegungen 
ist  die  auf  ein  Kügelchen  wirkende  Badiometerkraft  K  durch 
die  Temperatur  Verteilung  x  an  der  Oberfläche  des  Kugele  hens 
gegeben  und  es  erwächst  uns  daher  die  Aufgabe,  diese  Funktion 
T  zu   bestimmen.     Zunächst   muß  r  der  Differentialgleichung 

(4)  S'd'^^wjT  +  trd* 

genügen,  worin;?  die  spezifische  Wärme,  d  die  Dichte,  w  die 
Wärmeleitfähigkeit,  a  die  elektrische  Leitfähigkeit  und  (5  den 
Vektor  der  elektrischen  Feldstärke  in  irgendeinem  Punkte  im 
Innern  des  Kügelchens  bedejatet.  Der  letzte  Term  in  unserer 
Gleichung  bezeichnet  dabei  dieWärmemenge  (Joule  sehe  Wärme), 
die  dem  betreffenden  Punkte  unserer« Kugel  von  der  sie  durch- 
eilenden Lichtwelle  zugeführt  wird.  Da  (5  eine  bekannte  Funk- 
tion ist,  so  wird  durch  die  Gleichung  (4)  im  Verein  mit  der 
Eandbedingung  (2)  der  Verlauf  von  r  innerhalb  der  Kugel 
vollständig  bestimmt.  Die  Punktion  x  hängt  also  gan^  wesent- 
lich von  der  elektrischen  Feldstärke  ®  ab.  Wir  wollen  daher 
zunächst  im  folgenden  §2  den  bekannten  Ausdruck  für  9 
anführen.  Im  §  8  wird  dann,  um  den  Gang  der  späteren  Übc^r- 
legungen  nicht  zu  unterbrechen,  eine  Greensche  Funktion 
angegeben.  Unsere  eigentlichen  Erwägungen  zur  Lösung  der 
Gleichung  (4)  entwickeln  wir  schließlich  in  §4. 

§  2.    Das  elektrlBohe  Feld  ixmerhalb  der  KugeL 

Wir  wollen  hier  den  Ausdruck  für  die  elektrische  Feld- 
stärke innerhalb  der  durchstrahlten  Kugel  in  der  mathematisch 
sehr  eleganten  Form  wiedergeben,  die  von  P.  Debye^)  herrührt. 

Denken  wir  uns  ein  System  von  Polarkoordinaten  r,  tp,  # 
bestimmt,  das  gi^nau  ebenso  gelegen  ist,  wie  das  im  ersten 
Teil  angegebene  System  r\q)\^';  bezeichnen  wir  ferner  die 
Komponenten  von  ®  nach  diesen  Koordinaten  mit  E^,  E^,  E^ 
und  setzen  wir  endlich 

(5)  Er  =  dt  (B-e*«0,  E^=  SR  (F-e*«%  E^  =  fR  (T-e'^O 
(o)  ist   dabei  die  Anzahl  der  Lichtschwingungen  in  27rsec), 

1)  P.  Debye,  Ann.  d.  Phys.  80.  S.  57.  1909. 
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l\  ■ 


80  bestimmt  sich  nach  Debye  fi,  JPund  Taua^zwei  Potential« 
/Zi'  und  n^  in  nachstehender  Weise : 

drd<p  ■*■  *»   r      'd^     ' 


(6) 


ar* 

1 


—  fc_< 


Vt 


1 


8111^       dff 


Bezüglich    der   hier   auftretenden  Konstanten    ist    dab 
folgendes  zu  onerken.     Wir  bezeichnen  mit:. 

(7)       Z»  =  -^-.-^ 


irta 


»  /«itf 


worin  e  die  Dielektrizitätskonstante,  ju  die  Permeabilita 
c  die  Lichtgeschwindigkeit  bedeutet  und  t  =  y  —  1'  ist .  (S,  c, 
und  o  werden  dabei  in  rationellen  Heavisideschen  flinheite 
gemessen.  Fingen  wir  nun  einer  der  in  (7)  eingeführten  Gröfie 
den  Index  i  oder  a  bei  (z.  B.  Ki^  k^,  fc^'  usw.),  so  soll  dam 
angezeigt  werden,  daß  die  auftretende  Konstante  für  ds 
Medium  innerhalb  bzw.  außerhalb  der  Kugel  zu  nehmen  isi 
Die  in  (6)  auftretenden  Potentialfunktionen  Ui  und  U 
sind  nun  durch  die  folgenden  Beihen  gegeben: 


(8) 


C08<)p 


r  Z7,' - -^  2  i?.>.  (ä;  r)  P,»  (C08  .*) . 


rn,-  =  - 


810<)p 


» 


worin  B^^  und  B,«^  später  noch  anzugebende  Konstante  sin 
und  die  Punktionen  y^  und  P^^  in  folgender  Weise  definiej 
werden,      fp^  ist  eine  Lösung  der  Differentialgleichung: 


(9) 


d'y),(x) 


+  (i-^^^y^)v.(');0. 


die  sich  im  Punkte  x  =  0  regulär  verhält  und  durch  nachstehe] 
den  Ausdruck  bestimmt  wird: 


(10) 


1- 


l*8...(2ft  + 1) 


, ,  2fi  +  8     '    «,  2fi  +  8     2n  +  6 

1 ;  — Z!  -z •  r 

2  2  2 
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«'n+Vt  ^^^  dabei  die  im  Punkte  x  =  0  reguläre  Besse Ische  Punk- 
tion Jy    mit  dem  Index  v  =^n  +i  . 

Für  die  numerische  Berechnung  der  Eunktionen  y„  und 
ihrer  Ableitungen  sind  dabei  folgende  Eekursionsformeln  von 
besonderem   Vorteil : 

(11) 

\i2n  +  l)y^^^^^Jx)+,f,^Jx). 

Eine  zweite,  noch  in  diesem  Paragraph  zu  verwendende 
Lösung  der  Gleichung  (9),  für  die  ebenfalls  die  Zusammen- 
hangsformeln  (11)  gelten,  wird   durch   die   Punktion: 


(12) 


r.  _    »•    n(n+l) 1       (n-l)n(w  +  l)(w  +  {p 

[         2*       1!  (ix)*  2!  rt  ... 

gegeben,  wo  Hn+i/,{x)  die  Hankeische  Punktion  zweiter  Art 
mit  dem  Index  n  +  J  ist,  die  mit  der  früher  angeschriebenen 
Besselschen  Punktion   durch   die   Belation  zusammenhängt: 


Ä>)=-^*-.(«"V>)-/-.W). 


Die  in  (8)  auftretende  Punktion  P^^  (cos  &)  ist  die  erste 
zugeordnete  Kugelfunktion  der  gewöhnlichen  zonalen  Kugel- 
funktion Pn  (cos  #)  und  wird  bestimmt  durch  die   Gleichung 

(13)  P.>(C08*)=-^P.(C08^)-8ini>^P.C08*. 

Die  im  folgenden  gelegentlich  gebrauchte  vte  zugeordnete 
Kugelfunktion.  P!^  (cos  ff)  der  ersten  Kugelfunktion  definieren 
wir,  in  Verallgemeinerung  der  Gleichung  (18)  mit  P.  Neumann 
durch,  die   Gleichung^): 

P/  (cos  &)  =  sin"  &       ^ ' —  P.  (cos  ») . 
•     "  ^  ^  d(cos^r     "^         ^ 

Um  die   Einheitlichkeit  der  Schreibweise  zu  wahren,  werden 
wir  auch  schreiben: 

Pr,  (cos  d)  =  Pn^  (cos  #)  . 

1)  Wange rin,  Enzyklopädie  d.  math.Wissensch.  II.  A.  IQ.  S.711. 
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Die  in  (8)  auftretenden  Konstanten  B«*  und   B,*  sind 
durch  die  folgenden  Gleichungen  bestimmt : 


(14) 


""•        n{»+l)  i,"{.(^.«)Ziv.'(ir,a)-jr.J.'(ir.a)*iV.(^<')' 

"""       »»(~+l)t^«{,(J:.a)Äiv-'(«^««)--K.&i'(^.«)W.(*«) 
Dabei  ist  z.  B.  unter  f  „'  (Xar)  zu  -verstehen  ^,y    .  C«  (A'.r). 

Aus  den  Formeln  (6)  und  (8)  ei^eben  sich  endlich  die 
nachstehenden  Ausdrücke  für  B,  F  und  T: 


(16) 


F^ 


--•-g^g  iE.B. 


xy.'(JE,r)    P.'  (CO»  ») 
r  lin  iS^ 


+  V5.'— ^"^ 


UC08*)], 


r  = 


gf  1^  [^.^.^  ^V^^  ^  ^«^  (cos  *) 

.    .  f  j^2  y,(jg<r)     P.^ (cos  »)  ] 
"^  ^      »  r  lin  ^      J  ■ 


Der  Ausdruck  für  B  ist  hier  mit  Bücksicht  auf  die  Differen- 
tialgleichung (9)  schon  gleich  vereinfacht  angeschrieben. 

§  8.    Die  QreensolM  Funktion  fax  die  KugeL 

Um  den  Fluß  der  im  folgenden  Paragraph  beginnenden 
Ausführungen  nicht  zu  unterbrechen,  wollen  vrir  jetzt,  den 
Ausdruck  für  eine  später  zu  verwendende Greensche  Funktion 
angeben.  In  den  weiteren  Überlegungen  wird  uns  nämlich 
folgende  Aufgabe  entgegentreten.  Es  ist  eine  Funktion  u  zu 
bestimmen,  die  innerhalb  unserer  Kugel  mit  dem  Badius  a 
der  Differentialgleichung 

^tt  +  /(r,y,*)=0 

genügt  und  an  der  Begrenzung  der  Kugel  die  Bandbedingung 

du 


hu  +  w 


dr 


0 
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erfüllt.  Die  Lösung  unseres  Problems  wird  nun  erhalten  durch 
das  über  das  Innere  der  Kugel  erstreckte  Integral: 

(16)  I"  ^''''  '^'^  ^^  "  ^^  Z^^'"'  '"^  *'  ''^  ''^  *^  *  ^^'''  ''^  *^ '''' ' 
I  wo        dr  =^  r^sm&d&d(pdf^ 

ein  Eaumelement  und  G  eine  Funktion  mit  folgenden  Eigen- 
schaften  bedeutet : 

•  

(A.)  G  ist  mit  Ausnahme  eines  Punktes  Q  {r,tp,  d)  im  Innern 
unserer  Kugel  überall  endlich  und  stetig.  Im  Punkte  Q  wird  G 
wie  1/q  unendlich,  wenn  q  den  Abstand  eines  variablen  Punktes  P 
mit  den  Koordinaten  r',  9',  1?'  von  dem  festen  Punkte  Q  bedeutet. 

G  läßt  sich  somit  in  der  Form  G  = \-ü  darstellen ,  wo  17 

eine  im  Innern  der  Kugel  überall  reguläre  Funktion  ist. 

(B.)  G  gentigt  der  Differentialgleichung  J  G  =  0,  woraus 
unmittelbar  das  Bestehen  der  Gleichung  2  17=0  folgt. 

(C.)  G  erfüllt  a«i  der  Begrenzung  der  Kugel  die  Rand- 
bedingung 

hO  +  w^]       =0. 

Dabei  sei  wie  früher  a  der  Badius  unserer  Kugel. 

Eine  solche  Funktion  G  läßt  sich  nun  einfach  angeben. 
Bezeichnen  wir  zunächst  mit  .y  deil  Winkel  zwischeri  r'  und  r, 
so  ist 

1  =  (r»+  /«-  2rr'co8y)-V.  -  -Jr  (l  +  -^  -  2 -^ cos y) "'• 


wenn  P,  (cos  y)  die  gewöhnliche  zonal?  Kugelfunktion  rter 
Ordnung  bedeutet  und  wir  den  Fall  rJ>r  ins  Auge  fassen. 
Da  ü  nach  (B.)  der  Differentialgleichung  A  ü  =0  genügt, 
nach  (A.)  im  Innern  der  Kugel  überall  endlich  sein  soll,  so 
kann  ü  mit  Bücksicht  auf  die  Symmetrie  Verhältnisse  als  eine 
Eeihenentwicklung  von  der  Form 

angesetzt  werden.      Es  ist  somit 

<?  =  1^7^ +  «,'•'•']  i*,  (cos  y) 
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und 


L 


-("+1)7^3- +  •"'.'•' 


V-l 


P^icosy). 


Zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  a,.ist  nmn  die  Band- 
bedingung (G.)  zu  verwenden,  deren  Erfülltsein  das  identische 
Bestehen  der  Belation 

|,[»(-5r+«.«- 

+  n.  |-  (IT  +  1)-^  +  i'a.a-ij  j  P,  (cosy)  =  0 

fordert. 

Daraus  ergibt  mh  der  Koeffizient  o,  z^: 

f^       w{p  -^l)"  ha 


.tv-t-l 


wp  +  ha 


Es  ist  daher  für  r'  >  f : 


(17) 


Slf^"-^' 


fp(yh  1)-  ha 
wp  -¥  ha 


^1 


r'.P,(oo8r). 


Wir  müssen  noch  angeben,  wie  der  Ausdruck  für  G  lautet, 
wenn  wir  uns  die  Punkte  P  nnd  Q  durch  die  r&amlichen  Polar- 
koordinat^n  r',  q>'y  ^'  bzw.  r,  %  0  festgelegt  denken.  In  diesem 
Falle  ist 

cos  y  =  cos  ^cos  #'  +8in  #sin  #'cos  {fp  —  9)'). 

Es  wird  daher*) 

(18)  P,(co8y)=i;.«^lJ;^P/(0O8*)P/(^^ 

wobei  «0  =i  ^^d  '^r  ju4=0  «^•""  1  ist. 

Um  somit  6  als  Funktion  von  r,  y,*#  und  r*,  ip\  0'  auszu- 
drücken, ist  in  (17)  P,  (cos  y)  einfach  durch  diesen  letzteren 
Ausdruck  (18)  zu  ersetzen. 

§  4.    Bodnktion^  dM  WinoAlcitaiigqproblMiis. 

Es  bietet  keine  Schwierigkeit,  die  Lösung  des  in  §  1  formu- 
lierten Wärmeleitungsproblems. in  Form  einer  Reihenentwick- 
lung anzuschreiben.  Wir  wollen  uns  aber  vor  Angen  halten, 
daß  unser  eigentliches  Ziel  dfe  Berechnung  der  radiometrischen 

1)  Vgl.  Enzyklopädie  d.  math.  Wias.,  a.  a.  O.  8.  713. 
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Kraft  K  (1)  ist  uüd  es  daher  genügt,  den  Ausdruck  für  t  nur 
so  weit  anzugeben,  als  dies  die  Berechnung  des  Ausdmcks 
für  K  erfordert. 

Wir  gehen  dabei  in  zwei  Stufen  vor.  Zunächst  behalten 
wir  nur  jene  Glieder  in  der  Darstellung  von  t,  die  in  dieser 
erforderlichen  Weise  von  der  Zeit  abhängen,  und  aus  diesen 
Gliedern  wählen  wir,  sodann  jene  aus ,  die  zum  Integral  für 
die  Badiometerkraft  K  einen  nicht  verschwindenden  Anteil 
liefern.  Um  diese  Auswahl  der  Glieder  in  der  Darstellung 
von  T  zu  treffen,  wollen  wir  den  in  der  Wärmeleitungsgleichung  . 
(4)  auftretenden  Ausdruck  für  a(E*  betrachten.  Zunächst 
denken  wir  uns  (16)  in  der  Form  geschrieben: 

j    B=-{A+iA')co^(p\        F  =  (B+<F)siny;      ' 
^    M  r  =  (C+iCOcos?^. 

A^A*,  B:yB\  C  C  sind  dabei  reelle  Funktionen  von  r  und  #. 
Nun  ist  nach  (6) 

Er  =  (A  <JOs  <ot  —  A'  sin  q>  t)  cos  q>, 
E^  =  (B  cos  o>  <  —  B'  sin  CO  t)  sin  q>, 
E^  =  {CcoBoot  —  C  sin  co  t)  cos  q>. 

m 

Mitbin  wird 

ff  « »  -  ff  (^,»  +  j;  »  +  j;»)  =  ff  [(i<»  C08*  y  +  Ä»  8in> 
•  +  C*  cos*  q>}  cos*  03  t  +  (^'*  cos*  9)  +  B'*  sin*  q> 
+  (?'*co8*9?)8in*(»^-2(iii<'co8*9?  +  BB' sin*  9? 
.+  C C  cos* y) cos ö> ^ sin ö> /]  «  y«  [(^*  +  A'^cos^cp 
+  (B*  +  B'*)  sin* 9  +  (C*  +  C"*)  cos* 9?] 
+  1, .  [(^a  _  ^'a)co8*9  +  (B*  -  B'*)  8in*9j 

+  (C*  —  C'*) cos* 9?]  cos 2 ö)/—  (r{AA'  cos^  (f 
+  BB'  sin*  9  +  CC  cos*  y)  sin  2 w  ^ 

Denken  wir  uns  nun  diesen  Ausdruck  für  <t(5*  in  unsere 
Wärmeleitungsgleichung  (4)  eingesetzt,  so  sehen  wir  ohne 
weiteres  ein,  daß  sich  die  Lösung  t  von  (4),  die  dem  stationären 
Zustande  entspricht,  in  2  Teile  spaltet:  in  einen  Teil  f,  der 
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von  der  Zeit  nicht  abhängt  und  in  einen  Teil  t,  der  sich  periodisch 
mit  der  Zeit  ändert.  (Die  Perioae  beträgt  l/2a>.)  Setzen  wir 
nun  T  =T  +f  in  den  Ausdruck  (1)  für  die  Badiometerkraft 
ein,  so  erkennen  wir,  daß  auch  sie  sieh  dann  in  2  Terme  gliedert, 

von  denen  der  eine  K  von  der  Zeit  unabhängig,  der  andere 

K  dagegen  periodisch* mit  der  Zeit  ist.    Es  ist  nun  klar,  daß 

es  für  uns  genügt,  die  Kraft  K  allein  zu 'betrachten.  Nehmen 
wir  nämlich  an,  daß  unser  Teilchen  sich  in  einem  Gase  unter 

dem  Einfluß  der  Kraft  K  =  K  +K  bewegt^  so  ist  der  Wider- 
stand, den  das  Teilchen  bei  seiner  Bewegung  erleidet,  pro- 
portional seiner  Geschwindigkeit  und  eine  einfache  Diskussion 
der  Bewegungsgleichung  zeigt,  daß  die  mittlere  Geschwindigkeit 
des  Teilchens  bei  einer  stationären  Bewegung  durch  die  Kraft 

K  allein  bestimmt  wird.  Es  genügt  demnach  für  unsere  Zwecke, 
die  Wärmeleitungsgleichung  (4)  nur  für  den  Fall  zu  lösen, 
wo  für .  (T  (g*  der  Ausdruck  gesetzt  ist : 

Y  [(J2  +A'')  cos*  <p  +  {B»+  B'')  8m»_<p  +  {C  +  C»)  cos* <p] 
=  ±[\A+iA'\*  +  \B  +  iB'\*  +  \C+iC'\*] 

+  |C+tC'|«]co829^. 
Die  aufzulösende  Gleichung  hat  also  die   Gestalt: 

*-rf--|l  =  «,zlT+-J[M +i^'|»+  |B+tB'|« 

+  |c+tC'|i3  +  {-[M+t^'|« 

—  I  ß  +  i  ß'  I«  +  I  C  +  i  C  1*]  cos  2^  , 


was  mit  Eücksicht  darauf,  daß  f  von  der  Zeit  nicht  abhängt, 
sich  zu 


(20) 


«>//f+^[|^  +  i^'|«+|B+iB'|«+|C+tC'|«] 

+  ^[M+t^'l'-|B+»B'l' 

+  |C+tC'|«3co8  29>=0 
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vereinfacht.  Dabei  unterliegt  i  derselben  Band be dingung 
wie  T,  d.  h. 

(21)  Af  +  ir;-|^-0. 

Dieses  Bandwertproblem  (20)  und  (21)  haben  wir  aber 
schon  in  §  8  gelöst,  so  daß  wir  die  dort  angegebene  Lösung  (16) 
einfach   übertragen   können  und   finden: 

f(rV>*>^/0(r',y',i^';r,y,*)-i.|{[|J  +  i^'r 

+  [B  +  iB'  I«  +  I  C  +  I C I«]  +  [|i<  +  t  J'  I»  -  I Ä  +  iE'  I« 
+  I  (7+  i(7'|«]co82y } .  r^Bin»  d&  d(p  dr  . 

Um  unserem  Plane  entsprechend,  in  i  nur  jene  Glieder  zu  be- 
rücksichtigen, die  zum  Ausdruck  für  die  Kraft  (1)  nicht  ver- 
schwindende Beiträge  liefern,  wollen  wir  zunächst  r  in  seiner 
Abhängigkeit  von  q/  betrachten.  Die  Einsetzung  des  Wertes 
(17)  für  0  zeigt  dabei,  daß  sich  r  in  2  Ausdrücke  t*  und  t** 
spaltet,  von  denen  der  erstere  von  tf'  überhaupt  nic]^t  abhängt, 
während  der  zweite,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  die  (Sestalt  hat : 

T**  (f',  9',  #')  =  M  {r\  #')  cos  2q>' 

und  daher  bei  der  für  K  angezeigten  Integration  nach  q/  ver- 
schwindet. 

Es  reduziert  sich  also  unsere  Aufgabe  jetzt  auf  die  Berech- 
nung von  T*  allein,  das  nur  für  r  ■=  a  zu  nehmen  ist,  weil 
uns  ja  nur  die  Temperaturverteilung  an  der  Oberfläche  der 
Kugel  interessiert.  Bei  Ersetzung  von  G  durch  den  Ausdruck 
(17)  und  (18)  und  nach  Ausführung  der  Integration  nach 
y  erhält  r*  die  Form: 


a^^ 


+  \B  +  iB'\^+  \C+iC'\^]r*siik&  d»  dr  . 


Dabei  ist  zu  beachten,  daß  nur  die  Glieder  f ür  /i  =  0  in  der 
Darstellung  von  P,  (cosy )  einen  Beitrag  zum  Integral  liefern. 
Gemäß  unserer  Absicht,  nur  Glieder  beizubehalten,  die 
am  Ausdrucke  für'  die  Eadiometer kraft  K  einen  nicht  ver- 
schwindenden Anteil  haben,  denken  wir  uns  t  durch  t*  im 

Auulen  d«r  Phyrik.    Vf,  Folg«.    62.  4*7 
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Ausdruck  für  die  Krait  K  ergetzt  und  die  Integration  nacb  d' 
durchgeführt.  Mit  Rücksicht  auf  die  Tatsache,  daß  cos  *' = 
Pj  (cos  #')  und  im  Hinblick  auf  die  bekannten  Orthogonalitäts- 
iiiul  Norniierungseigenschaften  der  Kugelfunktionen 


r  Pj  (C08  d-')  P,  (cos  *-)  sin  ^'  rf,r  =  j 


weqn  v  ^\ 
wenn   r  »  1 


folgt  nun,  daß  nur  jenes  Glied  aus  t*  beizubehalten  igt.  wir 
bezeichnen  es  etwa  mit  Tj*  (a  #').  wo  y  =  l  ist.    Es  ist  also 

a    ~    .;* 

r-O  #>0 

r  COS  ir  COS  t^  [  I  ^  +  I  i<' I»  +  I  5  +  .«■  5' 1* 

+  I  C  +  iC'P]  r» sin  ,9^rf^  rfr  . 

Die  angezeigte   Integration  nach  d  l&Bt  sich  nun  leicht 
durchführen;  nur  müssen  wir  zu  diesem  Zwecke  den  Ausdruck 

[\A+iA'\»  +  \B  +iB'\'  +  \C  +iC'\']  näher JnsAugf 

fassen.  Beachten  wir,  daßM  +iA'\*  =  (A  +i  A')  (Ä+iA'), 
80  erhalten  wir  mit  Bücksiebt  auf  die  Definition  (19)  der  Größen 
^,^'.  B,  ß'.  C.C  und  mit  Hilfe  der  Ausdrücke  (15)  für  B^Fund  T: 


(22) 


I 
II 

m 

IV 

V 

VI 

vn 
vm 

IX 


I  A  +  iA'  |«.+  I  B  +  t  Br  I*  +  I  C  +  1  C  I« 

\  A«     An*     naBl  «ael    l  ' 

l  P,i  (cos  fh)  PJ  0 

lA.    K   KB^ß    1  < '^JL!125L.^^)    Pn"  (COM  Ö)  PJ  (JMB  & 


cos 


sin*  ."5r 


+  V  V^.*5„»i?=t(*^(.^L.^^pj(co«*)^P.Hco8. 
+  ^A'  ^«*  V^-^^'"!f'^^  •  :5!^^' .  ;^ />.>  (cos  d 

'    '.     "      *  r"  am  ^        a^         ^ 

,     .    ,  r  ,  «  2  ^   2  VW  (ir^rlV.j^J^)       P,>  (COS  ^)  P,>  (cQg  d  J 

+  A-.  V  -8.'  V  y-'^^"l»-<^^>.  ^^,^(008»).:^=^-»' 

+  ^.  V  Sn'  K'  <^^^>»«<^>  .  ;^P '(COg^).-P-'j«>'»> 

I   •      »      Hl  ^B  ii^    »  ^  #       Jim  ^ 
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Unt^r  Benützung  der  von  Debye^)  angegebenen  Relationen 


n 


0 

0 iw4=w— 1  oder  m 4=^+1 9 


o  (n-l)»n(n+  1)« 
=*  S         (2n  -  l)(2n  +  1  ' 


(2n  +  \)[2n  +  8)  '       ' 


0 


^     '//+'Ä"''.fn"i)«««'*«°^'''* 


ü in  :^  n  y 

o  w(n  +  1) 

2n  +  1  ' 


JPJ  P^i  COS  t9-  sin  &  d& 


0      . m4=w— 1  oder  m  4=  w  + 1 , 

o    (n  -  1)  n  fn  +  1)  , 

(2fi  -  l)(2n  +  1)  ' 

„   n  (n +  1)  (n  +  2)  „,_„•.    1 

l2n  +  l)l2n  +  3)  ^ 


)erechnet  sich  daher  jetzt  t^*  (a,  1?')  zu : 


28) 


.  cos  &'^ 


lii^2 


^- —  — —  j^„„.   -j^    ^-,,  ^  ,  . — 

•J'''^^     (2n-l)(2ii+ir^»^-^ ^ 

2(n+l)»n'(n  +  2)«  ^^  ^      y^n  (JCtjU^,  {K*  r) 
"^     (2n+l)(2n  +  8)  -^+1  ^ 

I  2n'(n+l)(n+2)«  p,  ß,       ^  j^      ^  ,,^    .      ,      ,^    . 


1)  P.  Debye,  a.  a.   O.  S.  95   and    Diss.   München    1908,   S.  47, 

47* 
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6a.6 


(23) 


.7u.8 


.   2(n— l)"n(«  +  l)^  .  if  j  Dl  fli  .    /v    \  /i7   > 

+    (8n+l)(an+8)  *»  *l*  «i Ä+l  »•  V« (^i  »•)  V*-*! (^i ' 

■ 


Dabei  entstehen  die  Glieder  1  und  2  in  (28)  aus  dem  Term  I 
unserer  Belation  (22),  die  Ausdrücke  8  und  4  aus  II  und  VI, 
die  Terme  6  und  6  aus  III  und  VII  und  schließlich  7  aus  IV 
und  VIII  und  8  aus  V  und  IX. 

Wenn  wir  in  den  Aasdräcken  1,  8  and  5  der  Belation  (23) 
den  Sununationsindex  n  durch  (n  -|-  1)  ersetzen,  erhalten  wir 
schließlich 


1^'      '        8      o*      w  +  ka       K*K* 


K,*K.' 


J  '^''2/  [    (2n+l)(S«+8)     i^"^"+l r- 


(iür) 


r~0         »«1 


+  j;  Ä+l  l,^rip;(jqr)t^V,(^r) 

+  V  ^' 5«  5»+!  r  V,  (i;  r)  ^»,+1  (ä;  r) 

+  V.VÄ:«+irv»,(Z,r)v«.+i(f,r)| 


Die  Einsetzung  dieses  Wertes  für  Tj*  (a,  #')  in  die  Belation  (1) 
für  K  ergibt  endlich  den  definitiven  Ausdruck: 


(24) 
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SM'    K*K^  '  ^  -^ha^  jLj  [    (2n+  l)(2n-|-3) 

{ Si  £Ui  /,» (4  JS^,)  +  -Bi  Ä+x  «^«^  (i^r  ^,) } 

+  (2n  +  l)(an  +  3)^ '  ^"  -^»+»  ^'  ^'  *'«  (*"  ^'' 

wobei  wir  hierin  folgende  abkürzende  Bezeichnungen  benützt 
haben : 

a  .  a 

r=0  r=0 

a  '  a 

•'.'(«,/?)=/''V»(«r)V.^,(/9r)rfr;/,*(«./J)-Jrt//;(«r)i^,(/?r)rfr. 

Für    diese    Integrale    lassen    sich    (siehe    die    II.  Mitteilung) 
Rekursionsformeln  angeben. 

§  5.    Vergleich  mit  der  Erfahrung. 

Wir  wollen  nun  an  die  Frage  herantreten,  inwieweit  mit 
Hilfe  des  Lichtdruckes  und  der  von  uns  berechneten  Badio- 
•  meterkraft  K  die  von  Ehrenhaft  beobachtete  photophoretische 
•Kraft,  ohne  Annahme  neuer  Natur kräfte  erklärt  werden  kann. 
Vor  allem  ist  zu  bemerken,  daß  der  Lichtdruck  stets  in  Eichtung 
der  einfallenden  Lichtwelle  wirkt,  und  daher  nur  für  die  Er- 
klärung der  positiven  Photophorese  herangezogen  Werden  kann. 
Die  Radiometerkraft  K  dagegen,  kann  sowohl  „licht positiv" 
als  auch  „lichtnegativ"  wirken,  da  ihr  Vorzeichen  durch  die 
in  (24)  auftretende  Summe  bedingt  ist.  Für  die  positiv  photo- 
phoretiscben  Stoffe  kommt  demnach  der  Lichtdruck  und  die 
Badiometerwirkung,  für  die  negativ  photophoretischen  die 
Badiometerwirkung  allein  in  Betracht.  Tatsächlich  sind  in 
jedem  Falle  zwar  beide  Kräfte  wirksam;  da  sie  aber  meist 
praktisch  von  verschiedener  Größenordnung  sind,  ist  nur  die 
jeweils  überwiegende  zu  Verücksichtigen. 
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Vm  nun  die  Entscheidung  in  unserer  eingangs  dieses 
Paragraphen  gestellten  Frage  zu  fällen,  überlegen  wir  uns 
zunächst,  wie  K  (ohne  Bäcksicht  auf  ihr  Yorzeichen)  dun-h 
den  Druck,  die  Temperatiir  und  die  Beschaffenheit  des  um- 
gebenden   Gases   bestimmt   wird.      Diese   Abhängigkeit   wird 

in  unserer  Formel  (24)  durch  den  Faktor  -^  ■  ^  7^ .      bedingt 

und  es  sind  hier  vor  allem  zwei  Grenzfälle  von  Wichtigkeit. 
Ist,  erstens,  ii^^/ia,  so  darf  Ina  gegenüber  w  .vernachlässigt 
werden  und  mit   Bücksicht  darauf,  daß  nach   der  Zustands- 

jgleichung  "^  *  "  2» ,  ^ird  die  Badiometer kraft  K  proportional 

sein  dem  Druck,  umgekehrt  proportional  der  Temperatur 
des  umgebenden  Gases  und,  bis  auf  den  Akkommodations- 
koeffizienten    y,    unabhängig    von    seiner   chemischen    Natur. 

Ist  dagegen,  zweitens,  wK^lia,  so  daß  nun  w  'gegenül;er 
fc  a  wegzulassen  ist,  so  ist  mit  Bücksicht  auf  den  Ausdruck  (3) 
für  &  die  Badiometerwirkung  K  nur  von  der  Temperatur, 
dem  Molekulargewicht  und  dein  Akkommodation» koeffizienten 
des  umgebenden  Gases  abhängig,  dagegen  vom  Druck  voU- 
ständig  unabhängig.  Was  insbesondere  die  Abhängigkeit 
vom  Molekulargewicht  betrifft,  so  müßte  K  im  vorliegenden 

Falle  bis  auf  eine  durch  den  Faktor  {-^  +  ^\/\t  ""  ^)  bedingte 
Korrektur  (vgl.  die  Kritik  darüber  bei  Smoluchowski  a.a.O.) 

proportional  '\IM  sein.  —  Betrachten  wir  nun  die  erfahnnigs- 
mäßig  gegel)enen  Wärmeleitfähigkeiten  ic,  so  haben  sie  bei 
den  für  den  vorliegenden  Zweck  in  Betracht  kommenden 
Substanzen,  füi*  die  Metalle  etwa  die  Größenordnung  1,01  bis 
0,019  g  cal/grad  cm  sec  (Silber  und  Wismut)  für  die  dielek- 
trischen Stoffe  etwa  die  Größenordnung  4,70- 10"*  g  cal/grad 
cm  sec  (Schwefel).^)  Um  vo  in  C.G-S.-Einheiten  umzurechnen, 
sind  die  obigen  Zahlen  noch  mit  4.188 -10^  zu  multiplizieren, 
so  daß  sich  für  «;- Werte  von  der  Größenordnung  4,23-10'  bis 
7,95-10*  bzw.  1,97-10*  erg/grad  cm  sec  ergeben. 

Nehmen  wir  nun  an,  daß  wir  es  mit  einem  Kügelchen 
von  der  Größenordnung  a  =  10"^  cm. zu  tun  haben,  wie  dies 
ja  tei  den  Versuchen  von  Ehrenhaft  öfters  der  Fall  ist,  so 
berechnet  sich  Äazu  y4,598*10*bisy  l,174*10*erg/gradcmser. 

1)  A.  Eucken,  Ann.  d.  Phys.  34.  S.  186.  1911. 
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Wir  ersehen  daraus,  <laß  bei  den  Metallen  entschieden  m;  ^  h  a 
ist,  daß  also  hier  die  ßadiometerkraft  K  proportional  dem  Druck 
des  umgej^enden  Gases  sein  muß.  Leider  ist  für  diese  Klasse 
von  Stoffen,  die  Abhängigkeit  der  photophoretischen  Kräfte 
vom  Drucke,  mit  Ausnahme  des  Silbers,  nicht  untersucht; 
daß  sich  bei  diesem  aber  eine  Druckunabhäilpigkeit  zeigt, 
nimmt  uns  nicht  weiter  wunder,  da  wir  allen  Grund  haben 
anzunehmen,  daß  hier  die  beobachtete  photophoretische  Kraft 
im  wesentlichen  mit  dem  Lichtdruck  identisch  ist. 

Schwieriger  liegen  die  Verhältmsse  bei  den  dielektrischen 
Stoffen.  Von  Ehrenhaft  wurde  festgestellt,  daß  die  bei 
Zimmertemperatur  stabile  Modifikation  von  Selen  „licht- 
negativ** ist.  Nach  dem  Obigen  müßte  demnach  die  hier 
maßgebende  Kraft  die  Eadiometerkraft  sein.  Da  nach  den 
Versuchen  von  L  Parankiewicz  die  photophoretische  Kraft 
hier  vom  Druck  unabhängig  zu  sein  acheint,  müßte  da  nach 
unseren  Überlegungen  w^ha  sein,  was  auf  extrem  kleines 
Wärmeleitvermögen  des  Selens  deuten  würde.- Leider  ist  aber 
seine  Wärmeleitfähigkeit  nicht  bekannt,  so  daß  dieses  Beispiel 
vorläufig  nicht  zur  Entscheidung  der  Frage  herangezogen  werden 
kann,  ob  die  hier  beobachtete  negativ  photophoretische  Kraft 
etwa  mit  unserer  Eadiometerkraft  K  identisch  ist.  Die  von 
I.  Parankiewicz  behauptete  Gleichheit  der  negativ  photo- 
phoretischen Kräfte  in  den  8  Gasen,  Argon,  Stickstoff  und 
Wasserstoff  ist  mit  den  Ergebnissen  unserer  Theorie  nicht 
recht  in  Einklang  zu  bringen.    Es  müßte  ja  im  Falle  w^ha 

die  Kraft  K  proportional  yM  sein  [bis  auf  den  unsicheren 
Faktor  (^  +  l)/(^-lj|  und  die  Eadiom'eterkräfte  müßten 

sich  in  diesen  Gasen  verhalten,  wie  ViÖ  :  V28  :  \2  =  4,47  :  3.74  :  1 . 
Worin  die  Ursachen  dieser  Diskrepanz  zwischen  Theorie  und 
Erfahrung  liegen,  soll  erst  geprüft  werden,  wenn  die  experi- 
mentellen Tatsachen  auf  einer  breiteren  und  sichereren  Basis 
fundiert  sind. 

Die  Erklärung,  die  Ehrenhaft  für  das  Auftreten  von 
licht  positiven  Selenteilchen  gibt,  daß  es  sich  nämlich  hier  um 
eine  metallische  Selemnodifikation  handelt,  erscheint  dagegen 
auch  von  unserem  Standpunkt  als  ziemlich  plausibel;  wir 
müssen  ja  berücksichtigen,  daß  Selen  in  dieser  Modifikation 
andere  Materialkonstanten  hat,  die  leicht  ein  Auftreten  posi- 
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tiver  Eadiometerkräfte  cder  ein  Übci^M^eii  des  Lichtdruckes 
zur  Folge  haben  könnten. 

Beim  lichtnegativen  Schwefel,  wo  die  photophoretische  Kraft 
nach  den  Beobachtungen  gleichfalls  druckunafahängig  und  dem- 
nach w^ha  sein  soll,  ist  im  Gegensatze  dazu  nach  den  em- 
pirisch gegeflkien  Daten  w  ^  ha.  Dazu  ist  jedoch  zu  bemerken, 
daß  die  ob^n  nach  Eucken  angegebene  Wärmeleitfähigkeit 
für  anoiorphen  Schwefel  in  Wirklichkeit  einen  kleineren  Werl 
haben  dürfte.  Denn  Eucken  erhält  ja  für  -Schwefel,  den  er 
als  ,, siedend  in  die  Form  gegossen,  großenteils  amorph  (pla- 
stisch)*' bezeichnet,  für  w  den  Wert  4,70'10~*gcal/grÄdcm8ec, 
für  Schwefel  „rhombisch,  kristallinisch*'  dagegen  den  größeren 
Wert  w  =  7,00  •  10"*  g  cal/grad  cm  sec ,  so  daß  also  anzu- 
nehmen ist,  daß  die  Wärmeleitfähigkeit  des  amorphen  Schwefels 
allein  noch  kleiner  ist  als  4,70  •  10"* g  cal/grad  cm  sec.  Ob 
aber  auch  die  Größenordnung  des  wahren  Wertes  von  w  für 
amorphen  Schwefel  hinreicht,  um  die  Druckunabhängigkeit 
der  photophoretischen  Kraft  beim  Schwefel  zu  sichern,  ist 
jedoch  nicht  abzusehen. 

Ferner  ist  es  auch  nicht  ganz  sicher,  in  welchem  Zustande 
imd  in  welcher  Modifikation  sich  der  Schwefel  in  den  Ehren- 
haft sehen  Partikalchen  befindet.  Hätt-e  man  es  z.  B.  mit 
unterkühlten!  Schwefel  zu  tun,  so  wäre  man  bezüglich  der 
Wärmeleitfähigkeit  vollständig  im  unklaren.  Schließlich  ist 
auch  noch  ins  Auge  zu  fassen,  daß  wenn  die  Ehrenhaftsche 
GröLVnbestimmung  zu  kleine  Werte  für  den  Teilchenradiusa 
liefert,  ha  größer  und  damit  die  Übereinstimmung  zwischen 
Theorie  und  Erfahrung  sowohl  bei  8e  als  auch  bei  S  eine 
günstigere  wird. 

Um  die  Eolle,  die  die  Badiometer kraft  K  bei  den  Ehren- 
haftschen  Versuchen  spielt,  eindeutig  festzulegen,  ist  es  nun 
erforderlich,  in  jedem  einzelnen  Falle  den  Zahlenwert  dieser 
Kraft  K  zu  berechnen.  Dabei  wird  uns  selbstverständlich 
vor  allem  interessieren,  ob  die  negativ  photophoretischen  Kräfte 
im  wesentlichen  durch  unsere  Badiometerkraft  erklärt  werden 
kömien.  Bedauerlicherweise  sind  jedoch  bei  den  beiden  Stoffen, 
Schwefel  und  Selen,  b^i  denen  quantitative  Messungen  über 
die  negative  Photophorese  vorliegen,  nicht  alle  physikalischen 
Konstanten  bekannt.  So  liegen  beim  Se  überhaupt  keine  An- 
ga])en  über  die  Wärmeleitfähigkeit,  beim  Schwefel  keine  Daten 
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über  den  Absorptionskoeffizienten  vor.  *Bei  Se  wäre  es  über- 
dies noch  notwendig,  den  Brechungs-  und  Absorptionskoeffi- 
zienten auch  im  Ultraroten  zu  kennen,  da  wie  aus  der  Ein- 
leitung hervorgeht,  bei  gegebenem  Teilchenradius  die  Badio- 
meterkraft  f^r  jede  Wellenlftnge  im  Spektrum  zu  berechnen 
ißt.*  Bekannt'  sind  dagegen  alle  erforderlichen  Daten  zur 
Berechnung  von£  bei  den  von  Ehrenhaft  untersuchten  licht- 
negativen Metallen,  Wismut  und  BleL  Für  sie  aber  wird  gerade 
eben  von  Ehrenhaft  weder  die  Größe  der  photophoretischen 
Kraft  noch  der  Teilchenradius  angegeben.  Der  Vergleich  von 
Theorie  und  Erfahrung  kaim  somit  erst  dann  ganz  streng 
durchgeführt  werden,  wenn  die  entsprechenden  photophore- 
tischen Messungen  vorliegen.  Es  genügt  also  zum  Zwecke  der 
Orientierung,  wenn  wir  zun&chst  E  nur  in  erster  Näherung 
berechnen;  *und  zwar  wollen  wir  hier  noch  im  folgenden  die 
N&herungsformeln  für  kleine,  in'der  zweiten  Mitteilung  für 
grofie  Teichenradien  angeben.* 

Bei  den, numerischen  Be^hnungen  ist  zunächst  zu  berück- 
sichtigen, daß  im  Außenraum  ^  =  £  =  1  und  a  =  0  zu  setzen 
ist,  während  im  Innenraum  der  Kugel  /ei  =  1  ist.  Bezeichnen 
wir  mit 

(26J  N  =  v(l-ik)~ye-i^ 

den  komplexen  Brechungsexponenten  {v  sei  der  gewöhnliche 
Brechungsexponent,   k  der  Absoxptionsindex)   so   haben  wir: 


.  Cü  V  a  CO* 


(26)  {  .  "  " 

F  Beachtet  man  in  den  Ausdrücken  (14)  für  B^^  und  B„* 
diese  Belationen,  so  nehmen  .die  Koeffizienten  die  Gestalt  an: 

.27J      "  n(n+l)'  N'  Un{Q)tpn' (N q)  -  N^n' iQ)yfn(N gy 

V    "  n(n  +  l)'  i\rc.(0<(iVri-r/(^)^(i\r^)' 

wobei  Q  =  aKa  =  c^-r  gesetzt  ist. 

Mit  Eücksicht  auf  die  Eeihenentwicklungen  (10)  und  (12) 
erhalten  wir  daher  in  erster  Näherung  (für  (><1): 
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D  ,        9       1  i  D  a       3       1        n  1       .25      1  1 

^1.    ""2      A*     2+A^'       1  2      iV"       «  6      iV»     3+2iS^' 

Souüt  ergibt  sich  für  K  mit  der  Reichen  Genauigkeit : 

1.      p     271»      c    Ai^             &  ff     *             1       .1         i 
k  IBS  -s-^  ' .  •  y  •  fl*  1 1 • -4 • 

T       X«       w  +  ha     ^  {[2  +  N*    8+2^«^  5  .2  +  .V« 

+  konjog.  kompl.  Größenj . 

Da  nun  ween    (25) 


8+2y*(l  -k*)  +  4p*ki 


3  +  2A^'' 


und 


2fU+*[2  +  r*(l-**)] 


WO 


2  +  iV^«  if 

i  =.  [3  +  2^»(1  -  *«)]«+  16frU^ 
Ä^«  [2  +  fr«(l  -  ik»)J*  +  4rn», 


80  gilt  äoniit  für  ^  <  1 : 


(28) 


c  •  a"  • 


(kp'f 


T 


0.2--1 
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TA^'^"  M         w  +  Äa 

Dabei   ist   im  Ausdrucke  (24)  für  K   nach  (25)  a  durch 

'^"' i'**   ersetzt.     (Jl  bedeutet   hier,  die  Wellenlänge).     r)iese3 

a  rührt  nämlich  aus  dem  Ausdruck  (j(£*  für  die  Joule  sehe 
Wärm(^  her  und  man  überzeugt  sich  einfach,  daß  hier  nicht 
nur  im  Geltungsbereich  der  Maxwel Ischen  Theorie,  sondern 
auch    bc^i   Vorhandensein   von  Leitungs-  und   Dispersionselek- 

An  t* 

tronen  o  durch    —^v^k  gegeben  wird. 

l'nser  Ausdruck  für  K  gilt  für  den  Fall,  daß  die  Ampli- 
tude der  elektrischen  Feldstärke  6  der  einfallenden  Lichtwelle 
den  Betrag  1  hat.  Hat  diese  Amplitude  den  Wert  .4,  so  ist 
der  Ausdruck  für  K  noch  mit  ,4*  zu  multiplizieren.  Nun  wird 
die  räumliche  Energiedichte  eines  elektromagnetischen  Feldes 
im  Vakuum  gegeben  durch: 


W^  =  i- (@»  +  ^«) . 
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Handelt  es  sich  nun  um  eine  ebene  elektromagnetische  \\Vlle, 
ßo  igt  (g*  =  ^*  und  setzt  man: 

e  =  ^(()S  y    (X+Ct)  , 

SO  ist  der  zeitliche  Mittelwert   von  W: 

^-  T 

Enthält  also  die  einfallende  Welle  pro  cm*  die  Energie  If.  so 
ist  die  von  ihr  ausgeübte  Radiometerkraft  9t  gegeben  durch: 

(29)  n=^AU{  =  2WK  . 

♦Die  Diskussion  dieser  Näherungsformel  erfolgt  gemein- 
sam mit  der  auf  große  g  Werte  iDezüglfchen  in  der  an- 
schließend folgenden  Mitteihng  II.* 

19.  November  1919. 

(Eingegaogen  1.  Dezember  1919.) 


3.  Badi&meterhrä/^ 

tmd  Ehrenhaftsche  Photophorese: 

von  A.  Bubinowic*. 

(IT.  Mitt^nng.) 


In  der  Torangehenden  MJtteüniig']  haben  wir  den 
druck  fOr  die  Radiometerkraft  aof  ein  einseitig  bertn 
KOgelcheo  abgeleitet;  wir  ^aben  dort  gesehen,  daß  f&r  k 
^-Werte*)  die  BadiometerkraA  R  das  Teilchen  in  der  Bidi 
des  einlallenden  Lichtes  zn  bewegen  sacht,  daß  mithii 
diesem  Falle  keine  durch  Badiometerkräfte  venirsadite  tug 
Photophorese  möglich  ist  In  der  Torlieg^iden  Mitteilni 
wollen  wir  nun  zeigen,  da£  fOr  gro&e  p-Werte  ((»>!)  für 
schwach  absorbierende  Snbstonzen,  deren  reeller  Brechi 
index  f  >  1  ist,  eine  negatioe  Radionuterkraft  m  erwarteE 
Als  sehr  scbwacfa  absorbierend  bezeichnen  wir  dabei  für  oi 
Zwecke  solche  Substanzen,  bei  denen  bei  der  BerechBDUg 
Badiometerkraft  die  Verteilung  des  elektromagnetischen  F( 
im  Inneren  der  Kugel  mit  ToUständiger  VemacblSsaigiuig 
Absorption  ermittelt  und  bei  der  Berechnung  der  an  t 
Stelle  der  Kugel  entwickelten  JonleHcheuW&nne  ein&oh 
bei  der  obigen  Vemachlässigang  errechnete  Feldstärke  bei 
werden  kann.  Da  die  stark  negatiT  photophoretiacben  S 
Se,  S,  /  relativ  schwacb  absorbieren,  so  glaabe  ich,  sprei 
die  Resultate  der  vorliegenden  Mittailong  entschieden  tHi 
ZurückfUhrbarkeit  der  negativen  Photophorese  auf  Badiomi 
kräfte.  Eine  weitere  Stutze  dieser  Anschauung  hoffe  id 
einer  dritten  Mitteilung  beiznbringen,  einerseits  doreh  . 
Stellung  einer  Näherungsformel  fÖr  groBe  p-Werte  bei  w 
BerUcksichtigUDg  der  Absorption,  andererseits  durch  ex 
Domerische  Auswertung  von  I  (24). 

1]  Wird  im  folgenden  »U  I  zitierL 

2)  Wir  verwenden    hier  die  gleichen  BeceicfaDungen   wie    in 
UilKiluDg  1. 
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Selbstyer9tändlich  gilt  unsere  jetzige  Näherungsformel 
ebenso  wie  I  (24)  nur  für  den  Fall,  daß  a  klein  ist  gegenüber 
der  freien  Weglänge  des  unsere  Kugel  umgebenden  Gases. 

Be?or  wir  unsere  Rechnungen  durchführen,  wollen  wir 
durch  eine  anschauliche  Betrachtung  uns  plausibel  machen, 
daß  unser  Ergebnis  schon  von  vornherein  zu  erwarten  ist.  Im 
Falle  Q^lf  wo  der  Radius  der  Kugel  gegenüber  der  Wellen- 
länge des  einfallenden  Lichtes  groß  ist,  ist  der  Strahlengang 
in  erster  Näherung  nach  der  geometrischen  Optik  zu  berechnen 
und  die  auf  diesem  Wege  für  die  Radiometerkraft  erhaltene 
Näherungsformel  muß  im  wesentlichen  mit  der  jetzt  abzuleitenden 
übereinstimmen.  Aus  dem  geometrischen  Strahlengang  in 
einer  Kugel  können  wir  aber  folgendes  entnehmen.  Der  Brenn- 
punkt F  unserer  Kugel  ist  im  Abstand  — ^  vom  Mittelpunkt  0 

gelegen.^)  Ist  also  1  <  i/  <  2,  so  kommt  der  Brennpunkt 
außerhalb  der  Kugel  zu  liegen.  Im  Falle  v  >2  befindet  er 
sich  aber  innerhalb  der  Kugel. 


einfallendes  Licht  ^\         ^.    ^^^^    einölendes  Licht 


2<V 
Fig.  2. 

Da  wir  nun  voraussetzen,  daß  die  Absorption  innerhalb 
der  Kugel  sehr  klein  ist»  so  ist  aus  den  beiden  Fig.  1  und  2 
ohne  weiteres  zu  entnehmen,  daß  die  Konzentration  der  elektro- 
magnetischen EInergie  in  der  N|Uie  des  au  der  Rückseite  ge- 
legenen Punktes  A  großer  ist,  ab  in  der  Nähe  des  an  der 
Vorderseite  liegenden  Punktes  JB.  Wir  werden  daraus  schließen, 
daß  der  Temperaturüberschuß  r  in  der  Nachbarschaft  von  Ä 
größer  ist  als  in  der  von  B.  Nun  wird  nach  I  (1)  die  auf  unsere 
Kugel  wirkende  Radiometerkraft  gegeben  durch: 

wobei  der  Winkel  ß-'  vom  Punkte  B  aus  gezählt  wird. 


1)  Im  allgemeinen  für  den  Fall,  daB  nur  die  Brechung  an  der  Vorder-' 
Beite  der  Kugel  berücksichtigt  wird. 
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Nach  unserer  Überlegung  über  die  TemperatnirertAÜi 
auf  der  Oberfläche  der  Kugel  »st  daher  für  K  ein  n^i 
Wert  zu  erwarten,  was  »ach  den  FestseUungen  in  I 
Radiometerkraft  entspricht,  die  im  Sinne  einer  negatir  p 
phoretischen  Kraft  wirkt.  Dabei  ist  es  selbstrerBtändlicli 
Wichtigkeit,  zu  bemerken,  daß  nach  der  obigen  Formel  I 
es  gar  nicht  darauf  ankommt,  ob  etwa  der  Uittelwerl 
Temperatur  auf  der  Kugelh&lfte  bei  A  größer  ist  als  der  h< 
wegen  des  im  Integranden  auftretenden  cos  &'  reicht  x.  I 
hinlänglich  steiles  Maximum  bei  ^  (d.  b.  fOr  d'  —  x)  hin 
A'  negativ  zu  machen. 

Aach  die  Tatsache,  daß  die  Radiometerkraffc  in  onsi 
Falle  [wenigstens  för  so  große  Badien  a,  daB  ha^w  ist) 
dritten  Potenz  von  a  proportional  wird,  ist  wohl  onacliwc 
verstehen.  Nach  dev  soeben  angeführten  Belation  I  (1)  ii 
die  Radiometerkraft  proportional  a*  j  fr  eos  &' d&' dy>'  und 
a  proportional.  Dies  letztere  folgt  aus  der  Tatsache,  di 
einerseits  proportional  ist  der  von  der  Kugel  absorbif 
Wärmemenge,  die  bei  kleiner  Ahsorpüoa  mit  dem  durch strat 
Volumen,  also  wie  a'  wächst,  andererseits  aber  verkehrt 
portional  ist  der  Oberfläche  der  Kugel  durch  die  die  Wi 
abströmt  und  die  wie  a*  zunimmt 

Werm  wir  die  obigen  Plausibilitätsbetrachtongen  hier 
wenig  aber  den  Bahmen  des  in  dieser  Mitteilaog  Bewies« 
fortfuhren,  so  wird  es  uns  auch  noch  begreiflich,  daß  bei  den 
obachtangen  von  Ehrenhaft  die  negativ  photophoretische S 
mit  dem  Teilchen radius  zunächst  zn  einem  Maximum  wä( 
um  dann  wieder  abzunehmen.  Unsere  obigen  überiegui 
-  gelten  doch  nur  so  lange,  als  wir  annehmen  können,  daB 
Strahlung  die  Kugel  im  wesentlichen  ungesehwächt  dnrchai 
Wird  aber  bei  einer  bestimmten  Substanz  der  Teilchenradii 
bereits  so  groß  angenommen,  daß  diese  Voraussetzung  n 
mehr  zutrifft,  wird  vielmehr  schon  der  überwiegende  Teil 
Strablongsenergie  in  der  ersten,  dem  Punkte  B  nahe  stehen 
Kugelbälfte  absorbiert,  dann  wird  die  Temperatur  der  Ea 
fläche  bei  B  größer  als  bei  A  werden,  und  die  Radiome 
kraft  muß  dann  im  Sinne  einer  positiv  photophoretischen  K 
wirken. 


Radiometerkräfte  und  Ehrenhaftsche  Photophorese.       719 

Bevor  wir  an  die  Ableitung  der  angekündigten  Nähernngs- 
formein  gehen,  wollen  wir  zunächst  in  §  1  zur  Ergänzung  der 
Mitteilung  I,  die  in  dem  Ausdruck  I  (24)  für  die  Radiometer- 
kraft auftretenden  Integrale  J^  -  -  '  J^^  in  geschlossener  Form 
auswerten,  da  wir  sie  im  folgenden  ohnehin  brauchen  werden. 

§  1.  Berechnung  der  Integrale  J«'  f&r  ein  absorbierendes  Medium. 

Da  wir  bei  der  Diskussion  der  Formel  für  die  Badio- 
meterkraft  I  (24)  alle  darin  auftretenden  Größen  k  und  K 
durch  den  komplexen  Brecbungsindex  N  mit  Hilfe  der  Re- 
lation I  (26)  ausdrücken  müssen,  empfiehlt  es  sich,  schon  jetzt 
N  einzufahren.  Um  schleppende  Bezeichnungen  zu  yermeiden, 
wollen  wir  femer  statt  JJ{K.,£^  auch  /^^(^,  iV)  schreiben  und 
analoge  Bezeichnungen  für  die  übrigen  Integrale  J^'  verwenden. 
Die  Berechnung  der.  Integrale  //  gelingt  mit  Hilfe  der  aus 
der  Theorie  der  Bess eischen  Funktionen  bekannten  Relation^) 

f  r  1 

Führen   wir  nun   hier  durch  j:  =  —  eine  neue  Integrations- 

reränderliche  r  ein  und  setzen  femer  a  ^  N  q  und  ß  ^  N^q  , 
80  erhalten  wir  den  Ausdruck  für  ein  Integral,  das  wir  ,im 
folgenden  auch  kurz  mit  J^{N,N)  bezeichnen  wollen: 


(2) 


^.'>i^.N)^f^„{r^)^^(r^)är 


0 

Da  nun  nach  I  (11): 

«o  ergibt  sich  zunächst  für 

a  

1)  Vgl.  die  Definition  der  Funktion  ^«  in  I  (10)  und  etwa  die  Re- 
lation (21b)  S.  69  in  Schafheitlin,  Die  Theorie  der  BesseUcben 
Funktionen.    Leipzig  1908. 
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die  RekurBii.'nslormcl 

(3)        J.nXA'l  =  -  /4^i(A,.V)  +  -^,2n  +  l)y/(A;.V), 

wo  J^  (A,  .V)  nach  (2)  durch   die  FuuktioaeD    i/t,  susd 
bar  ist. 

Um  'J^[fi,N)  für  alle  Werte  n  zu  berechnen,  ist  i 
nnr  noch  die  Kenntnis  etwa  des  Ausdrackes  fKr  /„*  [J 
notwendig,  der  leicht  direkt  angegeben  werden  kann.  E 
nämlich  :i) 

Vo  {;r)  =  sin  JT ,        1^1  [x]  = cos  r , 

und  somit  ergibt  sich 

J,'iS.  m  .  fr  »„  (.4^) .  1-^  .in  (,4t)  -  00.  (rÄ 


itf  + jtf  jv^-  Ä^     ] ' 

Um  das  Integral  J^*  (N,  N)  auszuwerten,  muB  man  nui 
Relation  (2)  partiell  nach  JV  differenzieren'  und  erhftit  so: 

+  *<•  V.  (»d  viti  (■J'p)  -  .'c  *;  (*»)  VI.*!  (Jfp)  I  • 

Für  die  Integrale 

lassen  sich  einzeln  keine  geschlossenen  Ausdrucke  in  den 
angeben.     Sie  können  aber  leicht  in  der  Eombioation,  in 


1)  Vgl,  P.Debye,Aiin.d.Ph7B.30.a67.1«>».  Porael  (ia),(18), 
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Bie  in    I  (24)  aoftreten,    in   geschlossener   Form   ausgewertet 
werden.    Zunächst  gilt: 


(») 


Multiplizieren  wir  die  leicht  aus  I  (1 1)  folgende  Relation : 

r  — — 
a 

einmal  mit  _ 

das  andre  Mal  mit 

80  erhalten  wir»  wenn  wir  die  sich  ergebenden  Terme  ent- 
sprechend ordnen: 

Addieren  wir  schließlich  diese  beiden  Beziehungen,  so  ergibt 
sich  mit  Rücksicht  auf  (5)  und  die  Tatsache,  daß  t^^(0)  =  0 
ist,  für  die  in  I  (24)  auftretende  Kombination  der  beiden 
Integrale  JJ^  und  /^*  endlich  der  Ausdruck: 

I  (,»+  1)V.H.V, N)  + 1;  NNJJ' [N, N)  =  («  +  l)i^„(iV(>)t^„+i(iV(.) 
(6)  ' 

1  +  (n+ 1) 4^  J:^,{N,  AO  -  -?;  Nyj„\,  (^,Ä') . 

Annalen  der  Phjsik.    lY.  Folg«.    62.  48 


}■■ 


■.•• 
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\i  : 


|l     i 

1-    ■ 


§  2.    Bereehnong  der  Integrale  J/  far  ein  sohwach 

abBorbierendee  Medimn. 

Die    in    dem    Torangehenden    Paragraphen    abgelei 

Formeln  setzen  uns  instand,  die  in  dem  Ansdrack  I  (24 

die  Badiometerkraft  auftretenden  Integrale  f&r   den  Fal 

berechnen,  daß  der  komplexe  Brechnngsezponent  iV  »  r  (1 

wirklich  einen  komplexen  Wert  hat.    Haben  wir  es  abei 

einem   nicht   absorbierenden  Körper   zu   tun,    wo    A  =a  0 

daher  N  ^  N  ==  v  ist,  so  erscheinen  einzelne  von  den  in 

abgeleiteten  Ausdrücken  in  der  unbestimmten  Form  0/0. 

ist  daher  notwendig,  hier  anzugeben,  durch  welche  Relati 

unsere  obigen  Formeln  in  dem  jetzigen  Falle  zn  ersetzen 

Wir  werden  sie  dabei  gleich  in  eine  f&r  das  Weitere  beqi 

Form  bringen.    Zunächst  erhält  man  durch  Ghrenz&bergaii 

(2)  oder  mit  Hilfe  der  zu  (1)  analogen  Relation  in  der  The 

der  Be sseischen  Funktionen  ftLr  den  Fall  a  ^  ß^)  ffir  J^ 

a 

(2-)  JM''f[^n(r^)[dr  =  |-[V>(»)-t/..-xMv.+,f 

0 

Dabei  schreiben  wir  in  abkürzender  Bezeichnung  ^ 
statt  Jj^{y^v\  Aus  (2')  ergibt  sich  sofort  durch  Difiierentia 
nach  V  unter  Zuhilfenahme  der  leicht  aus  1(11)  zu  folgern 
Relationen: 

für  J^^{v)  der  Ausdruck: 

(4') 

der  auch  durch  Grenzübergang  aus  (4)  mit  Hilfe  von  (7)  i 
1(11)  zu  erhalten  ist. 

Die  auch  in  unserem  jetzigen  Falle  gültige  Relation 
gibt  nun  mit  Rücksicht  auf  (2'),  (4^  und  1(11)  die  Beziehi 

=  [(n+1)- 
2n  +  3 


•^n*  M  =  -^-  [V'n* (^  9)  +V^n+l  (^  P)  V/»-l  {P Q)]  , 


(6'j 


(2w  +  3)* 


+ 


VQtfJ^^{P0)  + 


2n  +  I 


PQn'n  +  l'{PO). 


1)  Vgl.  P.  Schaf heitlin,  a.  a.  0.  S.  69. 
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Schließlich  gilt  jetzt  auch  die  Rekursionsformel  (3); 

aus  der  offenbar 

m   (-  ir+v,»w  =  -  j,\v)  +  ^^§(-  i)"^H2*  +  \)j.'{v) 

folgt  '    • 

Jq^  {v)  ergibt  sich  dabei  hier  ebenso  wie  oben  durch  direkte 
Integration  zu 

VM-^^    «'^+  ^cos2i/(>-|.8in2i'() 

§  8.    Näherungsformeln  für  ^„  und  ^„. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  für  den  in  1(24)  unter  dem 
Summenzeichen  stehenden  Ausdruck  einen  für  grofie  o- Werte 
gültigen  Näherungswert  anzugeben.  Dies  bietet  uns  keine 
Schwierigkeit,  da  wir  hier  den  gleichen  Weg  gehen  können, 
den  Debje^)  im  analogen  Falle  bei  der  Berechnung  des 
Lichtdruckes  eingeschlagen  hat.  Wir  stellen  hier  zunächst  die 
im  folgenden  zu  gebrauchenden  Näherungswerte  für  die  Funk- 
tionen t^,^  und  ^  zusammen.^  Im  folgenden  §  4  werden  wir 
dann  mit  ihrer  Hilfe  genäherte  Ausdrücke  für  die  Koeffizienten 
B^  und  B^  und  die  Integrale  J^[v)  herstellen  und  schließlich 
im  §  5  den  Näherungswert  für  die  Eadiometerkraft  K  angeben. 

Ist  zunächst  w  +  V2  <  (^>  ^^  P^*  ^^^^  große  «-Werte: 

(8)  l  (sin  To)  '•  (sin  x^)  • 

l  ?;(?)  =  (Sin ro)V.e-«(e/o+..,4>.  ^;(^)=(8inT/^cos(o/o+;j/4), 

wobei  Tq  ein  reeller  im  Intervall  0  <  r^  <  ~  gelegener  Winkel 
ist,  der  gegeben  wird  durch 

(9)  cos  r,  =  -"  +  -V' 
und  der  Ausdruck  f\  bestimmt  wird  durch 

(10)  /;  =  8inTo  -ToCOSTo. 

Tq  und  f^  sind  somit  sowohl  vom  Index  n  als  auch  vom 
Argument  q  abhängig. 

1)  P.  Debye,  a.  a.  O.  S.  liefif. 

2)  P.  Debye,  a.  a.  0.-,  ferner  Math.  Add.  67,  S.  535,  1909. 
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Im  folgendeo  werden  wir  &ftar  vor  die  Aufgabe  i 
die  oben  eingeführten  Funktionen  für  den  Iudex  (n  -j 
auf  kleine  G-röSen  durch  T^-Werte  darzustellen,  wie  s 
Index  R  enteprechen.  Bezeichnen  wir ')  das  zu  (»  + 
hörige  r„  mit  t'„  ,  so  ist 

'9')  coax.'  — -^-^ii 

und  das  entsprechende  /|,  wird  gegeben  durch 

(10']  /i'  =  sin  Tu'  —  T„'  cos  Tf,' . 


Setzen  wir  nun 


(H) 


.   T(,   +   J  T„  , 


so  ergibt  sich  aus  (9']  durch  Entwicklung  von  cos  z„ 
Potenzen  Ton  Jt^ 

cos  t'  =  cos  T.  —  sin  r.  J  r,,  »  ~ —   *  . 

Uly 

woraus  mit  Benützung  von  (9) 

(12)  -sinTpJTo-  — 

folgt  Aus  dieser  Beziehung  ergibt  sich  schlieSlich 
Entwicklung  nach  Potenzen  ron  Jr^ 

(13)  fo'=/'o  +rnSinr„  Jr^  =  f^  -  -^  ■ 

Die  beiden  Gleichungen  (11]  und  (18)  lassen  uns  sofo 
kennen,  in  welcher  Weise  die  Funktionen  (8)  für  den  I 
wert  (n  +  1)  durch  ro-Werte  ausdrUckbar  sind,  die  dt 
dex  n  entsprechen.  Etei  diesem  Übergang  kann  wohl  nai 
in  sin  Tg  das  t^  einfach  beibehalten  werden,  nach  (13 
man  aber  /^fi  durch  /j,o  —  r„  ersetzen,  weil  ja  hier  i 
f'„  {>  von  gleicher  Größenordnung  sind.     So  ist  z.  B. 


(14) 


-(?)  = 


(«in  h) " 


und  analog  erhalten  wir  für  den  Indexwert  (n  —  1): 

{■in  r„J  ' 
1)  P.  Debye,  a.  b.  0.  8.  122. 
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Für  den  Fall  n  +  V,  >  (>  gut  flir  große  p -Werte 

y^^,.  (temro)''  (?  »in  t^)  • 

I  ?;  (?)  =  -  « ('  sin  T J/« «  -  «?^ :        v^;  (p)  =  (i  sin  roV-'«  e»  e^o , 

wobei  jetzt  r^  die  negative  imaginäre  Wurzel  der  Gleichung  (9) 
ist  und  /*Q  wieder  durch  (10)  gegeben  wird.  Beim  Übergang 
von  n  zu  (n+  1)  sind  Tq  und  /J,'  wieder  durch  (11)  und  (13) 
festgelegt)  so  daß  man  z.  B.  erhüt: 

(17)  ^„^,(p)  = 

(«  810  To)  '- 

Ebenso  gilt: 

(18)  ^„_,(p)„.^__ 

(*  BIO  To)   • 

Es  mag  hier  noch  bemerkt  werden,  daß  im  jetzigen  Falle 
2  sin  Tg  reell  und  positiv,  if^  jedoch  reell  und  negativ  ist 

§  4.   NähezxiDgsformeln  für  Bn^ ,  Bn*  und  die  Integrale  <// . 

Bevor  wir  an  den  eigentlichen  Gegenstand  dieses  Para- 
graphen herantreten,  wollen  wir  zeigen,  daß  die  in  der  Dar- 
stellung I  (27)  für  die  Koeffizienten  B^^  und  B^^  gegebenen 
Ausdrücke  sich  noch  weiter  vereinfachen  lassen.  Die  bekannte 
von  Lommel  hergeleitete  Relation^) 

^  (Är(^)/„.l  (:r)  -  //;fii(:r)/,  (:r))  =  i 

lautet  nämlich  nach  I  (10)  und  I  (12)  in  yj^^  und  Cu  ausgedrückt: 

Mit  Hilfe  der  auch  für  ^  gültigen  Relation  I  (11)  erhalten 
wir  somit  für  den  in  BJ  und  BJ  auftretenden  Ausdruck 

-V'„[(«+ i)&.-i-»fe»+i]!=  2^"i !("+ !)[?,. V'«-i- t..-iV'J 

rv  1-  T  1         (w  +  l)t  +  n» 

+ « [tn+1 «/',.  -  ^  v-'«+i] }  -  -  -äinrr-  = '  • 


t)  Vgl.  Jahnke-Einde,  Funktioneotafeln  usw.  S.  165.  Leipzig  1909. 
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i 
I 


'!    . 


Es  gilt  somit  allgemein: 

.„    2«  + 1       1 


(19) 


B_ 


fi(n  +  l)    .V    Vu(0^/(A'?)- A^C.'(^)y.(A>»  ' 
N    2n  +  1  1 


^«        *     n(n  +  l)     -ArC(^)v.'(^0-C.'(^)l^.(A^^) 


In  diesem  Paragraphen  wollen  wir  nun  Ar  die  Eo 
iizienten  jS^^  und  JSJ  sowie  für  die  Integrale  J^'{p)  Näheronj 
formein  angeben  und  gleichzeitig  die  erhaltenen  Ansdrüc 
in  eine  dem  Folgenden  angepaßte  Form  bringen.  Da  in  i 
B^^  und  den  J^'iv)  die  Funktionen  %p^  und  ^  nicht  nur  ii 
dem  Argument  q,  sondern  auch  mit  pq  auftreten,  wollen  i 
jetzt  durch  die  Relation 

(20) *•  "^  ''» 


COSTj  = 


»e 


einen  Winkel  r,  definieren,  wobei  sein  Vorzeichen  dnidi  d 
gleichen  Festsetzangen  wie  bei  r^  festgelegt  sein  soIL  Ferni 
sei  analog  wie  früher: 

(21)  /; 


Sin  Tj  —  Tj  COS  Tj 


und  r/  und  fY  seien  die  zu  dem  Index  werte  (n  +  1)  gehörige 
Werte  von  r^  und  f\.  Zwischen  r^  und  r^  besteht  nach  ( 
und  (20)  die  Relation 

(22)  cos  r^  =  r  cos  Tj     (Brechungsgesetz)  • 

Im  folgenden  wird  stets  r  >  1  vorausgesetzt 

Wir  wollen  nun  die  genäherten  Ausdrücke  f&r  B^  ui 
B^  angeben.  Wie  aus  (19)  ersichtlich  ist^  enthalten  die  hi< 
Torkommenden  Funktionen  ^  und  \v^  als  Argument  sowohl 
als  auch  rQ,  Da  aber  die  N&henmgsformeln  f&r  ^  und  ir 
je  nachdem  diese  Funktionen  von  q  oder  vo  abhängen,  fl 
verschiedene  n- Werte  von  der  einen  in  §  3  angegebenen  For 
in  die  andere  übergehen,  so  müssen  wir  hier  die  folgende 
3  Fälle  unterscheiden: 


1. 
2. 
3. 
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Befinden  wir  uns  zunächst  im  Falle  1.,  so  ist  nach  (8): 

und  analog  gilt: 

Berücksichtigen  wir  nun,  daß  im  Hinblick  auf  (22):    , 
Sin  Tfl  +  i'  Sin  T,  = — -^     und 

0     '  1  cos    T, 

,      .  sin  {iq  +  rj)  cos  (»o  —  Ti) 

V  Sin  Tft  +  Sin  T,   ■■  2 \ >-£ L- 

0    '  1  cos  r, 

und  bezeichnen  wir  mit  Debye  (Reflexionskoeffizienten): 

l  r    =    y  Bin  Tq  -  sin  j^  _  \^_{i^  -i^) . 

,oQ.                        J  *  »'  Bin  lo  +  Bin  r,  tg  (to  +  iij ' 

I  sm  Tq  -  y  sm  r,  sm  (Tq  —  r,) 

'  *  sin  Tq  +  y  sin  r,  sin  (Tq  +  r,)  ' 

SO  ergibt  sich  schließlich: 

ß  1  3.  'n-l     2w  +  1    ^  J^  2(Bimo8inrt)'/^cosr^  ^  _  g'''^^"~''g^^' 
"  -  n(ft  +  1)      V  8in(To  +  ri)cos(ro-Ti)    1+ »>,«"- '"i?^»  ' 


(24) 


B  2  «  2»-i     ^^+  ^    .  2(8inroBinrj7:^coBrt  ^     tf^ef^'->'ofi) 
"    ""  n(n  +  1)  '  "       sin  (t,  +  Fo)        '  1  +  »>,e-  -'"^'^^  ' 


Da  im  Falle  2.  die  Ausdrücke  ^  {{>)  und  J'^  [o)  formell  in 
der  gleichen  Weise  geschrieben  werden  können,  wie  im  Falle  1. 
und  da  für  rff^X^g)  und  ip^{vQ)  in  beiden  Fällen  die  gleiche 
Darstellung  gilt,  so  erstreckt  sich  die  Gültigkeit  von  (24)  auch 
auf  den  Fall  2. 

Im  Falle  3.  erhält  man  dagegen: 

f24\'      *  »(»+!)*'     8iD(To  +  rJcos(ro-r,) 

I  ^  »  =  ,«-1  2W+2  jBin  tojmj.Yit  cos  h_      nofo-vor,) 
^      "  «(n  +  1)  8in(ro  +  T,)  ^         ~      * 

Bei  der  Darstellung  der  Integrale  /,/  durch  Näherungs- 
formeln ist  zu  beachten,  daß  alle  in  ihnen  auftretenden  Funk- 
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tionen  v.«^   nur  vom  Ärgoment  vo  abh&ngeD.     Es  sind  dabe 
hier  nur  2  F^Ue  zn  unterscheiden: 

b)   ro<ii  + V,. 
Zunächst  erhalten  wir  aus  (6'),  (4').  (8),  (14),  (15).  wenn  wi 
uns  auf  die  höchste  Potenz  yon  o  beschränken  und  demgemäl 
nach  (20)  n  durch  r  p  cos  r,  ausdrücken,  im  Falle  a): 

(n  +  lfJ^\v\  +  (7)V,*V.  =  ^^?>'cosTi8inT,=^*sin2rj 
(25)   /„«i..^»  -"L  .  -J_|2co8»(r()/:  -  nIA)  -  8in»T,  | 

_     "*      _-L    |«2<'V«r,-.T,4)    .    ^-2i(rffA-«;4    +2coS*T,l• 
^         8  vp  Bin  T,  (  'I 

Im  Falle  b)  ergibt   sich   dagegen  mit  Zuhilfenahme  toi 

(16),  (17)  und  (18^: 


(25-) 


|(«+l.V„'W+(l?,V.*W-,-p^-e^"".A-.r., 


I 


,f    •[#»)    SB    . 

^  ^  '       2  V  ^  f  tin  f , 


Etwas  vorsichtiger  muB  man  bei  der  Berechnung  toh 
^n^^)  verfahren.  Zunächst  werde  der  Fall  a)  betrachtet  Für 
das  in  der  Darstellung  [Ti  für  J^^(v)  auftretende  JJ^  findet 
man  nach  .2'),  (8\  (14^  (15): 

•^.^(•'^  =  Y  ^^  ^1  • 

Da  mit  Rücksicht  auf  ^20)  2  ir  +  1  «  2  r  o  cos  r^  gesetzt 
werden  kann,  so  ergibt  sich: 

(-  lr'+i^^3(,.)^  ^j^^{p^^5!Lro^[-  l)-+icosTjSinT, 

««1 

n 

«■1 

Fassen  wir  nun  hier  in  der  Summe  zwei  aufeinander- 
folgende Glieder  ins  Auge,  etwa  ein  zu  dem  ungeraden  Index  i 
und  ein  zu  dem  geraden  (^  +  1)  gehöriges,  so  liefern  diese  zi 
unserer  Summe  den  Beitrag: 

sin  2rj  -  sin  2  r/  =  sin  2t,  -  sin  2(r,  +  Jr,) «  -  cos  2  r,  .2  J  r, 
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Nun  müssen  wir  zwei  Fälle  unterscheiden:  n  eine  gerade 
Zahl  und  n  eine  ungerade  Zahl.  Im  ersten  Falle  lassen  sich 
alle  in  der  Summe  auftretenden  Glieder  paarweise  zusammen- 
fassen, im  zweiten  Falle  aber  bleibt  dabei  eines,  etwa  das 
letzte,  übrig.  Bezeichnen  wir  nun  mit  /;^  eine  Zahl,  die  für 
ein  gerades  n  gleich  0  und  für  ein  ungerades  n  gleich  1  ist, 
80  haben  wir  demnach: 


n 


(-  1)"+'  J»  =  -  ^o'(»"  -  Y  2'cos2t,  2  Ar,  +  r,J^  sin  2  rj-»' . 

Dabei  soll  r/*^*  das  zum  Index  n  gehörige  r^  bezeichnen. 
Der  Strich  beim  Summenzeichen  deutet  an,  daß  die  Summe 
.nunmehr  bloß  über  alle  ungeraden  s  [s-^n)  zu  erstrecken  ist 
Approximieren  wir  nun  die  Summe  durch  ein  Integral,  so  wird, 
da  mit  Rücksicht  auf  (20]  ^  =  1  ungefähr  r^  =  ;v/2  entspricht: 

^,    COS  2  Tj  2  J  T^  =  fcos  2  Tj  rf  Tj  «  i^  sin  2  Tj    =  I  sin  2  t/'»^ 

«s  1  jr/2  n  2 

EJs  wird  daher,  wenn  wir  jetzt  den  Index  n  bei  r/**'  wieder 
weglassen: 

(26)  /„«  W  =  (- 1)«  e/o' (^')  +  ^  sin  2  r, . 

Für  den  Fall  n  +  \>  vu  ist  /„^(f)  jetzt  einfach  zu  er- 
ledigen.    Vor  allem  ist  nach  {2\  (16),  (17),  (18) 

(27)  //(r)  =  0. 

Da  nun  für  den  durch  die  Ungleichung  w+J^<y()<w  +  | 
bestimmten  Index  n  wegen  r^«  =  0  (vgl.  (20) )  nach  (26)  die 
Relation  /-«(v)  =  (—  l)"/^*(f')  besteht,  so  gilt  wegen  (3')  und 
(27)  jetzt  allgemein 

(26')  -  J.^{v)  =  [-\YJ,'\^). 

Für  Jq^[v)  gilt  dabei  in  den  obigen  Formeln  der  in  §  2 
angegebene  Ausdruck. 

§  5.  N&herunfiTsformel  für  die  Radiometerkraft. 

Die  im  Ausdruck  I  (24)  für  die  Radiometerkraft  K  auf- 
tretende unendliche  Summe  denken  wir  uns  in  vier  Reihen 
2\  .  .  .  r^  gespalten  und  zwar  so,  daß  die  Reihe  T^  nur  Glieder 
mit  den  Integralen  .//(r)  enthält.    Jedes  Glied  einer  Reihe  T^ 
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«I 


! 


würde  dann  noch  eine  Summe  zweier  konjugiert  kompte 
Ausdrücke  sein.  Wir  erhalten  das  gleiche  ESndresnltat,  we 
wir  statt  dessen  das  erste  Glied  doppelt  nehmen  und  < 
Verabredung  treffen,  daß  dann  im  Schloßresoltat  nur  c 
Realteil  beizubehalten  ist.  Mit  Hilfe  der  Formeln  des  letzt 
Paragraphen  sind  nun  leicht  genäherte  Ausdrücke  Ar  die 
anzugeben,  um  dies  durchzuf&hren,  denken  wir  uns  jede  d 
unendlichen  Summen  T^  in  zwei  Teile  gespalten.  In  eine  en 
liehe  Summe  T/,  die  die  Glieder  mit  dem  Index  n  =  1  i 
91  =  11''  umfaßt,  wo  n''  durch  m*  +  ^  <  o  <  m*  +  f  bestimi 
ist^  und  in  eine  unendliche  Summe  T^'\  die  die  sämtlicb 
übrigen  GUeder  von  n  ^  n*  +  l  ange&ngen,  enthält.  Zunicb 
befassen  wir  uns  mit  der  Summe  {T^  +  7,),  die  mit  Rücksiel 
auf  I  (24)  und  I  (26)  die  Gestalt  hat: 

Tj  + 1;  =  T{  +  t:  +  t;'  +  t;' 

oo 

Bei  der  Berechnung  von  T/  +  ^2'  ist  n  +  |  <  p  und  es  sin 
daher  die  Näherungsformeln  (24)  und  (25)  zu  Ter  wenden.    Es  wir 

*  *^  -^  '   (2«  +  lj(2n  +  3J       fi (n  +  1)* (M  +  2} 


-  —  i  *if..—  vnf.'t      I  ./■./■  —  T  .--  *. 


(2S'  ^   x^     4  sin  Tq  sin  g|  eoe*  ij  

»*  8in-(r<,  +  r,)coe*(ro~'r,)  *  (1  -  •  r,  c2«ro,<)(i  +  r^.  f-iJr.Tv 

•  -^  Sin  2  Tj  . 

/;/  und  f\'  sind  dabei  durch  (10^)  und  (21)  gegeben.  Bd 
der  Bildung  Ton  ß^^  und  fl,*  ist  zu  beachten,  daß  f^  und  /] 
in  dem  jetzigen  Falle  reell  sind.  Berücksichtigen  wir  J3)  und 
die  Tatsache,  daß  für  f\'  eine  analoge  Relation  gilt,  so  wird 


(29; 


■\-ir,c-"^'^,  (1  _,>,«-*"?'>•) 


,- 1  fff-rl 


;i  -/r,e2''i';(i+,>, 


-2f 


=  ^-»  r,  - 


^(1  Tj  tf2-?^0^^(-«>,'--'*'^^-;*^=''-  . 


>=•• 


ff-U 
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Die  Reihenentwicklangen  sind  hier  wegen  |  r^  |  <  1  zu- 
lässig. Wir  denken  uns  nun  die  beiden  Reihen  ausmultipliziert 
und  nach  positiven  und  negativen  Potenzen  von  tf^*>'eA  ge- 
ordnet  Es  haben  dann  die  Glieder  Oter  Ordnung  in  dieser 
Entwicklung  den  Wert: 


eo 


-  <(To-Til 


;.  =  0  * 

Setzen  wir  nun  unsere  nach  e-^^'af^  fortschreitende  Beihen- 
entwicklnng  in  den  Ausdruck  (28)  für  T^'  +  T^  ein,  so  liefern 
bei  der  Summation  nach  n  alle  Glieder,  die  nicht  mit  der  Oten 
Potenz  von  e^^'^efi  multipliziert  sind,  keinen  merklichen  Beitrag 
zu  y/  +  T'  Die  Funktion  («^•»'i'r.)«  ändert  sich  nämlich  beim 
Übergang  von  einem  n  zum  nächstfolgenden  wegen  (13)  schon 
um  einen  beträchtlichen  Betrag.  Da  der  Koeffizient  von 
[e^i^ef)9  sich  dabei  nur  wenig  ändert,  so  resultiert  f&r  diese 
Glieder  im  Ganzen  in  erster  Näherung  bei  der  Summation  die 
NulL^)  Ersetzen  wir  nun  noch  in  (28)  n  nach  (9)  durch  q  cos  r^ 
und  multiplizieren  den  ganzen  Ausdruck  mit  (—  o  sin  t^At^^  1) 
(12),  so  erhalten  wir  demnach: 

fP'  jlT' fti  n*  "V  ^*  Tq  cob  Tq  ein«  i^  cos'ti        e    '  ^'»"^'^      . 

Formen  wir  die  von  n  =  1  bis  /z  =  n"^  laufende  Summe  in  ein 
nach  (9)  zwischen  den  Grenzen  ;r/2  und  0  zu  erstreckendes 
Integral  um,  so  wird  schließlich: 

jtr2  _  •  r   - 

Bei  der  Berechnung  von  2^"+  r^"  sind  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden, je  nachdem  a)  Q<n-\-^l^<iv(j  oder  ß)  p<v()<n+^l^ 
ist  Im  Falle  a)  gilt  für  die  Koeffizienten  J8^/  und  ßj  die 
Darstellung  (24)  und  für  das  Integral  J^^iv)  die  Formel  (25). 
Bei  der  Bildung  von  ß^^  ist  nun  zu  beachten,  daß  jetzt  if\ 
einen  komplexen,  if^  aber  einen  reellen  und  zwar  negativen 

1)  P.  Debye,  a.  a.  0.,  S.  127. 
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Wert  hat  und  mithin  i/^  =  '/q  ist  Man  sieht  ohne  weitere 
daß  jetzt  B^  und  ß^}  mit  wachsendem  q  wie  eine  r-Poten 
verschwinden.  Diese  Glieder  kommen  somit  nicht  in  Betracfa 
Im  Falle  ß)  gilt  für  B^^  und  J/  [v)  die  Formel  (240  ^d  ;25' 
if^  und  t/'j  sind  hier  heide  reell  und  zwar  negativ.  Wie  ein 
leichte  Überlegung  zeigt»  verschwinden  auch  die  dem  jetzig« 
Falle  entsprechenden  Glieder  in  T^'  -f  T^"  mit  wachsendem  j 
wie  eine  e-Potenz  und  wir  können  somit  im  ganzen 

y/'  +  t;"  -  0 

setzen. 

Bei  der  Berechnung  von 

»  a*  ^     (2n  +  l)(2ii  +  3i    ^"   -^-+i-'.   ^^) 

71  =  1 

setzen  wir  im  Hinblick  auf  den  Ausdruck  (26)  und  (26')  für  J^\f 


wo 


oo 


■'s,.  -'*„'''«'  ^'^^  ^    *'   (2»  +  i)(2n  +  3)  "'  ^•+'- 


«KM 


n  =  l 


^3,.  =  T  ^    "  (2«-+  i)(2n  +  3)    ^''   ^-+1  ^"  '^^  • 

M"^  ist  hier  mit  Rücksicht  darauf,  daß  JJ^  (r)  nach  0^6';  für 
n  +  Vi  >  ö  r  durch  J^^{v)  =  (—  1)"  /^'l*')  gegc^ien  ist,  durch  die 
Relation  w'*  +  V,  <  »'o  <  «**  +  */i  bestimmt  Zeriegen  wir 
^3 fr  ^^  ^8&'  "^  ^sfr'*  ^^  ergibt  uns  zunächst  das  gleiche  Ver- 
fahren,   das   zur  Berechnung   von  7,' +  7,'   gedient  hat,  Ar 

'  2.«^     (2n  +  l)(2fi+S)        N       "^^  1    ^  •«     -  « 


den  Ausdruck 


n  2 


Q\\      T    '       12-4  f  sin*  r„  coi  i^  Bin*  rj  coa*  rj         e-     •     »'      , 

*''  ^    J  sin» Cr  +  'i)  l-r*f-"'         ^ 

0  ' 

r,/'  und  J,^  sind  bei  dem  von  uns  angestrebten  Grade 
der  Genauigkeit  Null  zu  setzen.     Es  ergibt  sich  ja  das  Ver- 
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schwinden  von  ^jj"  auf  dem  gleichen  Wege  wie  bei  2\"  +  7," 
und  eine  leichte  Absch&tznng  von  7*3  ^  zeigt,  daß  es  günstigsten 
Falles  einen  q^  proportionalen  Beitrag  liefern  könnte  und  mithin 
fttr  uns  nicht  in  Betracht  kommt.  Wir  müssen  ans  noch  mit 
der  Abschätzung  von 


oo 


T,  =  T;  +  T,"  =  -  2f^  v^  ^;^';7-  5,//r„V,*W 


n^l 


befassen.  Wir  können  leicht  einsehen,  daß  wir  es  Null  setzen 
dürfen.  T^'  ist  nämlich  proportional  o^  und  überdies  rein 
imaginär  (wir  bemerken  nebenbei,  daß  bei  einer  eventuellen 
Berechnung  von  T^'  mit  Rücksicht  darauf,  daß  nach  (25)  in 
J^^{v)  auch  Glieder  mit  e^ivo^  ^^(j  g-2ipefi  vorkommen,  in 
der  Entwicklung  des  Zählers  von  B^^^ß^  auch  diese  beide 
Faktoren  enthaltenden  Glieder  zu  berücksichtigen  sind)  und  T^' 
verschwindet  wieder  nach  (24')  und  (25^)  exponentiell. 

Nach  dem  Obigen  liefern  somit  im  ganzen  nur  die  beiden 
Ausdrücke  2^'  +  T^'  (30)  und  T^^  (31)  einen  nicht  verschwinden- 
den Beitrag  zu  T.    Es  wird  somit: 


ff'2 


m  _  o  •    4  r  ain*  To  C08  r©  sin*  t^  cos'  Xy 


_.:L^-«(ro-o 


l_     J  .  i  —  -  + - l  d 


'^o- 


Um  nun  zu  zeigen,  daß  unter  unseren  Voraussetzungen  unsere 
Badiometerkraft  im  Sinne  einer  negativ  photophoretischen 
Kraft  wirkt,  müssen  wir  jetzt  noch  nachweisen,  daß  T  stets 
einen  negativen  Bealteil  besitzt. 

Zunächst  ist 


« 


|-g-i(ro-r,)  _ 


co8«(To-r,)       i-r,-6-'''^  . 
""  cÖ8«(ro-T,Ml  +  rj*-2r,^c082r,)       co8«(ro-T,)(l+r,*-2ri*co8  2r,) ' 

Für    den   Zähler    dieses   Ausdruckes    erhält   man   dabei   mit 
Hilfe  von  (23) 
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\ 

:► 


i 


j 


Sin 


sin  («o  +  ^i) 


COS-  (t.,  + 


+  sin(To  —  Ti)8in(T^-f 


coa 


Ebenso  ergibt  sich 
SR 


8in(ro-r,)  -  r,- ain(T.,  +  r|) 
1  +  r,*  -  2r,«co8  2ri 


(32) 


__  Ut 


wobei  nach  (23) 

sinlr^  -  rj  -  r^^sinir^  +  r^]  =  sin(To  —  r,)(l  —  r,). 

Wir  erhalten  somit  für  T  im  Ganzen  jetzt  den  Ausdruck 

I  __   *  +  810  (roj-T^in  (fft  +  O  1 

llc08*(To"-Ti)(i  +  ri*-2r,"cÖ8'2ri)   "^    1 +r,*  -  2r4«co«2ri 

Es  ist  jetzt  leicht  zu  sehen,  daß  T  ein  negatives  Vorzeichi 
hat  Da  wir  v  >  1  voraussetzen,  so  ist  wegen  des  Brechniig 
gesetzes  1^22)  cos  r^  s=  v  cos  r^  und  in  dem  für  uns  in  Betracl 
kommenden  Bereiche  (0,  nß)  ist  daher  r^  <  Tj  und  mith] 
sin(T^j  _  TjX  0,  während  alle  übrigen  Terme  in  (32)  posit 
sind  (|r,|<l!). 

Bezeichnen  wir  nun  das  in  (32)  auftretende  Integral  mit  ^ 
setzen  also  T^^q^S^  so  ergibt  sich  jetzt  aus  I  (24)  für 
im  Hinblick  auf  I  (25)  und  I  (26)  der  Ausdruck: 


(33) 


T        A 


^cvn—^-a*rS 

t.  tr  +  ha       ' 


(i'>i 


Das  Integral  S  hat  dabei  ein  negatives  Zeichen.     Leider  läf 
sich  S  nur  numerisch  oder  graphisch  auswerten. 

Die  nun  erwiesene  Tatsache,  daß  fUr  den  Fall  eine 
Kugel,  die  im  Sinne  der  Einleitung  als  schwach  absorbieren 
zu  bezeichnen  ist,  ftir  große  (»-Werte  stets  eine  negativ 
Badiometerkraft  auftritt,  spricht  nun  entschieden  dafllr,  da 
die  negative  Photophorese  als  Badiometereffekt  aufzufassen  is 
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Ehrenhaft  untersucht  nämlich  die  photophoretischen  Kräfte 
des  Lichtes  einer  Bogenlampe,  deren  Spektrum  infolge  der 
Absorption  der  Lichtstrahlen  in  den  Glasteilen  und  der  Wasser- 
kammer der  Apparatur  sich  über  einen  Wellenlängenbereich 
4*10'^  bis  12- 10'^  cm  erstreckt.  Das  Energiemaximum  seiner 
Bogenlampenstrahlung  schätzt  Ehrenhaft  mit  Lummer  bei 
einer  Wellenlänge  von  7  •  10'^  cm. 

Frl.  Parankiewicz  hat  die  negativ  photophoretischen 
Kräfte  an  ^S  «-Teilchen  mit  einem  Radius  von  der  Größe  0,7 
bis  1,7 -lO'^  cm  und  an  iS- Teilchen  mit  einem  Radius  von  der 
Größe  1  bis  4  •  10'^  cm  messend  verfolgen  können.  Für  jedes 
der  experimentell  untersuchten  Teilchen  kommen  somit  je  nach 

dem  Spektralbereiche  q  f  ■=  -^j  -Werte  S  1  in  Betracht.    Auf 

Grund  einer  der  beiden  Näherungsformeln  allein  ist  somit  hier 
keine  Entscheidung  möglich  und  die  von  Ehrenhaft  ge- 
messenen photophoretischen  Kräfte  wären  nach  unserer  Auf- 
fassung als  die  Resultierende  positiver  und  negativer  Radio- 
meterkräfte zu  deuten.  Eine  Entscheidung  ließe  sich  nur 
durch  langwierige  Zahlenrechnungen  mittels  der  exakten  Formel 
erbringen,  was  aber  wegen  der  bereits  betonten  Unkenntnis 
eines  Teiles  der  Materialkonstanten  von  Se  und  S  zurzeit 
nicht  vollständig  durchführbar  ist. 

Auf  Grund  unserer  «beiden  Näherungsformeln  können  wir 
aber  die  folgenden  unsere  Auffassung  stützenden  Argumente 
beibringen.  Vor  allem  kann  &e  und  besonders  mit  vollstem 
Rechte  S  für  die  hier  in  Betracht  kommende  Größenordnung 
der  Kügelchen  als  schwach  absorbierend  bezeichnet  werden  und 
es  gilt  daher,  da  es  sich  hier  ohnehin  nur  um  eine  Schätzung 
handelt,  die  Näherungsformel  (33]  für  K.  Bei  Se  ist  ji^  der 
komplexe  Brechungsexponent  iV^«  i/(l  —  lÄ)  =  2,790  —  i«  0,460 
(bei  der  Wellenlänge  A  »  6,68.  lO"**  cm).i)  Bei  S  dürfte  der 
imaginäre  Teil  von  N  und  damit  die  Absorption  sicher  noch 
viel  kleiner  sein.  Sodann  ist  es  plausibel,  daß  bei  S  und  8e 
die  negativen  Radiometerkräfte  überwiegen  werden  und  da- 
her unsere  Theorie  die  Beobachtungen  von  Ehrenhaft  tat- 
sächlich wiederspiegelt.    Die  positiven  Radiometerkräfte  werden 


1)  W.  Meier,  Ann.  d.  Phys.  81.  S.  1017.  1910. 
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ja  nur  durch  eine  ultrarote  Wärmestrahlang  bedingt,  die  t^ 
10  cm  dicke  Wasserschicht  passiert  hat  und  nach  den  3L 
sangen  von  Aschkinass^)  dringt  durch  eine  solche  for  iJ^a^« 
Wellen  als  9,0  •  10"*  cm  weniger  als  ^  j.,  der  InieiisitÄ:  . 
einfallenden  Wärmestrahlang  hindurch.  Die  Intensität  der  i 
den  Ehrenhaftschen  Versachen  wirksamen  oltraioten  Strahle 
ist  demnach  nicht  zu  überschätzen.  Andererseits  erkennt  m 
aber  durch  Vergleich  unserer  beiden  Nähemngsformeln.  d« 
gleiche  Intensität  der  einfallenden  Strahlung  voraosgesetzt  d 
Radiometerkraft  für  große  (/-Werte  kleine  Wellenlängen'  d 
für  kleine  p- Werte  !gro6e  Wellenlängen»  überwiegt.  Aas  I '2 
und    33-  folgt  ja 

wobei  die  Indizes  g^  und  ^i  andeuten,  daß  die  entsprechende 
Größen  für  ffroße  bzw.  kleine  #> -Werte  zu  nehmen  sind.  D 
k  i-  mit  der  Wellenlänge  nicht  sehr  stark  variiert,  o  di 
Größenordnung  1  hat  und  schließlich  1  L  gegenüber  0/2  i 
vernachlässigen   ist,    so    ist   unser   Quotient  von  der  Größe! 

Ordnung  i— ^     ,    der  z.  B.  für   Se   den  Wert  392-  >  ha 

Wenn  auch  5  schätzungsweise  kleiner  aLs  l  ist,  s^:*  ist  d'X 
das  Produkt  392  •  i  jedenfalls  noch  als  groß  zu  bezeichne: 
Es  maf  auch  noch  betont  werden,  daß  unsere  Niiherung 
fonneiQ  Radiometerkräfte  geben,  die  in  der  Größenordnung  ta 
sächlich  den  Ehrenhaftschen  Fhotophoresekrriften  entspreche) 
.Sch;it7en  wir  etwa  die  nicht  gemessene  Wärmeleitiahigke 
vnn  5f  als  unseftihr  gleich  der  von  5  4.7-10"*gcaI  grademse 
und  setzen  wir  die  räumliche  Energiedichte  der  Sirihlung  ' 
mit  Khrouhatt  zu  0.279  erg  cm',  so  ergibt  sich  aus  I  2" 
uni  33  3l  =  2.10"';'.5.  Dabei  ist  ^  =  10"*  cm.  ;.=s7:0""*  cd 
-^  =  1,'^  -  i'  0.45.  7  =  10"  dvn  und  T  =  300^  aoff^ncmm« 
un  i  sowoLl  ;  als  auch  5  sind  hier  beide  kleiner  als  1.  Nac 
der.  Ver<v.c*:.ea  von  Frl.  Parankiewicz  werden  be:  >^  Krlii 
V.  li  i-r  'Trößenordnnna  10'  dvn  beobachtet,  was  n^ch  de 
iiiiSTr-r  Re.  LnuLS   zuirrande   liegenden   Annahmen   eine  Cbei 

i-    A-chkina??.  W-ed.  Aiis.  m  5*.  401.   IS?3. 
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einstimmuiig  der  Größenordnung  bedeutet.  Es  ist  ja  nämlich 
Ton  Yomherein  zu  erwarten,  daß  unsere  Schätzung  für  91  einen 
zu  großen  Wert  gibt.  Zunächst  nehmen  wir  doch  an,  daß  die 
ganze  Strahlungsenergie  allein  nur  im  Sinne  einer  negativen 
Badiometerkraft  wirkt,  während  sie  doch  auch  positive  Radio- 
meterkräfte erzeugt  und  die  beobachtete  Kraft  nur  die  Besul- 
tierende  der  beiden  ist.  Sodann  ist  .sicher  die  Absorption  von 
8e  nicht  zu  vernachlässigen,  was  nach  unseren  Überlegungen 
in  der  Einleitung  eine  Verkleinerung  der  negativen  Badio- 
meterkraft  zur  Folge  haben  muß.  Schließlich  wenden  wir  hier 
die  Näherungsformel  (33)  in  einem  Bereich  (>  «  1  an,  wo  sie, 
wenn  selbst  alle  Bedingungen  für  ihre  Anwendbarkeit  gesichert 
wären,  zu  große  Werte  ergeben  wird.  Die  negative  Kraft  (33) 
ergibt  sich  ja  nur  für  o  ^  1  und  muß  für  o  ^  1  in  die  posi- 
tive Kraft  I  (28)  übergehen.  In  Wirklichkeit  geht  also  K  mit 
kleiner  werdendem  q  schneller  zur  Null  (um  dann  positiv  zu 
werden)  als  es  (33)  anzeigt. 

Auch  sei  noch  erwähnt,  daß  die  von  Ehrenhaft  be- 
obachteten photophoretischen  Kräfte  alle  größer  zu  schätzen 
wären,  falls  Ehrenhaft  den  Teilchenradius  zu  klein  annehmen 
sollte,  wie  das  mehrfach  behauptet  wird.  Bemerkenswert  ist 
noch,  daß  die  negative  photophoretische  Kraft  bei  den  weniger 
absorbierenden  jS -Teilchen  auch  noch  für  größere  Badien  (nach 
Ehrenhaft  bis  a»!  bis  2-lC~^  cm)  beobachtbar  bleibt,  als 
bei  8e.  Nach  der  Einleitung  ist  für  große  Kugeln  stets  ein 
positiver  Effekt  zu  erwarten  und  es  geht  aus  den  dortigen 
Überlegungen  auch  klar  hervor,  daß  diese  Umkehr  des  Effektes, 
den  Ehrenhaft  nur  bis  zum  Nullwerden  verfolgt,  erst  bei 
um  so  größerem  Teilchenradius  zu  erwarten  ist,  je  weniger  die 
Teilchen  absorbieren. 

Wien,  22.  Februar  1920. 

(EiDgegaDgen  27.  Februar  1920.) 
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4.  Zur  experimentellen  Entschetdunff   der  Fra, 
der  RadioalUivUüt  aller  Xlletnentef 
von  G.  Hoffmann. 

Bin  Weg  zur  experimenteUen  EntscbeidaDg  der  Frage  i 
RadioakÜTität  aller  Elemente  ist  die  Untenachang  geringsl 
Ionisationen.  Da  die  Möglichkeit,  anf  elektrometriBchem  Wc 
kleinste  ßlektriätätsmengen  nachzuweiseD,  durch  dos  von  b 
Tor  mehreren  Jahren  konstruierte  Elektrometer  erheblich  i 
weitert  ist,  so  lag  es  nahe,  durch  die  Angaben  diese«  1 
strumentes  auf  dem  Wege  zur  Herstellung  und  UatersDcfao 
m&glicbst  kleiner  Ionisationen  sich  fQhren  eu  lassen.  Beobat 
tungen  in  dieser  Richtung  über  die  Ionisierungen  in  geschlt 
senen  Qef^eo  sind  in  einer  früheren  Arbeit^)  znsammengest« 
worden.  Hie  zeigten,  daB  eine  Beimengung  der  bekannt 
radioaktiven  Elemente  in  einer  Konzentration  >on  der  GrOßt 
Ordnung  10~^"  zu  den  anderen  Elementen  genOgt,  tun  i 
beobachteten  E^cheinungen  im  allgemeinen  zu  erklären;  ei 
spezielle  Diskussion  wnrde  damals  zurückgestellt,  weil  es  n< 
wendig  erschien,  zunächst  durch  weitere  Uessnngen  die  fi 
Bultate  zu  festigen  und  die  elektrometriscbe  Anordnung  a 
die  Exaktheit  der  Messung  kleinster  Elektrizitätsmengen 
prllfen.  Die  Fortfllhrung  der  Untersuchung*)  hat  ergeben,  d 
auch  die  Versuchsanordnung  von  1915  roUes  Vertrauen  t< 
dient. 

1.  Während  eine  Reinigung  eines  geschlossenen  Gef&C 
von  den  kurzlebigen  radioaktiven  Sa bstanzendarchAashungeru 
möglich  ist,  müssen  die  langlebigen  Produkte  auf  chemisch« 
AVege  beseitigt  werden.  Arbeiten  in  dieser  Richtung  könnt 
nur  die  Geringfügigkeit  einer  eventuell  vorhandenen  Be 
aktivität,   die  nicht  von  den  bekannten  Radioelementen  hi 

1)  6.  Horfmann,  EIster-Geitel-FeitBchrift,  S,  43ft.  191B, 

2)  G.  Hoffmaun,  Ann.  d.  Phyt.  62.  S.  665.  1917. 
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rührt,  dartun;  eine  Entscheidung  schien  unmöglich.^)  Die  Tat- 
sache jedoch,  daß  jedes  c^-Teilchen  emittierende  Radioelement 
eine  charakteristische  Reichweite  der  Strahlung  besitzt,  kann 
zur  Feststellung  der  Herkunft  des  c^-Teilchens  führen,  falls 
die  elektrometrische  Anordnung  empfindlich  genug  ist,  um  die 
loiienmenge,  die  das  einzelne  c^-Teilchen  auf  seinem  Fluge 
erzeugt  —  weiterhin  abgekürzt  als  „StoBgröBe'^  bezeichnet  — , 
zu  messen.  Diese  Methode  zum  Nachweis  der  Herkunft  jeder 
«-Aktivität  ist  jedoch  erschwert,  weil  die  einzelne  StoBgröBe 
dadurch  verkürzt  werden  kann,  daB  das  Teilchen  vor  Durch- 
fliegung der  Reichweite  auf  eine  Wand  des  GefäBes  aufprallt 
und  daB  die  emittierende  Substanz  im  Wandmaterial  ein- 
gebettet sein  und  deswegen  von  vornherein  mit  verkürzter 
Reichweite  emittieren  kann.  Durch  statistische  Verwertung  zahl- 
reicher StoßgrÖßenbeobaehtungen  wird  diese  Schwierigkeit  behoben. 
Denn  die  wahrscheinliche  StoBgröBenverteilung  ist  berechenbar,* 
fialls  das  GefäB,  in  dem  sich  die  Ionisationen  abspielen,  geo- 
metrisch einfache  Form  hat  und  falls  über  die  Art  und  Lage- 
rung der  emittierenden  Materie  —  dem  Gasinhalt  beigemengt, 
als  Oberflächenbelag,  oder  dem  Wandmaterial  beigemengt  — 
bestimmte  Annahmen  gemacht  werden. 

2.  Das  Elektrometer,  das  die  Grundlage  der  Untersuchung 
bildet,  ist  in  dieser  Zeitschrift')  ausftlhrlich  beschrieben.  Es 
ist  auf  Bruchteile  eines  Millimeters  Gasdruck  evakuiert,  so 
daB  im  Innern  keine  Ladungen  auf  den  isolierten  zentralen 
Teil  übergehen  können.  Der  Oberteil  des  Elektrometers  ist 
so  geformt,  daß  darauf  unmittelbar  das  lonisationsgefäß  auf- 
gesetzt werden  kann,  bestehend  aus  einem  AuBenstück,  das 
durch  eine  Hochspannungsbatterie  auf  eine  konstante  Spannung 
gebracht  werden  kann^  und  einer  zentralen  Auffangeelektrode. 
Die  unter  dem  EinfluB  von  Ladungsänderungen  stattfindende 
Bewegung  des  Elektrometersystems  wird  durch  einen  Licht- 
zeiger auf  einer  sich  gleichmäßig  drehenden  Trommel  marldert^ 
die   mit   photographischem    Papier    bespannt   ist.     Bei    einer 


1)  Vgl.  die  Literatarzusammenstellang   in    Meyer-Schweidler, 
Radioaktivität,  S.  482.  1916. 

2)  G.  Hoffmann,  Ann.  d.  Phys.  ^*2.  S.  1196.    1918;   52.  S.  665. 
1917;  Phys.  Ztschr.  13.  S.  480  u.  1029.  1912. 
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lostmmentempäncllichkeit  tod  etwa  5000  Ionen  pro  Mi! 
markieii  sich  jeder  lonisationSTorgang,  der  durch  ein  a-l 
innerlialb  des  GefäSes  bewirkt  wird  (ca.  150000  IoD' 
einer  etoßweiseo  gut  meßbaren  Bewegung  des  Ldchtzeigt 
Elektrometerkopf  befindet  sich  eine  InflnenzierongsToni 
vennittelBt  der  im  elektrostatiBchea  Maß  bekannte  Li 
mengen  influenziert  werden  küonen.  Auf  diese  Weise 
möglich,  jederzeit  die  Empfindlichkeit  des  Instramenti 
zustellen  and  die  beobachteten  StoßgrOfieo  in  loneozahl 
zurechneD.  Wegen  der  Einzelheiten  dieser  Anordnung  i 
übrigen  Schaltvorrichtungen  muß  auf  die  firBheren  A 
Terwiesen  werden. 

3.  Für  die  Berechnung  der  StoßgrößenverteilaDg  erget 
einfache  VertAltniase  bei  kugelförmigerBegrenznngdesIoniE 
raumes,  weil  dann  jeder  Punkt  als  Ansgangsort  der  Sti 
hinsichtlich  der  Begrenzung  der 
lung  durch  die  übrige  Wandung 
berechtigt  ist.  Daher  diente  aU' 
ans  einem  großen  Stück  Volk 
ausgedrehte  Hohlkagel  von  7, 
innerem  Durchmesser  schon  fQi 
Teil  der  1915  publizierten  Mes 
(vgl.  Fig.  1;  Ä  lonisationsgef^ 
Spannung-,  B  Träger  des  Bemsl 
latorsj  vom  G^fUB  durch  Gumn 
isoliert,  anErde;  CElektrometero 
evakuiert,  mit  zentralem  Qnecksilberkontakt).  Durch  stati 
Verarbeitung  von  810  gemessenen  Stfißen  wurde  eineStoß( 
Verteilungskurve  gewonnen;  der  damals  nur  grapbisc 
geteilten  Kurve  liegen  die  in  nachstehender  Tabelle  vei 
lichten  Zahlen  zugrunde. 

In  dieser  Tabelle  steht  unter  I  die  mittlere  StoBgi 
mm,  unter  II  die  ihr  entsprechende  lonenzahl,  dividiert 
10*  —  es  war  1  mm  =  5200  Ionen  — ,  unter  IH  die  Zi 
zu  dieser  Gruppe  gehörigen  gemessenen  StSße.  Diese  i 
reihe  weist  noch  sehr  erhebliche  Schwanknngen  anf. 
daher  unter  IV  noch  eine  Zahlenreihe  aufgeführt,  die  i 
dadurch  gewonnen  ist,  daß  4mal  nacheinander  Mitti 
gebildet  sind;  unter  IV  ist  also  der  Mittelwert  m^  der  Gi 
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Tabelle. 

I 

II             ■        III 

IV 

Stoßgröße 
in  mm 

Stoßgröße  io 
lonenzuilen  x  10'^ 

Zahl 
der  Stöße 

Mittelwert 

1 

0,52 

5 

2 

1,04 

24 

3 

1,56 

28 

28,68 

4 

2,08 

27 

26,62 

5 

2,60 

32 

27,12 

6 

3,12 

20 

26,50 

7 

3,64 

31 

26,68 

8 

4,16 

25 

28,12 

9 

4,68 

29 

30,43 

10 

5,20 

40 

31,43 

11 

5,72 

22 

30,12 

12 

6,24 

34 

29,24 

13 

6,76 

25 

30,56 

14 

7,28 

36 

32,75 

15 

7,80 

37 

33,43 

16 

8,32 

26 

34,43 

17 

8,84 

40 

38,00 

18 

9,36 

51 

88,62 

19 

9,88 

28 

34,25 

20 

10,40 

34 

31,19 

21 

10,92 

30 

30,49 

22 

11,44 

32 

28,31 

23 

11,96 

21 

22,31 

24 

12,48 

15 

17,12 

25 

13,00 

13 

14,87 

26 

13,52 

16 

14,62 

27 

14,04 

15 

13,62 

28 

14,56 

11 

11,63 

29 

15,08 

9 

10,20 

80 

15,60 

12 

8,68 

31 

16,12 

4 

6,37 

32 

16,64 

4 

4,75 

33 

17,16 

5 

4i37 

34 

17,68 

4 

4,31 

35 

18,20 

4 

4,25 

36 

18,72 

5 

4,37 

37 

19,24 

3 

4,68 

38 

19,76 

8 

4,56 

39 

20,28 

1 

3,75 

40 

20,80 

4 

3,12 

41 

21,32 

3 

2,68 

42 

21,84 

2 

43 

22,36 

0 
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zugeordnet,  der  sich  ftUB    deo  8toBzahleD  der  beoachbi 
Gruppen  berechnet  durch 

Die  den  Zahlenreihen  III  nnd  IV  entsprechenden  L 
sind  in  der  Fig.  2  gezeichnet,  aaBerdenii  ist  hier  noch 
punktierte  Linie  als  stetige  VerteiluDgskarre  eingefügt. 


1 

m 

/W 

p! 

Lv^ 

\ 

Pig.2- 

Ffir  die  Ionisationen  ei^aben  sich  folgende  Werte:  Di 
schnittliche  Zahl  der  Stöße  =  &2  jn  der  Stnnde,  dordiBd 
liehe  Größe  -  15,7  mm  =  81700  Ionen,  Zahl  der  StSße 
qcm  Oberfläche  nnd  Stunde  ~  0,28.  Öesamte  cr-Ionisatioi 
Durchschnitt  =  820  mm  in  der  Stunde  ^  1190  Ionen  in 
Sekunde.  Gleichförmige  Bewegung  (zwischen  den  Sti 
=  910  mm/Stnnde«  1320  lonen/Sek.  Reproduktionen 
Registrierkurven  sind  den  Arbeiten  1915  und  1917  beige 
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4.  Der  Vei^leicb  zwischen  Theorie  und  Experiment  ist  in 
Fig.  3  dnrchgefDhrti.  Die  mit  I  bezeichnete  theoretische  Karre 
entspricht  der  Annahme,  daB  von  Radium  und  seinen  Folge- 
prodakten  Gleichgewichtamengen  in  das  Wandmaterial  ein- 
gebettet sind.  Dann  sind  die  Zahlen  der  Teilchen,  die  von 
jedem  Produkt  pro  ccm  Wandmaterial  in  der  Zeiteinheit  aas- 
treten,  einander  gleich.  Für  jedes  Produkt  ist  eine  seiner 
Reichweite  entsprechende  Verteilungskurve  nach  dem  in  §  12 


Fig.  3. 

gegebenen  Verfahren  gezeichnet  für  den  Fall,  daß  die  Ionisation 
längs  der  Bahn  nach  der  Geigerschen  Formel  erfolgt.  An 
die  durch  Überlagerung  der  einzelnen  Verteilungskorren  ent- 
standene Kurve  I  wird  die  durch  Hittelwertsbildnng  aus  den 
Messungen  entstandene  Karre  der  Fig.  2  mit  einem  solchen 
OrdinatenmaSstab  —  dieser  ist  ja  willkürlich  —  angelegt,  daß 
die  Kurven  im  oberen  Teil  sich  mfiglichst  nahe  sind.  Die 
Abweichung   dieser  Karre    1    von  I  im  rechten  Teil   würde 
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ergeben,  daB  beim  Elxperiment  die  Zahl  die  erzeug^ten  lonei 
pro  Stoß  in  sehr  yielen  Fällen  weit  unter  dem  maximale] 
lonisationswert  geblieben  ist,  daB  also  eine  sehr  iingenügend( 
Sättigung  vorhanden  gewesen  ist.  Ejs  müßten  die  abgeschie 
denen  Ionen  im  Durchschnitt  etwa  nur  70  ^/^  der  erzeugte! 
gewesen  sein.  Dies  ist  nach  den  Angaben  yon  Moulin  be: 
einem  Feld  Ton  etwa  20  Volt/cm,  wie  es  in  der  Kugel  währeno 
der  Registrierungen  geherrscht  hat,  ausgeschlossen.  E^s  müssei 
also  noch  außerdem  Stoffe  Torhandeu  gewesen  sein,  die  a< 
Strahlen  mit  kürzerer  Reichweite  aussenden.  Wenn  die  Vor 
ganger  des  Radiums  genommen  werden  bis  herauf  zum  Uran  I 
ebenfalls  in  Gleichgewichtsmengen^  so  ergibt  sich  die  Kurve  I] 
am  Schluß  mit  I  identisch.  Die  mit  ihr  kombinierte  Kurve  S 
gibt  leidliche  Kongruenz.  Ihr  würde  eine  Sättigung  der  Ioni- 
sation von  etwa  80%  entsprechen,  ein  Wert,  der  nach  dei 
Moulin  sehen  Angaben  möglich  ist  Wenn  eine  Sättigung  voi 
etwa  90  %  angenommen  wird,  so  resultiert  die  Kurve  Ö.  Diese 
geht  bei  den  kürzeren  Stößen  weit  über  die  Uran-RadiumfamiU( 
hinaus  und  würde  auf  eine  neue  Radioaktivit&t  hinweisen. 

5.  Die  Deutuugsmöglichkeit  dieser  Abweichung  der  Kurve  l 
von  U  durch  die  Annahme  einer  Aktivität  des  Messings  selbei 
oder  des  den  Hauptbestandteil  desselben  bildenden  Kupfer 
fiihrt  zur  Aufstellung  folgender  Rechnung.  Es  bleibt  ein  Rest 
stück  der  Kurve  von  einer  maximalen  Stoßlänge  von  etwt 
100000  Ionen.  Nach  der  Kurvenhöhe  würden  auf  etwa  i 
Stöße  der  Ra-Familie  5  Stöße  der  unbekannten  Herkunft  ent 
fallen.     Die  Aktivität  pro  Flächeneinheit  ist  also  nach  den  ii 

§  3  mitgeteilten  Zahlen  gleich  ^-0,28  =0,108  Stöße  pro  qcn 

und  Stunde.  Aus  der  maximalen  lonenzahl  Z  «  100000  ergib 
sich  nach  der  Geigerschen  Formel  ^  —  6,76«10*-if«  ein< 
Reichweite  von  1,80  cm  in  Luft  von  0®  und  760  mnL 

Da  das  Bremsvermögen  für  Cu  =  2,46  ist  (nach  W.KBragg 
Durchgang  der  a,  ß,  y  und  Röntgenstrahlen  durch  Materie 
S.  54),  so  würde  die  Reichweite  einer  Strahlung  in  einer  Cu 
Atmosphäre  von  gleicher  Atomzahl  wie  Luft  bei  Normaldruci 


1,80 
2,46 

Die  Gesamtzahl  der  sekundlich  aus  dem  Quadratzentimete 


gleich  ^Jl  =  0,73  cm  sein. 
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Metall   austretenden   Teilchen    ist  gleich  — g-  *  ^ '  ^  =  3,10"^ 

Zwischen  den  austretenden  und  den  in  der  Zeiteinheit  Ton 
der  Volumeneinheit  aasgesandten   Teilchen  (iV)  besteht  nach 

NR 

Schweidler^)  die  Beziehung  — —  =  3,10~^     Die   Zahl  der 

Atome  in  der  Volumeneinheit  Nq  ==  2,71 -10^^  x  2  angenommen, 
ergibt  sich  f&r  das  Verhältnis  der  in  der  Sekunde  zerfallenden 
Atome  zu  den  vorhandenen 

Acu=    5  =3,04.10-". 

Dieser  Wert  mit  dem  Werte  für  Uran  (4,4 '10"^®)  verglichen, 

ergibt  i 

^  =  1,45.10«. 

Die  Aktivität  des  Kupfers  ist  also  mindestens  1,5  Millionen 
Mal  geringer  wie  die  des  Urans. 

Eine  Ektrapolation  nach  der  Geiger-Nu ttallschen  Be- 
ziehung zwischen  Reichweite  und  Lebensdauer  etwa  mit  den 
Eonstanten  der  Üran-Radiumfamilie  würde  für  die  eben  er- 
rechnete Zerfallsgeschwindigkeit  eine  Reichweite  von  1,86  cm 
ergeben,  eine  Zahl,  die  der  zu  Beginn  des  Paragraphen  an- 
genommenen nahe  kommt. 

6.  Als  Resultat  der  näheren  Diskussion  der  Stoßverteilungs- 
kurve der  CK -Aktivität  in  einem  kugelförmigen  Metallgefäß  er- 
gibt sich,  daß  es  nicht  angängig  ist,  die  beobachteten  ^-Akti- 
vitäten  allein  auf  das  Radium  und  seine  Abkömmlinge  zu 
schieben.  Es  ist  mit  Sicherheit  das  Vorhandensein  langlebiger 
Radioelemente  mit  kurzer  Reichweite  nachgewiesen.  Ob  es  aus- 
reicht, allein  auf  die  Mitglieder  der  Uranreihe  zurückzugreifen, 
oder  ob  eine  Aktivität  des  Metalles  selbst  vorliegt,  ist  ex- 
perimentell noch  nicht  entschieden.  Die  Diskussion  zeigt  aber, 
daß  weiter  ausgedehnte  Versuchereihen  zur  Lösung  dieser  Frage 
führen  müssen.^)  Für  eine  ce-Aktivität  des  Kupfers  wurde 
eine  obere  Grenze  ermittelt 

1)  E.  V.  Schweidler,  Phva.  Ztachr.  14.  S.  505  u.  728.  1913. 

2)  Die  Ausdehnung  der  Versuche  auf  Hohlkngeln  ans  Metallen 
mit  hohen  Atomgewichten  scheint  besonders  aussichtsreich.  Ergab  doch 
Platinfolie  einen  dreimal  so  hohen  Wert  der  a-Aktivitat  pro  qcm  Ober- 
flftche  wie  Messing  (vgl.  die  früher  zitierte  Arbeit  in  der  Elster- Geitel- 
Festschrift). 
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\  7.  Mit  ähnlichem  Besultat  wie  fo  die  UranradivmfuBxI 

läßt  sich  &ach  tur  die  Thorin  mfamflie  die  StaBTatefloA^fkiin 
aufhellen.  Die  Abweichungen  zwischen  experimenteller  u 
theoretischer  Knrre  sind  hier  noch  gröfier,  so  daB  ein  Hmia 
ziehen  Ton  Thoraktirität  z^ir  Erklämng  der  Unterwchiede  nicfa 
beizutragen  Tennag. 

Die  Deutung  der  Verteilungskurre  ist  im  TorangogaBgcBC 
ausschließlich  auf  die  Annahme  gleichmäßig  in  der  Waadm^ 
verteilter  radioaktiver  >abstanzen  gesttttzl  wenden.  Wie  di 
folgenden  Betrachtungen  zeigen,  ist  es  allein  auf  dieser  Givad 
la^e  möglicL  in  gewisser  Übereinstimmung  mit  dem  Experimei 
zu  bleiben,  weil  nur  so  das  Auftreten  von  zahlreiclien  ▼« 
kürzten  Stößen  möglich  ist  Die  Ionisation  etwm  auf  eiae 
Emanadonsgehali  der  Luft  zurückzuführen,  ist  deswegen  vb 

*  angebracht,  weil   in  $  14   gezeigt  wird,   daß  in  luftdicht  ge 
«  schloseenen    <jefaßen    der   Emanationsgehalt    auf    einen   sek 

geringen  Betrag  herabgehL 


Bereehnans  d«r  lonenmengenvrfilnng   der  »-ttöBe   rnnefffcaH 

einer  KaceL 

>.  Nach  den  Kenntnissen  über  die  Eigcnadiafken  radio 
aktiver  "Substanzen  sind  verschiedene  Arten  der  Veiteifaue  de 
lonenmengec  bei  a-Stößen  innerhalb  ein«  Kngel  Torans 
zusehen.     Von  bestimmendem  Einfluß  ist: 

1.   die  Anordnung  der  Substanz,  die  die  Strahlung  aas 
sendet. 
a   als    Emanation    gleichmäßig  innerhalb   des   Kugel 

Volumens, 
b   als    aktiver    Niederschlag    in    dünner   Oberääche» 

Schicht  auf  der  Kugelwandung. 
c    als    gleichmäßige    Beimengung    in   der  die   Kugel 

wandun?  bildenden  Materie. 

*J.  die  Reichweite  der  cir-Strahlung  der  Sahstanz  und  flu 
Verhältnis  zum  Durchmesser  der  KngeL 

Lm  lonenmengenverteilungen  zu  berechnen  sind  alle  diese 
Fälle  ZQ  sondern.  Beobachtete  Verteilungen  können  einen 
bestimmten  Fall  entsprechen,  oder  aber  sind  durch  Super- 
position  verschiedener  Strahlungen  zu  deuten.  Zur  Berechnuni 
sind  temer  Annahmen  nötig  über  die  Verteilung  der  I<mei 
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IfiogB  der  Bahn  des  einzelnen  a-Teilchens.  fOr  eine  eiste 
Orientierung  ist  die  Annahfhe  gleichmäßiger  Verteilung  als 
einfachste  G-rnndlage  voranzuetellen.  Eine  zweite  Ännähenmg 
gebt  TOD  der  Geigerschen  Formel  für  die  Ionisation  l&ngs 
der  Bahn  ans.  Drittens  kann  die  empirische  lonisationskurre 
zugnmde  gelegt  werden. 

9.  lonenmengenverteüang  bei  VotumeniönUierung.  Es  ist 
zuz^hst  die  Verteilung  der  StoBlängen  za  berechnen.  Die 
Zahl  der  StOSe,  die  vom  ccm  in  der  Sekunde  ausgehen,  sei 
gleich  H.  Da  alle  Stoßrichtungen  gleich  wahrscheinlich  sind, 
Bo  verlaufen  innerhalb  des  Ricbtungskegels  d(o  die  Zahl  -^N. 
Von  den  Stößen  dieser  ausgezeichneten  Richtung  sind  ans- 
znsondem  die  Stöße,  deren  Länge  zwischen  L  und  l-\-dL 
liegt.  Wenn  diese  innerhalb  der  Engel  vom 
BadjuB  r  einerseits  durch  die  Eugelwand  be- 
grenzt sein  sollen,  so  mBssen  sie  andererseitB 
(Tgl.  Fig.  4)  von  einem  Volumen  ausgehen, 
das  von  zwei  Engelkalotten  im  AbsCand  dL 
begrenzt  ist,  und  dessen  Oritße  gleich  ist 
(1)  ita^dL.  Fig.*. 

Die  Zahl  der  Stöße  in  der  Sekunde  innerhalb  des  Richtungs- 
kegels dio  und  von  der  Länge  L  beträgt  daher: 


und,  da  alle  Richtangen  wegen  der  kugelförmigen  Begrenzung 
gleichberechtigt  sind,  f^r  beliebige  Richtungen: 

Auf  diese  Stoßgrößenverteilong  gründet  sieb  die  Berechnung 
der  lonenmengenverteilung. 

a]  Bei  Annahme  konstanter  Ionisation  längs  der  Bahn.  Die 
Gesamtzahl  der  Ionen  eines  Stoßes  werde  mit  J  bezeichnet, 
die  Zahl  der  Ionen  pro  cm  mit  j.    Dann  ist 
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I 


./ 

dJ 


jdL. 


Die  Zahl  der  Stöße,  deren  lonenmenge  zwischen  /  and  J  -^  dJ 
liegt,  ist  dann  gegehen  durch: 

(5)  dZ  =  mdJ  =  « N{r'-  -^)^- 

Dieser  Ausdruck  gibt  die  Verteilung,  wenn  die  Reichweite 
größer  ist  als  der  Eugeldurchmesser,  er  wird  Null  für  J  —  2  rj, 
dem  Maximalwert  der  Ionisation,  die  bei  Stößen  in  Richtung 
des  Durchmessers  von  einer  Wand  zur  andern  auftritt  Ist 
jedoch  die  Reichweite  R  kleiner  als  2  r,  so  gilt  die  vorstehende 
Betrachtung  nur  für  Werte  von  Z,  die  kleiner  als  B  sind, 
die  übrigen  Stöße  verlaufen  ungehindert  und  erreichen  alle 
die  lonenmenge  /max  =  -ßj-  ^  berechnet  sich  dann  die  Zahl 
der  gehinderten  Stöße 


./ 


tuax 


(ö) 


0 


und  für  die  ganze  Stoß  Verteilung  ergibt  sich 


(7) 


Zahl  der  gehinderten  Stö&e-^nlfijBr'-^), 
,,      „     vollkommenen  „     y^ ^V'~  T ^^* '^  1^1' 


Gesamtzahl  aller  Stöße  4  ?f  ^' ''' • 


h)  ßei  Foraussetzung  des  Geig  er  sehen  Gesetzes,  Bezeichnet 
X  die  Strecke,  die  das  Teilchen  noch  bis  zum  Endpunkt  der 
Bahn  zurückzulegen  hat,  so  ist  nach  Geiger  die  Ionisation, 
die  auf  dieser  Reststrecke  entsteht,  gleich 


(8) 


./=  6,74.1ü*.ar^=  f^V''";      (^'--A      IQ-«, 

\^/  6,74« 


andererseits  folgt  aus  dieser  Formel,  daß  die  Ionisation,  die 
auf  einer  Strecke  L  entsteht  —  L  gemessen  von  der  ürsprungs- 
stelle  des  r^-Teilchens  — ,  gegeben  ist  durch 


|9) 


./  =  ./, 


maz 
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wo   Jm»x  *=  ('A~)  *  ^®  lonenzahl  für  einen  ungehinderten  Stoß 

bedeutet.     Wird   diese   Beziehung   zwischen   J  und   £  in  die 
Gleichung  (3)  eingetragen,  so  ergibt  sich  für  die  lonenverteilung 


dZ^f[J)d.r^  lnNS[Jr^^^  -  /)'. 


(10)  [  ''  r'       , 


r^--^(/max-«-(e^.aax-cO='f 


dJ. 


10.  lonenmengenverteilung  bei  Oberflächenschicht  Es  be- 
zeichne N  die  Zahl  der  Teilchen,  die  vom  qcm  Oberfläche 
fortgeschleudert  werden.  Eine  einfache  Betrachtung  der  in 
den  verschiedenen  Sichtungen  zur  Verfügung  stehenden  Längen 
ergibt  als  Resultat: 

(11)  dZ^f{L)dL^nNrdL, 
d.  h.  gleichmäßige  Verteilung  der  Stoßlängen. 

a)  Gleichförmige  Ionisation.  Mit  Benutzung  der  Bezeich- 
nungen des  vorigen  Paragraphen: 

(12)  dZ^f[JydJ^  n^r  ^i  . 

•/ 

Diese  Gleichung,  die  besagt,  daß  die  Verteilungskurve  der 
lonenmengen  eine  Parallele  zur  Äbszissenachse  ist,  gilt  jedoch 
nur,  wenn  die  Reichweite  größer  ist  als  der  Kugeldurchmesser, 
die  Ionisationen  also  durch  die  zur  Verfügung  stehenden  Stoß- 
längen begrenzt  sind.  Ist  die  Reichweite  kleiner,  so  verläuft 
ein  Bruchteil  der  Stöße  ungehindert  und  diesen  Stößen  ent- 
sprechen Vollionisationen  /^  =  Ä;.    Es  ist  dann: 

{  Zahl  der  Vollstöße  ^nNr^r-R) 

(lä)  {      ,,       „     begrenzten  Stöße  =  vT  i\>  Ä 

1  Gesamtzahl  aller  Stöße         =  2  7rA>2. 

b)  Bei  Ionisation  nach  der  Geiger  sehen  Formel.  Der 
aus  (8)  sich  ergebende  Differentialausdruck  in  (11)  eingesetzt 
ergibt: 

(14)  dZ=^f{J).dJ^\%arS^[J^  ^jyi..dJ\ 

11.  lonenmengenverteilung  bei  gleichmäßiger  Beimengung  des 
radioaktiven  Stoffes  zum  WandmaieriaL  Die  Zahl  der  (^-Teilchen, 
die  in  der  Zeiteinheit  in  der  Richtung  &y  tp  aus  dem  Flächen- 
stück dq  austreten,  ist  gleich  dem  Inhalt  des  schiefen  Zylinders 
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Ton  der  Länge  ^  —  wo  ^  die  Bekhweite  der  ; 
halb  der  Wandinaterie  bedemet  —  mnhiplizieit 
der  im  ccm  in  der  Zeiteinheit  emittiereDden 
multipliziert  mit  dem  Bruchteil  der  Einhehskigel 
dem  Bichtongskeeel  d^^.  dif'  ansgesdmitxeB  vird.  ] 
ist  gleich 


15 


■i? 


cos  ft '  y  - 


4ni 


.5 


AUe  Teilchen  msAmmezigefkSi.  die  anter  zjsdtEm  Wbik»! 
gegen  die  Normale  Zor  Oberälche  äiegen.  S'gHK: 

16  ^do  •  o  •  y '  cc«  »^ an  &d& , 

Xach  {r  summiert  zwischen  den  Grenzen  ö  orai  ^J^  «ö 
ach  die  »jesarnn-A"!  sHer  aostreiendec  cr-Teücis.  za 

IT  h'-^"*'?- 

E»ie5^r  Ai.5äiz  kiL^  isr  Bez^echsTzig  der  SiraLiazLgsrsiÄlt^iasc 
im  Iz^rn.  der  betr&chteien  K;igel  heraz&gex^rea  werden,  ts! 
die  BecingTiiig  erf^t  i«^  da2  die  Größe  ^  kies  isi  geces  dea 
K;:^lr&-i:as  z:.i  kleiner  wie  die  Wandstiike  der  Kvgelwmsdazg, 
r»ie  Siririnrjrertcfi-ai^  d&  SrraLIsng.  die  tos-  ^edea  öber- 
äacl-enelesez:  s-üseehT.  :?:  die  oben  aagegebcBe  vxkd  aa&esd^ 
s&i  in  .eder  Bicrtoi^  alle  Reichweitsi  toc  0  bis  2.  ;e  naä 
ier  T:e:e.  a:is  der  die  SiraLhzng  kcaat.  rVtr''^wlftig  TcsTmiL 

A    Ser^cizsng  de.  Ir-asLaft^kgeiTene: 
^e::r"^a5iger   L^iisemri   Ia^s    der 
d:f;*zJAic-   Teälrier.   berrich:«?.   derei 
iwifcbfÄ  0  ^ai  .^  Äe«e-e  Gr5öe  j  Lai  f-*  *• 
Ki:l:-iryre=.   ijerr-.   d^i    si-e  Tsrff^.ajr  ds 


1  ^ 


I:ii5;kr:i;5i;ü=.  frri  rirJdaafen  k&sez.     See 


■  -,-  - 


^    ^  -  T%*      " 


gwea  dk   N 


« t 


V-  ä:*  &  äii:  ">  if '>  -=r-  - 


j^>o^ 
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eines  Kegels,  idessen  ÖfiFnongswinkel  i?-^  an  die  Bedingung  ge- 
bunden ist 

(20)  cos  &,  =  gi;  . 

Die  Gesamtzahl  ergibt  sich  also  zu 

(21)  \dq'Q'N>{l  -cos«*)-^  . 

Diese  Teilchen  haben  alle  eine  zwischen  s  und  s  -\-  ds  liegende 
Reichweite.  Außerdem  durchfliegen  noch  alle  diejenigen  Teil- 
chen die  Strecke  s,  die  unter  dem  Winkel  &q  ausgehen  und 
eine  Reichweite  haben,  die  zwischen  s  und  R  liegt  Die  Zahl 
dieser  Teilchen  ist: 

(22)  \dq'(j'  N.cQ%ß'^%mß'^d&^-^, 
oder,  unter  Benutzung  der  Beziehung  (20), 

(23)  •  ^dg-Q.N.^?-"   . 

I^  die  Gesamtzahl  aller  aus  dem  Flächenelement  dq  aus- 
tretenden Teilchen,  die  die  Strecke  s  frei  durchfliegen,  ergibt 
sich  durch  Addition  beider  Anteile 

Werden  statt  der  StoBlängen  die  Ionisationen  als  Variable 
eingeführt  und  an  Stelle  des  Flächenelementes  die  Oberfläche 
der  ganzen  Kugel,  so  ergibt  sich  der  Gesamteffekt: 

(25)  dZ^-^f^{J,^  +  2/^../-  SJ^dJ. 

Hierbei  ist  gesetzt: 

2  rj  =  Jq  die  gesamte  lonenmenge,  die  bei  einem  Stoß  ent- 
stehen würde,  bei  dem  ein  ganzer  Durchmesser  durch- 
laufen wird. 

Rj  =  /^^  die  lonenmenge,  die  bei  Durchlaufung  der  vollen 
Reichweite  entsteht. 

b)  Berechnung  der  lonenmengenverteihing  unter  Annahme 
der  Ionisierung  nach  dem  Geig  ersehen  Gesetz.  Es  ist  in 
diesem  Falle  nicht  möglich,  die  Formel  für  die  Berechnung 
explizit  zu  entwickeln,  sondern  die  Kugel  muß  in  Gebiete  ein- 
geteilt werden,  innerhalb  der  die  zur  Verfügung  stehende  freie 
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4 


26 


Sioßlänge  als  konstant  angenommen  vird.  Die  r»Ä£i:e  T^ 
teflnng  muß  dann  durch  Überiagening  der  Verteil:ir?ei  ir 
einzelnen  Zonen  ermittelt  werden.  Der  Gang  der  £€-±r=. 
ist  folgender: 

Im  Gebiet  zur  Yerfngnng  stehende  freie  Siiillir 
gleich  Ä. 

Alle  Teilchen,  deren  Reichweite  z wische  =.  #  z^i  /  —  : 
liegt,  und  die  den  Bmchteil  d»  R  bilden,  rallec  in  d^?  I:iii:r 
mngsintervall  dJ.  das  mit  ds  in  der  Beziehung  nei: 

1.  falls  $  kleiner  aU  J: 

/=6.T4-  lö*-*  ' 

dJ^  «,:4.io*.|i-  *i#. 

2.  falls  i  größer  als  J: 
j  /-  6.74  .  io*y  —  f  —  J  » 

Ans  diesen  Formeln  ergibt  sich  inr  j.eden  /-Wen  ie  er- 
zielte Ionisation  und  die  Zahl  der  Teilchen  im  Interr&Il  Fi: 
die  priktische  Ilirchiuhrung  der  omstäEdlichcn  zr:^erj^:i.^ 
Reohnnng  wurden  für  A  Stofen  angenommen  ron  ;e  1  :3 
Hühenunierschied-  Fftr  jede  Stnfe  ergibt  sich  ein  restunm^c: 
Kugelabschnitt,  rar  den  die  wahrscheinliche  GesAg."rarl  df: 
Siöße  nach  16  zn  berechnen  ist.  Die  Anteile  T:n  1.  nnd  i 
sind  rar  gleiche  Ionisationen  zn  snmmierErn.  Die  rrna::cif2 
Werte  können  znr  Konstraktion  einer  stetigen  Vertslnnrsiunc 
benn:zt  werden.  An:  Einzelheiten  dieser  Bcchnini  soll  n:±: 
eingegangen  werden. 

12.  Die  verschiedenen  Veneünngen  sind  in  F:g.  5  tb^- 
sichilich  rosazLmengestellt.  Hierbei  ist  angenonimen.  iii  eiie 
Kngel  Ton  4  cm  Eadins  und  eine  Beichweiie  i.'^T  Snb-siäni  v:<l 
S  cm  TorÜegt.  Die  piinktierten  Knrren  eatsprech-eii  der  An- 
nähme  ^leichniäiiger  Ionisation,  die  ansgexogenen  Knrren  der 
Geifer  sehen  lonisadon:  die  Zahlen  entsprechen  den  drei 
Fällen:  Volnmsirahlang.  Oberdlchenstrahlxzng.  Tiefen strahlnif 

Lier:  ;edoch  eine  Sntstanx  Tor.  deren  Beich weite  k^ner 

is:   ils   der  Dnrthmesser   der  Engel,    so   treten   bei  VgIcä- 

Fsll  1     nnd   Ober£ächesstrahInng  Fall  2;    neben   den   dsrch 

die   Gefäödiniensionen   Terkürzten  Stöfien   sach   ToZkcmmese 
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Stöße  auf  in  einer  Anzahl,  die  sich  nach  den  Formeln  (7)  nnd 
(13)  berechnet.  Zur  ErlS^nternng  der  Verhältnisse  diene  die 
Fig.  6.     Hier  ist  angenommen  (Kurve  I),   daß   in  einer  Kugel 


25.W^J-* 


von  4  cm  Badius  Ba-Emanation  enthalten  ist,  Beichweite  4,0  cm. 
Die  nach  Formel  (10)  gezeichnete  Kurve  nähert  sich  f&r 
/=  169000    der    NuU.      Um   aber   die   Zahl    der   Vollstöße 


(31,8  Proz.)  auch  in  der  Figur  ersichtlich  zu  machen,  ist  am 
Schluß  ein  Bechteck  endlicher  Breite  eingezeichnet,  dessen 
Flächeninhalt  der  Zahl  der  Vollstöße  entspricht    Die  Kurve  II 

Aniuüen  der  Physik.    IV.  Folge.    62.  50 
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gibt  die  Verteilung  für  gleichmäßig  der  Wand  der  Koj 
gleicher  Größe  beigemengtes  BaC  (Reichweite  6^9  cm).  I 
Vertöilangskarve  bricht  ohne  Häufungsstelle  beim  Maxiim 
wert  ab. 

Die  theoretischen  Kurven  der  Fig.  3  sind  entstanden  dar 
Überlagerung  von  Kurven  nach  der  Axt  der  Karre  II  d 
Fig.  6;  die  experimentelle  Kurve  zeigt  keine  Besonderhe 
die  zur  Annahme  einer  Häufungsstelle  auffordert 


über  Venuohe  aur  Eraielung  von  B&am«n,    die  möfflioliit  h 

von  o-Ionisationen  sind. 

13.  Um  genauere  experimentelle  Grundlagen  zur  Dentm 
der  Verteilungskurve  zu  gewinnen,  war 'es  nötig,  eine  Tre 
nung  der  Stöße  nach  Herkunft  —  ob  aus  der  Luftfülloi 
oder  aus  der  Wandung  des  Gefäßes  stammend  —  zu  b 
wirken.  Zur  Verkleinerung  des  Wandeffektes  gegen  die  Wi 
kung  des  Gases  gab  es  die  beiden '  Mittel:  Redaktion  dt 
Wandoberfläche  durch  Ersetzung  der  massiven  Wand  durc 
ein  weitmaschiges  Netz  und  Elrhöhung  des  Gasdruckes,  i 
wurde  daher  ein  aus  feinen  Platindrähten  zusammengeschweiBU 
Netzkorb  in  einem  Gefäß  aufgehängt,  in  dem  durch  eine  klein 
Kompressionspumpe  Druck  bis  zu  15  Atm.  hergestellt  werde 
konnte.  Der  Durchmesser  des  Korbes  war  1,5  cm,  die  Hob 
1,8  cm,  das  Volumen  3,17ccm.  Bei  einem  Druck  von  4 — 5AtD 
entsprachen  die  größten  Abmessungen  der  Seichweite  de 
schnellsten  a-Teilchen.  Die  Versuche  ergaben,  daß  die  durc 
die  durchdringende  Strahlung  bewirkte  gleichmäßige  Ionisation  - 
die  Elektrometerbewegung  zwischen  den  Stößen  —  proportioni 
dem  Druck  im  Gefäß  war,  daß  aber  die  durchschnittlicl 
Größe  der  a-Stöße  bei  höheren  Drucken  stark  abhängig  vc 
der  angelegten  Spannung  war,  weil  es  immer  schwieriger  wurd 
Sättigung  zu  erreichen,  so  daß  oberhalb  12  Atm.  die  a-Stöl 
sich  selbst  bei  500*  Volt  Spannung  am  Netz  nicht  mehr  den 
lieh  von  der  starken  gleichmäßigen  Ionisation  abhoben.  A 
zweckmäßig  erwies  sich  ein  Druck  von  etwa  5  Atm.  Hierb 
war  die  Zahl  der  beobachteten  a-Stöße  bei  240  Volt  ui 
480  Volt  die  gleiche,  also  wurden  alle  Stöße  konstatiert;  d 
durchachnitiliohe  Größe  der  Stöße  war  bei  80  Volt  39000Ione 
bei  240  Volt  &7Q00  Ionen,  bei  480  Volt  74000  Ionen. 
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Bei  5  Atm.  and  240  Volt  ergaben  sich  folgende  Effekte 
bei  verschiedener  Füllung  des  Gefäßes: 

Luft  durch  Wattefilter  aus  dem  Zimmer  entnommen  .  14,5  Stöße/Stde. 

CO,  aus  Bombe  (mit  Wattefiiter) 4,5         „ 

CO,  aus  anderer  Bombe  (mit  Filter) 2,8         „ 

Luft  aus  großer  Bombe  (unter  200  Atm.  Druck  stehend)      2,0 

dgl.  am  nächsten  Tage 3,2 

dgl.  nach  2  Tagen 5,2         „ 

>i         >»       4       „  9,2  „ 

I»         »       "       >>  "t"  >» 

Die  Registrierungen  worden  immer  über  4  Stunden  er- 
streckt und  auch  wiederholt.  Die  Messungen  zeigen,  daß  Gase 
unter  Abschluß  sehr  geringe  Aktivität  aufweisen  können, 
speziell  wenn  sie  aus  einer  Bombe,  wo  sie  unter  hohem  Druck 
standen,  entnommen  werden.  Blieb  die  Luft  tagelang  im 
Beobachtungsgefäß,  so  stieg  die  Radioaktivität  an.  Die 
Bildungsgeschwindigkeit  entsprach  ungefähr''  der  Radium- 
emanation. 0£Fenbar  stammt  diese  Aktivität  von  einem  Radium- 
gehalt der  Wandungen  des  äußeren  Druckgefäßes,  das  aus  roh 
bearbeiteten  Eisenteilen  zusammengesetzt  war.  Daß  die  Akti- 
vität der  Bombenluft  so  gering  ist,  erklärt  sich  daher,  daß  ein 
eventuell  auch  in  der  Bombenluft  vorhandener  Emanations- 
gehalt, der  mit  der  Bombenwandung  im  Gleichgewicht  ist,  bei 
Ausdehnung  auf  kleinere  Drucke  proportional  der  Druckab- 
nahme verdünnt  wird. 

14.  Weitere  Versuche  wurden  bei  Atmosphärendruck  aus- 
geführt mit  einem  Drahtgeflecht  von  sehr  großer  Maschen- 
weite, das  ungefähr  einer  Engel  von  8  cm  Durchmesser  ent- 
sprach, aufgehängt  in  einem  großen  Zinkgefäß  von  solchen 
Dimensionen,  daß  die  c^-Strahlung  der  Wandung  nicht  in  den 
Eugelraum  eintreten  konnte.  Der  Deckel  des  Zinkgefäßes 
war  durch  eine  Öldichtung  abgeschlossen.  Der  untere  Teil 
der  zentralen  Elektrode  war  durch  eine  Drahtspirale,  die  auf 
Nullpotential  gehalten  war,  vor  übertretenden  Ladungen  ge- 
schützt Es  wurden  zwei  verschiedene  Drahtkugeln  verwandt 
Beide  waren  aus  Eupferdraht  von  0,2- mm  Durchmesser  ge- 
bogen. Bei  dem  ersten  Netz  war  eine  Maschenweite  von  etwa 
1,6  cm  hergestellt  Die  halbe  Drahtoberfläche,  von  der  wirk- 
same Strahlen  ausgehen  konnten,  betrug  6,6  qcm.  Das  Ver- 
hältnis   halbe    Drahtoberfläche/Eugeloberfl&che    betrug    1/81. 

60* 
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Bai  dem  zweiten  Netz  waren  nur  Drähte  gezogen,  die 
Kreise  bildeten  in  drei  zn  einander  se&krechtea  Rieht) 
die  halbe  Drabtobertiäche  war  liier  nur  2,25  qcm.  am 
hältnis  mr  Kngeloberfläche  nur  I/1I2  (Fig.  7). 


Die  Resattale  waren  ähnlich  denen  im  Drockgefäß. 
letgM  sich,  daß  im  Zinkg^&S  eine  Bs-EmanaüoBsentwid 
«ie  im  DmckgefaS  höchstens  sporenweise  Tfvhaodeii  war. 
KeU  n  gl&ckte  es,  gatu  anBerordeotlicb  gcritigc  lomsati 
in  erzielen;  es  ist  za  bedenken,  da£  es  äcfa  hier  bb 
Volomoi  Ton  260  rem  handelte.  Im  ^wlririi  ■■iiliiii  Eolg 
Zahlen  gewonnen: 


Tiwfri»fi  aboe  Atworptio« 


O0bt^ir«tii<i^» 


Die    be-treffn 
StBBden  Tor  der  1 


-«-li 


H*ld«Ue  sefUk  i 
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Das  Verhältnis  der  Stoßzahlen  für  Bombenluft  mit  Ab- 
sorption bei  Netz  I  und  Netz  II  ist  ungefähr  gleich  dem  Ver- 
hältnis der  Drahtoberflächen.  Man  ist  versucht,  4araus  zu 
schließen,  daß  die  Bestaktivität  im  wesentlichen  auf  radio- 
aktiven Stößen  beruht,  die  von  den  Drähten  ausgehen. 

Beobachtungskurven,  die  mit  Netz  II  aufgenommen  sind^ 
sind  in  der  Fig.  I  und  II  der  Tafel  III^  die  zu  der  Annalen- 
arbeit  (52,  S.  665.  1917)  gehört,  wiedergegeben.  Wenn  die  Stoß- 
zahlen auf  3 — 4  Stöße  in  der  Stunde  herabgehen,  kann  die 
Neigung  der  Geraden,  die  durch  gleichförmige  Ionisation  in- 
folge durchdringender  Strahlung  bedingt  ist,  mit  großer  Ge* 
nauigkeit  gemessen  werden.  Unmittelbar  aufeinanderfolgende 
Teile  der  Registrierkurven  ergaben  Übereinstimmung  der  Größe 
der  durchdringenden  Strahlung  bis  auf  1 — 27oo  genau.  Die 
Zahl  der  lonen^  die  so  im  ganzen  Volumen  entstanden,  wurde 
durchschnittlich  zu  etwa  1003  Ionen  in  der  Sekunde  ermittelt, 
d.  h.  auf  den  ccm  kamen  etwa  3,88  lonenbildungen  in  der 
Sekunde. 

Die  Netzanordnung  ist  sehr  empfindlich  auf  Änderungen 
der  durchdringenden  Strahlung.  Die  Strahlung  stärkerer 
Radiumpräparate  konnte  durch  dicke  Mauern  aus  entfernteren 
Teilen  des  Gebäudes  her  beobachtet  werden.  Die  Strahlung 
eines  Gefäßes,  das  ein  Kaliumsalz  enthält,  kann  in  wenigen 
Minuten  gemessen  werden. 

15.  Zum  Schluß  sei  noch  referiert  über  einige  Meßreihen, 
die  an  einer  Steinsalzhohlkugel  angestellt  wurden.  Aus  großen 
Blöcken  Steinsalz  aus  dem  Kaliwerk  Hedwigsburg  wurden  zwei 
Klötze  ausgeschnitten,  mit  ebenen  Flächen  versehen  und  die 
Hälften  einer  8  cm-Kugel  eingeschnitten.  Nach  der  Bearbeitung 
wurden  die  Flächen  mit  grobem  Schmirgel  abgerieben,  der 
Staub  mit  kräftigem  Strahl  aus  einer  CO^-Bombe  abgeblasen 
und  dann  sofort  in  das  Zinkgefäß  hineingebracht^  das  mit  COg 
gefällt  wurde.  Man  konnte  vermuten,  daß  auf  diese  Weise 
sich  ein  Raum  gewinnen  ließ,  der  eine  sehr  geringe  c^-Aktivität 
zeigte.  Denn  K.  Berg witz^)  hat  festgestellt  durch  Messungen 
im  Bergwerk  Hedwigsburg,  daß  in  Räumen,  die  allseitig  von 
dicken  Schichten  Steinsalz   umgeben    sind,   ein   sehr   geringer 


1)  K.  Bergwitz,  Elster-Geitel-Festschrift  S.  585.  1915. 
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5.  Bemerkung  zu  der  Arbeit  von  TT,  JSahnemann 

und  H.  Hecht:  „Der  mechanisch- akustische 

Aufbau  eines  Telephons^'; 

von  Max  Wien. 


In  der  oben  geDannten  Arbeit^)  werden  Messungen  über  die 
in  einem  Telephon  verzehrte  elektrische  Leistung  angestellt,  wobei 
sich  eine  interessante  Abhängigkeit  dieser  Leistung  von  Größe 
und  Form  des  Luftraums  vor  und  hinter  der  Membran  ergibt, 
und  auch  davon,  ob  das  Telephon  ofifen  oder  mit  geschlossener 
SchaIlö£Fnung  oder  an  das  Ohr  gedrückt  verwandt  wurde.  Hieraus 
wird  dann  der  akustische  Wirkungsgrad,  d.  h.  das  Verhältnis 
der  auf  den  Qehörgang  übertragenen  Leistung  zu  der  auf- 
gewandten Leistung  für  den  Tonbereich  von  500  bis  1000  Peri- 
oden zu  1  bis  10  pro  Mille  berechnet.  Schließlich  wird  eine 
Anwendung  dieser  Zahl  auf  die  Schwellenempfindlichkeit  des 
menschlichen  Ohres  für  1000  Perioden  gemacht,  und  diese  zu 
1,9  •  19""*^  Watt  gefunden,  während  die  Verfasser  aus  älteren  Mes- 
sungen von  mir^]  für  denselben  Ton,  eine  Schwellenleistung  von 
nur  1,6. 10~^®  Watt,  also  einen  etwa  120 mal  kleineren  Wert  be- 
rechnen. Die  Gründe  für  diese  recht  erhebliche  Dififerenz  suchen 
Hahnemann  und  Hecht  in  meiner  Versuchsanordnung. 

Diese  Versuchsanordnung  war  so  einfach  wie  möglich  und 
gestattete  die  Schallausbreitung  theoretisch  zu  berechnen.  Es 
wurde  ein  Telephon  in  einer  Öffnung  eines  großen  —  theore- 
tisch unendlichen  —  Blechschirmes  so  befestigt,  daß  die  Tele- 
phonplatte mit  der  Ebene  des  Schirmes  zusammenfiel  (vgl. 
Fig.  1),  und  der  Ton  des  Telephons  in  einer  Entfernung  von 
30  cm  beobachtet.  Der  Strom  des  Telephons  wurde  so  lange 
geschwächt,  bis  der  Ton  gerade  nicht  mehr  hörbar  war.  Die 
Schallintensität  in  0  läßt  sich  bei  gegebener  Plattengröße  und 
Amplitude  berechnen.  Die  von  mir  damals  gegebene  Formel 
stimmt  mit  dem  kürzlich  von  Hahnemann  und  Hecht')  auf 
ganz  anderem  Wege  abgeleiteten  Ausdruck  bis  auf  eine  un- 
wesentliche Abweichung  in  einem  Zahlenfaktor  überein. 

1)  W.  Hahnemann  u.  H.  Hecht,  Ann.  d.  Phys.  60.  S.  454.  1919. 

2)  M.  Wien,  Pflügers  Archiv  f.  d.  ges.  Physiologie  97.  S«  1.  1908. 
8)  W.  Hahnemann  u.  H.  Hecht,  Physik.  Zeitschr.  IS.  S.  207.  1917. 
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"    Die  Dimensionen  des  Telephons  waren  klein  gegen  die  Wellen- 
länge, 80  daß  von  diesem  keine  Störung  zu  erwarten  war. 

Der  äußere  Gehörgang  ist  etwa  3,5  cm  lang,  also  klein 
gegen  die  Wellenlänge  des  Tones  1000,  so  daß  er  nicht  als 
Schallsenke  wirken  kann,  und  im  Inneren  des  Gehörganges  an- 
nähernd die  gleichen  Dichtigkeitsänderungen  vorhanden  sein 
müssen,  wie  in  der  Luft  außerhalb.  Anders  werden  die  Verhält- 
nisse, wenn  der  Schall  durch  ein  längeres  Glasrohr  dem  Ohre  zu- 
gef&hrtwird.  Dieses  gibt  notwendigerweise  zu  stehenden  Schwin- 
gungen und  Resonanzerscheinungen  Veranlassung.  Die  Stärke  der 
Schwingungen  iti  dem  Rohre  hängt  im  hohen  Maße  von  <}er 
Tonhöhe  und  auch  von  der  Umgebung  und  Form  der  Ö&ung 
ab^  Fragen,  die  ja  schon  Helmholtz  in  seiner  Theorie  der 
Luftschwingungen  in  offenen  Röhren  behandelt  hat. 

Hiernach  ist  es  nicht  verwunderlich,  daß  Hahnemann 
und  Hecht  bei  ihren  Versuchen  mit  einem  Gipsmodell  des 
Kopfes  und  längeren  Glasröhren  als  Zuleitung  zum  Ohr  starke 
unterschiede  der  Schallaufnahme  gefunden  haben;  ein  Rück- 
schluß auf  meine  Versuche  kann  jedoch  daraus  nicht  gezogen 
werden,  da  die  Versuchsbedingungen  ganz  andere  waren. 

Hahnemann  und  Hecht  suchen  weiter  eine  Fehlerquelle 
bei  der  Auswertung  meiner  Versuche  darin,  daß  ich  die  Ampli- 
tude der  Telephonplatte  der  Stromamplitude  proportional  an- 
genommen habe. 

In  meiner  Arbeit  habe  ich  ausdrücklich  daraufhingewiesen, 
daß  bei  der  mikroskopischen  Ausmessung  der  Telephon ampli- 
tuden  mit  der  Stromstärke  nicht  über  den  Bereich  hinaus- 
gegangen wurde,  für  den  der  Ausschlag  dem  Strom  proportional 
•  war.  Dieser  Bereich  ist,  wie  seitdem  durch  W.  Kunze ^)  und 
W.  Birnbaum^  nachgewiesen  ist,  außerordentlich  groß.  Ob 
nach  unten,  nach  dem  Gebiet  der  ganz  schwachen  Ströme,  der 
Ausschlag  ebenfalls  proportional  bleibt,  läßt  sich  experimentell 
nicht  mehr  nachweisen,  weil  die  Ausschläge  schließlich  zu  klein 
werden.  £s  hängt  das  mit  der  Frage  nach  dem  Verlauf  der 
Anfangspermeabilität  zusammen.  Wenn  jedoch  eine  Abweichung 
vorhanden  ist,   so  würde  sie  in  der  Richtung  liegen,  daß  die 

1)  W.  Kunae,  Arch.  f.  Elektrotechnik  2.  8.  495.  1914. 

2)  J.  W-  Birnbaum,  Ann.  d.  Phys.  4Ö.  S.  201.  1916. 
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Ausschläge  und  damit  die  SchwelleDleistung  tatsi  bii«-k  ooc 
etwas  kleiner  sind,  als  die  berechneten. 

Beide  Fehlerquellen  können  auf  meine  Ergebnisütr  Lar  uinei 
geringen  Einfluß  ausgeübt  haben,  sie  reichen  jedenfaüs  nirht  ioj 
um  die  großen  Differenzen  der. beiderseitigen  Werte  z\x  erklärn 

Ich  möchte  hier  nicht  die  Frage  erörtern,  ob  den  m 
recht  umständlichem  Wege  durch  mehrfache  Umrechnung  unc 
Extrapolation  gewonnenen  Zahlen  der  Herren  Hahnemani 
und  Hecht  eine  größere  Sicherheit  zukommt,  sondern  dqj 
darauf  hinweisen,  daß  die  Differenz  sich  vielleicht  aus  dem 
Umstände  erklären  Jäßt,  daß  die  Schwellenlektung  in  beider 
Fällen  in  yerschiedener  Weise  definiert  wurde. 

Bei  mir  wurde  die  Tonintensität  {A)  definiert  als  die  Schall- 
energie, welche  im  freien  lUum  in  einer  Sekunde  durch  1  cm^ 
Fläche  hindurchwandert.  Indem  die  Fläche  des  Trommelfells 
zu  1/3  cm^  angenommen  wurde,  wurde  die  in  das  Ohr  ge- 
langende Energie  einfach  =  ^/8  gesetzt^)  und  daraus  die 
Schwellenleistung  berechnet 

Hahnemann  und  Hecht  hingegen  berechnen  die  tod 
den  weichen  Wänden  des  ganzen  Gehörganges  und  eines  Teiles 
der  Ohrmuschel  beim  Andrücken  des  Telephons  an  das  Ohr 
absorbierte  Leistung.  Wenn  wir  die  Länge  des  äußeren  Gehör- 
ganges zu  8,5  cm,  den  mittleren  Durchmesser  zu  1  cm  aimehmen, 
so  haben  wir  hier  allein  schon  eine  absorbierende  Oberfläche 
von  1 1  cm'.  Setzen  wir  die  Schallabsorption  dieser  Weichteile 
überall  als  gleich  voraus,  so  müssen  wir  die  berechnete  Leistung 
auf  1/83  reduzieren,  um  die  von  dem  Trommelfell  (1/3  cm^j 
allein  verzehrte  Leistung  zu  erhalten.  Nach  dieser  Beduktion 
würden  die  Werte  von  Hahnemann  und  Hecht  nur  noch 
etwa  3  bis  4  mal  so  groß  sein  wie  die  meinigen  —  eine  Diffe- 
renz, wie  sie  durchaus  innerhalb  der  Fehlerquellen  bei  ein  und 
derselben  Methode  liegt,  die  jedoch  bei  diesen,  auf  ganz  ver- 
schiedenem Wege  gewonnenen  Zahlen,  sogar  eine  auffaUend 
gute  Übereinstimmung  bedeuten  würde. 

Jena,  Physik.  Institut  d.  Universität,  9.  Februar  1920. 

1)  Dabei  blieb  es  unerörtert,  ob  wirklich  die  durch  den  Gebörgaog 
aaf  das  Trommelfell  treffende  dort  absorbierte  Energie  mit  der  so  defi- 
nierten übereinstimmt 

(Eingegangen  12.  Februar  1920,) 
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